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RESUMEN

Se analizan estrategias bajo la existencia de conexiones entre las unidades que generan redes. Se
modela el caso en el que las conexiones son aleatorias. El tamafio de la muestra varia en funcién de
los contactos lo que establece la existencia de una etapa adicional de aleatorizaciéon. Se proponen
estimadores y se obtienen sus errores. Este problema es estudiado para el muestreo simple aleatorio y
el estratificado. Se propone como solucién para computar los errores el uso de métodos de Bootstrap
junto con algoritmos para computarlos.
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ABSTRACT

Strategies are studied under the hyphotesis of random connections among the units. We model the
case in which these conections are random. They fix networks and the sample size varies as a function
of the contatcs. Hence an additional randomization stage is present. Estimators and their errors are
developed. This problem is studied for simple random sampling and stratification. As a solution for
computing the errors Bootstrap methods are proposed and computing algorithms are provided.
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1. INTRODUCCION

Thompson [1990] y [1991] propuso modelos que incluyen el uso de relaciones entre las unidades
muestreadas y aquellas con las que se relaciona. Bouza [1982] analiz6 modelos para el muestreo en
poblaciones conexas. Las conexiones permiten derivar la estructura de redes en el sentido usual de la Teoria
de Grafos. La estructura de la poblacién U ={uy,...,uy} permite derivar estrategias llamadas de "muestreo
adaptativo", ver Thompson-Seber [1996]. Desde el punto de vista practico esto permite incrementar el
namero de unidades basicas con la caracteristica de interés. Tal es el caso cuando se desea estudiar el
comportamiento de una poblacion de insectos, la preeminencia de una cierta enfermedad infecciosa o las
caracteristicas de ciertos prototipos en la produccién de una cadena.

La poca abundancia de ciertos tipos de elementos con la propiedad deseada en la muestra, puede sugerir
incrementar el nimero de ellas incluyendo otras, que se espera posean la caracteristica, a partir de las
observaciones en la muestra inicial. Ejemplos de este tipo de problema son:

e El agronomo observa sitios de muestreo donde hay pocos insectos del tipo de interés.
Sin embargo observa alguna evidencia de su existencia en sitios contiguos.

e El médico visita familias de una manzana y observa pocos portadores de un virus, pero obtiene
informacion sobre la existencia de enfermos en las inmediaciones.

e El veterinario evalla ejemplares de una cierta raza poco extendida y conoce que hay otras
recién introducidas en fincas vecinas.

e El soci6logo entrevista a madres jovenes solteras y selecciona familias de una barriada en la que
le comunican que hay casas con estos casos en otras casas.
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e Un ingeniero realiza el control de la calidad y observa que ciertos productos salen con defectos
raros. Haciendo simples pruebas detecta si este problema afecta a otros lotes producidos por la
linea que desea evaluar.

En todos los casos la seleccion de la muestra se lleva a cabo sin conocer qué unidades poseen la
propiedad de interés. Las unidades son seleccionadas aleatoriamente. En general se utiliza muestreo simple
aleatorio [msa] y se obtiene informacion sobre la abundancia de unidades con las caracteristicas deseadas
solo al hacer las visitas. Al observar pocas que satisfacen su interés el especialista desea ampliar la muestra
inicial s incluyendo algunas unidades 'contiguas' donde espera existan otras unidades con la propiedad de
interés. En ocasiones la similitud es detectable y no varia, por lo que podemos considerar que esta
determinada por 'conexiones' deterministicas. La muestra ampliada es aleatoria.

Consideremos que la existencia de estas conecciones [arcos entre los nodos representados por las
unidades de U] es generada por algin mecanismo aleatorio. Tal es el caso de cuando los insectos se
trasladan de un sitio a otro, los portadores pasan a enfermos, la manada de animales cambia de
composicién, hay mucha movilidad de los vecinos del barrio o si los defectos de los productos son afectados
por la eficiencia de los operarios y ellos cambian de linea de produccién. Este problema es modelado en este
trabajo utilizando el marco propuesto por Thompson op. cit .

Es usual que el cliente desee obtener un modelo que le permita ‘adaptarse’ a la situacion encontrada e
incrementar las unidades con la caracteristica de interés. Por ello es comun que al observar la muestra trate
de incrementar el nUmero de observaciones en forma arbitraria. El estadistico usando un modelo adaptativo
puede fijar criterios para incluir nuevas observaciones a partir de las caracteristicas observadas en las
unidades en la muestra inicial. Sin pérdida en generalidad podemos caracterizar el problema al fijar que se
incluyan en la muestra s todas aquellas unidades para las cuales la variable de interés Y > a.. Entonces para
cada u; se determina el conjunto {u; | Y; > o} = CJ[il]. Si u; € C[i1] y Y; > a se repite el proceso hasta que
ninguno de los nuevos vecinos genera la inclusion de nuevos elementos. La unién de todos ellos determina
el 'conglomerado adaptativo' C[i].

La relacién de vecindad utilizada debe ser simétrica y determina que cualquier subcoleccion C'[i], < CJj] de
C'li] tal que si u; € C'[i] entonces C'[i], < C[j]. Diremos que C'[i] es una red. Si u; € C[i] y no existe C'i] a la
gue pertenezca se dice que es una 'unidad frontera' [uf]. Utilizando este marco se desarrollan los modelos
del muestreo adaptativo [ma], ver Thompson-Seber [1996] para mas detalle.

Bouza [1982] por su parte estudié el problema de las conecciones no deterministicas en el marco de la
existencia de una estructura poblacional que permite el disefio de un grafo. En este trabajo se desarrolla el
estudio del msa cuando las conexiones en la red son modeladas por variables aleatorias con distribucion
Bernoulli. Estimadores de la media poblacional son obtenidos y sus errores son deducidos. Se propone
realizar la estimacion de éstos utilizando métodos de Bootstrap. Se caracteriza el problema de su
convergencia utilizando condiciones de robustez del método de [BS], ver Jureckova-Sen [1996]. Se obtiene
gue los criterios de Liu-Singh [1987] son satisfechos y lo que sustenta que los algoritmos propuestos son
convergentes. Queda pendiente un estudio computacional adecuado para determinar qué alternativas son
las més recomendables para el caso del msa y del msa estratificado [msae].

2.CASO SIMPLE

Siguiendo los principios enunciados en la introduccion la seleccién de una unidad u; puede ser generada
por:

1.Se observa una de las R; redes en las que u; es incluido.
2.Se observa al menos uno de los K; conglomerados en los que u; es una unidad frontera.

Supondremos que el tamafio de s es suficientemente grande como para que la distincién entre el uso o no
del reemplazo sea de poco interés. Al utilizar msa para seleccionar la muestra, la probabilidad de observar u;
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es P; = [R; + K]/N. Note que al observar la muestra aparecen A; redes conteniendo a u; y que su esperanza
es E[A; ] = nRi/N. El enfoque tradicional utiliza, ver Cochran [1981]

n
m = Zi:lYi /n
para estimar p, la media poblacional. Su error es
- 2 _ n 2
V[m] = 6°/n = Zizl[yi /u)? INn

si n/N = 0. Thompson [1990] propuso utilizar

n n n , _ n
mr = Zizlzjec[i} Yi/nR; ZZizlYi In= ZizlAiYi /nR; )

Este estimador es insesgado y su varianza es
Vimd = S0 [V —uf INn=c2 = ST (V)2 IRZ N2 | IN 3
M= [Yi-u[ /Nn=cF/n=| > (Yy)?/R?-Nu? Nn 3)

pues my es la media de las Y, .

Cuando los contactos son aleatorios tenemos que la conexidn entre dos unidades es modelada por una
distribucion a priori. Esta es caracterizada por variables Bernoulli que establecen la existencia o no de arcos.
Las denotaremos por B;j =1 (0) sij € C'[i] (j ¢ C'[i]) donde E[B;] = Q; es su valor esperado. Entonces

N
E[Ri] = zileij =Q
La simetria en la relacion garantiza que Q; = Q; por lo que no hay independencia entre estas variables. (2)

continta siendo insesgado pero la estructura de (3) determina que en estos casos R; es una variable
aleatoria. Cuando R;>0y E [Rﬁ] < o, Bouza [1991] obtuvo que Qj = 1- Q;y Qjy; = Prob[B; = By'= 1]

ER2=[ERD)] "+ 3" -1 = [ER? ~EIR?]) /ER?)™ + Ol

Esto permite obtener una aproximacion para la esperanza de V[m;] bajo el modelo superpoblacional que
genera las conexiones. Esta es

EV[my] E{ZiNl |:(Zjec‘[i] ij 2 /NQf} - Mz}/n =V (4)

donde el desarrollo de la esperanza del/Rizen Series de Taylor se apoya en las propiedades de las

variables Bernoulli y su distribucién conjunta. Utilizando las propiedades de los momentos de esta
distribucion se obtiene, tras un trabajo algebraico arduo que

Q; = [Hi(1 - Hy) + J)/H; )
donde
Hi= QF + Z:\il QiQj + zj;tj.[Qijj‘ - QijQij'] (6)
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_\N H4 22 2 2
Ji= Zileij + 221¢j'QijQ‘i' + Zjﬂ'ﬁQijQij'Qit + 22j¢j‘¢t'QijQit'Qit' + Zj¢j'¢t¢t'QijQileitQit' )
Utilizando las propiedades de [3] la estructura de un estimador adecuado parece ser
n
st=> [Yi-m: /-1

Note que podemos aceptar la validez deE[S% /n]: Y +o(n™1). Esto permite utilizar los resultados de Liu-

Singh [1987] los que establecen que bajo esta hipotesis, se puede desarrollar S% /n en Series de Edgeworth

[SE] garantizandose que el método de BS converge al funcional que estima. La complejidad del valor
esperado sugiere que esta es la mejor opcion para obtener una aproximacion de [4] pues en general los
parametros del modelo superpoblacional descrito a través de [5], [6] y [7] son desconocidos.

Utilizando el principio de la repeticion un algoritmo para obtener una estimacién del error esperado es el
siguiente:

Algoritmo 1. Bootstrap para la estimacion del error esperado de my basado en la repeticion.

Paso 1. Fijar M
Paso 2. Dada la muestra identificar C'[1],...,C'[n] y calcular Y';,...,Y',.

Paso 3. Seleccionar una muestra de tamafio n mediante msa con reemplazo de la muestra inicial y calcular

n
Mg = z s/n
B =1 iB

para la muestra sg.

Paso 4. Si B = M calcular

m3 ZM M /M
T8 = 2ig_ 1B

STelAY = z'::l[mTB ~Mig ]2 IM-1

Paso 5. FIN

Por su parte el principio de la sustitucion hace recomendable estimar los parametros y sustituirles por sus
estimaciones en el calculo del error. Este es el estimador de BS del error. Un algoritmo que implementa la
aproximacion en este sentido es el siguiente:

Algoritmo 2. Boostrap para la estimacion del error esperado de my basado en el principio de la sustitucion.

Paso 1. Fijar M
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Paso 2. Dada la muestra identificar C'[1],...,C'[n] y calcular Yj,---, Y}, .

Paso 3. Seleccionar una muestra de tamafio n mediante msa con reemplazo de la muestra inicial y evaluar
en cada muestra las variables By, y Bj; = B;Bj;.

Paso 4. Estimar los parametros Qj,---,Q;, utilizando las M muestras de BS calculando (5), (6) y (7).

Paso 5. Utilizar las estimaciones obtenidas en vez de los parametros en la formula dada en (4) y calcular
Sis [A2]

Paso 6. FIN

Este ultimo algoritmo es mas complejo que el primero pero su velocidad de convergencia generalmente es
mayor dadas las relaciones de la regla de sustitucién [plug-in-rule] con el método Delta y el de este con el
BS, vea Juréckova-Sen [1996] para una detallada discusion.

3.CASO ESTRATIFICADO

El uso de la estructura del estimador del mase determina que si para el estrato U, definimos C'[hi] como la
red correspondiente a u;, my, como el estimador de la media poblacional p, de Uy, W;, = 1N/N, siendo Nj su
tamafio y n, el de la muestra de éste.

Entonces si denotamos por N[hi] = |C'[hi]| al nimero de unidades de C'[hi]y

Me1 = z::lwhm”‘ :2::1\/\/“ 22‘1 Z‘4160'[hi] Yi /MR

es un estimador insesgado de p. La varianza de este esta dada por

H N H
V[mey] = thlth =Zi=hl[Yr;i i 2 N, =Zh=1WhZG$h/nh =

H N
= Zh:lwhzl: zi:f;-( leli)z /Rﬁi - Nhlvlﬁ }/Nhnh

Bajo la existencia de conexiones aleatorias entre los elementos del estrato el error es;

% H N 2 '
EVIMei] = Vg = Zh:lwhz zi_“l{ (Zjec‘[hi] thj INpQpi }—uﬁ /1,

Nuevamente la estimacion del error puede ser llevada a cabo mediante el uso de BS haciendo uso de uno
de los algoritmos propuestos en la seccién anterior.

Algoritmo 3. Bootstrap para estimar el error esperado de me;.

Paso 1. Seleccionar p =1,2.

Paso 2. Para cada h aplicar el algoritmo p.
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Paso 3. Calcular Vg[p] = Z:_lwﬁs% [Ap].

Paso 4. FIN
Thompson [1991] consider6 la posibilidad de que existiese conexién entre estratos.

Tomando Ry, como el nimero de elementos de Uy que son incluidos en la red C'[hi] definida por la
seleccion de u; € Uy Dy €l nimero de unidades muestreadas en U, n C'[hi] = U'y,. Tomemos

Tknicomo el total de Y en Uy, y

H H
i =ty Zk:lTkhi /Zt=1ftR

N
Th= " T /N,

donde f = n/N. Como

H
E[thi] = Zt=1fthhi

el estimador

2= Z::1Wh Z:in:hl-rhi a :Z:ﬂWhTé

es insesgado. La medida de la precision analizada por Thompson [1991] fue

VImel =3 WS T - TN, =Y WEVE I,

Cuando las conexiones son aleatorias las esperanzas correspondientes requieren del célculo de
aproximaciones de esperanzas. Tomando

_ 2
Fieni = zj#j.Qtt hijp T Qtrnij + QeernifQienij (8)

lthi = |:Z:\‘hl thu} zNh ch”ch” Zj¢j'[chiﬂ' - chithhij'] 9)

e D i+ Fifeten (10)
Quip = Prob {j A j € C'[hi] A Uy} (11)
Qunj = Prob {(i A j e C'Thi] A Uy A (i A je C'Thi] A Uy} (12)
Qun = Prob {(i njAf e CIM) A (i AjAj e CThET)} (13)
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chij = Prob {J € C,[hl] M Ut} (14)
Qtnij = 1 - Quij (15)

Ly = z;\‘:thzhij + sz [Qkh.Qkhu Zjij-it[QEhiijhij'Qkhit]"’Zjij.ﬂ. :I[Qkhij'Qkhij'Qkhijt] +

+ zj¢j,¢t¢t, [Qkhiijhij'Qkhit'Qkhit] (16)
Zkhl z Qkhu (17)
hi Np , Np, , Np

Age = ijlehiij'hij [Qkhij = Qknil + [zjlekhiijhij :||:zj:1Qk'hiij'hij } (18)
"By = Z | Qb Qi Qucni (19)
hiSkk' = Z:.\‘;lehiij'hij [QI’<hij - 2Qkhij] (20)

podemos fijar a

H
Oni = Zh 1fk Okniity +z hIAkk +Zk¢k et fifieffe Zuni ZieniZmiZ en
- 6Zk¢k.fkflpi8kk' +Zk¢k,¢t ffief Sige +[rhi(1_ rhi)fh_iz] (21)
Entonces

EV[mes] = V&, =[0,Nyny, | {Z:ﬂwrfz:jl(fhz::l Teni — Z:‘ f ZNh Tgi /N j } (22)

El resto de los términos son de orden n. De ahi que un estimador insesgado de la varianza dentro del
estrato h-ésimo sea

sh = Zlnzhl [T = T4 1 /Iy -1

por lo que

x H 2q2
V2 ZZhﬂ Wh Sh/nh

es desarrollable en SE y por lo que el uso de BS estd respaldado por la existencia de una buena
aproximacion al verdadero error. El algoritmo siguiente permite implementar este método.
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Algoritmo 4. Boostrap para la estimacion del error esperado de me, basado en la repeticién.

Paso 1. Fijar M.

Paso 2. Dada la muestra identificar C'[i1],...,C'[1n4],...,C'[H1],...,C'[Hny] y calcular los totales Ty, y Ty, para
todo k,h,i.

Paso 3. Seleccionar mediante m sacr muestras de BS de tamafio n, en cada estrato y calcular para cada
muestra de BSg,

_ H ny,
Me2g = Zh:l WhZi:l Thio /1y

Paso 4. Hallar

B
Me2g = Mez = szl Meoy /B

. B
Vg = Zb=1 [Me2b —Me2s]” /B
Paso 5. FIN

El uso de reglas de sustitucidn sugiere el algoritmo siguiente:

Algoritmo 5. Método de Boostrap para la estimacion del error esperado de me, usando la regla de sustitucién.

Paso 1. Proceder con los pasos 1y 2 del Algoritmo 4.

Paso 2. Seleccionar mediante m sacr muestras de BS de tamafio n, en cada estrato y evaluar las
conexiones observadas

Paso 3. Calcular las frecuencias relativas y efectuar las estimaciones de los parametros (8) - (21).
Paso 4. Calcular (22) sustituyendo las estimaciones de los correspondientes 0y,.

Note que esos algoritmos garantizan la convergencia a los pardmetros estimados pero no la normalidad
asintotica de los estimados.
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