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RESUMEN
En este articulo se propone una estrategia para la seleccién de modelos de regresién con respuesta
cuantitativa y dos regresores cualitativos. La propuesta se basa en la minimizacién de un estimador del

Cuadrado Medio del Error de Prediccién (C M E P)dentro de una clase predefinida de modelos. Se

consideran algunas estructuras para las interacciones entre las que se encuentran las propuestas por
Mandel (1971) y Johnson y otros (1972), etc. Se proponen algunos graficos para diagnosticar la forma
de la interaccion.
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ABSTRACT

In this methodological paper, a strategy for selection of regression models is proposed. The application
is posible in situations with quantitative regressand and two qualitative regressor)T\he proposal is

based on a minimization of an estimator of the Mean Square Error of Prediction (C M E P) in certain

predefined class of models. Some structures for interaction (like in Mandel (1971) Johnson and others
(1972)) are considered. Some graphical displays for the form of interaction are also proposed.
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1. INTRODUCCION

La forma tradicional de abordar el problema de regresion con dos regresores cualitativos es el de la
Clasificacion Doble, donde desde el comienzo mismo se asume un modelo como adecuado y a posteriori se
prueban determinadas hipdtesis para los parametros con el objetivo de comparar los efectos para los
diferentes niveles. En esa forma de abordar el problema no esta presente la idea de la seleccién del modelo.

Sean X; y X, dos variables cualitativas que pueden tomar n,yn, valores categéricos diferentes
respectivamente. Estas categorias seran denotadas por iy, i2,...,iﬁlei’1,i'2,...,i’ﬁz. Supdngase que se han

realizado observaciones sobre una variable aleatoria cuantitativa Y en m = n; x n, puntos del conjunto,

Wiph Ji1gjsnd<i<n | .

Sin pérdida de generalidad asumiremos n;=n, y n,=n,, ademas en el punto (ij,i},)se realizan

Nif, observaciones.
Tradicionalmente se asume un modelo como el siguiente:

E (Yiji;,k) = M, =H+oy + Bi;, i, con 1.1)
Ny Ny Ny Ny

Zo‘ij :Z Bii’ :ZYW} :Zyiji} =0

=1 =1 =1 =1
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Var (Yili;rk) = 62 1< J < nl, 1< J’S n2, 1<k < nijij’

Las observaciones se asumen no correlacionadas.

Un modelo como el anterior esta sobreparametrizado (contiene el nUmero maximo de parametros, esto es,
n; + n, + (ny x Ny) + 1 parametros), lo que implica una reduccién en la precision de las estimaciones, pues la
varianza de los estimadores crece cuando crece el nUmero de parametros en el modelo.

Se sabe que las estimaciones minimos cuadraticas en el modelo 1.1. son:
Mijiy

N

~ Y 1
=1 j=1 k=1
~ — — _ 1 n, My
a, =Y, -Y_ con Y, ="~ Yook
! " it Ny il
. =1 k=1
znh'r
=1
~ _ _ _ 1 n iy
Br, =Yi.=Y_ con V.= = Yiik
j=1 k=1
2.,
=1
~ — — — _ _ 1 iif
’Yiji}v = Yijiiv. - Yij o YI] +Y... con Yiji}r .= n = Yiji}vk
ifiy k=1

Estos estimadores poseen propiedades interesantes pues son estimadores minimos cuadraticos, (Scheffé,
(1982)). La consideracion de diferentes ecuaciones de regresion es equivalente a considerar diferentes
particiones sobre el espacio de valores de los regresores. En el caso bien sencillo de n; =3y n, =2y las
interacciones iguales a cero (modelo aditivo). Las ecuaciones que definen los modelos posibles son:

I. Modelo con un parametro.
01(X1; X2) = p

II. Modelos con dos parametros.

n+a

92(Xy X3) Z{

u+o

n—a

93(Xy; X3) ={

94(X1;X3) = {

Si
Si

Si

p+o S
p—o Si

X1= i3,

HA
Xz = |1, |2
i
X, =1, 15.

o
Xy =1, 15.

HA

I5;

HA

_ar
X, =13,i5.
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H"I‘B S| Xl:il,iz,is; X2 :IEL

X X5) = . S .
95 (X1 X2) {M—ﬁ Si Xy =ig,in,ig; Xy =ih.
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Ill. Modelos con tres parametros.

H+aii Si Xl = |1, Xz = |;|_,|,2
U6(X1; Xp) = n+ay, si Xy =iy Xy =iy,is.

p—oy —ay S Xy =izr Xy =iy

97(X3; X3) = : - v
+o—B si Xy=iyiz X, =1,

golxyXg) =1 TP S T T2
p+B-—a si X;=ip;, X, =iy

] p+oa—B si Xy =iyis; X, =15,

Jo (X1, X3) = ot . .
p—o—-B si Xy =i X, =i5.

IV. Modelo con cuatro parametros.

ptoy +f si Xy =i, X, =i].
p+oy —p si Xy =i, Xy =ih.
p+ag +p Si Xy =iy Xy =ip
n+op —p Si Xy =iy Xy =i
p+PB-ay —ay s Xy =iz Xp =i

M—B—(X,ifl—aifz Si Xl=i3; X2 =|'2

J10 (X, X3) =

El nimero de parametros en el modelo crece al crecer el nUmero de clases en la particion que el modelo
induce en el espacio de valores X = X; x X,.

Contar el nimero de modelos con p parametros seria equivalente a contar las particiones donde la suma
de los numeros de clases de las particiones en los espacios de valores de X; y X, seaigualap + 1.

Proposicién 1.1.

Sean X; y X, dos variables cualitativas con n; y n, valores diferentes (n; < n,). Entonces existen:

Min(n,,p) a a—j p+l-a +l-a—i

_Nna . —1)P ] )
Z Z E ) ik Z %lnz (1.3)
a-psimin, ) | | 57 11 @ D! = l'p+l-a-))

modelos aditivos diferentes con p parametros.
Demostracion:

Se sabe que si X es una variable cualitativa con m categorias diferentes, el nimero de modelos con p
parametros (nimero de particiones con p clases) es:
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=1
((Kovacs (1980); Bunke y Castell (1998)).

Por tanto, las cantidades,
(1>
" Z @i

p+l-a (_1)p+l—a—j

Hy= > v
2= 2 jipei-a ]

representan el nimero de particiones con a clases en el espacio de valores de X; y con p + 1 - a clases en el
espacio de valores de X,; siendo su suma igual a p + 1.

Si M es un modelo aditivo definido por la ecuacion que induce particiones como las consideradas, este
tendra p parametros.

Para a fijo, cada particion con a clases en el espacio de valores de X; se combina con cada una de las H,
particiones con p + 1 - a clases en el espacio de valores de X,, es decir, para a fijo el nimero de modelos
con p parametros sera H = Hy.H,. Pero el nimero de clases de las particiones en el espacio de valores de X;
puede ser como minimo igual a p + 1 - Min(n,,p) y a lo sumo Min(n,p). Sumando ahora para todo valor de a
posible se obtiene la férmula dada en 1.3.

La cantidad de modelos aditivos servird como referencia para valorar cuan grande es la cantidad de
modelos posibles.

2. MODELACION DE LAS INTERACCIONES

Cuando se trabaja con dos regresores cualitativos y se quiere realizar un analisis completo es necesario
determinar la presencia o no del término de interaccién y estimar la varianza. El modelo usual con
interacciones esta sobreparametrizado y como ya se mencioné esto es un gran inconveniente. La

consideracion de determinadas formas de interacciones (Mandel (1961) y (1971); Johnson y Graybill (1972);

Darroch y Speed (1983); Wilhelm (1985); Huet (1991)) produce una disminucion del nimero de parametros.
Esta consideracion es tremendamente importante cuando se tiene una sola observacion por combinaciones
de los tratamientos, porque entonces no se puede utilizar la teoria clasica de los modelos lineales, ya que la
estimacion de la varianza del error tiene que obtenerse de la suma de cuadrados de las interacciones.

Los diferentes modelos que se proponen considerar (Mandel (1961) y (1971); Johnson y Graybill (1972);
Milliken y Graybill (1970); Wilhelm (1985) y otros) son:

1.Modelo aditivo

Yigk = B+ o + By + &k

2.Modelo concurrente

Yiii}vk =Htog + Bi} + kaijBi} T Ejjtk

3.Modelo de regresion por columna.

Yiek =p+ay +By +6; By +e = nt+oy + By (1+6; ) +&k
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4.Modelo de regresién por fila.

Yigk =M+ +Bp + 90 +gp =+ (9 + Doy + By + &k
5.Quinto modelo.

Yiji;,k L Bi;, + Xeail‘gi;. * &ijirk

6. Modelo de Mandel.

t
Yigk =1+ o + By + z MU;i Vi + & 0 <t < Min(ng,nz)
)

7. Séptimo modelo.

Yiii’ivk =Htog + Bi'j, + kaijﬁi} + eijﬁi} T Ejjik

8. Octavo modelo.

Yiii’ivk =Htog + Bi}, + kaijﬁi; + Si}aij T Ejjtk

9. Noveno modelo.

Yiji]rk = Ut + Bi;, + 7*% Bi], + eij Bi]» + 9i;ﬂij * Eijirk

10. Décimo modelo.

Yigk = H+0oq + By +vii + &k

Sujetos a las restricciones

Ny n, n, n,
S, =38, <30, <>, =0
=1 i=1 j=1 i=1

n n
=1 i=1 1=1 I=1

n, n,
thi}' :zyh"}' =0
= =1

El nimero de parametros en cualquier modelo de los enumerados anteriormente, sera igual al nimero de
parametros del modelo aditivo contenido en él, mas el nimero de parametros que aportan las interacciones.

3. UNA ESTRATEGIA PARA LA SELECCION DEL MODELO

Se considera que se realizan observaciones Yiik sobre una variable aleatoria Y, que satisfacen la ecuacién
de regresion:

Yiji}k :f(ijyi}' )+ Eijrk (3.1)
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Se supone que gk SON errores aleatorios (no observables) con esperanza cero y varianza c° y que estan

incorrelacionados.

La funcion f(ij,i},)pertenece a un conjunto M definido por:

M ={g(X1.X2,B): B € B} 3.2)
con
g(x1.%2,p) = zlcs (X1 X2) i, (3-3)

Bt - (M,ail,aiz,...,aipl BI&’BIVZ”BI,Z Y11y27""Yp3)

donde Vly, = vij, para algun (i;; i) y es cualquiera de los tipos de interacciones descritos y Hijr

esta dada por una de las expresiones de la (1) a la (10) dadas anteriormente.
N=[] c?
r

Asi que la seleccion del modelo viene dada por la selecciéon de una funcién g en M para aproximar f. El
conjunto de observaciones sera utilizado para calcular un estimadorp del vector de pardmetros B y

seleccionar una funcion g(Xi,X,, [3 ).

En la seleccidon de la funcion g(Xy,X,, [3) se utilizara el criterio de minimizacion de un estimador del CMEP o
del CME. El vector de pardmetros  sera estimado por el Método de los Minimos Cuadrados.

En la primera etapa de la estrategia se analizardn los modelos con un nimero de pardmetros inferior o
igual a un nimero py fijado por el usuario apropiadamente y dentro de los limites permisibles. Posteriormente
hay que encontrar una manera de reducir el nimero de modelos a comparar y la idea seria hacer una
reduccién de forma tal que entre un paso y otro de la estrategia los modelos analizados no cambien
bruscamente en cuanto al nimero de parametros. En la consecucion de este ultimo objetivo juega un rol
fundamental el concepto de modelo vecino que se da mas adelante.

Definicién 3.1. (modelo vecino)

Sea,

8  {o; B v(X1.X2)}

Sea My un modelo. Sea n, la particion determinada por la funcién go(X;, X, B) que define al modelo Mo.
Sean C, las clases de esta particion. Se dice que M es un modelo vecino de M, segun 8, si se cumple:

1.Existe uny sélo un 8 y una y solamente una clase C tal que:
— 3 3
Cok = (Cw)’ v (Cw)
donde se ha utilizado el supraindice & para indicar que se afecta la clase s6lo segun ese parametro.

2.Paratodor =k existe 1, tal que k'= r'= k’", para el cual se cumple:

Cor = (Cvr)5

151



3. Ademas la forma de la interaccién del modelo M es la misma que la del modelo M.

Por la forma en que se ha definido el modelo vecino, es intuitivamente claro que, este tiene un parametro
mas que M.

En un problema con dos variables cualitativas existen tres nominaciones de parametros, que se han
venido representando asi:

o — niveles de la primera variable
B — niveles de la segunda variable
y — interacciones
Para construir una estrategia de seleccién, basandose en los modelos vecinos hay que decidir en qué
orden se toman las nominaciones para ir aumentando la cantidad de parametros en el modelo. Como no hay
preferencia entre un factor u otro, este orden es irrelevante. Como hay que decidirse por un orden, se
propone: o — B — 7.

3.1. Estrategia para la seleccién del modelo

Sea y(X1,Xz) la forma de interaccion en el modelo M(-), | = 1,2,...,10. Sea p(l) el nGmero maximo de
parametros permisibles para el modelo M(-).

Sea
M P = {(M(p): p < po; 1 < po < p(I)}
Sea

r(M(®)=r(p())
un estimador del CMEP para el modelo M(p).
1.Calcular el nimero de modelos aditivos posibles para cada p = 1,2,...,p(l). Siendo | un ndmero fijo.

2.De acuerdo a lo determinado en el punto anterior, a las facilidades de computo y al tiempo y esfuerzo que
se esté dispuesto a emplear, seleccionar un valor py y asi quedara determinado el conjuntoM? que
[lamaremos conjunto de modelos basicos.
. ™ , . . -z . (¢ . ,
En lo que sigue se utilizara la siguiente notacién, por ejemplo (M,O)V es un modelo vecino de M|° segun las

particiones correspondientes al pardmetro o. Es decir, se ha aumentado un pardmetro con respecto al
namero que contenia M|° pero el aumento se hace en la denominacién a. La clase formada por los vecinos

de M|° segun el parametro o, se denotara por M"*.

Realizar los siguientes pasos:

1.Determinar

M? = ArgMin r(l,p)
MeM?
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Sea
MP =MP(p)

donde p” representa la cantidad de parametros en M|°.

2.Sea
i ={ )
Determinar
M- = ArgMin r(l,p’+1)
MeM |*
entonces
M = M (p'+1)
3. Sea
B
i = { )}
Determinar
MZP = ArgMin F(l,p’+2)
MeM P
4.Sea
Xq, X
M Y,v(xl,xz) _ { (Mlz,ﬁ)z( 1 z)}
Determinar
METXeX2) = ArgMin - 7(l,p +3)
MeM [70ax2)
5.Sea
o 5 s o
M ?" = { (M|3 (X1 Xz))v}
Determinar
M = ArgMin F(lp’ +4)
MeM ;"0‘
6.Sea
B
i = { ()}
Determinar
M> = ArgMin r(l,p’+5)
MeM ¢
7.Sea
M Y’y(xlrxz) _ { (Mf,ﬁ):/l(xlvxz)}
Determinar

M|6,Y(X1rx2) = ArgMin r(l,p +6)
MeM :/vvmvxz)

8. Repetir los pasos 5, 6 y 7. De esta forma, para q € {z: 0 < z}, los pasos 2 + 3q, 3 + 3q y 4 + 3q, quedarian
determinados por:

2+30.—
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M Ve { (Mle,q,v(xl,xz))‘:}

Determinar
M3V = ArgMin F(,p’+1+3q)
MeM }"“
3 + 3g.- Sea
, 3g.0 |P
MYB :{(MIlJr qa)v}
Determinar
MZ3%Y = ArgMin f(,p’+2 +30)
MeM ¢
4 + 3q. - Sea
M Vi) _ { (Mlsq+z,ﬁ)\vl(x1,xz)}
Determinar

M343Y = ArgMin  F(Lp +3 +30)

vy (X1.X2)
MeM |

Cuando en un paso la denominacion correspondiente no pueda ser aumentada se sustituye esta por la

siguiente en el orden de afectacion.

4. ALGUNOS GRAFICOS UTILES PARA EXPLORAR LA MODELACION DE LAS INTERACCIONES

Dos modelos han sido considerados vecinos cuando las clases que ellos definen se mantienen invariantes
excepto una de ellas que se divide en dos nuevas clases. Sin embargo, de acuerdo al nimero de parametros
qgue aportan las interacciones se podrian formar grupos bastante homogéneos. Un modelo que resulte
seleccionado con un tipo de interaccion en el grupo k, puede ser examinado cambiando la forma de su

interaccién por otra del grupo k+1.

:a) ocidj :a) XCidj ia) A
DUty repy

:d) kociBj + ocidj
1 2 3 4 5

Sea el i-j-ésimo residuo
= Yi— Yj

Se sabe que Zwanzig (1979); Humak (1983)
=N (1l )- iy 1 )
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Como la distribucion Normal es una distribucién simétrica su media coincide con la mediana y se puede
aprovechar este hecho para pensar en algunas situaciones graficas que permitan hacer una mayor
exploracién. Si el modelo es correcto entonces la mediana de la distribucién limite es cero.

Con el objetivo de ganar claridad, se considerara el caso donde ambas variables cualitativas sé6lo pueden
tomar tres valores.

Caso 1. Supdngase que resultd seleccionado un modelo con una forma de interaccién como la del tipo
descrita en la columna 2 de 4.1, y que el modelo (la interaccién) correcta es de la forma en a)
de la columna 3:

Med MNm OL|dm - 7\(l|l3m

0Ll(dm - 7\'Bm) = aykm

3
Es decir, la mediana del I-m-ésimo residuo es funcién de o;. Como Za, =0.
=1
Se tiene que:
Med Mm = - (X,zkm - (l3km

= - Med ry, - Med 13,

Un gréafico de residuos donde se muestren estos contra los a;0 contra sus indices, puede aportar
informacion valiosisima que permita orientar las exploraciones subsiguientes.

En el Anexo se dan algunas ilustraciones de graficos, un grafico como el nUmero 2, no sugiere esa relacion
y, por tanto, tampoco cambios en ese sentido. Mientras que los gaficos ndmeros 1, 3 y 4, si sugieren
cambios, y entonces se debe explorar el modelo haciendo dicho cambio en la modelacioén de la interaccion.

Caso 2. Considérese la situacion del caso 1 pero ahora el modelo verdadero es el dado en b) de la columna
3 en 4.1. El resultado es similar pero la dependencia surge respecto de f;:

Med fij = kiBj-
Los residuos deben graficarse contra los f; o contra sus indices.

Estos graficos pueden resultar Utiles en casi todas las situaciones con la excepcién de aquella donde esté
involucrado el modelo dado en a) de la columna 5 en 4.1.

Consideraciones finales:

Todos los modelos referidos anteriormente excepto el 1 y el 10; son no lineales, por tanto, parece
razonable desestimar la hip6tesis de varianza constante. Esto ha sido considerado en un programa
confeccionado en Turbo Pascal 7.0.

Se simularon veinte juegos de datos con los modelos No. 2 y No. 4 (diez con cada uno) y se obtuvo que la

estrategia seleccion6 al modelo optimal en el 70 % de los casos. Los resultados se encuentran en las Tablas
1y 2 del Anexo.
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ANEXO

Gréafico No.1

Gréafico No.3
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Tabla 1. MOde|O —> E(Yiji}r ) =u+ Q,ij + Bi}, + Xociiﬁiyjy

CMEP Seleccionado el modelo optimal CMEP del modelo optimal
2.40293 X

2.30035 X

4.32473 no 3.99876
1.23825 X

3.25822 X

2.28502 no 2.19432
3.55866 X

1.65434 X

5.52838 no 4.31666
2.91463 X

Tabla 2. Modelo — E(Y;;,) =+ oy + Py, +Cif;,

CMEP Seleccionado el modelo optimal CMEP del modelo optimal
15.63442 X
7.25386 X
6.05034 X
10.26811 X
23.46212 no 15.16177
21.30004 no 19.66664
10.11103 no 9.86332
4.35899 X
9.86870 X
35.44286 X
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