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RESUMEN

Se presenta un estudio de los principales métodos de clasificacion bimodal, tanto jerarquica como por
particiones. Se propone una férmula de recurrencia del tipo Lance & Williams para la clasificacién
jerarquica bimodal, usando el criterio de agregacion de Eckes & Orlik. También se implementa la
técnica de optimizacion global de sobrecalentamiento simulado para el particionamiento bimodal,
obteniéndose mejores resultados que los métodos usuales de intercambios alternantes y de nubes
dinamicas o k-means.
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ABSTRACT

We present a study of the main methods for two-mode classification, hierarchical and partitioning.
A Lance & Williams recurrence formula is proposed for hierarchical two-mode classification using the
Eckes & Orlik criterion. Also, it is implemented the simulated annealing technique for global optimization
in two-mode partitioning, obtaining better results than usual methods like alternating exchanges and
dynamic clusters or k-means.

Key words: automatic classification; cluster analysis; contingency tables; recurrence formula; hierarchical
classification; partitioning; simulated annealing; global optimization.

1. INTRODUCCION

En clasificacion bimodal, se supone dada una matriz de datos no negativos X = (Xj)pxq que cruza dos
modos | yJconp=|ll,g=|J] yl »J= & La matriz X puede ser una tabla de contingencia, una tabla de
similitudes u otra, de tal forma que la entrada x; indica la intensidad de la relacién entre la fila i y la
columna j. Los métodos de clasificacién bimodal buscan particiones del modo fila | y del modo columna J,
en forma simultanea, de manera que haya una relacion entre las particiones de ambos modos.

Al igual que en los métodos usuales de clasificacion automatica, también conocidos como de analisis de
conglomerados o clustering, se pueden distinguir dos tipos principales de métodos: los métodos llamados
jerarquicos y los métodos llamados de particionamiento.

A continuacion presentamos nuevos resultados obtenidos en clasificacién jerarquica bimodal, referentes a
una férmula de recurrencia que permite simplificar los calculos, y en clasificacién bimodal por particiones,
relativos al uso de la técnica de sobrecalentamiento simulado con el fin de evitar los minimos locales que
obtienen los métodos usuales para un criterio analogo al de la inercia intra-clases.

2. CLASIFICACION JERARQUICA

2.1 Clasificacion jerarquica unimodal

La clasificacién jerarquica clasica o unimodal trata de construir arboles jerarquicos que representen clases
de objetos de un conjunto | ={1,...,n } encajadas unas en otras, que se pueden representar en forma de un
arbol tal que las clases unitarias o individuales se representan en las hojas (normalmente dibujadas en la
parte baja del arbol), y asociadas a un valor pequefio de un indice, mientras que las clases numerosas se
encuentran en las partes superiores del arbol. Puede consultarse Bock (1974), Diday et al. (1982) o Hartigan
(1975) para una descripcion de los principales métodos de clasificacion jerarquica.
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Se dispone de una tabla de datos unimodal X de dimensiones n x p, con base en la cual se pueden
calcular disimilitudes dj entre las parejas de filas de X (llamadas los objetos a clasificar). En clasificacion
jerarquica unimodal, se quiere construir una jerarquia H (que llamaremos aqui jerarquia o sistema unimodal)
de subconjuntos de | talque: (i) | e H, & ¢ H; (i) Vie H: {i} e H; y(iii) Vh,h,e H:hy nh, =& =h;ch,
6 h, c h;. La jerarquia se dice binariasivV B e H,|B|>1,3h,hh e H-hnh'=& yhu h' =B. Ademas, se
define un indice f : H - R tal que f vale cero en los conjuntos unitarios {i } y si h, < h, entonces
f (hy) <f (hy). En este Ultimo caso, le jerarquia se dice indexada.

La construccion del arbol se dice ascendente cuando se parte de las clases unitarias, y se van formando
las clases de los niveles mas altos hasta construir la Gltima clase que contiene a todos los objetos. El
algoritmo de clasificacion jerarquica ascendente unimodal (CJA1) procede asi:

0.Seak:=0; Po:={{i}/i e | }; escoger un criterio de agregacion 3
1. Reunir las dos clases hq, h, de P, mas cercanas de acuerdo con &
2.k:i=k+L Pc=(Prav{hiuhy})—{hy, h };

3. Iral paso 1 hasta que Py = |

4. Sea H =y Py

Debe notarse que el criterio de agregacion & define una disimilitud entre conjuntos de objetos. Ademas,
para aplicar el paso 1 después de la primera iteracién, se debe calcular el nuevo valor de 6 entre la clase
recién formada y las clases que permanecen en Py. Por ello, la escogencia de un criterio que permita usar
los calculos hechos hasta ese momento ayudaria a hacer més rapido el algoritmo. Asi, Lance & Williams
(1966-1967) propusieron una férmula de recurrencia, que permite calcular el valor de 5 entre cualquier h € Py
y la clase h; U h, creada por el algoritmo:

S(h, hl ) h2) =a S(h, hl) + a, S(h, hg) + az 5(h1, hg) + a4 |5(h, hl) - 5(h, hg)l

donde a;, a,, a3 y a4 son valores que se deben determinar en cada iteracion a partir de los cardinales de h,
h;, h,. La mayoria de los criterios de agregacion usuales cumplen esta férmula de recurrencia (salto minimo,
salto maximo, salto promedio, salto de Ward) y los valores de los coeficientes para cada uno de ellos se
pueden consultar en Diday et al. (1982) o en Trejos (1998). Es natural definir el indice de la jerarquia por
f(h1 L hy) =5(hy, hy).

La férmula de Lance & Williams fue generalizada por Jambu (1978) al caso de jerarquias indexadas,
introduciendo los términos relativos a los valores del indice f en h, hy y hs.

Esta formula de recurrencia es muy importante porque permite hacer una economia en los célculos en el
algoritmo CJAL, pero también permite caracterizar los criterios de agregacién que pueden presentar
inversiones, esto es, aquéllos para los que el valor del indice f es inferior en una iteracion posterior. Este tipo
de fendmeno crearia problemas en la interpretacion de un arbol de clasificacion. Bataglj (1981) y Diday
(1982) han caracterizado los indices de agregacion que cumplen la férmula de recurrencia de Lance &
Williams y de Jambu, respectivamente, tales que no presentan inversiones. Por otra parte, también se
pueden definir algoritmos mas rapidos (bajo ciertas condiciones), como el algoritmo de vecinos reciprocos
(Benzécri (1982)) o el algoritmo acelerado de Bruynooghe que tiene la propiedad de reducibilidad (ver Jambu
(1978) o Diday et al. (1982)).

2.2 Sistema jerarquico bimodal

En clasificacién bimodal, se tiene una matriz de similitudes X de dimensiones p x g, con entradas no
negativas y que cruza dos modos | y J tales que | nJ = . Una clase bimodal sera un conjunto no vacio
Rc luJ delaformaR=AuUB,conAclyBcJ, siendo Ay B también no vacios. Se define la unién de
clases bimodales como R; U R, = (A1 U Ay) U (By w B,),donde Ay n A, =8yB;nB,=0.

Un sistema de clasificacién jerarquica bimodal es una familia H de subconjuntos de | U J, tal que:

e lulJeH
e kel Ul {x}eH
o VRl,RzeH:leRzigingRz éRzgRl.

238



Para abreviar, lo llamaremos simplemente sistema bimodal. Al igual que para sistemas unimodales, un
sistema bimodal se dice binario si cada clase no unitaria de H esti4 formada por la unién de dos clases
disjuntas del sistema. Ademas, se dira indexado si se puede definir un indice f: H » R" que tiene las mismas
propiedades que el indice definido para las jerarquias unimodales.

Con base en los conceptos anteriores, la construccion ascendente de un sistema bimodal procederia, a
partir de las clases unitarias {x} con x € | U J, uniendo en cada paso las clases mas cercanas en el sentido
de algun criterio 6. Asi, el algoritmo de clasificacion jerarquica ascendente bimodal (CJA2) procede asi:

0.Seak:=0; Py:={{x}:x el UJ} escoger un criterio de agregacion &

1. Reunir las dos clases de Py méas cercanas de acuerdo con §, excluyendo pares ({s},{s"})
talesques,s' el 6s,5' €J

2.k:=k+1;seaR =AuB donde (A,B) minimiza §; sea Py = (Px1 v {R}) — {A,B}; actualizar 3;
ir al paso 1 hasta que P, ={l U J}

3. Sea H =y Py

Puede verse que la implementacion del algoritmo CJA2 requiere de la definicion de un criterio de
agregacion bimodal 3.

2.3 Criterio de Eckes & Orlik

Eckes & Orlik (1993) estudiaron la definicion de un criterio de agregacion & en el algoritmo CJA2 que
hemos presentado, para las matrices bimodales X aqui consideradas. En un primer momento, estudiaron la
heterogeneidad interna de una clase bimodal R = A U B definida como:

HIR) :%zz(x” )’

icA jeB

donde a = |A|, b = |B]y u=max{x; : i e | , j € J }. Es razonable proponer entonces que el criterio de
agregacion minimice el incremento de HI, dado por HI(R; U R,) — HI(R;1) — H(R,), siendo R; y R, las dos
clases que se unen. Por ello, Eckes & Orlik (1993) propusieron el siguiente criterio de agregacion:

Jeo (R1LR,) :; z Z(Xij _,U)Z + z Z(Xij _ﬂ)z

a]_bz + azb]_ ieA jeB, ieA, jeB,

donde Ry = A; U By, Ry = Ay U By, a3 = |Agf, by = |B4|, @2 = |B,|, b, = |B,|. Puede notarse que esta formula
incluye los casos particulares:

o So({i} i) = (x; - w)° paratodo (i) € | x J.

. §Eo({i},AuB)=%Z(Xij—y)z,Angli,B;ﬁ@
jeB

. 550({j},AuB)2§Z(X”—,u)z,AngIxJ,A;t@.

ieA

Por otra parte, aun si &o(R1,R,) # HI(R; U Ry) — HI(R;) — HI(R,), puede verse como &o(R1,R2) es la
combinacion convexa de heterogeneidades internas:
a,b,

5E0(R1,R2) = }/Hl(Al U Bg) + (1 '}/) H|(A2 U Bl), con ]/ =
a,b, +a,b,

Es claro que HI(A; v By) y HI(A, U B;) son los responsables del incremento de HI cuando se unen
R; Yy R..
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2.4. Férmula de recurrencia propuesta

Al unir Ry ¥y R, en el algoritmo CJA2, para calcular el criterio de Eckes & Orlik entre R; U R, y cualquier
otra clase W presente en la particién Py, se cumple:

a,y+Dbx
a,y+bx+a,y+b,x’

0eo(R1 VR, W) = a0 (R1, W) +(1-a) deo (R2, W), con o =

donde Ri=A1UB, Ro=A, UB,, W=XUY, Yy R1, R, W € H, donde AiNnA,=0=B; "B, En efecto, si
RiUR,=C,uC,conCi=A; UA, Yy C,=B; U B,, entonces

Oe0 (R UR, W) =6, (C, UG, X LUY)

1 , ,
C,Y +C,X _EZC;;( ij ) ;162(:‘2( ) 1)
1 _
SVEEE PO XURIED IS TR RS B AR}
1 27 |ieA jeY iehy jeY ieX jeB; icX jeB,

1
=——[(a,y +b,X)3e (A U B, X UY) + (8, +b,%)5e0 (A, UB,, X UY)]
C,Y +C,X

= 0o (R,W) + (1 - )00 (R,,W).

2.5. Consecuencias: no inversiones y aceleracion del algoritmo

De acuerdo con la férmula de recurrencia, el criterio 5o de Eckes & Orlik satisface el axioma de la
mediana:

0e0(R1 U Rz, W) > min{o (R1, W), 6o (Rz2, W)},

para todo R;,R,, W en H, con R; n R, = . Esto tiene como consecuencia que se puede proponer un
algoritmo de cadena (Benzécri (1982)) para la clasificacién jerarquica bimodal, basado en la propiedad de los
vecinos reciprocos. Ello permitiria hacer importantes economias en los célculos involucrados en el algoritmo,
cuando la tabla de datos es grande.

Definase el indice f del sistema bimodal como

o f({x}) ;=0 paratodox el UJ
e f(R) := &o(R1, Ry) paratodo R =R; U R, € H, con Ry,R, € H.

Asi, por el axioma de la mediana &o(R; U Ry, W) > f(R; U R,) para todo W perteneciente a la particion
Pr1 U r2 Creada justo antes de la unién R; U R,, con excepcion de R; y R,. Una consecuencia de esto es que
el sistema bimodal H que usa el criterio de agregacion o no presenta inversiones, es decir, si se tiene
D, c D, entonces f(D,) < f(D,). La prueba de esta propiedad se puede hacer siguiendo el mismo esquema
gue el presentado por Diday et al. (1982) para el caso unimodal.

En efecto, sean R, R', R U R’ € H tales que R' es creado por el algoritmo CJA2 antes que R.

Por el axioma de la mediana y por el paso 2. del algoritmo, se deduce la desigualdad &o(R, R") > f(R). La
estrategia para completar la prueba consiste en:

i) Probar que &o(R, R") > max{f(R),f(R"}.
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iiyParatodoD,D'e H,DcD'= f(D) <f(D".
Prueba de i): es suficiente probar que &o(R, R' ) > f (R").

Si R' fue creado en la iteracion k de CJA2, sea R; = R;' U R;" la clase creada en la iteracion k+1. Por lo
tanto R{', R;" € Pg.

Luego por el paso 2. de CJA2, es claro que f (R’) < &0o(R:', R{") < f(Ry). Si Ry = Rla prueba es completa.
Si no, entonces se usa el mismo argumento para deducir que existe R, = R, UR," con Ry', R;" € Pr1 ¥y
f(Ry) <f(Ry). De esta manera se construyen R; R, ,...,R. =R, clases de H, tales que f (R") <f (Ry) <...<
f(RY) = f(R).

Prueba de ii): existen D =D; c D, < ... c Dy=D' tales que D;y; =D'4; W D"4; y D, =D'4+y 6 D,=D"4; para
I =1,...N- 1

Por i) tenemos f (Dj+1 ) = o(D'+1 , D"141 ) 2 max {f (D'is1 ), f (D"+1 )} > f (D)) para | = 1,...,N-1, es decir
f (D" > (D).

Por lo tanto, H no tiene inversiones.
3. CLASIFICACION BIMODAL POR PARTICIONES

El particionamiento bimodal trata de obtener dos particiones Pl = {A4,...,A;} de | y PJ = {By,...,.Bs} de J,
tales que se cumpla un criterio de calidad que se especificara mas adelante.

Se dira que A x B, es una clase bimodal y que Pl x PJ es una particion bimodal de | x J. El centro de la
clase A x By es un nimero g,, que mide el grado de intensidad en la relacién entre las dos clases; por
ejemplo,

Oy = Zqu,.ezA% X; P
ieA jeB,

donde p;,g; son pesos para la fila i y la columna j, respectivamente. En el caso en que se tengan pesos
iguales para todas las filas (p; = 1/p) y columnas (q; = 1/q), entonces el centro de A, x B, tendria la forma

Z—ZZ ij Pid;

| ieA jeB
donde a, (resp. bI ) es el cardinal de A (resp. B)).

3.1. Método de intercambios alternantes

Siguiendo una analogia con el modelo de clasificacion aditiva de Shepard & Arabie (1979), Gaul & Schader
(1996) estudiaron un modelo aditivo bimodal dado por:

=ZZ Pal Wy +C+e; =% +C+e;
k |

donde Py y Q; son las funciones indicadoras de las clases asociadas a Ay B, respectivamente, y W,
expresa la intensidad de la relacion intermodal acumulada por Ax x B.

Dada la matriz de datos positivos X = (Xj)pxq Y 10S nUmero de clases r,s, se quiere encontrar las particiones
Pl, PJy W = (w) tales que se minimice el criterio

Z=2(PI,PJW)= ZZ(X“ - %)%
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: - 1 , . .
Si se asume que c :X:_inj modela la parte comin de X entonces la operacién de centraje

ij
(X; <= X; —X) produce ¢ = 0, asumiendo »_e; =0.
ij

Se puede probar (Gaul, Schader (1996)) que

r S

Z= ZZ(X”—WH)Z

k=1 1=1 ieA jeB,

y que, para Pl y PJ fijos, Z es minimo cuando wy es el centro de A, x B;:

>3,

ak | ieA jeB

@

Gaul & Schader (1996) propusieron el algoritmo de Intercambios Alternantes para encontrar particiones
bimodales que minimicen el criterio Z. Se denotara A, ——> A,. la transferencia del objeto i € | de la clase

Ay a la clase A, y analogamente BI S N B,. es la transferencia del objeto j € J de la clase B, a la clase By,

y AZ denotara el cambio en Z al hacer cualquiera de esas dos transferencias. El algoritmo es como sigue:

2. Ejecutar los pasos 2.1y 2.2 hasta que Z no decrezca:

actualizar W usando (2)

actualizar W usando (2)

1. Definir particiones iniciales PI, PJ (usualmente al azar); calcular W usando (2)

2.1 Parai e I, hacer la transferencia Ak s Ak ; calcular AZ.

Si AZ < 0 entonces redefinir Pl aceptando la transferencia;

2.2 Paraj e J, hacer la transferencia B, —— B,.; calcular AZ.
Si AZ < 0 entonces redefinir PJ aceptando la transferencia;

3.2 Método tipo k-means o nubes dinamicas

Los métodos clasicos de particionamiento son los basados en el esquema de k-means, también conocido
como nubes dinamicas. Habiendo fijado el nimero de clases y a partir de una particion inicial, se hacen
iteraciones sobre dos pasos: calcular los nucleos de las clases, asignar los objetos al nlcleo de clase mas
cercano. En general, se muestra que este tipo de algoritmo converge, gracias a un teorema similar al de
Huygens (Diday et al. (1982)). En el caso bimodal, se puede adaptar ese esquema definiendo los nucleos de

las clases a partir de W (ver Govaert (1983), Baier, Gaul & Schader (1997)). El algoritmo es como sigue:

2. Ejecutar los pasos 2.1, 2.2, 2.3 y 2.4 hasta que Z no decrezca:
2.1 Para Wy PJ fijos, definir Pl —{A1 A .} por:

I=1 jeB, I=1 jeB,

2.2 ParaWy Pl fijos, definir PJ ={Bl,... B n} por:

k=1ieA k=1ieA,
2.3 Calcular W usando (2)

2.4 Regresar a 2.1 con Pl = Pr, PJ = PJ.

1. Definir particiones iniciales PI, PJ (usualmente al azar); calcular W usando (2)

leAk<:>ZZ(xIJ w,) _manZ(xIJ —W,,)?

JEBQZZ(XU W) —mmZZ(XU Wy.)*
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Damos a continuacién una prueba de la convergencia del algoritmo. Esta prueba no la hemos encontrado
en ninguna de las referencias consultadas.

Se trata de probar que si Pl, x PJ,, W, son calculados en la n-ésima iteracion, entonces Z, = Z(Pl,, PJ,,W,)
es decreciente. En efecto, se puede escribir

:z z [z Z(Xij _Wl?lil)z]

k ieA” 1 jeBMt

El algoritmo (paso 2.1) crea Pl ={A],..., A'}tal que

ieAl <:>Z z (x; —wg )’ —mmz Z(xIJ —wih)

jeB| jeB|

. . - , - -1
Para cada i e |, existen indices de clase k,k’ tales que i € Ay N A", esto es

Z Z(Xij_wkl ) <Z Z(Xu Wkl

N I jeB™

Entonces cada término de Z(Pl,, PJ,.1,W,1) es menor o igual que algin término de Z,,, por lo que
Z(Plnu PJn—laWn—l) < Zn—l-

Similarmente, el paso 2.2 del algoritmo implica Z(Pl,, PJ,,W,.1) < Z(Pl,, PJ,.1,W,.1). Finalmente, por (2) se
tiene Z(Pl,, PJ,,\W,) < Z(Pl,, PJ,,W,.1). Se concluye entonces que Z,< Z,;.

Una consecuencia del decrecimiento de Z,, es que entonces el algoritmo converge en el siguiente sentido:
como Z, es decreciente y solo existe un numero finito de valores distintos de esta sucesidn, entonces existe
t tal que Z, = Zy1 = ... y luego

e cOMO Z,< Z(Ply, P3nWh1) < Zn1 Y Zo = Z, €Ntonces paran >t, Wy = W, para todo (K,l) € Iy x Jner;

e paran >t, si Z es inyectiva entonces Pl, = Pl.1, PJ, = PJpss.

Hacemos notar que estos resultados también son validos en el caso en que algunas clases queden vacias
por el algoritmo (Castillo (1999)).

3.3 Implementacion del sobrecalentamiento simulado

Los dos métodos anteriores, de Intercambios Alternantes y de Nubes Dinamicas, son métodos de
descenso de busqueda local iterativa, que hacen descender el criterio Z en cada iteracién, por lo que pueden
converger a minimos locales de Z. En otros problemas de Analisis de Datos y Estadistica donde sucede un
fenbmeno similar, se han aplicado metaheuristicas de optimizacion combinatoria, como el sobre-
calentamiento simulado, la busqueda tabu y los programas evolutivos, obteniéndose en general buenos
resultados. Este ha sido el caso de las rotaciones varimax oblicuas (Trejos (1992)), del particionamiento en
clasificacion automatica o analisis de conglomerados (ver por ejemplo Piza(1998) o Trejos, Murillo, Piza
(1998)), del andlisis de proximidades o escalamiento multidimensional (en el caso métrico, ver Trejos &
Villalobos (1999a), en el caso con restricciones ver Gonzdalez & Trejos (2000)), y de la regresion no lineal (ver
Trejos & Villalobos (1999b)).

En el presente trabajo, proponemos la utilizacion del sobrecalentamiento simulado (Keikpatrick et al.
(1983)), que es una técnica de optimizacion global basada en una analogia con el método fisico de
sobrecalentamiento o annealing, en inglés. Consiste en realizar una marcha aleatoria de los estados de un
problema de optimizacién, aceptando un nuevo estado si el mismo mejora el criterio de optimizaciéon o bien
con una probabilidad controlada por un parametro externo llamado parametro de temperatura y denotado c;.
En este caso, se acepta el nuevo estado si el tiraje de un nimero real aleatorio entre 0 y 1 es menor que
exp(-AZ/cy). Asi, a grandes temperaturas corresponden muchas aceptaciones de estados que hacen
empeorar el criterio (caracteristica que permite evitar los 6ptimos locales) y a bajas temperaturas se trata
practicamente de un algoritmo de descenso. Al lector interesado en una descripcion completa del
sobrecalentamiento simulado se le recomienda consular Aarts & Korst (1989), donde se describe
completamente el método.
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Una caracteristica importante del sobrecalentamiento simulado, es que -mediante una modelizacién por
Cadenas de Markov homogéneas, aperiddicas e irreducibles- se prueba que converge asintéticamente con
probabilidad uno a un estado cuyo valor es 6ptimo global de la funcién a optimizar.

Ahora bien, una implementacién en tiempo finito del sobrecalentamiento simulado debe tomar en cuenta las
condiciones de convergencia asintdtica, que son: (i) reversibilidad: debe ser posible regresar a un estado
anterior, con la misma probabilidad; (ii) conexidad: debe ser posible pasar de cualquier estado a otro mediante
una cadena finita de estados intermedios tales que la probabilidad de pasar de uno al siguiente sea
estrictamente positiva; y (iii) todos los vecinos de un estado tienen la misma probabilidad de generacion.
Ademads, esta implementacion en tiempo finito debe definir un programa de enfriamiento: (i) qué se entiende
por temperatura inicial ¢, 0 alta temperatura (intuitivamente corresponde a un valor tal que practicamente
todos los estados son aceptados, independientemente si mejoran o no el criterio); (ii) qué se entiende por baja
temperatura (debe corresponder al hecho de hacer una busqueda local, por lo que generalmente se toma
como cero); cédmo se debe descender el pardmetro de temperatura (en analogia con el proceso fisico de
sobrecalentamiento, este descenso debe ser “suave”; y (iv) cuantas iteraciones se haran con un mismo valor
de temperatura (este nimero corresponde a la longitud de la cadena de Markov asociada y sera denotado L.).

Para el particionamiento bimodal, se definird un estado como una particion bimodal Pl x PJ y un vecindario
sera una particion obtenida a partir de P1 x PJ mediante transferencias tipo A, ——> A,.0 tipo B, ——>B,..
Luego, la particion Pl x PJ tiene p(r-1) + g(m-1) vecinos.

La generacién de nuevos estados seguira el siguiente esquema, que aplica un algoritmo tipo sobre-
calentamiento simulado y donde 7 es un ndmero real entre 0 y 1 tirado al azar con una distribucién uniforme:

1. Definir particiones iniciales PI1, PJ (usualmente al azar); calcular W usando (2); estimar ¢,
2. Parat=0,1,2,... hasta que c; ~ 0, sea ¢, = yc.; Yy hacer L. veces para cada t:
Escoger al azar | 6 J con probabilidad Y2
2.1 Si se escoge |, entonces:
escoger al azar i con probabilidad uniforme 1/p (i esta en la clase k)
escoger una clase k' = k del primer modo, con probabilidad 1/(r -1)
calcular AZ
siAZ <0o0sin < exp(-AZ/c,) entonces
hacer la transferencia Ak SELEN Ak ,
redefinir Pl aceptando la transferencia y actualizar W usando (2)
2.2 Si se escoge J, entonces:
escoger al azar j con probabilidad uniforme 1/q (j estda en la clase |)
escoger una clase I’ = | del segundo modo, con probabilidad 1/(s -1)
calcular AZ
SiAZ<0o0sin < exp(-AZlc) entonces
hacer la transferencia B, ——B,.,
redefinir Pl aceptando la transferencia y actualizar W usando (2)

Puede verse que con el esquema anterior se cumplen las condiciones de convergencia asintética del
sobrecalentamiento simulado. En efecto, la reversibilidad se verifica puesto que es posible regresar a una
particion bimodal previa con la misma probabilidad, tomando la transferencia opuesta (intercambiando k,k' 6
I,I', segln sea el caso). La conexidad también es facilmente verificada puesto que, mediante un niimero finito
de transferencias, es posible generar cualquier particion bimodal PI’ x PJ’ a partir de una particién bimodal
dada Pl x PJ. Y finalmente, a partir del esquema se ve que los vecinos de una particion Pl x PJ tienen,
cada uno, la misma probabilidad 1/2p (r-1) + 1/2g (m - 1) de ser generado.

El programa de enfriamiento que se usa es el siguiente:

e Co se estima dando una tasa inicial de nuevos estados aceptados y,, que permite estimar, mediante una
serie de tirajes en blanco del algoritmo, el valor

Co = AZ* [{In m, —In[(m, +m, )z, —m; I}
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donde AZ * es el incremento promedio del cambio de Z en esos tirajes, siendo m, el nimero de veces
gue crecié Z 'y m; el nimero de veces que Z disminuyd. Hemos usado en general y, = 0.85.

¢ El decrecimiento de la temperatura se ha tomado geométrico: c; = yc.; con y = 0.85.

¢ El criterio para detener el algoritmo es c; ~ 0 0 si después de un nimero de iteraciones en ¢, la particiéon no
cambia.

¢ La longitud de las cadenas de Markov sera una constante L. que se fijara de acuerdo con las dimensiones
de la tabla de datos.

3.4. Resultados comparativos

Se ha aplicado el método descrito en la seccién anterior, sobre varias tablas de datos citadas en la
literatura. Los resultados presentados aqui son sobre tres tablas de datos usadas por Gaul & Schader
(1996).

3.4.1. Tabla cofiac

Se trata de una tabla de contingencia de tamafio 10 x 15 que tiene en fila 10 mensajes publicitarios
impresos y en columna 5 marcas de cofiac. Las entradas indican el nUmero de personas que asocio el
mensaje en fila con la caracteristica en columna. Los datos se presentan en la Tabla 1.

Tabla 1. Datos de caracteristicas de cofiac cruzando mensajes impresos.

Mensaje Caracteristicas
S 1 2 3 4 5
impreso
s
1 112 104 73 100 77
2 82 80 98 69 95
3 137 118 86 111 82
4 88 86 93 69 98
5 133 108 69 130 86
6 89 92 118 77 | 114
7 106 96 86 94 84
8 117 111 82 103 93
9 92 88 111 72 | 109
10 120 110 81 121 87

La Tabla 2 muestra los resultados obtenidos para los tres métodos aplicados: nubes dinamicas (MND),
intercambios alternantes (IA) y sobrecalentamiento simulado (SS), para 3 y 4 clases tanto por filas como por
columnas.

La tabla contiene varias columnas. La columnas r y s indican, respectivamente, el nimero de clases por
filay por columna. La columna MV indica el mejor valor de la Varianza Explicada VE dada por:

Z(Xij _)A(ij)2
VE=1-— .
Z(Xij _)_()2

donde X denota la media aritmética de las entradas de la matriz X. Es claro que el minimo de Z y el maximo
de VE se obtienen para la misma particion. La columna % indica el porcentaje de veces que el método
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correspondiente encontr6 el mejor valor MV reportado, en un numero # de ejecuciones del programa.
Finalmente, las columnas cy y L. indican la temperatura inicial estimada y la longitud de las cadenas de
Markov, respectivamente. Es claro que el método de SS debe usarse un nimero menor de veces que los
otros dos, ya que el esfuerzo computacional es mucho mayor.

Tabla 2. Resultados obtenidos con los datos de cofiac para el mejor valor (MV)
de la Varianza Explicada con r clases por fila y m clases por columna;
% indica el porcentaje de veces que ese valor fue encontrado luego de
aplicar el método un ndmero # de veces. Se aplicaron el método de nubes
dinamicas (MND), de intercambios alternantes (IA) y de sobrecalentamiento
simulado (SS). Las dos ultimas columnas dan los parametros de la
temperatura inicial (co) y la longitud de las cadenas de Markov (L.).

MND 1A SS

r|{s MV % # MV % # MV % # Co L¢
3| 3 [0832| 42 |1000|0.832| 60 | 500 [0.832| 69 75 | 3500 | 600
4 (4 (0918 | 0.5 | 200|0.918| 20 | 300 |0.918| 90 | 120 | 3000 | 675

Puede notarse la clara inferioridad que presenta el método de nubes dinamicas, ya que la esperanza de
obtener una buena solucién es inferior a 5%, mientras que para los otros dos métodos es mucho mayor.
Para 3 clases, tanto IA como SS obtienen resultados similares, sin embargo para 4 clases la superioridad de
SS es clara. Ahora bien, se debe tomar en cuenta que el SS es un método mucho mas lento que los otros
dos. En efecto, para el caso de 3 clases MND duré 1 segundo, IA 0.8 segundos y SS 136 segundos,
aplicando 40 cadenas de Markov.

Las clases bimodales junto con sus centros, para 3 clases, se dan en la Tabla 3, mientras que para
4 clases se dan en la Tabla 4.

Tabla 3. Clases bimodales y centros para 3 clases, datos de cofiac.

B:={3,5} | Bo={1} | Bs={2,4}
A ={2,4,6,9} 7.8 -9 -17.6
A, ={1,7,8} -14.2 14.9 4.6
As = {3,5,10} -14.9 33.3 19.6

Tabla 4. Clases bimodales y centros para 4 clases, datos de cofiac.

B, ={2} B ={4} Bz ={5,3} By ={1}
A = {2,4} -13.7 -27.7 - 07 -11.7
A, =1{6,9} - 6.7 -22.2 16.3 - 6.2
A; = {3,5,10} 15.3 23.9 -14.9 33.3
A, ={7,1,8} 6.9 2.3 -14.2 14.9

3.4.2 Tabla cigarrillos 1

La tabla de cigarrillos 1 es una tabla de contingencia de dimensiones 12 x 13, que cruza 12 marcas de
cigarrillo en fila y 13 caracteristicas sobresalientes de mensajes publicitarios no impresos, referentes a las
12 marcas. Cada casilla indica el nimero de veces que las personas interrogadas asociaron correctamente
la marca y las caracteristicas correspondientes. La Tabla 5 muestra los resultados obtenidos, con la misma
estructura que la Tabla 2.

Tabla 5. Resultados comparativos para los datos de cigarrillos 1 (ver Tabla 2
para consultar el significado de las abreviaciones utilizadas).

MND 1A ss
[rls M ]ow ] # M [w]# ] mw]w]#] ollL




3| 3 |0.656 (12.3 | 1000 | 0.656 | 21 | 500 | 0.656 | 100 | 100 [20000| 750
4 4 [0.756 | 2 650 | 0.756 | 11 | 300 | 0.756 | 54 | 100 | 80000 | 1125

Para estos datos es destacable que el sobrecalentamiento simulado encontré en todas las ocasiones el
mejor valor obtenido, para el caso de 3 clases, contrastando con el relativamente pobre desempefio de los
otros dos métodos. Sin embargo, de nuevo el costo de aplicacién del sobrecalentamiento simulado es, para
3 clases, bastante mas elevado que para los deméas métodos. En efecto, el SS se aplicé para 40 cadenas de
Markov empleando 136 segundos, mientras que nubes dinamicas duré 3 segundos e intercambios
alternantes 2 segundos. Las clases y los centros se dan en las Tablas 6y 7.

Tabla 6. Clases bimodales y centros para 3 clases, datos de cigarrillos 1.

B, ={3,5,6,7,9,11,13} B,={1,4,8,12} B; ={2,10}
A, ={5,9} -31.7 117.5 211.9
A, =1{2,3,4,6,8,11,12} 42.8 55.6 - 419
As = {1,7,10} - 51 - 316 -125.1

Tabla 7. Clases bimodales y centros para 4 clases, datos de cigarrillos 1.

B,={63,59,7} | B,={10,2} | B;={11,13} | B,={1,12,4,8}
A, ={3,6,12,2,8,4} 16.5 -134.7 - 575 - 359
A, = {9} 1.4 - 924 186.5 49.8
As ={1,7,10} - 155 211.9 - 72.2 117.5
A, ={11,5} 1.9 - 29.7 35.8 27.7

3.4.3. Tabla cigarrillos 2

La tabla de cigarrillos 2 tiene la misma estructura que la de cigarrillos 1, pero con 16 mensajes publicitarios
impresos por fila, dos para cada una de 8 marcas. En columna hay 12 marcas de cigarrillos. La Tabla 8
muestra los resultados, confirmandose la superioridad del sobrecalentamiento simulado, pero de nuevo con
un mayor costo en tiempo (para 3 clases, 475 segundos para SS, 2 segundos para IA y 4.5 segundos para
MND). Las clases bimodales y los centros de éstas son dados en las Tablas 9 y 10.

Tabla 8. Resultados comparativos para los datos de cigarrillos 2 (ver Tabla 2
para consultar el significado de las abreviaciones utilizadas).

MND 1A SS
r|s MV % # MV % # MV % # Co L.
3|3 |0667| 4.2 |300]|0.667 | 16 | 800 | 0.667 |100 | 100 400 | 1120
4 | 4 {0740 | 0.5 | 350 | 0.740 8 | 200 | 0.740 | 62 90 | 1200 1260
Tabla 9. Clases bimodales y centros para 3 clases, datos de cigarrillos 2.
B.=1{2,3,4,56,7,89,11,12} | B,={1} | B3={10}
A; ={3,9,16} -4.4 45.8 0
A, ={7,11} -4 - 1.7 42.8
A;={1,2,4,5,6,8,10,12,13,14,15} 0 -3 - 28
Tabla 10. Clases bimodales y centros para 4 clases, datos de cigarrillos 2.
B, ={10} | B»={2,3,4,5,6,8,9,11,12} | B3 ={7} | B, ={1}
A, ={7,11} 42.8 - 4.8 3.3 - 17
A, ={1,2,45,6,8,10,12,14,15} -3 0.1 - 27 - 3.1
A; ={13} 0 -3 29.8 - 52
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| As=1{3,9,16) 0 - 46 - 3.2 45.8

4. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

El nuevo algoritmo de particionamiento bimodal usando sobrecalentamiento simulado es claramente
superior a los algoritmos de intercambios alternantes y de k-means. En las Tablas 2, 5y 8 se aprecia que el
mejor valor obtenido por todos los métodos es el mismo. Sin embargo, se puede notar un mejor rendimiento
del método que usa sobrecalentamiento simulado, en el sentido de que al aplicarlo es mas probable
encontrar la mejor solucion que usando cualquiera de los otros dos métodos. Los resultados comparativos
presentados muestran que con este nuevo algoritmo la esperanza de obtener una mejor solucién es siempre
mayor que con los otros algoritmos, e incluso en ocasiones esta esperanza es hasta 10 veces superior.

Por otro lado, la férmula de recurrencia en clasificacion jerarquica bimodal usando el criterio de agregacion
de Eckes & Orlik, permite implementar de manera eficiente el algoritmo de clasificacién jerarquica
ascendente y garantiza la no ocurrencia de inversiones.

En un futuro cercano, se tiene pensado extender nuestros trabajos al caso de clasificacién trimodal
(Eckes & Orlik (1994)), para lo que se necesitara de una férmula de recurrencia un poco mas complicada
que la presentada aqui, en caso de que tal férmula exista. Por su parte, la aplicacion del sobrecalentamiento
simulado en particionamiento trimodal parece tener una extension natural. Ademas, se debe implementar la
formula de recurrencia para el criterio de Eckes & Orlik, asi como el correspondiente algoritmo de vecinos
reciprocos.

Finalmente, la aplicacién de otras heuristicas de optimizacion combinatoria, como la bdsqueda tabu o los
programas evolutivos, puede dar resultados comparables a los obtenidos con sobrecalentamiento simulado.
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