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RESUMEN 
Se presenta un estudio de los principales métodos de clasificación bimodal, tanto jerárquica como por 
particiones. Se propone una fórmula de recurrencia del tipo Lance & Williams para la clasificación 
jerárquica bimodal, usando el criterio de agregación de Eckes & Orlik. También se implementa la 
técnica de optimización global de sobrecalentamiento simulado para el particionamiento bimodal, 
obteniéndose mejores resultados que los métodos usuales de intercambios alternantes y de nubes 
dinámicas o k-means. 
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                          recurrencia; clasificación jerárquica; particionamiento; sobrecalentamiento simulado;  
                          optimización global. 
 
ABSTRACT 
We present a study of the main methods for two-mode classification, hierarchical and partitioning.  
A Lance & Williams recurrence formula is proposed for hierarchical two-mode classification using the 
Eckes & Orlik criterion. Also, it is implemented the simulated annealing technique for global optimization 
in two-mode partitioning, obtaining better results than usual methods like alternating exchanges and 
dynamic clusters or k-means. 
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1.  INTRODUCCION 
 
 En clasificación bimodal, se supone dada una matriz de datos no negativos X = (xij)pxq que cruza dos 
modos I  y J con p = |I|, q = |J|  y I ∩ J = ∅.  La matriz X puede ser una tabla de contingencia, una tabla de 
similitudes u otra, de tal forma que la entrada xij  indica la intensidad de la relación entre la fila i  y la  
columna j.  Los métodos de clasificación bimodal buscan particiones del modo fila I  y del modo columna J, 
en forma simultánea, de manera que haya una relación entre las particiones de ambos modos. 
 
 Al igual que en los métodos usuales de clasificación automática, también conocidos como de análisis de 
conglomerados o clustering, se pueden distinguir dos tipos principales de métodos: los métodos llamados 
jerárquicos y los métodos llamados de particionamiento. 
 
 A continuación presentamos nuevos resultados obtenidos en clasificación jerárquica bimodal, referentes a 
una fórmula de recurrencia que permite simplificar los cálculos, y en clasificación bimodal por particiones, 
relativos al uso de la técnica de sobrecalentamiento simulado con el fin de evitar los mínimos locales que 
obtienen los métodos usuales para un criterio análogo al de la inercia intra-clases. 

2.  CLASIFICACION JERARQUICA 

2.1  Clasificación jerárquica unimodal 
 
 La clasificación jerárquica clásica o unimodal trata de construir árboles jerárquicos que representen clases 
de objetos de un conjunto I  = {1,…,n } encajadas unas en otras, que se pueden representar en forma de un 
árbol tal que las clases unitarias o individuales se representan en las hojas (normalmente dibujadas en la 
parte baja del árbol), y asociadas a un valor pequeño de un índice, mientras que las clases numerosas se 
encuentran en las partes superiores del árbol. Puede consultarse Bock (1974), Diday et al. (1982) o Hartigan 
 (1975) para una descripción de los principales métodos de clasificación jerárquica.  
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 Se dispone de una tabla de datos unimodal X de dimensiones n x p, con base en la cual se pueden 
calcular disimilitudes dij entre las parejas de filas de X (llamadas los objetos a clasificar). En clasificación 
jerárquica unimodal, se quiere construir una jerarquía H (que llamaremos aquí jerarquía o sistema unimodal) 
de subconjuntos de I  tal que: (i) I ∈ H, ∅ ∉ H; (ii) ∀ i ∈ H:  {i } ∈ H;  y (iii) ∀h1,h2 ∈ H: h1  ∩ h2  = ∅ ⇒ h1 ⊆ h2  
ó h2 ⊆ h1. La jerarquía se dice binaria si ∀ B ∈ H, |B | > 1, ∃h, h’ ∈ H: h ∩ h’ = ∅  y h ∪ h’ = B. Además, se 
define un índice f : H → R+ tal que f  vale cero en los conjuntos unitarios {i }  y si h1 ⊆ h2 entonces  
f (h1) ≤ f (h2). En este último caso, le jerarquía se dice indexada. 
 
 La construcción del árbol se dice ascendente cuando se parte de las clases unitarias, y se van formando 
las clases de los niveles más altos hasta construir la última clase que contiene a todos los objetos. El 
algoritmo de clasificación jerárquica ascendente unimodal (CJA1) procede así: 
 

0. Sea k := 0; P0 := {{i } / i ∈ I }; escoger un criterio de agregación δ 
1. Reunir las dos clases h1, h2  de Pk más cercanas de acuerdo con δ 
2. k : = k +1; Pk = (Pk-1 ∪ { h1 ∪ h2 }) – { h1, h2 }; 
3. Ir al paso 1 hasta que Pk = I  
4. Sea H := ∪k Pk

 
 Debe notarse que el criterio de agregación δ define una disimilitud entre conjuntos de objetos. Además, 
para aplicar el paso 1 después de la primera iteración, se debe calcular el nuevo valor de δ entre la clase 
recién formada y las clases que permanecen en Pk. Por ello, la escogencia de un criterio que permita usar 
los cálculos hechos hasta ese momento ayudaría a hacer más rápido el algoritmo. Así, Lance & Williams 
(1966-1967) propusieron una fórmula de recurrencia, que permite calcular el valor de δ entre cualquier h ∈ Pk 
y la clase h1  ∪ h2  creada por el algoritmo: 

δ(h, h1  ∪ h2) = a1 δ(h, h1) + a2 δ(h, h2) + a3 δ(h1, h2) + a4 |δ(h, h1) - δ(h, h2)| 

donde a1, a2, a3 y a4 son valores que se deben determinar en cada iteración a partir de los cardinales de h, 
h1, h2. La mayoría de los criterios de agregación usuales cumplen esta fórmula de recurrencia (salto mínimo, 
salto máximo, salto promedio, salto de Ward) y los valores de los coeficientes para cada uno de ellos se 
pueden consultar en Diday et al. (1982) o en Trejos (1998). Es natural definir el índice de la jerarquía por  
f (h1  ∪ h2) = δ(h1, h2). 
 
 La fórmula de Lance & Williams fue generalizada por Jambu (1978) al caso de jerarquías indexadas, 
introduciendo los términos relativos a los valores del índice f  en h, h1 y h2. 
 
 Esta fórmula de recurrencia es muy importante porque permite hacer una economía en los cálculos en el 
algoritmo CJA1, pero también permite caracterizar los criterios de agregación que pueden presentar 
inversiones, esto es, aquéllos para los que el valor del índice f  es inferior en una iteración posterior. Este tipo 
de fenómeno crearía problemas en la interpretación de un árbol de clasificación. Bataglj (1981) y Diday 
(1982) han caracterizado los índices de agregación que cumplen la fórmula de recurrencia de Lance & 
Williams y de Jambu, respectivamente, tales que no presentan inversiones. Por otra parte, también se 
pueden definir algoritmos más rápidos (bajo ciertas condiciones), como el algoritmo de vecinos recíprocos 
(Benzécri (1982)) o el algoritmo acelerado de Bruynooghe que tiene la propiedad de reducibilidad (ver Jambu 
(1978) o Diday et al. (1982)). 

2.2  Sistema jerárquico bimodal 

 En clasificación bimodal, se tiene una matriz de similitudes X de dimensiones p x q, con entradas no 
negativas y que cruza dos modos I   y J  tales que I ∩ J  = ∅. Una clase bimodal será un conjunto no vacío  
R ⊆  I ∪ J  de la forma R = A ∪ B, con A ⊆ I y B ⊆ J, siendo A y B también no vacíos. Se define la unión de 
clases bimodales como R1 ∪ R2 = (A1 ∪ A2) ∪ (BB1 ∪ B2B ), donde A1 ∩ A2 = ∅ y BB1 ∩ B2B  = ∅. 
 
 Un sistema de clasificación jerárquica bimodal es una familia H de subconjuntos de I  ∪ J,  tal que: 
 

• I  ∪ J ∈ H 
• ∀x ∈ I  ∪ J:  {x} ∈ H 
• ∀ R1, R2 ∈ H: R1 ∩ R2  ≠  ∅  ⇒ R1 ⊆ R2  ó R2 ⊆ R1. 
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 Para abreviar, lo llamaremos simplemente sistema bimodal. Al igual que para sistemas unimodales, un 
sistema bimodal se dice binario si cada clase no unitaria de H está formada por la unión de dos clases 
disjuntas del sistema. Además, se dirá indexado si se puede definir un índice f: H → R+ que tiene las mismas 
propiedades que el índice definido para las jerarquías unimodales. 
 
 Con base en los conceptos anteriores, la construcción ascendente de un sistema bimodal procedería, a 
partir de las clases unitarias {x} con x ∈ I  ∪ J, uniendo en cada paso las clases más cercanas en el sentido 
de algún criterio δ. Así, el algoritmo de clasificación jerárquica ascendente bimodal (CJA2) procede así: 
 

0. Sea k := 0; P0 := {{x } : x ∈ I  ∪ J }; escoger un criterio de agregación δ 
1. Reunir las dos clases de Pk más cercanas de acuerdo con δ, excluyendo pares ({s},{s’}) 

tales que s,s’ ∈ I  ó s,s’ ∈ J 
2. k := k + 1; sea R = A ∪ B  donde (A,B) minimiza δ; sea Pk = (Pk-1 ∪ {R}) – {A,B}; actualizar δ; 

ir al paso 1 hasta que Pk = {I  ∪ J} 
3. Sea H := ∪k Pk

 
 Puede verse que la implementación del algoritmo CJA2 requiere de la definición de un criterio de 
agregación bimodal δ. 
 
2.3  Criterio de Eckes & Orlik 
 
 Eckes & Orlik (1993) estudiaron la definición de un criterio de agregación δ en el algoritmo CJA2 que 
hemos presentado, para las matrices bimodales X aquí consideradas. En un primer momento, estudiaron la 
heterogeneidad interna de una clase bimodal R = A ∪ B definida como: 
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donde a = |A|, b = |B| y μ = max{xij : i ∈ I , j ∈ J }. Es razonable proponer entonces que el criterio de 
agregación minimice el incremento de HI, dado por HI(R1 ∪ R2) – HI(R1) – H(R2), siendo R1 y R2 las dos 
clases que se unen. Por ello, Eckes & Orlik (1993) propusieron el siguiente criterio de agregación: 
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donde R1 = A1 ∪ BB1, R2 = A2 ∪ B2B , a1 = |A1|, b1 = |BB1|, a2 = |B2B |, b2 = |BB2|. Puede notarse que esta fórmula 
incluye los casos particulares: 
 

• δEO({i }, {j}) = (xij - μ)2 para todo (i,j) ∈ I × J. 

• δEO({i }, A ∪ B) = ≠×⊆×−∑
∈

BJIBAx
b Bj

ij ,,)(1 2μ ∅ 

• δEO({ j }, A ∪ B) = ≠×⊆×−∑
∈

AJIBAx
a Ai

ij ,,)(1 2μ ∅. 

 
 Por otra parte, aun si δEO(R1,R2) ≠ HI(R1 ∪ R2) – HI(R1) – HI(R2), puede verse como δEO(R1,R2) es la 
combinación convexa de heterogeneidades internas: 

δEO(R1,R2) = γ HI(A1 ∪ BB2) + (1 -γ) HI(A2 ∪ B1B ),  con  .
1221

21

baba
ba
+

=γ  

 
 Es claro que HI(A1 ∪ BB2) y HI(A2 ∪ B1B ) son los responsables del incremento de HI cuando se unen 
R1 y R2.  
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2.4.  Fórmula de recurrencia propuesta 
 
 Al unir R1 y R2 en el algoritmo CJA2, para calcular el criterio de Eckes & Orlik entre R1 ∪ R2 y cualquier 
otra clase W presente en la partición Pk, se cumple: 
 

δEO(R1 ∪ R2, W) = α δEO (R1 , W)  + (1 - α) δEO (R2 , W), con ,
2211

11
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donde R1 = A1 ∪ BB1, R2 = A2 ∪ B2B , W = X ∪ Y,  y  R1, R2, W ∈ H, donde A1 ∩ A2 = ∅ = BB1 ∩ B2B . En efecto, si 
R1 ∪ R2 = C1 ∪ C2 con C1 = A1 ∪ A2 y C2 = BB1 ∪ B2B , entonces 
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2.5. Consecuencias: no inversiones y aceleración del algoritmo 
 
 De acuerdo con la fórmula de recurrencia, el criterio δEO de Eckes & Orlik satisface el axioma de la 
mediana: 
 

δEO(R1 ∪ R2, W) ≥ min{δEO (R1 , W), δEO (R2 , W)}, 
 
para todo R1,R2, W en H, con R1 ∩ R2 = ∅. Esto tiene como consecuencia que se puede proponer un 
algoritmo de cadena (Benzécri (1982)) para la clasificación jerárquica bimodal, basado en la propiedad de los 
vecinos recíprocos. Ello permitiría hacer importantes economías en los cálculos involucrados en el algoritmo, 
cuando la tabla de datos es grande. 
 
 Defínase el índice f del sistema bimodal como 
 
• f({x}) := 0 para todo x ∈ I  ∪ J 

• f(R) := δEO(R1 , R2) para todo R = R1 ∪ R2 ∈ H, con R1,R2 ∈ H. 
 
 Así, por el axioma de la mediana δEO(R1 ∪ R2, W) ≥ f(R1 ∪ R2) para todo W perteneciente a la partición  
PR1 ∪ R2 creada justo antes de la unión R1 ∪ R2, con excepción de R1 y R2. Una consecuencia de esto es que 
el sistema bimodal H que usa el criterio de agregación δEO no presenta inversiones, es decir, si se tiene  
D1 ⊆ D2 entonces f(D1) ≤ f(D2). La prueba de esta propiedad se puede hacer siguiendo el mismo esquema 
que el presentado por Diday et al. (1982) para el caso unimodal. 
 
 En efecto, sean R, R’ , R  ∪ R’ ∈ H  tales que R' es creado por el algoritmo CJA2 antes que R.  
 
 Por el axioma de la mediana y por el paso 2. del algoritmo, se deduce la desigualdad δEO(R, R') ≥ f(R). La 
estrategia para completar la prueba consiste en: 
 
i) Probar que  δEO(R, R') ≥ max{f(R),f(R')}.  
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ii) Para todo D, D' ∈ H , D ⊆ D ' ⇒  f (D)  ≤ f (D'). 
 
Prueba de i): es suficiente probar que  δEO(R, R'  ) ≥ f (R'). 
 
 Si R'  fue creado en la iteración k de CJA2, sea R1 = R1' ∪ R1''   la clase creada en la iteración k+1. Por lo 
tanto R1' , R1''  ∈ PR' .  
 
 Luego por el paso 2. de CJA2, es claro que f (R’) ≤ δEO(R1' , R1'') ≤  f (R1). Si  R1 = R la prueba es completa. 
Si no, entonces se usa el mismo argumento para deducir que existe  R2 = R2' ∪ R2'' con R1' , R1''   ∈ PR1  y 
f (R1)  ≤ f (R2).  De esta manera se construyen R1 R2 ,…,RL  = R, clases de  H, tales que f (R') ≤ f (R1) ≤…≤ 
f(RL) = f(R).   
 
Prueba de ii): existen D = D1 ⊂ D2 ⊂  … ⊂ DN = D'  tales que DI+1 = D'I+1 ∪ D''I+1 y DI = D'I+1  ó DI = D''I+1  para 
I  = 1,…,N - 1. 
 
Por i) tenemos f (DI+1 ) = δEO(D'I+1 , D''I+1 ) ≥ max {f (D'I+1 ), f (D''I+1 )} ≥ f (Di) para I = 1,…,N-1, es decir  
f (D') ≥ f(D).  
 
 Por lo tanto, H  no tiene inversiones. 
 
3.  CLASIFICACION BIMODAL POR PARTICIONES 
 
 El particionamiento bimodal trata de obtener dos particiones PI  = {A1,...,Ar} de I  y PJ = {BB1,...,BsB } de J, 
tales que se cumpla un criterio de calidad que se especificará más adelante.  
 
 Se dirá que Ak × Bl es una clase bimodal y que PI × PJ es una partición bimodal de I  × J. El centro de la 
clase Ak × Bl es un número  que mide el grado de intensidad en la relación entre las dos clases; por 
ejemplo,  
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donde pi,qj son pesos para la fila i y la columna j, respectivamente. En el caso en que se tengan pesos 
iguales para todas las filas (pi = 1/p) y columnas (qj = 1/q), entonces el centro de Ak × Bl tendría la forma 
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donde  (resp. ) es el cardinal de Aka lb k (resp. BBl). 
 
3.1. Método de intercambios alternantes 
 
Siguiendo una analogía con el modelo de clasificación aditiva de Shepard & Arabie (1979), Gaul & Schader 
(1996) estudiaron un modelo aditivo bimodal dado por: 
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k l
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donde  y  son las funciones indicadoras de las clases asociadas a Aikp jlq k y BBl, respectivamente, y  

expresa la intensidad de la relación intermodal acumulada por A
klw

k × Bl. 
 
 Dada la matriz de datos positivos X = (xij)pxq y los número de clases r,s, se quiere encontrar las particiones 
PI, PJ y W = (wkl) tales que se minimice el criterio 
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 Si se asume que ∑==
j,i

ijx
pq
1xc  modela la parte común de X entonces la operación de centraje 

( xxx ijij −← ) produce c = 0, asumiendo  .0
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 Se puede probar (Gaul, Schader (1996)) que  
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y que, para PI  y PJ  fijos, Z  es mínimo cuando wkl  es el centro de Ak × Bl : 
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 Gaul & Schader (1996) propusieron el algoritmo de Intercambios Alternantes para encontrar particiones 
bimodales que minimicen el criterio Z. Se denotará la transferencia del objeto i ∈ I  de la clase 

A
'k

i
k AA ⎯→⎯

k a la clase Ak’, y análogamente  es la transferencia del objeto j ∈ J  de la clase B'l
j

l BB ⎯→⎯ Bl a la clase Bl’B , 
y ΔZ  denotará el cambio en Z  al hacer cualquiera de esas dos transferencias.  El algoritmo es como sigue: 
 

1. Definir particiones iniciales PI, PJ (usualmente al azar); calcular W  usando (2) 
2. Ejecutar los pasos 2.1 y 2.2 hasta que Z  no decrezca:  
    2.1 Para i ∈ I, hacer la transferencia ; calcular ΔZ. 'k

i
k AA ⎯→⎯

          Si ΔZ < 0 entonces redefinir PI  aceptando la transferencia;  
          actualizar W  usando (2) 
    2.2 Para j ∈ J, hacer la transferencia ; calcular ΔZ. 'l

j
l BB ⎯→⎯

          Si ΔZ < 0 entonces redefinir PJ aceptando la transferencia; 
          actualizar W usando (2) 

 
3.2  Método tipo k-means o nubes dinámicas 
 
 Los métodos clásicos de particionamiento son los basados en el esquema de k-means, también conocido 
como nubes dinámicas. Habiendo fijado el número de clases y a partir de una partición inicial, se hacen 
iteraciones sobre dos pasos: calcular los núcleos de las clases,  asignar los objetos al núcleo de clase más 
cercano. En general, se muestra que este tipo de algoritmo converge, gracias a un teorema similar al de 
Huygens (Diday et al. (1982)). En el caso bimodal, se puede adaptar ese esquema definiendo los núcleos de 
las clases a partir de W (ver Govaert (1983), Baier, Gaul & Schader (1997)). El algoritmo es como sigue: 
 

1. Definir particiones iniciales PI, PJ (usualmente al azar); calcular W  usando (2) 
2. Ejecutar los pasos 2.1, 2.2, 2.3 y 2.4 hasta que Z no decrezca:  
    2.1 Para W y PJ  fijos, definir  por: }~,,~{~
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    2.3 Calcular W usando (2) 
.~:,~: JPPJIPPI ==      2.4 Regresar a 2.1 con 

(2) 
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 Damo a de la convergenci o. Esta prueba no la hemos encontrado 
en ning ultadas. 

n calculados en la n-ésima iteración, entonces Zn = Z(PIn, PJn,Wn) 
s decreciente. En efecto, se puede escribir 
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 Para cada i ∈ I, existen índices de clase k,k’  tales que , esto es 
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Entonces cada término de Z(PIn, PJn-1,Wn-1) es menor o igual que algún término de Zn-1, por lo que  

(

.2 del algoritmo implica Z(PIn, PJn,Wn-1) ≤ Z(PIn, PJn-1,Wn-1). Finalmente, por (2) se 
e

erge en el siguiente sentido: 
omo Z   es decreciente y solo existe un número finito de valores distintos de esta sucesión, entonces existe 
 

n-1 y Zn = Zn-1, entonces  para n ≥ t, para todo (k,l) ∈ In+1 × Jn+1; 

 
l caso en que algunas clases queden vacías 

or el algoritmo (Castillo (1999)). 

tamiento simulado 

lternantes y de Nubes Dinámicas, son métodos de 
escenso de búsqueda local iterativa, que hacen descender el criterio Z en cada iteración, por lo que pueden 

e optimización global basada en una analogía con el método físico de 

s a continuación una prueb a del algoritm
una de las referencias cons

 
 Se trata de probar que si PIn × PJn, Wn so
e
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Z PIn, PJn-1,Wn-1) ≤ Zn-1.  
 
 Similarmente, el paso 2
ti ne Z(PIn, PJn,Wn) ≤ Z(PIn, PJn,Wn-1). Se concluye entonces que Zn ≤ Zn-1.  
 
 Una consecuencia del decrecimiento de Zn, es que entonces el algoritmo conv
c n
t tal que Zt = Zt+1 = ...  y luego 
 
 como Zn ≤ Z(PIn, PJn,Wn-1) ≤ Z• 1+= n

kl
n
kl ww  

• para n ≥ t, si Z es inyectiva entonces PIn = PIn+1, PJn = PJn+1. 

 Hacemos notar que estos resultados también son válidos en e
p
 
3.3  Implementación del sobrecalen
 
 Los dos métodos anteriores, de Intercambios A
d
converger a mínimos locales de Z.  En otros problemas de Análisis de Datos y Estadística donde sucede un 
fenómeno similar, se han aplicado metaheurísticas de optimización combinatoria, como el sobre- 
calentamiento simulado, la búsqueda tabú y los programas evolutivos, obteniéndose en general buenos 
resultados. Este ha sido el caso de las rotaciones varimax oblicuas (Trejos (1992)), del particionamiento en 
clasificación automática o análisis de conglomerados (ver por ejemplo Piza(1998) o Trejos, Murillo, Piza 
(1998)), del análisis de proximidades o escalamiento multidimensional (en el caso métrico, ver Trejos & 
Villalobos (1999a), en el caso con restricciones ver González & Trejos (2000)), y de la regresión no lineal (ver 
Trejos & Villalobos (1999b)).  

 En el presente trabajo, proponemos la utilización del sobrecalentamiento simulado (Keikpatrick et al. 
(1983)), que es una técnica d
sobrecalentamiento o annealing, en inglés. Consiste en realizar una marcha aleatoria de los estados de un 
problema de optimización, aceptando un nuevo estado si el mismo mejora el criterio de optimización o bien 
con una probabilidad controlada por un parámetro externo llamado parámetro de temperatura y denotado ct. 
En este caso, se acepta el nuevo estado si el tiraje de un número real aleatorio entre 0 y 1 es menor que 
exp(-ΔZ/ct). Así, a grandes temperaturas corresponden muchas aceptaciones de estados que hacen 
empeorar el criterio (característica que permite evitar los óptimos locales) y a bajas temperaturas se trata 
prácticamente de un algoritmo de descenso. Al lector interesado en una descripción completa del 
sobrecalentamiento simulado se le recomienda consular Aarts & Korst (1989), donde se describe 
completamente el método. 
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 Una característica importante del sobrecalentamiento simulado, es que -mediante una modelización por 
Cadenas de Markov homogéneas, aperiódicas e irreducibles- se prueba que converge asintóticamente con 

ble regresar a un estado 

0 y 1 tirado al azar con una distribución uniforme: 

probabilidad uno a un estado cuyo valor es óptimo global de la función a optimizar. 

 Ahora bien, una implementación en tiempo finito del sobrecalentamiento simulado debe tomar en cuenta las 
condiciones de convergencia asintótica, que son: (i) reversibilidad: debe ser posi
anterior, con la misma probabilidad; (ii) conexidad: debe ser posible pasar de cualquier estado a otro mediante 
una cadena finita de estados intermedios tales que la probabilidad de pasar de uno al siguiente sea 
estrictamente positiva; y (iii) todos los vecinos de un estado tienen la misma probabilidad de generación. 
Además, esta implementación en tiempo finito debe definir un programa de enfriamiento: (i) qué se entiende 
por temperatura inicial c0 o alta temperatura (intuitivamente corresponde a un valor tal que prácticamente 
todos los estados son aceptados, independientemente si mejoran o no el criterio); (ii) qué se entiende por baja 
temperatura (debe corresponder al hecho de hacer una búsqueda local, por lo que generalmente se toma 
como cero); cómo se debe descender el parámetro de temperatura (en analogía con el proceso físico de 
sobrecalentamiento, este descenso debe ser “suave”; y (iv) cuántas iteraciones se harán con un mismo valor 
de temperatura (este número corresponde a la longitud de la cadena de Markov asociada y será denotado Lc). 

 Para el particionamiento bimodal, se definirá un estado como una partición bimodal PI  × PJ y un vecindario 
será una partición obtenida a partir de PI × PJ mediante transferencias tipo i AA ⎯→⎯ o tipo j BB ⎯→⎯ . 'kk 'll

Luego, la partición PI  × PJ tiene p(r-1) + q(m-1) vecinos. 

 La generación de nuevos estados seguirá el siguiente esquema, que aplica un algoritmo tipo sobre-
calentamiento simulado y donde η es un número real entre 

1. Definir particiones iniciales PI, PJ (usualmente al azar); calcular W usando (2); estimar c0 

2. Para t = 0,1,2,... hasta que ct ≈ 0, sea ct = γct-1  y hacer Lc veces para cada t:  
    Escoger al azar I  ó J con probabilidad ½ 
    2.1 Si se escoge I, entonces: 
          escoger al azar i con probabilidad uniforme 1/p (i está en la clase k) 
          escoger una clase k’  ≠ k del primer modo, con probabilidad 1/(r -1) 
          calcular ΔZ 
          si ΔZ < 0 o si η  ≤  exp(-ΔZ/ct) entonces 
             hacer la transferencia ,  'k

i
k AA ⎯→⎯

             redefinir PI aceptando la transferencia y actualizar W usando (2) 
    2.2 Si se escoge J, entonces: 
          escoger al azar j con probabilidad uniforme 1/q (j está en la clase l ) 
          escoger una clase l’  ≠  l  del segundo modo, con probabilidad 1/(s -1) 
          calcular ΔZ 
          si ΔZ < 0 o si η  ≤  exp(-ΔZ/ct) entonces 
             hacer la transferencia ,  'l

j
l BB ⎯→⎯

             redefinir PI aceptando la transferencia y actualizar W  usando (2) 
  
 Pued onvergencia asintótica del 

cale posible regresar a una 

aceptados χ0, que permite estimar, mediante una 

e verse que con el esquema anterior se cumplen las condiciones de c
ntamiento simulado. En efecto, la reversibilidad se verifica puesto que es sobre

partición bimodal previa con la misma probabilidad, tomando la transferencia opuesta (intercambiando k,k’ ó 
l,l’, según sea el caso). La conexidad también es fácilmente verificada puesto que, mediante un número finito 
de transferencias, es posible generar cualquier partición bimodal PI’ × PJ’  a partir de una partición bimodal 
dada PI × PJ. Y finalmente, a partir del esquema se ve que los vecinos de una partición PI  × PJ  tienen, 
cada uno, la misma probabilidad 1/2p (r-1) + 1/2q (m - 1) de ser generado. 
 
 El programa de enfriamiento que se usa es el siguiente: 
 
• c0  se estima dando una tasa inicial de nuevos estados 

serie de tirajes en blanco del algoritmo, el valor 

]})ln[(/{ln 102120 mmmmZc −+−Δ= + χ  
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+ΔZ    donde  es el incremento promedio del cambio de Z en esos tirajes, siendo m2 el número de veces 
ció Z

 

es en ct la partición no 

 d de las cadenas de Markov será una constante Lc que se fijará de acuerdo con las dimensiones 

vos 

 descrito en la sección anterior, sobre varias tablas de datos citadas en la 

la coñac 

a tabla de contingencia de tamaño 10 x 15 que tiene en fila 10 mensajes publicitarios 

s. 

que cre  y m1 el número de veces que Z disminuyó. Hemos usado en general χ0 = 0.85. 
 

El decrecimiento de la temperatura se ha tomado geométrico: ct = γct-1 con γ = 0.85. •
 
• El criterio para detener el algoritmo es ct ≈ 0 o si después de un número de iteracion

cambia. 
 

La longitu•
de la tabla de datos. 

 
4.  Resultados comparati3.

 
 Se ha aplicado el método
literatura. Los resultados presentados aquí son sobre tres tablas de datos usadas por Gaul & Schader 
(1996). 
 
3.4.1. Tab
 

Se trata de un 
impresos y en columna 5 marcas de coñac. Las entradas indican el número de personas que asoció el 
mensaje en fila con la característica en columna. Los datos se presentan en la Tabla 1.  
 

Tabla 1. Datos de características de coñac cruzando mensajes impreso
 

Características Mensaje
s 

impreso
s 

1 2 3 4 5 

1 112 104 73 100 77 
2 82 80 98 69 95 
3 137 118 186 11 82 
4 88 86 93 69 98 
5 133 108 169 30 86 
6 89 92 118 77 114 
7 106 96 86 94 84 
8 117 1 111 82 03 93 
9 92 88 111 72 109 

10 120 110 181 21 87 
 

La Tabla 2 muestra los resu s obte p s tr é apl os: nubes dinámicas (MND), 

ontiene varias columnas. La columnas r y s indican, respectivamente, el número de clases por 
la

 
in

ltado nidos ara lo es m todos icad
tercambios alternantes (IA) y sobrecalentamiento simulado (SS), para 3 y 4 clases tanto por filas como por 

columnas.  
 
 La tabla c
fi  y por columna. La columna MV indica el mejor valor de la Varianza Explicada VE dada por: 
 

)ˆ( 2

.
)(

1

,

2
,

∑
∑

−
−=

ji
ij

ji
ijij

xx
VE  

 
ond

− xx

e x denota la media aritmética de las entradas de la matriz X. Es claro que el mínimo de Z  y el máximo 
e VE se obtienen para la misma partición. La columna % indica el porcentaje de veces que el método 

d
d
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corresp ndiente encontró el mejor valor MV reportado, en un número # de ejecuciones del programa. 
Finalmente, las columnas c

o

c para el mejor valor (MV)  
de la Varianza Explicada con r  clases por fila y m clases por columna;  

 
 

0 y Lc indican la temperatura inicial estimada y la longitud de las cadenas de 
Markov, respectivamente. Es claro que el método de SS debe usarse un número menor de veces que los 
otros dos, ya que el esfuerzo computacional es mucho mayor. 
 

Tabla 2. Resultados obtenidos con los datos de coña

% indica el porcentaje de veces que ese valor fue encontrado luego de 
aplicar el método un número # de veces. Se aplicaron el método de nubes 
dinámicas (MND), de intercambios alternantes (IA) y de sobrecalentamiento 
simulado (SS).  Las dos últimas columnas dan los parámetros de la 
temperatura inicial (c0) y la longitud de las cadenas de Markov (Lc). 

MND IA SS 
r s MV % # MV % # MV % # c0 Lc

3 3 0.832 1000 0.832 500 0.832 69 3500 600 4.2 60   75 
4 4 0.918  0 3  0 1  3000 675 0.5 200 .918 20 00 .918 90 20

 
 Puede nota  l la io d a é s ám , peranza de 

btener una buena solución es inferior a 5%, mientras que para los otros dos métodos es mucho mayor. 
rse a c ra infer rida que present el m todo de nube  din icas  ya que la es

o
Para 3 clases, tanto IA como SS obtienen resultados similares, sin embargo para 4 clases la superioridad de 
SS es clara. Ahora bien, se debe tomar en cuenta que el SS es un método mucho más lento que los otros 
dos. En efecto, para el caso de 3 clases MND duró 1 segundo, IA 0.8 segundos y SS 136 segundos, 
aplicando 40 cadenas de Markov. 
 
 Las clases bimodales junto con sus centros, para 3 clases, se dan en la Tabla 3, mientras que para  

 clases se dan en la Tabla 4. 4

Tabla 3. Clases bimodales y centros para 3 clases, datos de coñac. 

 BB1 = {3,5} B2B  = {1} BB3 = {2,4} 
A1 = {2,4,6,9} 7.8 -   9 - 17.6 
A2 = {1,7,8} - 14.2 14.9 4.6 
A3 = {3,5,10} - 1  4.9 33.3 19.6 

 
Tabla 4. ales y centros para es, datos de coñac. 

 
 

 Clases bimod  4 clas

BB1 = {2} B2B  = {4} BB3 = {5,3} B4B  = {1} 
A1 = {2,4} - 13.7 - 27.7 -   0.7 - 11.7 
A2 = {6,9} -   6.7 - 22.2 16.3 -   6.2 
A3 = {3,5,10} 15.3 23.9 - 14.9 33.3 
A4 = {7,1,8} - 6.9 2.3 14.2 14.9 

 
3.4.2 Tabla cigarrill

s 1 es una tabla de contingencia de dimensiones 12 x 13, que cruza 12 marcas de 
igarrillo en fila y 13 características sobresalientes de mensajes publicitarios no impresos, referentes a las  

. Resultados comparativos para los datos de cigarrillos 1 (ver Tabla 2  
  para consultar el significado de las abreviaciones utilizadas). 

 

os 1 
 
 La tabla de cigarrillo
c
12 marcas. Cada casilla indica el número de veces que las personas interrogadas asociaron correctamente 
la marca y las características correspondientes. La Tabla 5 muestra los resultados obtenidos, con la misma 
estructura que la Tabla 2. 
 

Tabla 5

 
MND IA SS 

r s MV % # MV % # MV % # c0 Lc
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3 3 0.656 1000 0.656 500 0.656 100 20000   750 12.3 21 100 
4 4 0.756     650 0.756 300 0.756  100 80000 1125 2 11   54

 Para estos datos e q s le i  a siones el 
mejor valor en ,  d a n a o a e o de los 

 

s destacable 
o

ue el obreca ntam ento simulado encontró en todas l s oca
obt ido  para el cas e 3 cl ses, co trast ndo c n el rel tivam nte pobre desempeñ

otros dos métodos. Sin embargo, de nuevo el costo de aplicación del sobrecalentamiento simulado es, para 
3 clases, bastante más elevado que para los demás métodos. En efecto, el SS se aplicó para 40 cadenas de 
Markov empleando 136 segundos, mientras que nubes dinámicas duró 3 segundos e intercambios 
alternantes 2 segundos. Las clases y los centros se dan en las Tablas 6 y 7.  
 

Tabla 6. Clases bimodales y centros para 3 clases, datos de cigarrillos 1. 
 

BB1 = {3,5,6,7,9,11,13} B2B  = {1,4,8,12} BB {2,10} 3 = 
A1 = {5,9} - 31.7 117.5 211.9 
A2 = {2,3,4,6,8,11,12} 42.8 55.6 -   41.9 
A3 = {1,7,10} - --   5.1    31.6  125.1 

 
la 7. Clases bimodales y centros para 4 clases, datos de cigarrillo

 
 

Tab s 1. 

BB1 = {6,3,5,9,7} B2B  = {10,2} BB3 = {11,13} B4B ,4,8}  = {1,12
A1 = {3,6,12,2 16.5 - 134.7 -  57.5 -   35.9 ,8,4} 
A2 = {9} 1.4 -   92.4 186.5 49.8 
A3 = {1,7,10} - 15.5 211.9 -  72.2 117.5 
A4 = {11,5} 1.9 -   29.7 35.8 27.7 

 
3.4.3. Tabla  

La tabla de cigarrillos 2 tiene la misma estructura que la de cigarrillos 1, pero con 16 mensajes publicitarios 
 cada una de 8 marcas. En columna hay 12 marcas de cigarrillos. La Tabla 8 

). 

 

cigarrillos 2 

 
impresos por fila, dos para
muestra los resultados, confirmándose la superioridad del sobrecalentamiento simulado, pero de nuevo con 
un mayor costo en tiempo (para 3 clases, 475 segundos para SS, 2 segundos para IA y 4.5 segundos para 
MND). Las clases bimodales y los centros de éstas son dados en las Tablas 9 y 10. 
 

Tabla 8. Resultados comparativos para los datos de cigarrillos 2 (ver Tabla 2  
   para consultar el significado de las abreviaciones utilizadas

 
MND IA SS 

r s MV % # MV % # MV % # c0 Lc

3 3 0.667 300 0.667 800 0.667 100 100 400 1120 4.2 16 
4 4 0.740 350 0.740 200 0.740   1200 1260 0.5 8  62 90

 
a C  en  p    de r .

 

T bla 9. lases bimodales y c tros ara 3 clases, datos  ciga rillos 2  
 

BB1 = {2,3,4,5,6,7,8,9,11,12} B2B  = {1 } BB  = {10} 3

A1 = {3,9,16} - 4.4 45.8 0 
A2 = {7,11} - 4 -  1.7 42.8 
A3 = {1,2,4,5,6,8,10,12,13,14,15} -  2.8 0 -  3 

 
s y centros par  clases, datos de rrillos 2

 

Tabla 10. Clases bimodale a 4  ciga . 
 

BB1 = {10} B2B  = {2,3,4,5,6,8,9,11,12} BB B4 = {1} 3 = {7} 
A1 = {7,11} 42.8 -  4.8 3.3 -  1.7 
A2 = {1,2,4,5,6,8,10,12,14,15} -  3 0.1 -  2.7 -  3.1 
A3 = {13} 0 -  3 29.8 -  5.2 
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A4 = {3,9,16} 0 -  4.6 -  3.2 45.8 
 
4.  CONC Y PERSPECTIVAS 

El nuevo algoritmo de particionamiento bimodal usando sobrecalentamiento simulado es claramente 
antes y de k-means. En las Tablas 2, 5 y 8 se aprecia que el 

uica 
s

a fórmula de recurrencia un poco más complicada 

volutivos, puede dar resultados comparables a los obtenidos con sobrecalentamiento simulado. 

AARTS, E. and J.  KORST (1989):  Simulated Annealing and Boltzmann Machines, John Wiley 
& Sons, Chichester. 

taneous benefit segmentation and market structuring”, in: R. Klar &  

BATAG

aîne des voisins réciproques”, Les Cahiers de l’Analyse des Données 7:209-218. 

CASTIL

Classification and Information Processing at the Turn of 

DIDAY,
No. 157, INRIA, Le Chesnay. 

ssification 10:51-74. 

ski & M.M. Richter (Eds.), Information System and 

GAUL, 
stems. Springe

LUSIONES 

 
superior a los algoritmos de intercambios altern
mejor valor obtenido por todos los métodos es el mismo. Sin embargo, se puede notar un mejor rendimiento 
del método que usa sobrecalentamiento simulado, en el sentido de que al aplicarlo es más probable 
encontrar la mejor solución que usando cualquiera de los otros dos métodos. Los resultados comparativos 
presentados muestran que con este nuevo algoritmo la esperanza de obtener una mejor solución es siempre 
mayor que con los otros algoritmos, e incluso en ocasiones esta esperanza es hasta 10 veces superior. 
 
 Por otro lado, la fórmula de recurrencia en clasificación jerárquica bimodal usando el criterio de agregación 
de Eckes & Orlik, permite implementar de manera eficiente el algoritmo de clasificación jerárq
a cendente y garantiza la no ocurrencia de inversiones.  
 
 En un futuro cercano, se tiene pensado extender nuestros trabajos al caso de clasificación trimodal  
Eckes & Orlik (1994)), para lo que se necesitará de un(

que la presentada aquí, en caso de que tal fórmula exista. Por su parte, la aplicación del sobrecalentamiento 
simulado en particionamiento trimodal parece tener una extensión natural. Además, se debe implementar la 
fórmula de recurrencia  para el criterio de Eckes & Orlik, así como el correspondiente algoritmo de vecinos 
recíprocos. 
 
 Finalmente, la aplicación de otras heurísticas de optimización combinatoria, como la búsqueda tabú o los 
programas e
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