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PROBLEMA DE PROGRAMACION IMPOSITIVA:
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RESUMEN

En este trabajo se efectlia un analisis comparativo, tanto tedrico como practico, de dos planteamientos
alternativos de un problema de programacion impositiva y de los algoritmos propuestos para su
soluciéon. El problema considerado puede ser encuadrado en una clase general de programas
cuadraticos parametrizados, donde las Unicas restricciones son cotas sobre las variables. La funcién
objetivo es una funcién cuadratica cuya matriz hessiana es diagonal y definida positiva, a la que se
afiade un término de penalizacion de no conseguir una determinada meta. Esta penalizacién puede
introducirse como una desviacion en valor absoluto o cuadratica.
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ABSTRACT

In this paper, we compare, from a theoretical and a practical viewpoint, two settings of a certain tax-
programming problem and the algorithms proposed for solving it. This problem may be modelled as a
parametric quadratic-programming problem having lower and upper bounds on the variables. The
objective function is a quadratic function whose Hessian matrix is diagonal and positive. A term is added
that penalizes not to achieving a certain goal. This penalization can be formulated either as an absolute
or as a quadratic deviation.

Key words: tax-programming problems, active set methods, parametric programming.

1. INTRODUCCION

Best y Chakravarti (1992) presentan un método de conjunto activo de complejidad O(n?) para la solucién
del programa cuadratico paramétrico:

L 1,7 AT Ty _ ~)2
(QP1) mlr?lmlzar >X Dx-a X+(A/2) (y x-c)7,
sujetoa: [<x<bh.
A €s un parametro que toma cualquier valor no negativo, D es una matriz diagonal definida positiva, a, |y b
son vectores arbitrarios de orden n, con | < b, ¢ es un escalar arbitrario, y el vector y de orden n es
estrictamente positivo. El algoritmo propuesto resuelve en el limite, cuando A — oo, el problema de
minimizar 1x'Dx-a'x,
(QP2) sujetoa: y'x =c,
[<x<b,

o bien determina que el problema (QP2) es infactible.

Gomez (1999) desarrolla un algoritmo de complejidad O(n®) para la solucién de un problema relacionado
con el problema (QP1), consistente en minimizar una funcién objetivo cuadratica con un término de
penalizacion en valor absoluto:
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[ 1,7 AT Ty, _
(QP3) minimizar 5x Dx-a x+x‘y X—C

sujetoa: [<x<h.

El problema (QP3) es equivalente a (QP2) para todo A > |t|, siendo t el multiplicador de la restriccion de
igualdad en el éptimo de (QP2), siempre que éste tenga solucion (véase, p.e., Fletcher, 1987).

Tres son los objetivos principales de este trabajo. En primer lugar, se presenta un modelo de programacion
impositiva que puede ser planteado de forma natural como un problema (QP1) o como un problema (QP3).
Su formulacién y la discusidn de sus ventajas relativas son objeto de estudio en la seccion 2. En segundo
lugar, se describen los algoritmos propuestos para la solucién de los problemas (QP1) y (QP3). Esto se
realiza en la seccion 3. En tercer lugar, se efectlia una comparacion, tanto te6rica como numérica, de ambos
algoritmos. Los resultados obtenidos se exponen en la seccion 4. Finalmente, se presentan las conclusiones
de este trabajo.

2. UN MODELO DE PROGRAMACION IMPOSITIVA

En esta seccidbn se muestra como puede ser formulada una variacion del modelo de programacion
impositiva presentado en Yitzakhi (1982) como un problema (QP1) o un problema (QP3).

Supongamos que los N individuos de una poblacion tienen ingresos y;, i = 1,...,N. El gobierno ha de decidir
las tasas del impuesto sobre la renta t;, i = 1,...,N, para el individuo i-ésimo. Estas tasas deben de satisfacer
ciertas cotas, al menos que 0 < t; < 1, i=1,...,N, aunque es posible que otras consideraciones aconsejen
establecer cotas mas exigentes. Supongamos que T es la cantidad que ha de recaudar el gobierno a través
de los impuestos y que y; es el ingreso considerado deseable para el i-ésimo individuo. Si el gobierno
pretende minimizar la desviacién entre los ingresos después de impuestos y los ingresos deseables para
toda la poblacién, resolvera el problema tipo (QP2):

minimizar zi’il(yi(l_ti)_yi)z’

sujeto a: Zzlyiti =T,
I<t<hb.

Supongamos ahora que la restriccion de ingresos del gobierno no ha de ser satisfecha exactamente, sino
gue T es un objetivo de ingresos. En este caso, el gobierno debe resolver un problema de programacién
multiobjetivo con dos metas: minimizar la desviacién entre los ingresos después de impuestos y los ingresos
deseables de la poblacién, y minimizar la desviacién del objetivo presupuestario. Una formulacién tipo (QP1)
apropiada del problema del gobierno es

minimizar Zi’il(yi(l_ti)_yi)z +7\'(z:ilyiti —T)zy

sujetoa: I<t<b,

donde A es un parametro no negativo que mide la importancia que le da el gobierno a la satisfaccion del
objetivo de ingresos del gobierno. Esta es la formulaciéon propuesta por Yitzakhi (1982) y Best y Chakravarti
(1992). Sin embargo, una formulacion alternativa consistiria en introducir el objetivo presupuestario en la
funcién objetivo como una desviacion en valor absoluto, empleando el planteamiento como un problema (QP3):

. N - N
minimizar Zi=1(y‘(1_ti)_yi)2 +K‘Zi=1Yiti -T
sujetoa: I<t<b.

En cualquier caso, una vez resuelto el problema parametrizado, el gobierno elegiria un valor apropiado
de Ay las tasas de impuestos Optimas.

El planteamiento tipo (QP3) tiene la ventaja de que, si el problema (QP2) tiene solucion, a partir de un
valor del parametro A, la solucién de (QP3) también lo es de (QP2). En consecuencia, asignando un peso lo
bastante grande al objetivo presupuestario, este objetivo se ve cumplido. Esto no ocurre en el planteamiento
(QP1), salvo cuando el multiplicador de la restriccion lineal general de (QP2) es nulo en el éptimo. Esto solo
es posible cuando la soluciéon del problema

124



. . . N <
minimizar zi=l(yi(1_ t)-vi)?,
sujetoa: I<t<b,

. Lo N .
satisface exactamente la restriccion Zi_lyiti =T (véase, p. e., Fletcher, 1987). En otro caso, con

independencia del peso A asignado a la consecucion del objetivo presupuestario, la solucion éptima de
(QP1) no alcanza esa meta. Por otra parte, el planteamiento (QP1l) presenta la ventaja sobre el
planteamiento (QP3) de que ambas desviaciones son tratadas de forma cuadratica, con lo que el tratamiento
dado es mas homogéneo.

3. DESCRIPCION DE LOS ALGORITMOS
3.1. Notacion empleada

En el resto de este trabajo se emplea la siguiente notacién. Sean u(A) y v(LA) los multiplicadores
correspondientes a las cotas inferiores y superiores, respectivamente, en la solucion o6ptima x(A) del
problema (QP1) o (QP3), segun el caso, para un valor dado de A. En una iteracion determinada, se conocen

los valores de x(A), u(A) y v(r) para L € [0,A], donde % es el valor actual de A. Sean los conjuntos
L={il<j<nx(A)=IhF=f:1<j<nl<x(A)<blyU ={: 1<j<n, x(%)= b} Sean

9= 1px) ¢y

¥idi
G:G(L,F,U):Zjel_yjlj+ZJEFT+ Lorbi e (1)
J

3.2. Algoritmo |

El algoritmo propuesto por Best y Chakravarti (1992) para la soluciéon del Problema (QP1) es el siguiente
(considerando que G = g(0) < 0):

Paso 0. Inicializacién. Determine x(0), u(0) y v(0) segln

I, Si aj/dj <,
b;, Si aj/dj > b,
U (0) = dl;-a; si aj/dj <l 3)
! 0, en otro caso,
U (0) = aj—db;, si a]-/dj > b, @
! 0, en otro caso.

Determine L, F, U, y el valor actual G = g(0), empleando la Eqg. (1). Sea L« 0.

Paso 1. Determinacion de la solucién 6ptima x(A) y multiplicadores u()) y v(A) para el siguiente intervalo.
Calcule la solucion optima x(A) y los multiplicadores u(L.) y v(A) para el siguiente intervalo [, Ay ]

empleando que g(A) = G/(l+ kzjerjz/dj) , mediante las relaciones siguientes:

Ij' Si jEL,
X,0)=1 (@ -ypg()/d,, sijeF, ®)
b, si jeU,

0,(0) :{ dli —a; +yrg(), sijel, .

0, en otro caso,
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0, en otro caso.

@)

Paso 2. Determinacion de A, , €l punto final del siguiente intervalo. Si G = 0, entonces A, =% . Vaya
al Paso 3.1. En otro caso, para cada j, 1 <j < n, determine 2; como

o, si a; —dj; Sij/ZkeF(YE/dk)'
si jel, 3;—dj : , enotro caso,
viG—(@;—di)Y, (rk/dy)
= - si a;—dp; <vG/Y (/). ©)
si jeF, 3; —djb; . , enotro caso,
v,G-(a; _djbj)zkeF(Yk/dk)
Si J € U, 00-
Halle
Ao =mink.. o
max lesrrl i ®)

Si Apax < @, vaya al Paso 3.2. En otro caso (A5 =), vaya al Paso 3.3.

Paso 3. Actualizacién/Calculo de la solucién éptima x y multiplicadores u, v y tde (QP2).

Paso 3.1. x(1) es la solucién 6ptima de (QP1) VA > A; u(x) y V(A) son los multiplicadores asociados;

x=x(1) es la solucién 6ptima de (QP2); y los multiplicadores asociados son u=u(k), v=v(1) y t= 0. Pare.

Paso 3.2. Para todo j, 1 <j <n, tal que A;=An,, realice las siguientes operaciones. Si j € L, entonces

L« L\{j}, F«< FU{j}. Sij € F, entonces F « F\ {j}, U <~ U U {j}. Haga A <A, . Recalcule G+« G(L,F,U).
Vaya al Paso 1.

Paso 3.3. Las expresiones obtenidas para x(A), u(X) y v(i) siguen siendo validas para todo A > L. Si
F =&, entonces pare: el problema (QP2) es infactible. En otro caso (si F # &) calcule la solucion 6ptima Xy
los multiplicadores u, v y t de (QP2) segin las siguientes formulas y pare:

| ai/di- /A6 Y, (i/do), i jeF, .
J Xj(2), en otro caso,

U = djl; -4 +Y1G/ZKEF (ve/de). sijeL, a1
by, en otro caso,

| dpram G/ /A, sije, )
J vi(2), en otro caso,
t=-G/2, ((ri/do). (13)
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3.3. Algoritmo 1l

El algoritmo propuesto por Gémez (1999) para la solucion de (QP3) es el siguiente (considerando que
G =9g(0)<0):

Paso 0. Inicializacién. Determine x(0), u(0) y v(0) empleando las Egs. (2) - (4). Determine los conjuntos L,
F, Uy el valor actual G = g(0), empleando la Eg. (1). Sea A « 0.

Paso 1. Calculo de la solucién 6ptima x(A) y multiplicadores asociados u(A) y v(1) en el siguiente intervalo.
Halle la solucion optima x(A) y los multiplicadores u(A), v(A) en el siguiente intervalo [ A, Amax], segun:

Ij, si jel,
XJ(K)= (aj+7\fYJ)/dJ, S| JEF, (14)
bj, si jeU,
dli—a, —Ay;, sijel,
! ={ L (15)
0, enotro caso,
0, en otro caso.
Paso 2. Célculo de A, , punto final del siguiente intervalo. Para cada j, 1 <j < n, halle A; y?zsegl]n:
0, si jeU,
~ [ 2 ;
7\‘ _ G/ZkEF (’Yk /dk ), Sl F #* @, (18)
o, en otro caso,
Halle
kmaxzml’n{min xj,x} . (29)
I<j<n

Si xmaxzi , vaya al Paso 4. En otro caso, vaya al Paso 3.

Paso 3. Actualizacion. Paratodo j, 1 <j<n, tal que A;=%n,,, realice las siguientes operaciones. Sij € L,

entonces L« L\ {j}, F« FuU {j}. Sij € F, entonces F « F\ {j}, U « U U {j}. Haga Xekmax. Recalcule
G« G([, E,U) . Vaya al Paso 1.

Paso 4. Determinacion de la solucién 6ptima x y multiplicadores u, v y t para el problema (QP2). Si
Amax =A = o vaya al Paso 4.1; en otro caso (A, =A < ), vaya al Paso 4.2.

Paso 4.1. x(A), u(A) y v(LA) dados por (14) - (16) son la solucién 6ptima y los multiplicadores asociados
de (QP3) para todo A > L. El problema (QP2) es infactible. Pare.

Paso 4.2. x(i) es la solucién éptima de (QP3) para todo A > 71; u(i) y v(i) son los multiplicadores
asociados. Ademas, §=x(71) es la solucion 6ptima de (QP2); y los multiplicadores asociados son G=u(71),
v=v(}) y t= . Pare.
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4. ANALISIS COMPARATIVO DE LOS ALGORITMOS I Y 11

4.1. Comportamiento tedrico

De la descripcién dada en la seccion 3 se deduce que el nimero de operaciones por iteracion es superior
en el algoritmo |. Fundamentalmente, esta diferencia se aprecia en las operaciones necesarias para
determinar Anax €n el algoritmo I, Egs. (8) y (9), y en el algoritmo II, Egs. (17) - (19).

Otro aspecto destacable es que los conjuntos L, F y U obtenidos por los algoritmos | y Il coinciden en cada
iteracion. Una consecuencia inmediata es que ambos algoritmos realizan el mismo numero de iteraciones.
En lo que resta de esta seccion, los superindices | y Il haran referencia a cantidades determinadas en los
algoritmos | y Il respectivamente.

Consideremos la restriccion k-ésima. Si k € U, de las Egs. (8) y (17) resulta que A\, =X} =x. Sik e F,

reordenando la Eq. (8) y empleando las definiciones de )J,'( y W de las Egs. (17) y (18), se obtiene la
siguiente relacién:

0, si M = (dby —a)/ve 2 =G/, (vf /dj) = A,
Ny = I - 20
‘ e sl <n (20)
-G Z (v /d
donde se ha utilizado que
2 = ay — diby _ (dyby —ay)/vk _ M _
nG-@ -ddb)Y 7/ —G-(db —a)/v D vi/dj  —G-2 D v] /g,
jeF jeF jeF
Sik e L, de las Eqs. (8), (17) y (18), se obtiene la siguiente relacion:
0, i 2 = (A -/ = -6/, (7 /d) =2,
P I “ 21
‘ - sl <l @D
~G-A Z (yJ
donde se ha utilizado que
2 = ay — dyly _ (Al —ax)/vk _ Wi .
YkG—(ak—dk|k)ZYj2/dj —G—(dk|k—ak)/YkZYj2/dj —G—XILZYjZ/dj
jeF jeF jeF

: | |
Supongamos, en primer lugar, que A, ., = x 'L”,'IA Aj <, de modo que se produce la actualizacion de L,

Fy Uy el algoritmo I continua. De acuerdo con las Egs. (20) y (21), tenemos que A <" (k ¢ U, puesto que
en este caso }Jk = o). Por otra parte, paratodoi, 1 <i<n, tal que 7Ji es finito,

Ay =

MI M: N
—G-M Y v} /d; —G—?JiIZYJZ/dj_ (22)

jeF jeF
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Operando, es facil comprobar que la Eq. (22) es equivalente a que A}, <A!,y que A} =2 < Al =2!. Para
todoi, 1 <i<n, tal que X, = oo, de las Egs. (20) y (21) y del hecho de que si i € U, entonces A!= o, resulta

que 2! > A", En definitiva, tenemos que A", =2 =min {ml’n k'},i”}.
I<j<n

Un razonamiento similar muestra que si Al =% <A", también se cumple que A\ =X\ <o. En

consecuencia, los cambios a realizar en los conjuntos L, F y U son los mismos en ambos algoritmos. Puesto
gue los conjuntos L, F y U iniciales también coinciden, los conjuntos L, F y U obtenidos en las sucesivas
iteraciones por los algoritmos | y Il son los mismos.

Por otra parte, observando las Egs. (20) y (21), y como A=« si icU, se deduce que si A\, =,

entonces A! > 2" para todo 1<i<n, de modo que A}, =A". También se obtiene que si A!_ =", entonces
M max = . En consecuencia, ambos algoritmos terminan en la misma iteracion.

Obsérvese también que las Egs. (20) y (21) permiten recuperar los intervalos de variacion de la solucion
del problema (QP1) (los sucesivos valores de }Jmax) a partir de los correspondientes valores del problema

(QP3) (los valores de x','nax). De este modo, es posible obtener la solucién de (QP1) al tiempo que se

determina la solucién de (QP3) (y viceversa). Por lo tanto, empleando este resultado, podrian tenerse en
cuenta ambos problemas a la hora de decidir el valor mas apropiado para el parametro A.

4.2. Experimentacién numérica

Empleando el Mathematica v.3.0 para Windows’95, se han implementado los algoritmos | y Il en un PC con
procesador Pentium MMX 200Mhz y 32Mb de RAM. El algoritmo Il se ha implementado de forma que obtiene
la solucion de los problemas (QP1) y (QP3), utilizando para ello las Egs. (20) y (21). Los resultados
obtenidos se presentan en la Tabla I, donde n representa el nUmero de variables del problema. Para cada
uno de los valores especificados de n, se ha generado de forma aleatoria un conjunto de m problemas. Para
cada una de las combinaciones de n y m, en la Tabla | se recoge el tiempo medio de ejecucién de cada
algoritmo (en segundos): tl corresponde al algoritmo |, mientras que tll corresponde al algoritmo Il. Ademas,
se calcula la desventaja relativa del algoritmo | respecto al Il, calculada como la diferencia entre los tiempos
medios de ejecucion de los algoritmos | y Il dividida por el tiempo medio de ejecucién del algoritmo Il. Los
resultados obtenidos han sido los siguientes:

Tabla I. Tiempos de ejecucion de los algoritmos 1y Il

tl tll (-t
n =10, m = 500 0.05886 0.05416 8.678 %
n =25, m = 500 0.24218 0.22316 8.52 %
n =50, m = 500 1.327 1.2251 8.326 %
n =75, m = 100 3.5499 3.2811 8.192 %
n =100, m = 100 3.996 3.7372 6.925 %
n=150,m =100 | 10.583 10.0047 5.78 %
n=200,m=100 | 21.4662 20.2929 5.78 %
n=250,m=100 | 36.8804 35.3057 4.46 %
n=300,m=100 | 59.1155 56.8601 3.96 %
n=500,m =100 | 243.504 236.869 2.80 %

En la Tabla | se observa que el tiempo medio de ejecucién del algoritmo | es mayor que el del algoritmo I,
para todos los valores de n considerados. La desventaja relativa del algoritmo Il respecto del algoritmo |,
medida como el cociente entre la diferencia en tiempo medio de ejecucion y el tiempo medio de ejecucion del
algoritmo I, se representa graficamente a continuacion:
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Gréfico I: Desventaja relativa del algoritmo | en tiempo medio de ejecucion.

En este gréfico se observa la superioridad del algoritmo Il frente al | en tiempo de ejecucion, y la tendencia
decreciente de esta ventaja. La explicacion de este hecho radica en que la diferencia en el nimero de
operaciones a efectuar por ambos algoritmos tiene un menor peso en el nimero total de operaciones a
realizar a medida que aumenta el nimero de variables del problema. De todos modos, es importante sefialar,
gue en la implementaciéon empleada, el algoritmo Il determina la solucién tanto del problema (QP3) como del
problema (QP1).

5. CONCLUSIONES

En la seccién 2 se ha presentado un problema de programacion impositiva, planteado como un problema
(QP1) y como un problema (QP3). El planteamiento (QP1) presenta la ventaja te6rica de que las
desviaciones respecto de ambos objetivos son tratadas de igual modo. Sin embargo, esta ventaja se veria
mas que compensada por el hecho de que en el planteamiento tipo (QP3), si el problema (QP2) tiene
solucion, a partir de un determinado valor del parametro A que asigna el peso a la consecucion del objetivo
presupuestario, este objetivo se ve cumplido. Esto sélo ocurriria en el planteamiento (QP1) si la restriccion
correspondiente al objetivo presupuestario se satisface por la solucién del problema

A N o
minimizar Zizl(yi(l_ t)-yi)%,
sujetoa: [<t<b,

lo cual no tiene por qué ocurrir.

La descripcion de los algoritmos, realizada en la seccion 3, evidencia la menor complejidad del algoritmo I,
gue precisa de menos operaciones por iteracion que el algoritmo I. En la seccién 4 también se ha mostrado
gue los conjuntos de trabajo (L, F y U) determinados en cada iteracion por los algoritmos | y Il coinciden.
Partiendo de este hecho, se muestra que ambos algoritmos realizan el mismo numero de iteraciones.
Ademas, se ha mostrado que es posible recuperar la solucion del problema (QP1) empleando la solucién del
problema (QP3), y viceversa. De este modo, podria tenerse en cuenta la solucidon de ambos problemas a la
hora de determinar el valor mas apropiado para el parametro A. La experimentacion numérica presentada en
la seccion 4 concuerda con estos resultados, mostrando un mejor comportamiento del algoritmo 1l, en lo que
respecta a tiempo de ejecucion.
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