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RESUMEN

Se describen la funcién de conveniencia para respuestas multiples propuesta por Lowe para problemas
en los cuales puede asumirse una relacién lineal entre las respuestas y sus conveniencias individuales,
y las funciones de conveniencia no lineales de Harrington para una y dos colas para problemas con
limites de especificaciones en los valores de las respuestas, asi como la funcién de conveniencia
global. Mediante el procedimiento descrito utilizando el método de la funcién de conveniencia fue
posible optimizar los resultados experimentales obtenidos a partir de un disefio de mezclas D-6ptimo
para la formulaciéon de una limonada empleando las funciones de conveniencia de Harrington de dos
colas para ambas respuestas y maximizando la funcién de conveniencia global.

ABSTRACT

In the present paper, the function of desirability for multiple responses proposed by Lowe for problem in
which a linear relationship among responses and their individual desirability can be assumed and,
Harrington non-linear functions of desirability for one and two sides, and the function of overall
desirability, are described. Experimental values obtained from a D-optimal mixtures design for the
formulation of a lemonade could be optimized with the procedure described, using Harrington’s two-side
desirability functions for both responses and maximizing the overall desirability function.

MSC: 62P30
1. INTRODUCCION

En el desarrollo de un producto un problema tipico es encontrar un conjunto de condiciones o valores de
las variables de entrada, que den como resultado el producto mas conveniente en términos de sus
caracteristicas o respuestas en las variables de salida. El procedimiento para resolver este problema
generalmente involucra dos pasos: (1) predecir las respuestas de las variables dependientes Y, ajustando las
respuestas observadas usando una ecuacion basada en los niveles de las variables independientes X y (2)
buscar los niveles de las variables independientes X que simultaneamente producen los valores de las
variables de respuestas predichas mas convenientes. (Winer, 1971)

Cuando las proporciones en que se mezclan los ingredientes de un producto constituyen las variables de
entrada o "independientes" lo mas adecuado es emplear un Disefio de Mezclas. El empleo de este tipo de
disefios adquiere gran importancia en campos como el de la investigacion en alimentos, debido a que el
desarrollo de cualquier nuevo producto o la modificacién de uno ya existente que implique la mezcla de dos o
mas ingredientes requiere de alguna forma la realizacion de experimentos de mezcla. (Hare, 1974)

Como resultado de un disefio de mezclas es posible obtener un modelo matematico que permite
determinar el efecto de los ingredientes sobre las caracteristicas del producto y predecir los valores de las
variables de respuestas a partir de los niveles de las variables “independientes”.

Obtener el mejor producto implica ademas, encontrar el balance de ingredientes que optimice su calidad
global, es decir, determinar los niveles 6ptimos de los componentes de la mezcla para la calidad global del
producto. (Bowless y Montgomery, 1972)

Existen varios métodos de optimizacién para este tipo de problemas, entre ellos el procedimiento de
superficie de respuesta extendido, el método de distancia generalizada, el método de regiones de confianza
restringidas (Castillo, 1996), el método de minimizacién de la suma de cuadrados de las desviaciones y el
método de funcién de conveniencia, que sera el que se describira aqui. (Anderson y Whitcomb, 1993,
Box,1965)
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2. PROBLEMA DE OPTIMIZACION DE MULTIPLES RESPUESTAS

En muchos problemas de optimizaciébn experimental, es inusual encontrar s6lo una respuesta
gue necesite ser optimizada, en cambio, frecuentemente deben ser consideradas varias respuestas. (Walter
y col. 1999). El objetivo de la optimizacién es la seleccion, independientemente de la multiplicidad de
soluciones potenciales, de la mejor solucién con respecto a algun criterio bien definido. La elecciéon de este
criterio, el objetivo, es un paso esencial en un estudio (Beveridge y Schechter, 1970). Una funcién objetivo es
aquella que expresa el objetivo en términos de los factores del sistema y/o respuestas. Las funciones
objetivo basadas en estrategias econdmicas tienden a ser altamente complejas, mientras que las basadas en
consideraciones técnicas y de calidad son comunmente simples. (Walters y col. 1999)

Considere la mezcla necesaria para hacer una limonada. Esta mezcla tiene tres componentes, agua,
azlcar y jugo de limén que se mezclaron en distintas proporciones segun un disefio de mezclas
D-6ptimo, a las mezclas asi obtenidas se les midieron dos respuestas, intensidad del dulzor e intensidad de
la acidez por un grupo de jueces entrenados utilizando una escala no estructurada de 10 puntos. Con estos
resultados se ajustaron modelos matematicos que permiten predecir los valores de las variables respuestas
en funcion de los componentes de la mezcla. Si se pretendiera comercializar esta limonada, debe tenerse en
cuenta que su aceptacion esta dada por su balance &cido dulce, por lo que podria usarse una funcion
objetivo para indicar formalmente cuanto dulzor y cuanta acidez deben combinarse para ser optimizados. En
este caso la funcion objetivo puede ser simplemente la suma del dulzor y la acidez juzgados por el panel. Si
se deseara enfatizar el contenido de alguna de las dos caracteristicas esta puede ponderarse. También
pueden establecerse valores convenientes 0 metas para una o ambas respuestas y el objetivo pudiera ser
minimizar la desviacion con respecto a ese valor o establecer una funcién que relacione, de alguna forma,
los valores de las respuestas con valores convenientes y el objetivo seria maximizar esta funcion.

3. FUNCIONES DE CONVENIENCIA

Lowe (1967) propone un procedimiento simple para formar funciones de conveniencia de respuestas
multiples. Si y; Y yjp son mediciones de los valores méas indeseables (I) y mas deseables (D) de una
respuesta y; respectivamente y si se asume que la conveniencia se incrementa linealmente de y; a yjp,
entonces la conveniencia de la respuesta se calcula como:

para y; <yj
para yj > Yip

0
d. =<1
(yij _yil)(yiD —yn) para y; <y;<Yyp

ij

donde y; es la i-ésima respuesta de y; y djes el valor de conveniencia calculado para esa respuesta. Aqui “<”
y “>” pueden interpretarse como “peor que” y “mejor que”. Obsérvese que d; es adimensional entre cero y
uno.

Segun lo establecido por el panel que evalu6 la limonada, que se pretende formular, se tiene que para la
respuesta intensidad del dulzor un valor menor de 6 puntos es indeseable, mientras que el valor mas
deseable es 8 puntos. Por otra parte para la intensidad de la acidez se tienen valores de 5y 7 puntos para
los valores indeseables y mas deseables respectivamente. Para ambas respuestas los valores de la funcion
de conveniencia estan dados por d;; y di; respectivamente y se calculan mediante:

0 Siy; <6 0 siy;, <5
dil = 1 S| yil > 8 di2 = 1 S| yi2 > 7
2y, —12 si6<y,;<8 2y, —10 si5<y, <7

En la Figura 1 se ilustra este procedimiento, por medio del cual pueden transformarse los valores de las
respuestas predichas en valores de conveniencia aplicados al ejemplo de la limonada. El eje vertical es el de
la conveniencia que va de 0.0 (no conveniente) a 1.0 (conveniente). En la parte inferior se representan los
ejes de las respuestas, haciendo coincidir los valores de mas indeseables y deseables con los extremos
izquierdo y derecho de la escala respectivamente. En este grafico puede observarse cémo partiendo de un
valor de las variables respuestas es posible obtener el correspondiente valor de conveniencia.
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Obsérvese que a los valores de respuestas a la izquierda de la escala se les asignan conveniencias cero,
mientras que los valores a la derecha se les asignan conveniencias uno, esto Ultimo puede no ser adecuado
para el caso de la limonada ya que esta no debe ser extremadamente dulce ni extremadamente acida.
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Figura 1. Conveniencia como una funcion lineal de primer orden de las respuestas.

Una alternativa es la funcién de conveniencia propuesta por Harrington (1965), que no asume una relacion
lineal de primer orden entre respuestas y conveniencias y en el caso de dos colas esta dada por:

[*(|ij| )n}

donde n es un nimero positivo no necesariamente entero (0 < n < ), |yi’j|es el valor absoluto de yj

y éste es una transformacion de las respuestas y; , tal que:

—1 S|yIJ = yJ,
yi=q 1 siyj =VYj. ,
2y —(Yj+ +Yi-

Siyj #Yi-0Yj # Y.

(Vi+ —yj,)

yj- es el limite inferior y y;, el limite superior de las especificaciones para las respuestas, yj para los valores
definidos, mide la distancia de y; al punto medio entre las especificaciones superiores e inferiores.
Aplicando esta funcion al ejemplo de la limonada, tomando como limites de especificaciones para ambas

respuestas los valores antes mencionados se tienen, para n = 2, las siguientes funciones de conveniencia
para ambas respuestas:

-1 -1

e siy;=6 e siy;j=5
dil = e_l S| ylj = 8 dil = e_l S' y'] = 7
e_(ly"ql)2 siy; #6 0y;; #8 e_(ly"'_tsl)2 siy; #5 0y, # 7

En la Figura 2 se muestra la funcion de conveniencia d; obtenida para la intensidad del dulzor,
analogamente puede construirse la funcién de conveniencia para la intensidad de la acidez. Esta funcion es
mas adecuada al caso del ejemplo pues como puede observarse, los valores de conveniencia disminuyen en
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ambos extremos de la escala, es decir, tan inconveniente es una limonada poco dulce o acida como una muy
dulce o muy acida.

La funcién de conveniencia de Harrington, cuando se usan limites de especificaciones de un solo lado (una
cola) toma una forma especial de la curva de crecimiento de Gompertz.

—Yij

d =e®

i =
donde yj =0en el limite de especificacion. La transformacion de y; en yj; se realiza escogiendo dos pares

ordenados de (yij,dij) y calculando yj= —In[— In(dij)J, de los pares ordenados resultantes puede obtenerse la

linea recta yj = by +b,y;.
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Figura 2. Funcién de conveniencia de dos colas de Harrington
para la intensidad del dulzor de una limonada (n = 2).

Es posible encontrar otras formas alternativas para las funciones de conveniencia, algunas de las mas
Utiles son las llamadas de “forma libre”, las cuales suelen ser desarrolladas en discusiones entre los
interesados y para las pueden obtenerse niveles de especificaciones mas significativos. Derringer y Suich
(1980) dan varios ejemplos.

4. FUNCION DE CONVENIENCIA GLOBAL

Hay varias formas en las cuales se pueden combinar las conveniencias individuales, una de ellas podria
ser la media aritmética. Sin embargo, en la realidad existe una premisa basica: si una caracteristica es tan
pobre que no es conveniente el uso del producto, tal producto no debe ser aceptado, sin tener en cuenta el
resto de las caracteristicas, es decir, no es posible vender una limonada muy poco dulce aunque su acidez
sea la correcta. La reaccion del consumidor a un producto estd basada en gran medida en las caracteristicas
menos deseables de tal producto debido a que son un foco de problemas potenciales. (Harrington, 1965)

El modelo matematico analogo a esta reaccion psicologica es la media geométrica de los valores de
conveniencia individuales. (Harrington, 1965; Derriger y Suich, 1980)

1
n n
D &S Hdl
i=1
es evidente que si algun valor de d; es cero, el valor de D asociado sera cero.

86



La Figura 3 muestra como varia D como funcién
de d; y d, nétese que si algun valor de d; es cero,
D sera cero, sin tener en cuenta el otro valor.

Walters (1999) muestra varios ejemplos de
distintos tipos de funciones de conveniencia global,
la forma de la funciéon D depende del tipo de funcion
de conveniencia individual que se asuma.
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El procedimiento descrito proporciona una via
para transformar los valores predichos para
multiples variables dependientes en un valor simple
de conveniencia global. El problema de la optimiza- GJ
cién simultanea de varias variables respuestas sera
entonces el de seleccionar las proporciones de los
componentes de la mezcla (variables predictoras)
gue maximicen la conveniencia global. 1 Ph d2

Figura 3. Conveniencia global como funcién de d; y d..
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5. OPTIMIZACION DE RESPUESTAS MULTILES

Para buscar los valores de los componentes que producen resultados con la mayor conveniencia global se
plantean dos métodos. El primero emplea un procedimiento de optimizacion general de la funcién de
conveniencia global (el método simplex) para encontrar los valores éptimos de los componentes dentro del
rango experimental especifico. El segundo busca en cada combinacién especifica de valores de los
componentes la combinacién que produzca la conveniencia global 6ptima, en este caso la respuesta puede
no ser unica. (Chitra, 1990)

Para la optimizacion de la conveniencia global tomado como funcién la media geométrica y como
funciones de conveniencias de las respuestas individuales la funcion de Harrington de dos colas, empleando
el segundo método, en la formulacion de la limonada, es necesario, por razones tecnoldgicas, agregar
restricciones adicionales con respecto a los componentes de la mezcla seria conveniente que se empleara:
la menor cantidad de agua posible por encima de 60%, la menor cantidad de jugo de limén entre 10y 20 % y
el azdcar minimo necesario entre 10 y 30 %.

Al imponer estas restricciones se obtuvieron las siguientes soluciones “6ptimas”:

; L Intensidad Intensidad Conveniencia
Agua Azucar  LimONn  ge|quizor  de laacidez global
1 55.09 23.64 21.27 7.3 6.5 0.709
2 60.00 18.81 21.19 5.7 6.5 0.634
Agua Agua

Azdcar Azicar

Liman Liman
culzar dulzar
acidez acidez

Combined Combined

I I I 1 I I I 1
0.00o0 0.250 0.500 0750 1.000 a0.ooo0 0.250 0.500 0750 1.000

Solucién 1 Solucién 2

Figura 4. Histograma de la funcién de conveniencia para las soluciones.
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La Figura 4 muestra los histogramas de la funcién de conveniencia para cada componente, las respuestas
y la funcién de conveniencia global de cada solucién. En ellos se observa en qué medida cada solucion
satisface las condiciones impuestas, la longitud de las barras representan el valor alcanzado por la funcién
de conveniencia para cada componente, cada respuesta y la conveniencia global o combinada.

Las soluciones encontradas alcanzan valores de 0.709 y 0.634 de la funcién de conveniencia global los
cuales pudieran ser satisfactorios aunque no se satisfagan exactamente las restricciones impuestas, por otra
parte, el valor de intensidad del dulzor obtenido para la primera solucién (7.3) esta muy cercano al centro del
rango especificado, el de la segunda esta fuera del rango especificado, con ambas soluciones se obtiene el
mismo valor de intensidad de la acidez (6.5), que esta dentro del rango especificado. La primera solucién
empleara una proporcion de agua algo inferior al limite impuesto, el jugo de limén y el azlcar estan dentro de
los rangos, la segunda solucibn empleara proporciones de los componentes dentro de los rangos
especificados. Con esta informacién es posible determinar cual de las dos soluciones se tomaran para
estudios posteriores de aceptacion.

6. CONCLUSIONES

El método de la funcién de conveniencia permite resolver problemas de la optimizacidon experimental con
multiples respuestas.

Las funciones de conveniencia formadas por el procedimiento propuesto por Lowe son adecuadas para el
caso en que puede asumirse que la conveniencia se incrementa linealmente desde el valor menos
conveniente al mas conveniente y asumen valores de conveniencia cero y uno para respuestas por debajo y
por encima del valor menos conveniente y el valor mas conveniente respectivamente.

La funcidon de conveniencia de Harrington de dos colas es adecuada cuando se establecen limites de
especificaciones superiores e inferiores de las variables respuestas, la conveniencia es maxima entre esos
limites y disminuye hacia los extremos de la escala de las respuestas.

La funcién de conveniencia de Harrington de una cola se utiliza cuando se establece un limite superior o
inferior de las variables respuestas, por encima o por debajo del cual la conveniencia crece.

Utilizando el método de la funcién de conveniencia fue posible optimizar los resultados experimentales
obtenidos a partir de un disefio de mezclas D-6ptimo para la formulacién de una limonada empleando las
funciones de conveniencia de Harrington de dos colas para ambas respuestas y maximizando la funcién de
conveniencia global.
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