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DOSDISENOSMUESTRALES, EL ALEATORIO SIMPLE
Y EL ALEATORIO DOBLE
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ABSTRACT

In the present work a comparative study between four ratio type estimators is presented. The estimators
were obtained under two sampling design: the simple random sampling design and the double sampling
design, using the superpopulation approach. The conditions under which one estimator is better than
another, from the view point of the mean square error, were established.
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RESUMEN

En el presente trabajo se realiza un estudio comparativo entre varios estimadores del tipo de razén,
obtenidos a través de los disefios muestrales aleatorio simple y doble, empleando el enfoque de la
inferencia basada en modelos, estableciéndose condiciones segun las cuales algunos de ellos
producen, desde el punto de vista del error cuadratico medio, estimaciones mas precisas que los otros.

MSC: 62D05
1. INTRODUCCION

El grado de énfasis dedicado al uso de la informacion auxiliar para mejorar la precision de las estimaciones
es algo que distingue a la teoria del muestreo de la teoria estadistica general. Por tal motivo se han
desarrollado no solamente métodos de seleccion de muestras, los cuales incorporan la informacion auxiliar a
través del disefio muestral, sino también métodos de estimacién en los que la informacion auxiliar es
incorporada a través de la forma funcional del estimador, como es por ejemplo el -estimador, definido por
Villagébmez en 1992.

En Villagobmez se estudia el comportamiento del estimador clasico de razén cuando no se dispone del
conocimiento exacto de la informacidn auxiliar, para lo cual el autor se propuso analizar las consecuencias

asociadas al utilizar en la estimacion X5 en lugar de X, donde & es un parametro desconocido, positivo y
distinto de la unidad, definiendo lo que él denomind el §-estimador.

De la teoria clasica del muestreo se conoce que cuando no se dispone del conocimiento de la media
poblacional de la variable auxiliar (X), resulta necesario reemplazar ésta por un estimador conveniente.

Usualmente una muestra grande inicial de tamafio nl1 es tomada y la media poblacional X es estimada usando
la media muestral x1, luego una submuestra de tamafio n es tomada a partir de la muestra inicial usando el
disefio muestral aleatorio simple. Este procedimiento recibe el nombre de disefio muestral aleatorio doble.

Por lo antes expuesto, nos propusimos investigar, bajo el enfoque de la &-inferencia o inferencia basada en
modelos, las condiciones para las cuales el 3-estimador produce una estimacion méas precisa, desde el punto
de vista del error cuadratico medio, que la obtenida al utilizar el estimador clasico de razén bajo el muestreo
aleatorio doble. Ademas de presentar la comparacion entre estos estimadores, se realizaron también

comparaciones entre los siguientes estimadores: y(media por unidad), yR (estimador clasico de razén) y

98 (6-estimador).
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2.DESARROLLO

Bajo el disefio muestral aleatorio doble, el estimador clasico de raz6n adopta la siguiente expresion:

YR ==X 1)

X<l

donde: y y X representan las medias muestrales de la caracteristica de interés (Y) y de la variable
auxiliar (X) en la submuestra, respectivamente, y
X, es la media de la variable auxiliar en la muestra inicial.

El 3-estimador se define como

5 2

Y5 =

<<l

donde: y y X representan las medias muestrales de la caracteristica de interés (Y) y de la variable auxiliar (X),
respectivamente,

X representa la media poblacional de la variable auxiliar, y

8 es un pardmetro desconocido que toma valores en el intervalo (0,1),

Bajo el muestreo aleatorio doble el 3-estimador adopta la siguiente expresién:

Y5 = ZX15 3)
X

donde §/ X y X1 estan definidos como en (1) y 8 como en (2).

En el presente trabajo se parte de considerar una poblacién de tamafio N, la cual ha sido extraida de una
superpoblacién con estructura estocastica dada a través del siguiente modelo:

Modelo & Y, =pX +e;, Elei]=0; tlee] =0; gle?] =o2x,, @

donde [-] denota valor esperado segun el modelo &.

Para este modelo se obtuvieron las expresiones de la (5) a la (9) para el error cuadratico medio de los

estimadores Yy, g, Yg, Y5 Y €l Y5, respectivamente, en las cuales:

2 _ 2 —
K:G_+B2X y Kl:0_+BZX1
N n

e ly- Y[ =%, -2 + Xk (5)
—2

T e ©)

&_,[?R —VT :§K1—2;1K+)_<K )
X

ely, -V =ns2 +B34C ®)
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donde:
—2

A-2 K B=-2XKy C=XK,
X

gpg —YT _A'52+B5+C )

donde:
-2

A=K B =-2xKyC =X,
X

A continuacion se presentan los resultados obtenidos al comparar entre si estos estimadores.
Comparacion entre la media por unidad y el estimador clasico de razén

De las expresiones (5) y (6) obtenemos que:

e e T ey I - o [ )2« (10
X
de donde se puede establecer que:

e siX>x y Ki(Xx+X)<2Kx 0 si X<x y K,(x+X)>2Kx, la estimacion obtenida por el estimador
clasico de raz6n es mas precisa que la obtenida a través de la media por unidad.

Comparacion entre el estimador clasico de razén bajo el muestreo aleatorio doble, y el estimador
clasico de razén

De las expresiones (5) y (6) obtenemos que:

I 7 LS A R o

X

de donde se puede establecer que:

e siX>X1 y K1(>_(+§1) >2KX 0si X< X1 y K1(7(+§1) < 2Kx, la estimacion obtenida por el estimador

clasico de razén, bajo el muestreo aleatorio doble, es mas precisa que la obtenida a través del
estimador clasico de razén.

Comparacion entre el estimador clasico de razén bajo el muestreo aleatorio doble y el estimador media
por unidad

De las expresiones (5) y (7) obtenemos que:

G- 33
por lo tanto,

o SiX1>X y Kl(il +§) <2KX 0'Si X1<X y Kl&l +;) > 2KX, la estimacion obtenida por estimador
clasico de razon, bajo el muestreo aleatorio doble, es mas precisa que la obtenida a partir de la
media por unidad.

De las comparaciones anteriores podemos concluir que:

e Six<X<xiy Kixi<Kx,osi x1<X<x y Kx<K;xi, entonces y, <<yp <<y, donde “<<” lo
usaremos para significar menor error cuadratico medio segun modelo, es decir, bajo estas
condiciones el estimador clasico de razon, bajo el muestreo aleatorio doble, es mas preciso que el
clasico de razdén, y éste mas que la media por unidad.
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Comparacion entre el 8-estimador y el cldsico de razén bajo el muestreo aleatorio doble
De (7)y (8) obtenemos que:
_ 1 . _"2 -
g[yﬁ—v] —a[yR—Y} =A8?+B5+C (13)
~ —2
donde A y B coinciden con las expresiones dadas en (8) y C =2x1K - Xfl Kj.

X

La expresion (13) representa una forma cuadratica, la cual posee dos raices reales dadas por:

sa = 2K~ xiKy
1 ==
XKl

x| !

y 85 =

y como el coeficiente del término cuadratico (A) es una magnitud positiva, se obtiene que:

&[y5—7]2<§[§g —VT para 66(6?,83),

es decir, para valores del parametro ¢ pertenecientes al intervalo antes definido; se obtendra a partir del
Js-estimador, una estimacién mas precisa que la obtenida con el clasico de razén bajo el muestreo aleatorio
doble.

Comparacion entre el &estimador bajo el muestreo aleatorio doble y el clasico de razén

De (6) y (9) obtenemos que:

g[?@—vr—g[ﬁ Y[ =ns? 485+ C (14)
—2

donde A y B estan definidos como en (9) y é =2XK —XTKl.
X

Esta ecuacion cuadratica posee dos raices reales dadas por:

1 ==

y como el coeficiente del término cuadratico es no negativo, obtenemos que:
Vil MERviG b &b
g{yS—Y} <§[yR —Y] para 66(61,62),

es decir, para valores del parametro ¢ pertenecientes al intervalo antes especificado, el s-estimador bajo el
muestreo aleatorio doble produce una estimacion de la media poblacional mas precisa que la obtenida a
través del estimador clésico de razén.

Comparacion entre el &estimador bajo el muestreo aleatorio doble y el § estimador bajo el muestreo
aleatorio simple

De (8)y (9) obtenemos que:
ép; —VT ey, -V :(Ql—i)s{%(il +§)5—2K} (15)
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por lo tanto:
e sSix1>Xyd<d osixi<X y §>38°, laestimacion obtenida por el s-estimador bajo el muestreo
aleatorio doble, es mas precisa que la obtenida bajo el muestreo aleatorio simple,

sc _ 2Kx
Ky(X1+X)

Comparacion entre el 5-estimador y el estimador clasico de razén, bajo el muestreo aleatorio doble

De (7)y (9) obtenemos que:
. _ 12 . _ 12 =
&[ys —Y} —&[yR —Y} =A% +B5+C (16)

—2

donde A y B estan definidos comoen (9)y C = 2x1K —XTlKl.
X

Esta ecuacion cuadratica posee dos raices reales dadas por:

XK - x1K,

i 84 =1,
XlKl y

i
y como el coeficiente del término cuadratico es no negativo, obtenemos que:
_ _72 . _"2
&[ys —Y} < g[yR —Y} si 5e(58a).

es decir, para valores de ¢ pertenecientes al intervalo (8?,1) , el s~estimador bajo el muestreo aleatorio doble

produce una estimacion, de la media poblacional mas precisa que la obtenida a través del estimador clasico
de razon utilizando el mismo disefio.

De las comparaciones anteriores podemos resumir que:
1. Si se satisfacen las desigualdades siguientes:

D1: KX < K]_;l,

D2: ;1 < Y,

D3: X <X ,

D4: KX < 2KX,
se cumplira que:

e 82>0y8Y>0 porD2, D3yD4; 8° >0 por D3y D4,y & >0 independientemente de que se
satisfagan o no las condiciones D1-D4.

e 5%<53 <1, porlotanto, para & e (82,83) , y; << 3_/R << Yg <<Y
e & <1y 85>1, entoncespara 5e(5°1) , ;5 <<Yg <<Y,
e §° <1, porloque para § > 8°, 98 << Vs,
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e 89<1, porloque para &< (5%, 98 << ;R

o 52<3°, pero 8° <53 sise cumple que 2KxX <K;xi(x1+ X), desigualdad que denotaremos por
D5, e implica, junto con D2, la desigualdad D1; por lo que:

- si se cumplen las desigualdades D2-D4, 95 <<y << yR <<Yr <<y para 8¢ (5°383),
- si se satisfacen las desigualdades D1-D3, pero no la D4, entonces como 85’ <8 S‘l’ >8°, se
cumplira que para & e (89.1), 3_/5 << §R << Yg <<Y, 3_/5 <Yy ;R << Y-
2. Si se satisfacen las desigualdades siguientes:
D6: KX < Kli,
D7: x1> X,
D8: X1 < X ,
D9: K,x1 < 2KX,
se cumplira que:

e 38>0y Si’ >0 por D9; 8*{ >0 por D7y D9, y §° >0 independientemente de que se satisfagan o no
las desigualdades D6-D9.

© Vr <<Yr: Yr <Y, Vg <<V,

e 38 <1y &3 >1, porlotanto, para 3 € (8§,) se cumplira que §/5 << §/R ,
o 52 <59 <1, entonces para & < (5°,53) se cumplird que y; << yg,

e 3% <1, por lo que para &< §°, 96 <<Ys,

e 8¢ <1, por o que para & e (891) se cumplira que §5 <Yg,

e 52 < 8%, por lo que para & € (52,5°%), ;5 << Vs <<§;?; Ve <<§'R,

e 52 <50, 80 <5h, 82 < 8% y 5° < 85 si se satisface la desigualdad 2Kxx1 < K, X(x1 + X), la cual denota-
remos por D10. Por lo que:

- si se satisfacen las desigualdades D6-D10, ;/5 << ;8 << QR; 98 << ;R <<§; ;R << ;R para
5e(8°,5%).
- si se satisfacen las desigualdades D6-D8 y D10, pero no se satisface D9, §/5 << ;5 << ;R; ;5 << ;R << 9;

Ve <<yg para §e (6?,62).

Debemos sefialar que en el caso 1, si la desigualdad D4 no se satisface, en los intervalos confidenciales
obtenidos para el parametro 8, que posean su extremo inferior distinto de &°, éste debera ser reemplazado
por cero, ya que en estos casos dichos extremos son magnitudes negativas y 6 es una magnitud positiva. Lo
mismo ocurrira si en el caso 2 no se verifica la desigualdad D9.

3. CONCLUSIONES
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En este trabajo se ha realizado un estudio comparativo entre los estimadores: media por unidad, clasico de
razon, clasico de razén bajo el muestreo aleatorio doble, 6 estimador y 6 estimador bajo el muestreo aleatorio
doble, considerando el enfoque de la inferencia basada en modelos. Dicho estudio nos permitié establecer
condiciones para las cuales unos estimadores son mas precisos que los restantes, desde el punto de vista
del error cuadratico medio.
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