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EVALUACION DEL CONSENSO ENTRE EXPERTOS:
INDICESDEL TIPO KAPPA, MODELOSY PROPIEDADES

Carlos N. Bouza', Facultad de Matematica y Computacién, Universidad de La Habana, Cuba

RESUMEN

La importancia de evaluar el consenso ha ganado en popularidad en muchas aplicaciones. Esto es de
particular importancia en muchos estudios biomédicos en los que los expertos juegan un papel
importante, por ejemplo, al valorar la eficacia de tratamientos, al clasificar enfermos, entornos de la
biosfera o pruebas. En este trabajo se desarrolla una revisién bibliografica del indice «, los que han sido
deducidos a partir de este y los que pueden ser deducidos como casas particulares bajo ciertos
modelos. Se discuten modelos que se han utilizado para soportar inferencias paramétricas o para darle
sentido estadistico a la valoracion del consenso en la clasificacién hecha por varios expertos. Con fines
ilustrativos se desarrollan varios ejemplos.

ABSTRACT

In many applications the importance of evaluating the consensus is growing. This is particularly important
in many biomedical studies where the role of the experts is crucial. That is the case when the efficacy of
treatments, the classification of patients, the quality of the biosphere in certain places or tests is studied.
This paper is devoted to the development of a review of the k index, indexes deduced or deducible from it
as particular cases under certain models. Properties of them for different models are discussed. The
models support parametric inferences or provide a statistical frame for analyzing the consensus in
the classification among experts. Different examples are developed with illustrating purposes.
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1. INTRODUCCION

Este trabajo tiene por objeto hacer una revision de la literatura existente-referida al indice kappa y a
indices relacionados. Esto ha sido motivado por el trabajo realizado alrededor de aplicaciones en el area
biomédica en las cuales ha sido necesario trabajar con el consenso para modelar ciertos fenémenos. Esto es
muy comun en muchas otras areas de aplicacion de la estadistica como los estudios de mercado. Hemos
tratado de unificar las notaciones existentes y de agrupar los resultados de acuerdo a criterios y enfoques del
tratamiento tedrico y aplicado.

Primeramente se introducen las ideas bésicas. Posteriormente se discute el caso mas usual en las
aplicaciones: el dicotdbmico. Este aparece en problemas como los de aplicar o no un tratamiento y en dos
grupos similares. Esto es muy comdn en experimentos clinicos. Posteriormente se trata el modelo con
multiples respuestas: el multinomial. Aqui se presentan y analizan los modelos que sustentan los
razonamientos que llevan a usar nuevamente indices relacionados con el kappa. Otras secciones replantean
el problema del consenso a partir de usar modelos. Estos son generados por hipétesis como es el caso de la
aleatoriedad, la homogeneidad y al utilizar un punto de vista tomado de la teoria de los modelos
superpoblacionales muy usados en el Muestreo contempordneo como una alternativa de tipo Bayes. El
desarrollo de inferencias basadas en la normal es el tema de las Ultimas secciones. Dado que las hipoétesis
gue permiten desarrollar una teoria basada en la normalidad no son de frecuente cumplimiento en las
aplicaciones; los métodos inferenciales se asocian a la teoria de las muestras grandes.

Se discuten algunos ejemplos hipotéticos con fines ilustrativos.
Las referencias listadas cubren el tema discutido.
2. ALGUNASIDEASBASICAS

Consideremos el caso en que interesa la opinién de los clientes. Se hace una encuesta y se indaga sobre
gue opina sobre el producto. Por ejemplo este es el caso de una empresa de perfumeria que lanza una
nueva locion al mercado. Encuesta a posibles consumidores a los que se les pregunta:
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P1. ¢Le agrada laloci6on?

P2. ¢Es su costo asequible para Ud.?

Si hacemos P1 a una parte de los muestreados y P2 a otra no podremos establecer si hay una concor-
dancia entre las valoraciones. Si se evalla la politica que debemos tomar respecto a las acciones de un
portafolio las preguntas:

P3. ¢Que acciones vendemos?

P4. ¢Que acciones compramos?

tienen un sentido parecido a P1y P2 pero podremos utilizar varios expertos y nos puede interesar indagar si
la propensién a la venta y la compra son razonablemente similares. Nuestro deseo seria saber si los
expertos en bolsa consultados estan de acuerdo: si hay un consenso suficientemente alto sobre la accion a
tomar.

El problema de medir el acuerdo es sustancialmente diferente del de la asociacion, dada su naturaleza
subjetiva. Este se asocia al establecer en que medida un experto o criterio de clasificacion concuerda con
otro u otros. Esto es muchas veces conocido como “fiabilidad entre los clasificadores". Otro problema es el
de establecer la concordancia entre la clasificacion para los mismos objetos bajo diferentes condiciones.
Entonces se busca medir la “fiabilidad de la clasificacion-reclasificacion®.

El uso de una medida de consenso es necesario en estudios en los que es de interés establecer cuan
reproducibles son ciertos resultados al utilizar un método alternativo de evaluacion. Si uno de los
clasificadores es "perfecto" podremos confiar en las valoraciones de otro que tiene un alto nivel de
concordancia con él. Tal es el caso cuando en la encuesta sobre la locién utilizamos como testor del perfume
una lamina de carton impregnada en esta para evaluar P1. El que disefio el experimento espera que haya un
alto grado de concordancia entre el aroma percibido en el testor, por un individuo, y el que en realidad tiene.
Por tanto, la valoracién, dada por los encuestados que huelan la lamina debe ser similar a la que darian si
utilizaran el liquido directamente.

La nocidn asociada al concepto de concordancia o consenso estd dada por el que se obtenga un mismo
resultado usando diferentes expertos, métodos o criterios. Note que la existencia de una asociacién no
implica que necesariamente exista un consenso. Indudablemente hay una correlacion entre el aroma de la
lamina impregnada con la locién y el del perfume. El problema del consenso es medir en que grado la
valoracién que hagan los encuestados al usar el testor 0 la locién directamente es similar.

Veamos un ejemplo ilustrativo.

Ejemplo 1. Se entrevistan 4 personas y se les solicita que califiguen en una escala del 1 al 10 los filmes épicos
ganadores de Oscar:

1. Gladiador

2. Quo Vadis

3. Ben Hur

4. Sinohué el egipcio

5. Cleopatra

Las respuestas fueron:

Filme épico evaluado en la encuesta

Entrevistado

Gladiador | Quo Vadis | BenHur | Sinohué Cleopatra
1 1 2 3 8 7
2 1 2 2 10 4
3 1 2 6 9 10
4 1 2 3 10
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Podemos concluir del analisis de los resultados que:

e Hay un consenso perfecto al evaluar las 2 primeras producciones.
e Hay una alta asociacion entre la primera y la tercera persona, pero no un consenso en la clasificacion.

e Hay una asociacion aceptable entre la primera y la cuarta y un nivel de consenso en la clasificacion
mayor que entre la primera y la tercera.

e La asociacion y el consenso para la cuarta y la tercera es mejor que la existente entre la cuarta
o0 la tercera con la primera.

¢ No hay ni asociacion entre la primera y la segunda persona y tampoco un buen consenso
en la clasificacion.

La existencia de consenso esta dada en funcién de coincidencias en la clasificacién.

Las discrepancias no son aceptadas aunque su causa sea un sesgo, una escala o un criterio de seleccion.
Por ello solo se observé un consenso perfecto al analizar Gladiador y Quo Vadis, en las que todos le dan
una calificacion de 1. Sin embargo podemos considerar la existencia de un sesgo pues las técnicas
filmograficas existentes al hacer los filmes son diferentes. Por ejemplo Ben-Hur, que trata un tema similar a
Gladiador pudo ser afectada por esto.

La busqueda del consenso en la clasificacion se basa en el supuesto de que hay k clases disjuntas en las
gue el objeto i puede ser clasificado y J clasificadores (criterios, expertos, etc.). Cada i se asocia a m

variables YJ'YJI i =1,...,n. Los objetos conforman una poblacién y se supone que la distribucién es invariante

para cualquier permutacién {1,...,m}. Si cada clasificador da respuesta a una misma pregunta las discrepancias,
bajo la hipétesis de acuerdo, no es sino un error y esto lo modelamos al fijar como respuesta del individuo j a

in =X+ g,j=1,....J,i=1,...,n. eesun error que puede ser considerado aleatorio o sistematico.

3. ALGUNOSINDICESEN EL CASO DICOTOMICO

En la medicina es frecuente que el médico, experto, trate de clasificar en un par de clases excluyentes a
los pacientes sometidos a un tratamiento: mejora 0 no mejora. En problemas de mercado este hecho es
también corriente: el agente econdmico analiza un producto, un paquete de acciones etc. y trata de calificarle
como "positivo" 0 "negativo".

Asumiendo que la clasificacion es realizada usando el método de "doble a ciegas", lo que implica
independencia, se trabaja con una variable que solo toma dos posibles valores

t =

+ si teA
- si teA

Se valora cada objeto t, usando dos criterios 0 dos expertos, y se obtienen dos valores de Y,. Cada objeto
se clasifica como "positivo" o "negativo". Al analizar los reportes de los dos expertos sobre el n objetos los
resultados se pueden reflejar en una tabla como la Tabla 3.1.

Tabla 3.1. Clasificacion de n objetos por dos expertos.

Experto 1
Positivo Nip
Negativo No1
Total N4y

Note que este seria el mismo enfoque cuando cruzamos dos preguntas dicotomicas. Si por ejemplo
indagamos sobre el precio y la calidad de un producto identificamos positivo con bueno y negativo con malo.
Por tanto n,; identificaria a aquellos entrevistados que dicen que el producto tiene un buen precio y una
calidad adecuada.
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Tenemos que no solo ny; es un valor importante pues también lo son los valores de las otras casillas y sobre
todo funciones de ellas. Diferentes indices han sido propuestos para evaluar este tipo de problemas. Ellos
hacen uso de las proporciones

N;i 1 1 n
pj= —, q==(Pa +P,2), q= =P +P1), donde Qe = —=, Py =—
n 2 2 n

De una otra forma.

Es razonable que el interés se centre en un criterio asociado a las concordancias existentes entre aquellos
considerados como positivos por al menos uno de los expertos.

Este enfoque es el usual en la Taxonomia Numérica en la que n,, no es tomado en cuenta. Uno de esos
indices es el propuesto por Dice (1945)

__%Pu _Pu (3.1)
p1+ + p+1 p

Ip

que es la probabilidad empirica condicionada de concordancia entre los expertos dada la positividad del
criterio asociado a la casilla "positivo-positivo”. El criterio opuesto establece el uso de

=Pz P22 (3.2)
P2+ + P42 q

Por su parte Rogot-Goldberg (1966) propusieron usar la suma de estos dos indices

IRG_ T'FT:ID "rlb (33)

, |
RG = % (3.4)

Para estos indices el valor cero determina un perfecto desacuerdo de los expertos y el valor 1 un perfecto
acuerdo. Cuando el acuerdo observado es equivalente al de un experimento aleatorio (3.4) es igual a 0,5.

En estos indices se ha tomado como principio el uso de medidas de posicion- si se usaran criterios de
dispersion se puede USaf el indice de Armitage

n
|i =n—_1[p11+p12 —(p11—p22)2] (3.5)

En el caso de desacuerdo perfecto este es cero y lo fuese el acuerdo toma el valor n/n - 1. Armitage-
Blendys-Smyl (1966) reescalan este indice proponiendo

2

’ + - -

I = P11+P1o (p112 P22) (3.6)
1-(p-a)

Uno de los mas populares indices es de Kruskal (1954)

= A, = (P11 +P22) =9 2P53 — (P12 +P21) _ 20, - 1 3.7)
p 2p;3 + (P12 +P21)

Este se mueve en [-1, 1]. Si el acuerdo es perfecto A, = 1 si es perfecto. Si ny; = 0 el indice toma el valor -1
lo que es un severo problema al hacer ciertos andlisis si el objetivo del evaluador estd en los objetos
calificados de positivos por al menos un experto.
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El indice Scott (1955) es

ls = A(P1P22 —P12P21) — (P12P21)°
(p1+ + p+1)(p2+ + p+2)

(3.8)
4. MODELOSMULTINOMIALESDE RESPUESTA

A partir de tener dos expertos y k clases tomando
n; = nimero de individuos clasificado en C; por el experto 1 y en C; por el experto 2 'y

m; = Prob (clasificar a un individuo en C; n C))

podemos utilizar el modelo log-lineal
log(ny) = p+ A5 +27 +8(i.)

ver Agresti (1990), donde

o 8 sii=j i=1..k
5(I,J)={0 . Iy
SI no

Este es el modelo de quasi-independencia en el que se modela la independencia fijando §; = & para todo i.
El acuerdo basico se expresa a través de p, A1y kzj miden el acuerdo y & el acuerdo que se espera tener

mas alla de la independencia de los expertos.
Siguiendo los criterios usuales podemos estudiar también el ajuste dado por los modelos:
log(ny) = p + A7 + 15 + Bese;
(donde e; < gj sii <j son los escores relacionados con Cjy C)) y
log(ny) =.p+ A7 + 23 + eiej+ 3(i.j)
Ejemplo 4.1. Estos modelos fueron usados para analizar el acuerdo entre la calificacion dada por 350 tele-
videntes al calificar su opinibn sobre la programacion de los fines de semana de una

tele emisora y la valoracion que hacen de ella en su conjunto. Se definieron 7 clases

C; =Muy buena C,=Buena Cs = Aceptable C,= Regular
Cs = Mala Ces = Muy Mala C; = No la veo.

Del estudio de los datos obtuvimos

Tabla 4.1. Resultados del andlisisdel ejemplo 4.1.

Modelo Clasificacion G? deGIriﬁ((jecr)tZd
log(ny) = p+ A7 + 45 +8(i, )) Quasi-independencia 115,81 35
log(ny) = p+ 47 + 7»2,» +3 Independencia diagonal 61,08 36
| N = 1,42 4 pae. Independencia '
0g(Ny) = o+ Ai + 47 + Pe; +*5 y asociacién uniforme 4,05 84

Por tanto, el modelo adecuado para describir el modelo es el tercero y este es el que debe usarse para
describir el acuerdo entre los encuestados.
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La utilidad de tales modelos estriba en la posibilidad de valorar cuales son los efectos reflejados y planear
campafias. En este caso el modelo que se ajusta a los resultados permite adglir que la evaluacion de la
programacion de fin de semana es independiente de la que se le da a la emisora como un todo. Por tanto, si
los analistas opinan que es mala, pueden excluir de ello el estudio de esta programacién. Sin embargo,
la calificacion dada a ambas preguntas si se asocia. En el modelo aceptado hay efectos de columna y
aleatorios en el consenso de base (base-line) en la clasificacion obtenida.

Esta claro que la hipdtesis de independencia al hacer las clasificaciones es poco realista al abordar
problemas consensuales. En este ejemplo los televidentes no pueden aislar, como dice el modelo, su
percepcion de la calidad de la programacion televisiva de la que tengan de la de fin de semana. Sin embargo,
hacer el ajuste del modelo permitira que se valore cual es el efecto que tiene en la calificacion de la
programacion total.

Por ello, el estudio del consenso no puede ser restringido al ajuste de modelos.
5.EL MODELO ALEATORIO INDEPENDIENTE

Podemos considerar que los expertos hacen su valoracion usando un mecanismo aleatorio independiente.
Esta hipétesis fija que
Prob {t € C; para experto 1 y t € C; para experto2} = mj = m;, 7.

donde m;, es la probabilidad marginal de que el experto 1 ubique un objeto en C; y m,;lo es de que lo haga
experto 2 en C;. Al analizar un indice I* sin usamos este modelo al calcular su esperanza condicional:

E(l* ‘ TUj = T+ T4 V|, ] = 1,,k) = |0 (51)
la que establece que
Pij = Pi+P+

Entonces como 1 - |y es el maximo de las diferencias obtenibles respecto a una clasificacion aleatoria una
medida del acuerdo es el indice tipificado

[*—

M(I*) = 0 (5.2)

1-1,

Cuando el acuerdo observado es mayor que el achacable a un fenédmeno aleatorio M(I*) > 0, si es menor
M(I*) < 0 y seréd igual a cero si son equivalentes. Es conveniente acotar el hecho de que si Iy = 0,5 entonces
Min{M(I*)} = -1. Por tanto, este es un indice que es deducido al aceptar la existencia de un modelo
superpoblacional que fija que

E(nij) = E(ni,)E(n. j)

Esta esperanza no tiene nada que ver con el disefio muestral utilizado.

Un indice popular el llamado "kappa"

k k
Zpii - z PisPui
— =1 i=1

K= ' (5.3)

k
1- Zpi+p+i
i=1

debido a Cohen (1960). Este compara las frecuencias relativas observadas en la muestra.

Utilizando este marco podemos decir que el K-indice es un estimador ingenuo de

Kpob = ~— =1 (5.4)



En general el numero de posibles calificaciones de un objeto pueden ser k > 2. En particular no es
recomendable hacer preguntas con mas de 5 alternativas. Pero esta es una recomendacién asociada a la
practica pues para valores relativamente "grandes" de k los entrevistados tienden a verse desestimulados a
ser "exactos".

Podemos analizar la esperanza de los indices mas populares bajo este modelo de aleatoriedad.

Para (3.1)
E(lp | 1y = sy Vi, ) = 1,....K) = %

y el indice tipificado es

M(lp) = 2(P11P22 +P12P21)
P ¥Py2 +P1+P2

gue es igual a (3.3).

Para Irg tenemos

k)= PP PaPip

E(IRG | TUj = TCj+ T4 Vi, j =1
p q
por lo que nuevamente obtenemos que

M(lre) =

Similarmente a partir de que

— F—- — pl+p2+ pl+p+2
E(|A | TUj = T4 T04 Vi, | = l,,k) = +
1-(p-9)? 1-(p-q)*

el indice tipificado correspondiente
M(IA) =K

Fleiss (1975) destaco el hecho de que el indice k caracteriza la clase de indices

T= {|||=—'*_IQ }
Max(1* )

donde I = E(I* | Q).

Estos hechos soportan la popularidad del indice propuesto por Cohen aunque en la practica se utilice
muchas veces uno de los introducidos en la seccién 2. Razones historicas, entre las que incluyen la
costumbre, hacen que en ciertas areas se utilicen uno de ellos en vez del k-indice.

6. OTRAVISITA AL MODELO SUPERPOBLACIONAL

Al usar la consideracion de que los expertos clasifican en forma aleatoria independiente los objetos permite
usar como un modelo superpoblacional a

Yi}( = YIJ +¢€

k|1 si se clasifica en C;nC;
" 1o sino
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Esta es una variable con distribucion B(m; = m;, m,;). Donde
mj= P(Yj=1)
T+ — P(Yij =1 |j = 1)

TEi+j= P(Yij =1 | i= 1)

Por tanto, los indices analizados serian predictores.

Usando « este lo es del parametro superpoblacional

- 2(my3 Ty — TypTo1)

T4 T T Ty

Kpob

Kraemer (1979) por su parte propuso el modelo en el que un objeto es fijo y hay 2 expertos (criterios).
Haciendo
E(Y) =P(Yi=1)=p
P(Yi =0)=1-p
Este es un modelo inherente al objeto. Modelando la superpoblacion tomamos
pi=nte
El pardmetro condicionado tiene una esperanza
E(p) =n
V(p) = oF
bajo el supuesto de que E(g) = 0.

Un indice del tipo «k inspirado por este modelo es:

2

Ox

Ky =
n(l—m)

Cada experto o criterio es aplicado al objeto i y este es clasificado como positivo 0 negativo por cada uno.
A partir de la independencia entre los criterios utilizados este modelo permite describir el comportamiento del
proceso de calificacion a partir de la Tabla 6.1.

Tabla 6.1. Modelo basado en laindependencia.

Criterio o Experto 1 Criterio o Experto 2 Marginal
Positivo E(p?) E(pip2) T
Negativo E(p,p1) E(p3) 1-n
Marginal T 1-=n

Ver Bloch-Kraemer (1989) y Hole-Fleiss (1993). Note que

=CHI/SEE
= n(l— )
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Nos interesa estimar los pardmetros que realmente estan siendo generados por el proceso bajo el modelo
superpoblacional. La distribucién es una trinomial y

E(p11|Mp) = E(p|Mp) = 7° + k1~ )
E(p22 [Mp) = E(p3|Mp) = (1~ m)” + k{1~ m)

E(P12 [Mp) = E(P21|Mp) = (1~ kp)n(1- )
Un estimador de x es obtenible al aplicar el método de Maxima Verosimilitud. En este caso
In(L, %, | N11,N12,N21,N22) = NagIn(7® + ic,m(1 = 7)) + Nyp + Nog)In((m(1 — (1 + ,)) + Nzaln((1 - 1) + 1,m(L - )
Hallando las derivadas respecto a p y © se obtiene que es estimador maximo verosimil de «, es

- 4p11P2p — (P12 +P21)
(2P11 + P12 +P21)(2P22 + P12 +P21)

_ 2Py P +Pn
2

n
lo es del pardmetro de localizacién del modelo superpoblacional. Note que este indice tipo « es el propuesto
por Scott (1955) y es llamado coeficiente k-intraclase y pertenece a
7.EL CASO DE LASPROBABILIDADESMARGINALESIGUALES

Krauth (1984) utilizé como hipétesis de base
H: 7ty = 1y Vi=1,..,k
para trabajar con la marginalidad propuso el indice

_ =1 i=1
Kp= =

k 1 k k
Sn-5[ 3o 3 ] Sr L
I
k k
1_' T, TO, 1_ TCHTE 1_Zni+ﬂ:+i

Al utilizar los usuales estimadores de las probabilidades envueltas

N;i
A~ __1
T = pij -
n;,
T =Py =
_ _ it
Ty =Psi=——

tenemos el estimador ingenuo

pu p|+p+i p|+ p+i
B = 2 = Po—Pe—Py _P;
- _

1 pl+p+l

i=1 i=1



Este no pertenece a la clase y puede tener un sesgo grande.

Bouza (1987) propuso un estimador corregido para el sesgo. Este es

K K
1
P+ 2[2 P.(1-R,)+ Zp+i 1-Py)
N\ =
P,

K=

La preferencia de uno u otro va a depender de la preferencia del estadistico.

En todos los casos los errores son determinados asintéticamente.
8. EL MODEL O DE HOMOGENEIDAD

Tomemos Xj;, como la variable que establece la evaluacion de un individuo i por el experto j en el estudio
h,i=1,..n;j=1..3 h=1,.H Un modelo polinomial es fijado asignandole n, = P(Xj = 1), Xj = 1

establece el "éxito" en la clasificacion. Entonces usando el modelo usual de correlacion bajo la aceptacion de
gue no hay sesgo de experto w, s constante en h. Fijando que sij = 1,2:

Pan(kn) = P(Xin = Xion = 1)= P(S1) = 77 + kpmy (1-7p,) (8.1)
Pan(icn) = P(Xizh # Xizn)= P(S2) = 2xnmn(1 - mh) (8.2)
Pan(icn) = P(Xizn = Xion = 0) = P(Sg) = (1- 1)’ + 1cnmn(L - my) (8.3)

donde «;, representa la correlacion entre Xiin Y Xion.

Denotando por ngh, Nun Y Nap €l nimero de individuos en que se observan los sucesos S;, S,y Sz en el
estudio h y ny, + Ny + N3y = nh, el nmero total de evaluaciones es

H
n=3n,
h=1

y podemos estimar la probabilidad de interés mediante

A 2n,;, +n
iy, = S T %h (8.4)
2n;,
siendo la solucién del sistema de ecuaciones
- Nop,
Kppe =1-

2n,m, (1-7p)
Si se utiliza la ponderacion

Nptp (1- 7, )

Wh = H
Znh&h(l_ )
h1

La medida del tipo K para los H estudios realizados por 2 expertos es

Ny,

KDE = 1_ H

zznh&h(l_ﬁ:h)
ho1
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donde
H
N, = znZh
h=1

Las medidas de consenso de Fleiss (1971) y Landis-Koch (1977) son un caso particular cuando ny = nyy,...= Ny,

Podemos ilustrar algunos de los problemas presentados al evaluar el disefio de la publicidad de una linea
de perfumeria.

Ejemplo 8.1. Una perfumeria propuso tres combinaciones de envase-lema publicitario para la nueva fragancia.
Los resultados fueron:

Tabla 8.1. Resultados de la encuesta sobre la nueva fragancia.

Lemal Envase 1
Aceptacion Si No Total
Si 5 6 11
No 5 54 59
Total 10 60 70
Lema 2
Aceptacion Si No Total
Si 6 4 10
No 8 40 48
Total 14 44 58
Lemal
Aceptacion Si No Total
Sl 3 4 7
No 3 33 36
Total 6 37 43
Por lo que
h= h=2 h=3
ﬁhDE 0,38 0,50 0,36
ﬁh 0,15 0,21 0,15
Nh 70 58 43
y Kpg = 0,375.

Consideremos que un individuo puede ser clasificado en una de k categorias mutuamente excluyente y
que las variables dicotdmicas independientes X;...,Xy, son tales que para todo i:

PX;=1|m)=n
PXt=0|n)=1-xn
Al no variar © con t se establece que los clasificadores no prefieran dar una valoracion de X, por razones
de la complejidad del andlisis o dificultad de evaluar a t. Por su parte P(X; =1 | ) modela que si un individuo

es similar a otro no es necesario hacer una labor adicional al evaluarle.

La distribucién conjunta de (Xy,...,Xy), ver de Finetti (1931), es
1
P(Xy =Xg,.., Xk =X)= J'(l— )< HrHoF(r)
0
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al considerar la distribucién "a priori" de © y que

k
S = z X; =H
i=1
Denotando por

1
L= J.nan(n), t=1,...
0
K\f k
P(S;=r1)= (rjj‘(l— ) " 7 oF(n) = (rJAk_rpr r<k
0

1
P(Si=K) = [n*oF(n)=
0

es la probabilidad de que todos los clasificadores asignen X; =1 al individuo t.

Tomemos
Apr = Py — P,
y
N={F|w(F)=p si t<h}
siendo
uy = Max{w(F), F e N}
up = Min{u(F), F e N}
entonces
Hh — Hp
pp= ——"
Hph —Hp

es llamado el momento canénico de orden h si py, < ]0,1], ver Lau (1991).
Los primeros tres momentos pueden ser calculados, al fijar g, =1 - py, por
Hh = P1
Hz = Pa(P1 + 01P2)
Ha = P1(P1 + 01P2) + P201(P1 + d1P2 + G2P3)

y
P1= 11
2
P = Mo —Hg
ul(l—ul)

(Mahy —p3)(A—py)
(o = 1d) (g — Ho)

ps =
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Usando la familia de indices del tipo «

U [, M
E(m)(1-E(x)

Note que en la muestra cada individuo t se asocia a un vector X; € ] 0, 1[*y

y (No ,N1,...,n") sigue una instruccién polinomial P(n, A o, A" ps,..., A%w) por lo que el logaritmo de la funcién
de verosimilitud es:

[
L = constante + Znt In(A " 1)
t=0
y los estimadores maximo verosimiles son obtenidos facilmente como

k-t -~ nt
A 2L
n

por lo que

Este modelo permite obtener estimadores para kx para el caso en que los individuos puedan ser
clasificados en varias clases.

Parak =2
f) _ 2
! n
N, 2
R R — Pz
pzzK(z):—Az =
Py (1-py)
Sik=3

B, = 3n; +2n, +ny
to 3n

3ng+N, 3ng3+2n, +ny
b, =@ = 3n (3n)?
2 (3n; +2n, +n;) (3n-3n; —2n, —n,)
9n?

Veamos como funciona esto en un ejemplo

51



Ejemplo. 8.2. Se toma una muestra de turistas recién llegados y se les entrevista. Estos establecen si visitaran
la playa, si haran uso de las ofertas culturales y si alquilaran autos. Los resultados fueron

Tabla 8.2. Resultados de la encuesta del gemplo 8.2.

1 2 3 Numero
Playa Cultura Autos Total
No No No 2381
No No Si 57
No Si No 50
No Si Si 42
Si No No 61
Si No Si 28
Si Si No 39
Si Si Si 342
Como se ve

ny = 2381,

n, = 168, p, =0,16

n, =123 p, =0,78

Ny = 342 p; =0,53

El calculo de los estimadores para los pares esta dado por el correspondiente

P(X; =1]X; =) -MinP(X; =1|X; =1)
Kji

 Max P(X; =1|X; =1)-MinP(X; =1|X; =1)

gue en el ejemplo son

]212 = 0,80, ]213 = 0,79, y 1223 = 0,89
Por tanto, los planes de hacer uso del auto e ir a la playa caracterizan bien en consenso entre las tres
variables. Por su parte la seleccién de hacer turismo cultural y alquilar a un auto son los criterios con un
consenso mas fiable pues toma el valor maximo: 0,89.

Estos métodos permiten guiar la publicidad, asi podemos inferir que ofertas con precios preferenciales
para paquetes culturales que oferten un auto en alquiler deben ser bien acogidas.

En muchas ocasiones nuestro interés se conecta con lo que ocurre al condicionar respecto al resto de las
variables. Esto se puede modelar a través de las sumas S;, como

P(Xs =1|X; =X; =1) = P(X3 =1|S, =2)

se asocia al consenso en la tercera variable cuando el mismo resultado ocurrié en el resto de las variables
evaluadas. A partir de formulas generales podemos deducir con simplicidad que

P(X3 =1|Sz = 2) = psqap2 + 0192P2P3
Py +0d4P;

P(X3 =1|S; = 1) = p102 + P20s

P(Xs =1/S, = 0) = P192(9192 +P2P3)
0; +PaP2
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las que son calculables s si conocemos los momentos

_ P(Xis1 |Sk = r)_MinP(Xk+1|Sk =h)
MaxP(Xy.; [Sy =r) —MinP(X,,4|S =h)

My

con

{pk si k—h es par
My = . o
gy si k—h is impar

Estimandoles convenientemente usando estimadores ingenuos obtenidos al insertar los estimadores
maximo verosimiles de los pardmetros envueltos. Su consistencia es garantizada.

En el ejemplo anteriormente desarrollado tenemos

Tabla. 8.3. Estimacion de | as probabilidades condicionadas del ejemplo 8.2.

P(Xk+1/Sk = h)
k H
2 1 0
0,91 0,07 0,02
- 0,92 0,08
0 - - 0,90

De estos resultados obtenemos que los turistas al hacer actividades culturales el consenso con ir a la
playa y alquilar un auto es de 0,91 y con no hacer ninguna de las dos cosas sean un poco menor si no las
hace: 0,90.

9. AJUSTE CON VARIABLES
Cada individuo puede estar acompafiado de un vector de variables auxiliares

X_i = (1, Xil Xih)T

Asumimos un modelo conocido
Xiq = Xp =1
P(i o> ++) = P(Cy) n? + pry(l - m)
X1 =Xiz=0
P(i > --)=P(C2) = (1 -m)" + pri(L - m)
Xi1 # Xiz
Pl - +v-)=P(Cs) =2(1-p)m(1- m)

y que el modelo logit

log (&J = (lxili""xih)(ﬁo'ﬁli'-"Bh)T

linkea la probabilidad con la informacién auxiliar. Tomemos
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X, Si t=1
zZi= 0O si t=2
-X; si t=3
1 si t=1
Si=+4-2 si t=2
-1 si t=3

Y. = 1 si i esclasificado en C;
"o si no

La funcion de verosimilitud de este problema

n exiﬁ X ’ . x .
i:lm(e P +p) " (21-p)) " (e7F)"

es resuelta usando software de la regresion logit como el de Barlow (1996) para ajustar un modelo, hacer
predicciones y evaluar la importancia de las variables auxiliares.

10. ERRORES APROXIMADOSY NORMALIDAD
Como hemos visto los estimadores del tipo k son muy importantes. Estos son del tipo razén por lo que el

calculo de su esperanza y varianza requiere de fuertes hipotesis para que estas sean deducibles con cierta
facilidad. Una de ellas es aceptar que

X E(x

y) Ey)

Un método siempre utilizable es desarrollo de las Series de Taylor requeridas. Entre ellas esta el método
de Funatsu (1982) en el que solo se pide que E(y) > 0, E(X) > 0y que P(x) >0) = 1.

Estas son satisfechas en el caso de los indices del tipo K. El desarrollo es
E (5] ~E0N, (EJZ(— = J(Gil(t)] _ Soialt)
y) By UG EW)JEX ) EY)

one(t) = E[(x + E(X))(y — E()")]

donde

Donde t es un acelerador de la convergencia. Tomar t = 1 simplifica esta féormula.
Aceptar que los términos de orden mayores que 2 son despreciables es lo usual en estos estudios.

Por ejemplo del modelo trinomial donde dedujimos el estimador

R, = 4pP11P22 — (P12 +P21)
(2P11 +P12 +P21)(2P22 +P12 +P21)

~ 1-%
V(k,) = L

(1- &y)(1-28,) + M}

2%,(1—,)
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es la estimacioén de su varianza al sustituir k por su estimador en los términos considerados como  significativos
en el desarrollo de la Serie de Taylor.

Si le usamos para el caso de la homogeneidad a través del modelo de Donner et al. (1996)

n
Rppg = 1-———2—— 10.1
"o 2N, 7ty (- 7y ) ( )
siendo
/(2 1-« K 2—-K
V(&npg) = —PE | (1- &ppe ) (1- 2KhDE)+M (10.2)
N n(@d-7)

para h=1,...,H. Entonces

V(Rpe) = Y WEV(Rppe)
1<h<H

Por su parte para

— PO_P‘-:‘_Ph
1-P,

[
2 (PP~ (P + P )Py +P)) + 3 Byl +P)(Po ~Po ~P) - (P + P

Vi) == a- i;j )*n )

2 ((PoPe — 2P, — 2P, +Py))F

i#]

(1-P,)*n

Bajo las condiciones de regularidad usuales se garantiza la convergencia a la normal necesaria para hacer
inferencias. En general el estudio de los mercados se centra en fijar una estimacion del "consenso" entre los
clientes para la homogeneidad. Por ello hacer inferencias no es lo mas comun sino describir pues el objetivo
es detectar y no generalizar. Ademas al usar expertos se usan paneles de pequefio tamafio y con creciente
popularidad se trabaja con "tanques pensantes”.

11. ALGUNAS PRUEBAS DE HIPOTESIS

Al estimar las probabilidades Piy(x,) definidas por (8.1)-(8,3) insertando las estimaciones de x y ©,, obtenemos

el estimador ingenuo FA>ih(f<). Las ideas presentes en las pruebas de la Bondad del Ajuste son utilizables.
Tomando

€ = NP (Kih)

el estadigrafo chi-cuadrado es

12e = zz (N e:th)

h=1 i=1

que sigue una distribucion chi-cuadrado cuando los nis son suficientemente grandes.
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Eso permite hacer pruebas sobre si el x-estimador describe convenientemente el proceso de acuerdos.
Veamos que podemos decir del ejemplo 8.1.

Ejemplo 11.1. Usando los resultados del eiemplo 8,1 obtenemos que:

Tabla 11.1. Probabilidades deducidas de los datos del ejemplo 8.1.

P ()

1 2 3
0,07 0,11 0,07
0,16 0,22 0,16
0,77 0,67 0,77

Como X|23E ~11 podemos aceptar.

Usando el desarrollo en Series de Taylor, Fleiss (1981) podemos obtener pruebas basadas en la hormalidad.
Esto lo podemos ejemplificar usando (10,1) y (10.2).

Una prueba se asocia a utilizar
H /a ~ N2
Kh — K
Upe = z ( h i pE)
i1 V(kpe)
gue es un estadigrafo con distribucién chi-cuadrado con H - 1 grados de libertad bajo las usuales hipotesis.
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