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RESUMEN

El modelo de Regresién Logistica es un modelo muy utilizado en diferentes ramas de la ciencia donde
se estudian problemas de prondéstico cuando la variable respuesta es binaria. Este modelo puede ser
estudiado bajo el enfoque bayesiano, en el cual los calculos pueden ser complicados incluso utilizando
medios de computo; es por esto que tendremos en cuenta el algoritmo Muestreador de Gibbs, que es
un método iterativo para obtener de forma aproximada la distribucion posterior de los parametros en el
modelo. Para la obtencién de la distribucion con este método podemos utilizar el software Winbugs,
que no muestra claramente como se obtienen los resultados, y es por ello que en este trabajo hacemos
una comparacion de su empleo a través del software Winbugs 1.4 y de la implementacion del algoritmo
en MATLAB. Esta comparacion se realiza a través de un ejemplo de prondstico biocliméatico de la
frecuencia de ocurrencia de la enfermedad ASMA, donde se analizan las salidas del Winbugs y del
programa en MATLAB para dicho ejemplo, y también a través de un estudio de simulacion.

ABSTRACT

The logistic regression model is very useful in different areas of the science for studying forecast problems
when the response variable is binary. This model might be studied by the Bayesian approach, but in this
case the computations can be very difficult. The Gibbs Sampler algorithm supported on the Winbugs
software is an alternative method to obtain of posterior distribution of the parameters of the model. This
software does not show how the results are obtained. For this reason in this work a new implementation in
MATLAB of this algorithm is proposed. A comparison of both implementation was made through a
bioclimatic forecast example of the frequency of the ASMA disease and a simulation study.
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1. INTRODUCCION

La Regresion Logistica es uno de los métodos estadisticos mas expresivos y versatiles disponibles para el
analisis de datos. Muchos especialistas de diferentes ramas han trabajado con ella para predecir o
pronosticar una variable respuesta binaria o dicotomica, donde las variables independientes pueden ser de
cualquier naturaleza, convirtiéndola en un método estandar para el analisis de regresién cuando los datos
son binarios (Hosmer and Lemeshow, 1989, Silva, 1994).

El objetivo de la Regresién Logistica es encontrar el mejor ajuste del modelo con el menor nimero de
parametros y describir la relacion entre la variable respuesta y un conjunto de variables (covariables)
explicatorias independientes.

El modelo de Regresién Logistica se define como

-1

d
P(y =1/X)=41+exp |- |Bo+ D BiX;

dondeBq, B1..... B4 son los coeficientes de la regresion y Xy, Xa,...,X4 SON las componentes de X.

E-mail: vivian@matcom.uh.cu
mmederos@matcom.uh.cu

151


mailto:vivian@matcom.uh.cu
mailto:mmederos@matcom.uh.cu

La estadistica bayesiana proporciona un enfoque diferente al problema del desconocimiento de los
parametros del modelo, ya que en vez de considerar un Unico valor de los parametros del modelo (como lo
hace la estimacion maximo verosimil) la inferencia bayesiana expresa la incertidumbre de los parametros en
términos de distribucién de probabilidad.

En el trabajo se formula el modelo de Regresion Logistica bajo el paradigma bayesiano, utilizando una
distribucion inicial no informativa y el algoritmo del Muestreador de Gibbs a través del cual se determina la
distribucion final de los parametros del modelo.

Para la obtencion de la distribucién con este algoritmo podemos utilizar el software Winbugs que no
muestra claramente, como se llega a los resultados y es por ello que haremos una comparacién del empleo
del Muestreador de Gibbs a través del software Winbugs 1.4 y de la implementacién de este algoritmo en
MATLAB.

El problema del modelo de regresion logistica bajo el paradigma bayesiano se abordaréa en el epigrafe 2 y
a través de un ejemplo de pronoéstico bioclimatico se realiza en el epigrafe 3 el andlisis del muestreador de
Gibbs usando el Winbugs vy la implementacion en MATLAB. En el epigrafe 4 se realiza la comparacion
general por simulacidon del algoritmo para la implementacion del mismo en MATLAB.

2. PARADIGMA BAYESIANO PARA EL MODELO DE REGRESION LOGISTICA

La base del paradigma bayesiano es encontrar la distribucion posterior del o de los parametros o
cantidades de interés en el modelo, donde resulta interesante el hecho de que los parametros son tratados
como variables aleatorias , 0 sea son una descripcién de la incertidumbre del modelo cuantificada a través
de la probabilidad (Bernardo, 2003).

Como problema central de este paradigma esta el hecho de proporcionar una metodologia que permita
asimilar la informacion que se tiene con el objetivo de mejorar el conocimiento del mundo real.

La metodologia del paradigma bayesiano consta de:

e Proceso de aprendizaje, el cual constituye la base de todo problema de inferencia sobre el valor del
parametro, y se reduce basicamente a determinar su distribucién posterior o final.

o Distribucion predictiva, la cual es utilizada para poder describir la informacion que se posee sobre posibles
valores de las observaciones.

e Comportamiento asintético, analisis que se realiza y es mas preciso en la medida en que se disponga de
una mayor cantidad de datos.

En nuestro trabajo abordaremos sélo el problema del proceso de aprendizaje ya que nos interesa analizar
la estimacion de los parametros de la distribucién del modelo de regresion logistica.

2.1. Proceso de aprendizaje
Este proceso permite incorporar la informacidn proporcionada por los datos y consta de:
1. Distribucién a priori (informacién inicial).
2. Funcioén de verosimilitud (informacién de los datos).
3. Distribucién posterior (El computo lo facilita el teorema de Bayes mediante los métodos MCMC).

En la practica el célculo de la distribucidn posterior se hace a través del teorema de Bayes, y se utiliza el
equivalente que considera la distribucion posterior proporcional al producto de la verosimilitud por la a priori.

p(0/x) o f(x/6) p(6)

Hay algunas observaciones que debemos destacar como son:
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¢ Desafortunadamente la implementacion de las técnicas Bayesianas usualmente requiere de un esfuerzo
computacional muy alto.

e Excepto en aplicaciones muy sencillas tanto f(x/0) como p(6) pueden llegar a tener formas muy complicadas.
¢ En la gran mayoria de los problemas las integrales requeridas no pueden resolverse analiticamente.

e Es necesario contar con métodos numéricos eficientes que permitan calcular o aproximar integrales en
varias dimensiones.

Carlin 1996 plantea varias vias para obtener la distribucién posterior que es en la que se involucran las
integrales, estos métodos son:

e Métodos Asintoticos. (Aproximacion normal y método de Laplace). Para que sea valido la distribucion posterior
debe ser unimodal.

¢ Métodos Monte Carlo no iterativos. (muestreo directo y muestreo indirecto).
o Métodos MCMC. (Metropolis-Hastings y Muestreo de Gibbs).

Como se habia planteado las distribuciones a posteriori necesarias no siempre pueden ser obtenidas
analiticamente y las aproximaciones asintoticas son sélo apropiadas bajo ciertas circunstancias. Por ello se
utilizan métodos Cadena de Markov-Integracion Monte Carlo (MCMC), especificamente el algoritmo
Muestreador de Gibbs (Gibbs Sampler) para simular las realizaciones de la distribucién posterior conjunta.

La implementacion de las técnicas de Monte Carlo via Cadenas de Markov (MCMC) permiten generar, de
manera iterativa, observaciones de distribuciones multivariadas que dificilmente podrian simularse utilizando
métodos directos. (Gelman, 1995, Carlin, y Louis, 1996, Spielhalter, 1996 y Lee, 1997).

La idea basica es muy simple: construir una cadena de Markov que sea facil de simular y cuya distribucion
de equilibrio corresponda a la distribucion a posteriori que nos interesa, garantizando que esta sea
homogénea, irreducible y aperiddica.

En el Muestreador de Gibbs definimos:

Sea Q(6*/6 ) una distribucion de transicion (arbitraria) y

0 (0% 0)=min (RLOT/X)Q(O707
’ P(B/x)Q (B */6) "

Aqui se simula una cadena de Markov con distribucidn de equilibrio p(6/x) pero en este caso a(6*, 0) = 1
siempre, por lo que el algoritmo es facil de aplicar ya que la probabilidad de aceptar un candidato no
depende de la distribucion de transicion.

Algoritmo

Dado un valor inicial 6 = (61(0),..., 6k(0)), se simula una cadena de Markov en la que 6(t + 1) se obtiene a
partir de 6(t) de la siguiente manera:

Se genera una observacién 6" de p(6,/6%,0{,...,6,x);

Se genera una observacion 65 de p(6,/6{",60,...,6(",x);

Se genera una observacion 6" de p(8, /6{",00*Y,...,6{"D x).

La sucesion 0%, 6@, ... asi obtenida es entonces una realizacién de una cadena de Markov cuya distribucion
de transicién esta dada por:
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o1y ) = [ [ o0, 10,6, --0,,0%,0,,. . 0,0 )

i=1
En general no es facil determinar en qué momento la(s) cadena(s) ha(n) convergido.

En general, para los algoritmos MCMC no es facil determinar en qué momento la(s) cadena(s) ha(n)
convergido (Gutiérrez, 2003). Un método empirico cominmente utilizado, consiste en graficar los promedios
ergddicos de algunas funciones del parametro contra el numero de iteraciones y elegir el valor de T, a partir
del cual las graficas se estabilizan. Es frecuente en este caso omitir los primeros valores al calcular los
promedios ergddicos. La idea de este periodo de calentamiento es permitir que la(s) cadena(s) salga(n) de
una primera fase de inestabilidad.

3. MUESTREADOR DE GIBBS USANDO EL WINBUGS Y LA IMPLEMENTACION EN MATLAB
3.1. Planteamiento del problema de pronéstico bioclimético

El Instituto de Meteorologia del Ministerio de Ciencia, Tecnologia y Medio Ambiente en colaboracién con
el Ministerio de Salud Publica y la Universidad de La Habana, trabajaron en una investigacién bajo la
nominaciéon de “Clima y Salud Humana” enmarcado en un problema principal de las Ciencias Naturales y
Exactas bajo el titulo “Perfeccionamiento de los conocimientos sobre el clima de Cuba” donde se trataba de
corroborar el hecho de que la salud y capacidad de trabajo del hombre dependen en gran medida de las
condiciones climaticas de su lugar de residencia. (Sistachs, 1996).

Para el prondstico de la enfermedad ASMA, en los nifios, se tomaron las frecuencias de ocurrencia diaria
de la enfermedad durante 1982. Los datos provenian de los controles de asistencia al Cuerpo de Guardia del
Departamento de Estadistica de los hospitales Pediatrico de Centro Habana, William Soler y Marianao.

Para el analisis de las variables climaticas se utilizd el meteorograma mensual de la estacion de
Casablanca en La Habana, que contenia la informacion de dichas variables. Se tuvo en cuenta ademas
cuatro periodos de tiempo, dos de transicion invierno-verano y verano-invierno, el invierno y el verano. Aqui
solo ilustraremos el caso de periodo de transicidn del invierno al verano.

Como plantea Spiegelhalter (1996) para ajustar el modelo usando el Muestreador de Gibbs se deben tener
en cuenta cuatro pasos:

1. Valores iniciales para todos los nodos no observados.

2. Distribucién condicional completa para cada nodo no observado .

3. Monitorear la salida (esto es, para decidir la longitud total de la corrida un aspecto crucial es el andlisis de
la convergencia ya que puede atascarse en ciertas regiones cuando la cadena es muy larga, y también si
hay muchas modas separadas, la convergencia es lenta).

4. RESUMEN ESTADISTICO DE LOS PARAMETROS DE SALIDA

En nuestro caso seguiremos estos pasos haciendo uso del Winbugs, el cual es un sistema muy utilizado
actualmente para analisis estadistico bayesiano con los algoritmos MCMC.

El modelo en nuestro caso seria:
logit(p[i]) = alpha0 + alphal * X1[i] + alpha2 * X2[i]+ bJi]
X1: Tipo de situacion sinéptica (TSS)
X2: Tensién de vapor de agua. (TVA).
El Grafico 1 muestra el modelo de regresion logistica a través del enfoque bayesiano utilizando el
Winbugs. En el Anexo 1 aparecen los resultados de las cadenas (Traza) y funciones de densidad

respectivas de las distribuciones finales de los parametros. En la Tabla 1 aparecen los resultados de las
caracteristicas numeéricas de las distribuciones asociadas a los parametros del modelo.
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for(i IN 1 : N)

Graéfico 1. Representacion grafica del modelo en el WinBUGS

Cadigo de programacion del modelo representado graficamente.
model;
{
for(iin1:N){
y[i] ~ dbin(p[i],N)

}
for(iin1:N){
logit(p[i]) <- alphaO + alphal * X1[i] + alpha2 * X2[i] + b[i]

}
for(iin1:N){
b[i] ~ dnorm( 0.0,tau)

}

tau ~ dgamma(0.001,0.001)
sigma <- 1/ sqrt(tau)
alphaO ~ dnorm( 0.0,1.0E-6)
alphal ~ dnorm( 0.0,1.0E-6)
alpha2 ~ dnorm( 0.0,1.0E-6)

Tabla 1. Resumen Estadistico para el Muestreador de Gibbs usando el Winbugs
(burm 10000).

Parametro media DS Morirer(z:rarlo start sample
alpha0 - 3.376 1.234 0.08571 10000 10001
alphal - 0.1558 0.4285 0.01603 10000 10001
alpha2 - 0.07848 0.06741 0.004661 10000 10001
tau 272.5 443.7 31.11 10000 10001

De aqui podemos concluir al evaluar el modelo en los parametros, que la probabilidad de una alta
frecuencia de ocurrencia de la enfermedad es 0.006, o sea muy pequefia, sin importar el tipo de situacion
sindptica y el comportamiento de la tensién de vapor de agua.

Como el Winbugs al ser utilizado resulta una caja negra y es poco flexible pues no permite cambiar con
facilidad el modelo pues tiene fijo ciertas distribuciones que no permiten ser modificadas, se decidio
implementar el algoritmo haciendo uso del MATLAB.
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Los detalles de la implementacién aparecen en Mederos y Sistachs. (2003). Para el caso en estudio los
resultados obtenidos se muestran en el Anexo 2 (trazas y densidades) y en la Tabla 2 aparece el resumen
estadistico con esta implementacion.

Tabla 2. Resumen estadistico para el Muestreador de Gibbs usando la implementacién en MATLAB.
(comenzando en la iteracion 500 hasta la iteracion 5000)

Parametro media DS start sample
alpha0 - 4.013 2.48 500 5001
alphal 1.0308 0.35 500 5001
alpha2 0.166 0.09 500 5001
tau 171.25 33.59 500 5001

De lo que podemos concluir al evaluar el modelo en los parametros, que la probabilidad de una alta
frecuencia de ocurrencia de la enfermedad en dependencia de las covariables es de 0.5836 si hay un tipo de
situacién sindptica 1, es decir presencia de anticiclones tanto Atlantico como migratorio y una tensién de
vapor de agua elevada. Observe que los resultados del comportamiento del algoritmo con el sistema
Winbugs difieren de la implementacién en MATLAB.

Dada esta situacion se realizé un estudio de simulacién con el objetivo de comparar el comportamiento de
la estimacion de los coeficientes del modelo en estudio, utilizando la implementacion en MATLAB del
Muestreador de Gibbs bajo el enfoque bayesiano con la obtenida usando el Winbugs. Esta comparacién se
hace para corroborar que en el caso de dos covariables, la estimacién de los coeficientes del modelo se
comporta mejor que la que reporta el Wingbugs, cuya manipulacion no es comoda.

5. COMPARACION DE RESULTADOS

Para realizar este estudio se generaron 100 muestras de la variable respuesta binaria para el modelo con
dos covariables. El modelo que mejor se ajustd a los datos muestrales fue el que se seleccioné como modelo
real y partiendo de él se generaron muestras de la variable dependiente en cada ejemplo calculando en todo
los casos el riesgo de la estimacion para ver que modelos dan una estimacion de los valores de los
parametros mas cercanos al valor real.

Para lograr lo anterior se parte del supuesto de que se conoce en el modelo probabilistico o sea el valor de
n(X) teniendo fijos los coeficientes y las covariables, lo cual permite generar las muestras de la variable
dependiente con distribucién Bernoulli (r(X)) y entonces se utiliza la funcién que genera nimeros aleatorios
con esta distribucién en el MATLAB.

Para realizar la comparacion se calcul6 la estimacion del riesgo en cada muestra generada, es decir la suma

n
de los errores cuadraticos medios de la estimacion de los parémetros(Z(B—fsi)z]. La estimacion de los
i=1
parametros que minimiza la funcién de pérdida (el riesgo calculado) coincide con los valores esperados de
los pardmetros del modelo en estudio para obtener el riesgo en cada procedimiento o enfoque estudiado se
estimo la funcién de pérdida o riesgo como la suma de los riesgos en cada muestra generada, ademas se
realizd una comparacion de los valores obtenidos del riesgo en cada muestra para determinar la significacion
de la diferencia entre los procedimientos estudiados.

En la Tabla 3 aparecen los resultados de los célculos de los riesgos de estimacion para cada muestra, asi
como el calculo del riesgo para los procedimientos o enfoques, y analizando los resultados podemos afirmar
gue el Gibbs implementado en el MATLAB tiene el menor riesgo de estimacién. Ademas se confeccionaron
los gréaficos de caja y bigotes para analizar el comportamiento de los riesgos segun el procedimiento
empleado (ver Grafico 2).
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Tabla 3. Resultados de los calculos de los riesgos de estimacion en las muestras simuladas

para dos covariables.

muestra || clasico Gibbs qbbs muestra | clasico Gibbs (,';ibbs muestra | clasico Gibbs ('Sibbs
Matlab | Winbugs Matlab |[Winbugs Matlab Winbugs

1 69.51 6.67 27.98 35 7.30 12.40 5.52 69 16.57 1.62 3.42
2 106.89 63.90 27.31 36 2.35 3.62 50.44 70 96.27 19.24 20.98
3 33.79 3.12 1.90 37 0.26 15.48 22.04 71 0.10 0.08 16.03
4 6.83 9.20 82.78 38 3.09 1.08 32.93 72 0.14 2.25 16.46
5 1.23 3.42 24.34 39 129.29 7.72 41.09 73 131.65 12.93 70.57
6 8.82 0.38 22.84 40 1.16 2.19 6.52 74 34.07 14.42 5.61
7 86.19 2.71 25.57 41 8.48 6.79 0.90 75 91.12 32.18 27.90
8 0.75 1.75 10.27 42 85.60 9.85 42.77 76 1.94 1.73 12.97
9 76.75 1.85 30.38 43 30.40 1.81 13.04 7 7.16 0.65 5.70
10 1.96 2.38 40.10 44 7.80 1.64 7.30 78 12.04 17.29 2.01
11 33.04 5.40 1.56 45 2.36 5.59 4.78 79 16.11 0.22 89.45
12 15.49 22.77 5.27 46 11.92 14.23 14.92 80 1.70 0.67 8.88
13 9.10 9.34 2.69 47 2.69 0.17 10.54 81 33.65 1.33 4.12
14 27.23 1.35 7.42 48 84.17 26.79 32.57 82 19.27 1.91 6.27
15 48.79 32.75 15.41 49 20.03 3.85 32.57 83 7.12 4.07 4.35
16 2.82 10.47 9.43 50 52.24 19.24 19.06 84 6.23 2.05 11.66
17 72.91 0.34 5.57 51 96.27 12.92 20.98 85 1.35 7.02 101.34
18 26.08 3.43 1.08 52 131.65 47.02 70.57 86 14.65 1.86 2.90
19 3.72 2.76 27.02 53 0.32 1.73 7.02 87 2.85 1.88 4.15
20 0.89 7.73 18.52 54 1.94 16.82 12.97 88 82.80 5.15 25.38
21 168.01 19.72 25.38 55 13.22 14.10 6.83 89 1.88 9.16 19.67
22 4.22 8.44 19.67 56 7.30 12.40 5.52 90 46.54 6.28 8.84
23 2.57 23.68 8.84 57 0.28 3.64 13.99 91 39.80 33.38 13.26
24 0.00 2.33 13.26 58 3.09 1.88 32.93 92 15.39 11.55 17.57
25 4.08 3.58 17.57 59 129.29 7.72 41.09 93 0.51 2.19 11.79
26 43.20 37.05 11.79 60 40.23 3.24 20.93 94 0.39 2.26 21.13
27 88.69 10.48 21.13 61 7.80 1.81 7.30 95 56.20 0.31 47.09
28 9.88 3.17 47.09 62 2.36 1.64 4.78 96 39.40 13.20
29 6.63 4.58 13.20 63 0.85 10.83 40.82 97 59.23 1.73 6.69
30 0.36 6.42 6.69 64 11.92 5.60 14.92 98 1.14 4.89 20.80
31 0.47 3.86 20.80 65 0.61 14.24 12.67 99 0.53 3.75 16.29
32 0.26 11.05 16.29 66 84.17 44.53 32.57 100 127.35 60.50 17.52

33 0.18 0.88 17.52 67 2.45 2.79 14.79
34 63.04 14.11 20.41 68 1.40 4.39 10.67 Riesgo 2934.41 | 984.75 | 2009.38

Bow & Wihis ker Plot
Gréfico 2. Comparacién del riesgo
entre el Gibbs MATLAB
y el Gibbs Winbugs.
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6. CONCLUSIONES

En el calculo de la distribucién posterior una dificultad que se presenta es la imposibilidad en muchos caso
de encontrar la distribucién posterior por via analitica directa, pero con la aplicacion de los métodos
numéricos MCMC, en particular el Muestreador de Gibbs, se obtienen con relativa facilidad la densidad
empirica posterior.

Ademas la implementaciéon hecha en MATLAB demostré ser buena ya que la estimacion obtenida fue la
gue menor riesgo tuvo lo que habla a favor del algoritmo empleado. Esta implementacion nos permite
también tener en cuenta este algoritmo en otros programas de computacion en los que sea necesario
calcular las estimaciones bayesianas de los coeficientes del modelo de regresion logistica para su aplicacién
de forma regular en otros ejemplos practicos.
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ANEXOS

Anexo 1. Trazas dinamicas y funciones de densidad del clima
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Anexo 2. Implementacion en Matlab del Muestreador de Gibbs.

WALORES elegidos para los 3 parametros BETA v para TAL
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