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RESUMEN

Presentamos los principales modelos espaciales usados en estad

’istica: (1) modelo de segundo orden; modelo intrinsico y geo-estatadistico; (ii) modelo espacial de Gibbs-
Markov y AR-modelos en una red discreta ; (iii) modelo de procesos puntuales.

1 Introduccion

La estadistica espacial estudia fenémenos aleatorios X = {X,, s € S} indizados por un conjunto espacial S, X con
estado en E. La localizacion del sitio s € .S puede ser determinista (geo-estadistica, campo de Markov, AR espacial)
o aleatorio (proceso puntual). Cldsicamente, S C R? pero se puede tener S C R (cromatografia, experimentos
agronémicos) o también S C R3 (prospeccion mineral, ciencias del suelo, imdgenes 3-D). En cuanto a una dindmica
espacial, el indice espacio-temporal es (s,t) € R?xR™. La estadistica espacial conoce un desarollo importante en
numerosas ramas tales que ingenieria minera, ciencias del medio ambiente y de la tierra, ecologia, biologia, geografia
y economia, epidemiologia, agronomia, forestales, procesamiento de imagen, etc. Hay tres tipos de datos espaciales :

e los datos geo-estadisticos : S C R? es un sub-conjunto continuo, X es con valor real, observado sobre un sub-
conjunto finito O = {s1, 82, , s, } regular o no. La geo-estadistica se preocupa de la identificacién y estimacién
del modelo, luego de la prediccion (kriging) en los sitios no observados.

o los datos sobre una red (un latice) : S es discreto estructurado por un grafo de vecindad G, X es con valores reales
o0 no, observado sobre O = {s1, 82, - , s, }. Los sitios representan unidades geogrificas (nimero de enfermos en un
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departamento, datos integrados sobre una superficie) o un sitio espacial, pixeles de una imagen o una red de estaciones
de mediciones de lluvia (pluviometria). Dominan dos familias de modelos : las Auto-Regresiones (AR) espacial y los
campos de Markov. modelacién, estimacion, control de la correlacién espacial, restauracion de imagen o problemas
inversos son algunos de los objetivos de estudio para esos datos.

e los datos puntuales (Proceso Puntual, PP) : aqui se observan las posiciones aleatorias x = {1, 29, , 2, } C R?
de los casos del fendmeno : x es la realizacién de un proceso puntual espacial, PP marcado (PPM) si ademas se
observa una marca en cada x;. Una pregunta central es de saber si la reparticion espacial es “al azar” (PP de Poisson)
0 no, y si no es de Poisson, cual es el modelo de dependencia espacial, si presenta clusters, etc.

Como las series de tiempo, la estadistica espacial se diferencia de la estadistica cldsica por la dependencia de las
observaciones : X es un proceso espacial o un campo aleatorio sobre S. Pero la estadistica espacial es radicalmente
distinta de la de las series de tiempo porque se basa en modelaciones no causales. Por ejemplo, una modelacién
espacial de Markov se define en términos de vecindad espacial en “todas las direcciones”.

La tipologia en 3 tipos de datos espacials estructura este articulo. Para cada categoria, presentaremos los principales
modelos utilizados y algunas de su propiedades. Estudios mds exhaustivos y ejemplos de aplicaciones se pueden
encontrar en libros como los de Chiles y Delfiner (Geo-estadistica, [17]), Chalmond (andlisis de imagen, [16]), Cressie
[19], Diggle (PP, [22]), Diggle y Rivero (Geo-estadistica)[23], Gaetan et Guyon ([27]; [28]), Geman (procesamiento
de imdgenes, [29], [30]), Guyon [32], Lantuéjoul (simulacién geo-estadistica, [35]), Moller et Waagepetersen (PP,
[42]), Ripley ([49],[50]), Rue et Held (campo gaussiano, [52]), Schabenberger y Gotway [53], Van Lieshout (PP,
[61]), Wakernagel (Geo-estadistica, [64]), Winkler (campo de Markov y andlisis de imagenes, [66]). También se
encontrara informacion y referencias en R [46] en particular con sus paquetes espaciales, geoR para la geo-estadistica
[47], spdep para la dependencia espacial y la modelaciéon AR, spatstat para los PP. (cf. [8]) y otros tales
RandomFields (simulacién y andlisis de RF) o mcmc por la simulacién espacial por dindmica de cadena de Markov.
Damos al final una bibliografia de base limitada pero que permite ir mas adelante en todos los topicos que presentamos
aqui.

2 Modelo de segundo orden y geo-estadistica

Aqui, X = {X,,s € S} es un campo sobre S C R< con valoresen E C R (0 en E C R%). Este capitulo es dedicado
a los campos de segundo orden, es decir campos X t.q. Var(X) < oo para todo s, y su modelacién es realizada
via la covarianza. Luego presentamos la clase mayor de los campos intrinsecos, los cuales son de crecimiento de
varianza finita, y su modelacion por la via del variograma. Otra forma de definir un campo de orden dos es por la
via de las Auto-Regresiones espaciales simultaneas (SAR), S siendo discreto y equipado de una relacién (orientada)
de vecindad. Los SAR son adaptados a los datos integrando una medida sobre una “unidad espacial” s. Las AR
Condicionales (CAR) extienden esos modelos. Primero, recordamos algunas definiciones de base.

Definition 2.1 X es un proceso de orden dos (se denota X € L?) si para todo s € S, E(X?2) < cco. La media de X
es la funcion m : s — m(s) = E(X,) y la covarianza la funcion c : (s,t) — c(s,t) = Cov(X,, X¢). X es centrado
sim(s) = 0en todo s.

La propiedad caracteristica de una covarianza es la de ser semi-definida positiva (s.d.p.), es decir que para todom > 1,
a € R™y (s1,82, - ,8m) € S™, setiene: Y, ., . aa;c(si,s;) > 0. La covarianza es definida positiva (d.p.)
si ademds >, Z;n:l a;a;c(s;,sj) > 0 paraa # 0. Los procesos gaussianos forman una sub-clase importante de
procesos de L2.
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Definition 2.2 X es un proceso gaussiano si para toda parte finita A C Sy toda sucesion real a = (as,s € A),
Y sca s X es gaussiana.

Simp = E(Xa)y 2a = Cov(X,) es inversible, X tiene como densidad :
faza) = (2m) /2 (det )" exp {-1/2% (s — mp)Ey (A —ma)},

donde §U es el cardinal de U y x5 la realizacion de X 4. El teorema de Kolmogorov asegura que para toda funcién m
y toda covarianza c d.p., existe un campo (gaussiano) de media m y covarianza c.

2.1 Proceso estacionario

Supongamos que S es el grupo aditivo R? o Z<.

Definition 2.3 X es un campo estacionario de L? si la media es constante y la covarianza c invariante por traslacion
Vs,t € S E(Xs) =myc(s,t) =Cov(Xs, X)) = C(t — s).

C : S — R es la covarianza estacionaria de X. La funcién de correlacién es h — p(h) = C'(h)/C(0). Se tiene :

Proposition 1 Sea X un proceso estacionario de L? de covarianza C. Entonces :

Vh e S, |C(h)| < C(0) = Var(Xs).

Vm>1,a€R™y{ti,ts, -t} CS: 300 D700 aia; Ot —t5) > 0.

Si A:R? — R? es lineal, X* = {X 45,5 € S} es estacionario de covarianza C*(s) = C(As).

Si C es continua en 0, entonces C' es uniformemente continua dondequiera.

Si Cy, Cs son covarianzas estacionarias, también lo son C(h) = a1C1(h) + asCs(h) si aj,as > 0y C(h) =
C1(h)Ca(h).

X es un Ruido Blanco Fuerte (RBF) si los { X, s € S} son centrados, independientes y idéenticamente distribuidos
(i.i.d.). X esun Ruido Blanco Debil (RBD) silos { X, s € S} son centrados, incorrelacionados y de varianzas finitas
constantes : Vs # t, Cov(X,, X;) = 0y Var(X;) = 02 < oco.

Sea ||-|| la norma euclidiana sobre R? : ||z|| = ||z, = \/Zle 2?siz = (1,72, ,Tq).
Definition 2.4 La covarianza es isotrépica si Cov(Xs, X;) depende unicamente de ||s — t|| :
3Co: RT— Rtq :Vt, s €S, c(s,t) = Co(||s — t]|) = C(s — t).

Una covarianza isotrépica es estacionaria pero, como vamos a verlo, la isotropia impone restricciones.



2.1.1 Representacion espectral de una covarianza

Para esta nocion y resultados asociados, no hay diferencias fundamentales entre proceso sobre R y campo sobre R<.
La teoria de Fourier y el teorema de Bochner ponen en biyeccion una covarianza estacionaria C' sobre Sy su medida
espectral F.

El caso S = R? : se asocia a C una medida ' > 0 simétrica y acotada sobre B(R?), C(h) = [, ¢’ "*F(du) donde
thuy = Z?Zl hiu,. Si C' es integrable, F' admite una densidad f, la densidad espectral (d.es.) de X, que verifica :

flu) = (2m)~¢ / e~ C(h)dh. @2.1)
Rd
Si X es isotrépico, f también es isotrépica y reciproco mente. Sea h = (r,6) et u = (p, ) las representaciones
polares de h y u, cq(r) = C(h) y fa(p) = f(u) las covarianza y d.es. isotrépicas asociadas. Se tiene [67], C'(h) =
ca(r) = [ig.00f Aqg(rp)p?=1 fa(p)dp donde Ag(v) = T'(d/2)(v/2)~ =2/ 4_3)/5(v), T, la funcién de Bessel de
primera especie y de orden . Paran =2y 3 :

er(r) = 2 / pdolor) folp)p y ealr) = 2 / psin(pr) fa(p)dp.
[0,00] T J10,00]

En particular, tenemos las cotas inferiores para una correlacion isotrépica [67, 50] : po(||k|]) > —0.403 sobre R?,
po(||h]]) > —0.218 sobre R3, po(||h]|) > —0.113 sobre R* y po(||2||) > 0 sobre RY.

Ejemplo : covarianza exponencial sobre R?.
Parat € R, Cy(t) = bexp(—alt|), @, b > 0, tiene como transformada de Fourier f(u) = 5= f]foo oo be—eltl—iut gy —

mgijuz). Como f > 0 es integrable, es un d.es. y Cy es una covarianza sobre R. Por otra parte, la identidad,
_ 20(2u)"T'(k + 3/2)
az K41 _
/]0100[6 T(uz)z™ dr = T1/2(a2 4 u2)r+3/2
dice que ¢(u) = % es una d.es. isotrépica sobre R? asociada a la covarianza :

C(h) = Co(|[h]]) = bexp(—a ||Al]).
Para toda dimensién d, C' es una covarianza, denominada covarianza exponencial.

El caso S = Z% : sea T¢ = [0, 27[¢ el toro de dimensi6n d. A C estacionaria sobre Z? se associa una medida F' > 0
acotada sobre B(T?) tal que :

C(h) = / et "B (du). (2.2)
Td
Si 3 cza C(h)? < oo, F admite una densidad f(u) = (2) ¢ 3, ez C(h)e ™" " en L2(T?).Si ademis 3, 0 [C(R)] <
o0, f es continua.
2.2 Proceso intrinseco y variograma
2.2.1 Definicion, ejemplos y propiedades

Una manera de debilitar la hipétesis de estacionalidad L? es de considerar, para todo h, el proceso de los incrementos

{AXgh) = Xs4n — X5, € S} de X. Esos incrementos pueden ser estacionarios en L? sin estacionalidad de X o sin
que X seaen L2,



Definition 2.5 X es un proceso intrinseco si, Vh € S, AX") = {AXgh) = Xsin— X5 : 8 € S} es estacionario en
L2. El semi-variograma de X es la funcién v : S — R definida por :

2v(h) = Var(Xepn — Xs).

Todo X estacionario de L? y de covarianza C es intrinseco de variograma 27(h) = 2(C(0) — C(h)). Pero el reciproco
es falsa : el movimiento browniano B es de variograma y(h) = 3 |h| = Var(B;, — B) pero no es estacionario.

También, un proceso con media afin y residuo estacionario es intrinseco. En lo que sigue, nos limitaremos a estudiar
procesos intrinsecos con crecimientos centrados : Vs, h, m(h) = E(Xs4n — Xs) = 0.

Proposition 2 Propiedades de un variograma ~y

1. y(h) = ~v(=h), v(h) = 0y ~(0) = 0.

N

S kW

7 es condicionalamente definido negativo (c.d.n.) : Ya € R"t.q. > ; a; = 0,Y{s1,...,s,} C S, ZZj:l a;a;7y(s;i—
Sj) S 0.

Si A es una transformacion lineal sobre R%, h +— ~(Ah) es un variograma.
La propiedad (5) de la covarianza C de la i (1) se mantiene para 7.
Si v es continua en 0, 7y es continua en todo s donde v es localmente acotada.

Si y es acotada en una vecindad de 0, Ja etb > 0 t.q. Vx : v(z) < al|z|* +b.

Al contrario de una covarianza, un variograma no es necesariamente acotado (i.e. y(h) = |h| para el movimiento
browniano). Pero la proposicién indica que vy crece al infinito a lo mas como ||h||2 Un ejemplo de tal crecimiento
y(t) = o%t? es el variograma de X; = Zy +tZ1,t € R, donde Zy y Z; son centradas independientes y Var(Z;) =
0% > 0.

Existen caracterizaciones asegurando que 7 es un variograma. Una es la siguiente ([17]) : si v es continua y si
~(0) = 0, entonces y es un variograma si y solamente si (ssi) para todo u > 0, t — exp{—u~(t)} es una covarianza.
Por ejemplo, como ¢ — exp —{u ||£]|*}. u > 0, es una covarianza sobre R? para todo d, v(¢) = ||¢||® es un variograma
sobre R%.

Si X es estacionario de covarianza C, X es intrinseco de variograma 2v(h) = 2(C(0) — C(h)). En particular, el
variograma de un proceso estacionario es acotado. Matheron ([39] y [40]) probé el reciproco parcial siguiente : si el
variograma de un proceso intrinseco X es acotado, entonces X; = Z; + Y donde Z es estacionario en L? y Y es una
v.a.real.

Si C(h) — 0 cuando ||| — oo, v(h) — C(0) si ||h|| — oo : el variograma ~ tiene un nivel de alcance C(0) =
Var(X) si||h|| — oo.

Ejemplos de variogramas isotropicos Los ejemplos siguientes son variogramas isotrépicos sobre R? muy clasicos
(para otros ejemplos, cf. [67], [17], [64] y el articulo de revista [54]). Los 5 primeros ejemplos de variograma son
asociados a una covarianza estacionaria C'(h) = C(0) — «(h), con alcance a > 0 y nivel de alcance o>

Pepitico : y(h;a?) = o2 si h > 0, v(0) = 0, asociado a un RB.
Exponencial : y(h;a,0?) = 02{1 — exp(—||h||/a)}.
Esférico (d < 3) : y(h;a,0?) = 0? {1.5||h]|/a — 0.5(||h||/a)?} si ||h]| < a, = O sino.



Exponencial generalizado : y(h; a,0?, o) = o%(1 — exp(—(||h]|/a)®) si 0 < o < 2; a = 2 es el modelo gaussiano.
Matérn [38]:

1—v

2 _ 0,2 _ 2 a v a
y(hia, 0%, v) = {1 F(V)(th/ ) ’Cu(”hH/ )}7

donde I, (-) es la funcién de Bessel modificada de segunda especie y de pardmetro v > —1 [1, 56, 67].

Potencia : y(h;b,c) = b||h]|¢,0 < ¢ < 2.

Comentarios

1. Una interpretacion de la covarianza esférica es la siguiente : el volumen V' (a, r) de la interseccién de dos esferas
de R? de mismo didmetro a y cuya distancia al centro r es, V(a,7) = v(S,) {1 — 1.5(r/a) + 0.5(r/a)®} si
r < ay V(a,r) = 0 sino, donde v(S,) es el volumen de la esfera de radio a. Un proceso que realiza esta
covarianza es X5 = N(S,(s)) que cuenta el nimero de puntos de un PP de Poisson homogéneo (cf. §4.4) de
intensidad o2 /v(S,) en la esfera S, (s) de didmetro a centrada en s € R?.

2. Larestriccidn de una covarianza a todo sub-espacio sigue siendo una covarianza. Al contrario, la extension de
una covarianza isotrépica de R? a R?, p > d, no es siempre una covarianza.

3. Elinterés en la covarianza de Matérn estd en su parametro v : v controla la regularidad de -y en 0; esta regularidad
luego controla la regularidad en media cuadratica del campo X'y de su prediccion X por kriging : si v es mayor,
mds regular es v en 0 y mds regular es el campo X y la superficie de kriging X [56].

4. El modelo potencia es auto-similar, es decir : Vs > 0, y(sh) = s*v(h); no es acotado (i.e. el movimiento
browniano).

5. Esos modelos se extienden por combinacién lineal positiva : si X = > ;X es suma de procesos intrinsecos
incorrelacionados, yx (h) = >_; vx, ().

Anisotropias Si ¢ es unadireccién de R%, || ¢’|| = 1, el variograma ¢ -direccional es 2v(h) = Var(X, = —Xs).
Hay anisotropia si dos variogramas direccionales son distintos. Se distinguen dos tipos de anisotrdpia : la anisotrdopia
geométrica estd asociada a una deformacion lineal del espacio; la segunda estd asociada a una estratificacion del
variograma sobre varios sub-espacios de R?[17, 53].

2.2.2 Continuidad y diferenciabilidad de X

Equipando L? con la norma en media cuadratica (m.c.), la proposicién siguiente caracteriza la continuidad en m.c. de
X.

Proposition 3 Sea X un proceso de L? centrado y de covarianza C(s,t) = Cov(X,, X;). Entonces X es continuo
en m.q. ssi su covarianza es continua sobre la diagonal de S x S.

. . .. : . Xetn—X )
Un proceso X sobre R! es diferenciable en m.c. en s si existe une v.a.r. X tal que limy,_q % = X, en L2

Proposition 4 Sea X un proceso de L? centrado de covarianza C (s, t) = Cov(Xz, Xy). Si a2—;0(3, t) existe y es
finita en la diagonal de S x S, entonces X es diferenciable en m.c. dondequiera, %C (s,t) existe dondequiera'y la

covarianza de X es CO’U(XS, X,) = %C’(s, t).



El caso de un campo estacionario. Se deduce de esas proposiciones que :

e un proceso intrinseco (resp. estacionario de L?) es continuo en m.c. si v (resp. C) es continuo en h = 0; en este
caso, 7y (resp. C') es continuo sobre todo conjunto donde -y es acotado (resp. es continuo donde quiera).

ee { — X, es diferenciable en m.c. sobre R si fy” (0) existe. En este caso, 7" existe donde quiera y X es estacionario
de covarianza ~”, el proceso bivariate (X, X) € L? verificando [67] : E(Xs1,Xs) = 7' (7) et B(XsXsyr) =
—+'(7). En particular, X et X, son incorrelacionados para todo s. Ademds, si X es estacionario con C(s,t) =

c(s —t), entonces C{/ 4 (s,t) = —c"(s — t); si ¢ (0) existe, X es estacionario de covarianza —c”.
[2] da condiciones de continuidad y diferenciabilidad casi segura para un campo (campo gaussiano) X.

2.3 Las Auto-Regresiones espaciales
2.3.1 Modelo M A

Sea (cs, s € Z%) un asucesion de I?(Z?) y n un RB sobre Z* de varianza o2. Un M A(co) sobre Z* es un proceso
lineal definido sobre L2 por :

Xp= ) Comos. (2.3)

sezd

X es la media mobil infinita de n por los pesos c¢. La covarianza de X es C'(h) = 0727 > iezd CiCepn Y su dees.

2 - 2
) = 527 |Srege cret ™

2.3.2 Modelo ARMA

Esos modelos extienden los ARM A temporales. Sea Py @ dos polinomios de la variable compleja z € C¢,

Pz)=1- Zaszs etQ(z) =1+ Z csz®,

SER seM

donde Ry M son dos subconjuntos finitos de Z4\ {0}, 2% = 27* - - - 25% si s = (51,82, , 84). Si BS Xt = X;_,, un
ARM A verifica :

vt € Z%: P(B)X; = Q(B)n;. (2.4)
Sea T = {£ € C,|¢| = 1} en toro unidimensional.
Proposition 5 Si P(z) # 0 sobre T%, (2.4) admite una solucion estacionaria en L? de d.es., si e’ = (e™1, ...  e'td)

02 Q U ?
) = g | ™)

Como las series de tiempo, los ARM A espaciales acercan todo campo que admite una d.es. continua. La d.es. de
un ARM A siendo racional, su covarianza decrece exponencialmente a 0 en el infinito. Pero, al contrario de las series
de tiempo, un ARM A espacial (d > 2) no admite en general una representacion unilateral (o representacion causal)
finita para el orden lexicografico.

Dos tipos de AR, los SAR y los CAR, son muy populares y utiles en modelacion espacial. Miramos primero el caso
de modelos estacionarios.



2.3.3 Auto-Regresion Simultanea (S AR) estacionaria
Supongamos que X es centrado y R C Z?\{0} es finito t.q. P(z) = 1 — Y _pasz° # 0 sobre T%. Un modelo
estacionario SAR relativo al RB 7 y los a = {as, s € R} es el modelo :
Xe=Y aXi s +n. 2.5)
sER

(2.5) son ecuaciones AR Simultdneas en el sentido de la econometria : los {X;_s, s € R} son variables endégenas
“atrasadas espacialmente”, un sitio v influyendo ¢ si t — u € R. Esta relacién define el grafo orientado R del SAR.
Ilustramos con algunos ejemplos.

Modelo semi-causal Espaciox Tiempo s € Z es un sitio espacial, ¢t € N el tiempo; una dindimico markoviano en ¢
ylocalen ses:

VteN yse Z: Xs7t = aXs,t—l + 6(Xs—1,t + Xs+1,t) + st
La vinculacién (s,t — 1) — (s, t) estd orientada, (s,t) < (s F 1,¢) no lo es. La representacién causal lexicografica
de este SAR es infinita [13].

Modelo S AR isotrépico a los 4-vecinos mas cercanos (vmc) sobre 72

Xs,t = Oé(Xsfl,t + Xs+1,t + Xs,tfl + Xs,tJrl) + Es,t-
Aqui, R es simétrico y X existe ssi, VA, 1 € [0, 27[, P(A, 1) = 1 — 2a(cos A + cos i) # 0 (una condicién suficiente
es |a| < 1/4.). En este caso, lad.es. de X es f(\, p) = 02 P(\, u) =2 € L*(T?).

SAR(1) factorizante

Xs,t = Oé)(sfl,t +ﬁXs,t71 - aﬁXsfl,tfl + Es,t» |Oé| et |ﬁ| <1 (26)

es el AR asociado a P(z1, 22) = (1 — az1)(1 — B22). Su covarianza es separable, ¢(s — s',t —t') = 02a|‘g_s/‘ﬁ|t_t/‘ ,
con 02 = 02(1 — a?)71(1 — 3?)~L. Es fécil generalisar esos modelos AR al orden p = (p1,p2) y a una dimensién
d > 2. La factorizacion del polinomio AR y de la covarianza hacen mds faciles las manipulaciones numéricas de
esos modelos. En particular, si se observa X sobre un rectangulo, la matriz de covarianza de X es un producto de
Kronecker.

Los modelos SAR son de facil uso y parsimoniosos en el nimero de parametros. Pero hay que cuidar dos cosas :
1. Sin restricciones, un SAR no es en general identificable (i.e. SAR(0) = SAR(6') para un 6 = ¢ es posible).

2. La estimacién de un S AR por minimos cuadrados ordinarios (MCO) sobre los residuales no es convergente.

2.3.4 Auto-Regresion condicional (C' AR) estacionaria

Sea X un proceso sobre 72, centrado, estacionario en L2 con d.es. f.Sif -1 e Ll(']I‘d), entonces X admite una
representacion lineal no causal ([32], Th. 1.2.2), X; = Zsezd\{o} csXi—s + ey, donde c; = c_, para todo sy,
ademds, para todo s # t, Cov(et, Xs) = 0. Eso conduce a la definicién siguiente de los campos L-markovianos o
CAR(L). Sea L una parte finita y simétrica de Z*\{0}, L* la parte positiva de L para el orden lexicogrifico sobre
VA



Definition 2.6 Un C AR(L) estacionario de L? se escribe, para todo t € VAS

X, = chXt—s +eiconcs =c_gytal que: Vs #t, Cov(er, Xs) =0, E(er) = 0. 2.7)
seL

Esa definicién traduce que Zse 1, s X¢—s es la mejor prediccion lineal en L? de X, sobre todas las demads variables
{Xs,s # t} : X es L-markoviano para la prediccion lineal. Si X es gaussiano, es la mejor prediccion : X es un
campo gaussiano L-markoviano. Varias cosas diferencian los CAR de los SAR :

1. Un C' AR exige restricciones paramétricas : L es simétricoy Vs : ¢s = c_s.
2. Los residuales condicionales {e; } no forman un ruido blanco : {e;} es un ruido colorado.

3. Los residuales e; no estan correlacionados a los X si s # t.

Proposition 6 X definido por (2.7) existe en L* si P*(X\) = (1 =2 ., + ¢ cos('su)) no se anula sobre T®. En
este caso, la d.es. vale fx(u) = o2(2m)~4P*(\)~1 y los e forman un ruido colorado de covarianza :

2 o —
o sis=0,

Cov(et, eprs) = { S

. Cov(es, e = 0 sino.
o2cysis €L y (et,etts)

Donde la d.es. de un C AR es proporcional a P*(u) ™!, la d.es. de un SAR es proporcional a | P(u)| . Como para un
S AR, las ecuaciones de Yule-Walker sobre la covarianza de un C' AR se obtienen multiplicando por X la ecuacién
(2.7) que define X;, luego tomando la esperanza : por ejemplo, para el C AR isotrépico a los 4-vmc sobre Z2, las
ecuaciénes de YW son :

Vs :c(s) = 02 dp(s) +a Z c(t).

t:lt—sl,=1

Tres razones pueden justificar una modelacion CAR :

1. una representacion C AR es intrinseca : es la “mejor” prediccién lineal de X; sobre las otras variables { X, s #
t};
2. laestimacién de un CAR por M CO es convergente;

3. la familia de los C'AR estacionarios contiene estrictamente la de los SAR si d > 2.

Proposition 7 Modelos SAR y modelos C AR estacionarios sobre 7. .

1. Todo SAR es un CAR. Sobre 71, las dos clases coinciden.

. Sid > 2, la familia de los C AR es mayor que la de los SAR.

La representacién C AR del SAR, P(B)X, = &, se obtiene por identificacién a partir de la forma anélitica de la d.es.

fde X,

2 2
flu) = % = Te _ ,concy = 1.

©@m)d P (2m)dC (efv)




SiA—B={i—j:i€ Aetj € B},seobtiene L ={R* — R*}\ {0},donde R* = RU{0}y:

sis€ L:c,=(02/02) g AyGyts i 8 7 0et0sino.
v,v+SER

Para d = 1, la identidad de las clases SAR y C' AR resulta del teorema de Fejer que dice que un polinomio
trigonométrico P*(e**) > 0 es el médulo al cuadrado de un polinomio trigonométrico : si P*(e'*) > 0, existe
Pg. P*(e?) = |[P(e™)]”.

Por ejemplo, el SAR factorizante, X ; = aXs 1, + BXs -1 — afXs_1,-1 + €54, |a,|3] < 1,esun CAR alos
8-vmc,

k? < 1 es el factor de reduccién en varianza de la prediccién C AR de X comparada a la prediccién SAR.
Un proceso M A de soporte finito es de covarianza con alcance acotado. Si d = 1, el teorema de Fejer asegura que el
reciproco es verdad : un proceso sobre Z de covarianza de alcance finito es un M A. Eso falla si d > 2 : por ejemplo,
para d = 2, el campo de correlacién p tiene distancia 1, |p| < %, y 0 de distancia > 1 no admite una representacion
M Aj; eso se basa sobre argumentos similares a los utilizados en la prueba de (2) de la proposicién anterior.

2.3.5 AR non-estacionario sobre un red finita S

Un campo real sobre S = {1,2,--- ,n} es una v.aa. X* € R". La no estacionalidad de X* puede ser sobre la red
S, sobre la media ¢ = E(X™) o sobre la covarianza ¥ = Cov(X™*). Consideramos aqui la no estacionalidad en
covarianza, trabajando sobre el campo centrado X = X* — p y su covarianza ¥ = Cov(X*) = Cov(X). Sea
e = (g¢,t € S) un RB de L? : representaciones, sitio por sitio o globales, M A, ARy ARM A de X en base de ¢ son
definidas por las ecuaciones :

MA : Xt:mees, o X = Be,

seS
AR: X, = Z ar s Xs+er, 0o AX =¢,
seS:s#t
ARMA : X, = Z ar s Xs + wags, o AX = Be,
SES:s#t seS

donde, para s,t € S, By s = b s, As s = 1,Ar s = —az s si ¢t # s. Larepresentacion M A estd siempre definida; las
representaciones AR y ARM A existen si A es inversible. Si I' = C'ov(e), esos modelos son caracterizados al orden
dos por sus covarianzas, > = Bl !B paraun MA, ¥ = A7'T'{(A~!) paraun ARy Y = (A~'B)['"*(A~1B) para
un ARMA.

Consideramos € un RB de varianza 1 (I' = I,,) y sea < un orden total (arbitrario) de enumeracién de S. Si X es
centrado de covarianza ¥ inversible, X admite una tnica representaciéon AR causal relativa a ¢ y a <. Esta repre-
sentacién estd asociada a la matriz triangular inferior A* de la factorizacién de Cholesky, ¥ = ‘A*A*. A*, como X,
depende de n(n + 1)/2 pardmetros, lo que confirma la identificabilidad del modelo AR causal. Las representaciones
AR equivalentes, pero en general no identificables, son AX = 7, donde, para P orthogonal, n = Pey A= PA* n
es todaviia un RB de varianza 1).
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En la practica, un modelo AR es asociado a un grafo de influencia R no necesariamente simétrico : s — t es una
arista orientada de R si X influya sobre X;, la vecindad de ¢ siendo NV; = {s € S : s — t}.

Ejemplo : una modelacién SAR a los vimc (econometria, epidemiologia).

Sea W = (wys)t,ses una matriz de influencia de s sobre ¢, t.q., V¢, wy; = 0. Por ejemplo, W es la matriz de
contiguidad espacial de un grafo; otras elecciones de W son presentadas en Cliff y Ord [18]). Por ejemplo, un SAR a
los vmce con un parametro de dependencia espacial p es :

Xi=p Z wy ¢ Xs + e, 00 X = pWX +e.
s:8#t

Representacion markoviana C AR.

Sea X el CAR: VYt € S : Xy = 3 cg.0z Ct,sXs + € con Eey) = 0, Var(e,) = 0?2 > 0y Cov(Xy,e5) =0
sit # s. Esta representacion estd asociada al grafo de vecindad G de arista s — ¢ si ¢, s # 0. Como vamos a
ver, G es simétrico. Sea C' la matriz de coeficientes Cs s = 0y Cys = ¢t 5 si s # t, D la matriz diagonal con
Dy, = o?. Las ecuaciones de Yule-Walker se escriben ¥ = CY¥. + D y ¥ verifica: (I —C)X = D. Si X es inversible,
Y=t = D7Y(I — C) es simétrica y d.p.. En particular, C' y G son simétricos y la representacién C' AR verifica :

Vi#£seS: cmag = csytaf. (2.8)

Campo gaussiano markoviano
Supongamos que X es un campo gaussiano sobre S = {1,2,--- ,n}, X ~ N, (u, ) donde X es inversible y que S
estd equipado de un grafo G simétrico, denotando (s, t) si s y ¢ son vecinos. Se dice que X es un campo G-markoviano
si, denotando @ = (gs+) = X! la matriz de precisi6 n de X, entonces gs; = 0 salvo (s, t). Luego, se tiene para todo
tes,
LOXt|Xays #) ~ N —aif Y ars(Xe — pa), ai) (2.9)
(t,s)

yXesel CAR: Xy — puy = —q;tl Zs:ms) Gr,s(Xs — ps) + e, Var(e,) = q;tl. Sea [Q] la matriz n x n de diagonal
0, [Qlt,s = qu,s sit # sy Diag(Q) la matriz diagonal de diagonal la de @ : X se escribe,

X — p=—(Diag(Q)) QX — p) +e.
Como lo veremos en el §3, los C AR gaussianos son modelos de Gibbs con potenciales cuadraticos [52].

Grafo de Markov G deun SAR

El SAR gaussiano AX = ¢ existe si A~! existe. Su covarianza inversaes X! = Q = 072(tAA) y el grafo R del
SARes: (t,s)r <= a5 # 0. Larepresentacién C' AR equivalente tiene como coeficientes ¢; s = —¢; /g, donde
Gr.s = ZZES a1,ta1,s y un grafo de Markov G definido por :

sea (t, s)gr, sea (s, t)r,
{t.s)g <= { seadl e Stq. (L,t)yry (I,8)r

G es no es orientado de alcance “doble” del de R.
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2.3.6 Auto-Regresion con covariables : SARX

Esos modelos se han desarrollado en particular en econometria espacial. Sea Z una matriz exdgena real n x p. Un
SARX (X para eX6gena) propone ademds de la S AR una Regresién de X sobre 7 :

X=pWX+Z3+WZy+e peER, GetycRP. (2.10)

Tres factores explican X : las exdgenas Z 3, las endégenas pW X y las exdgenas atrasadas W Z+. El modelo de
Durbin espacial es (I — pW)X = (I — pW)Z (3 + ¢, el con desfase espacial X = pW X + Z3 + €. Las medias para
esos tres SARX son respectivamente :

B(X)=(I—pW)'[ZB+WZy]. B(X) = ZB et E(X) = (I — pW) ™' Z1,

para una misma covarianza ! x 0% = (I — p*W)(I — pW) sie ~ RB(c?). Se deduce sencillamente la estimacién
de los SARX por MV gaussiano.

2.4 El modelo de Regresion espacial

Es el modelo con residual un campo aleatorio € :
Xy =m(s) + €5, E(es) = 0.

Existen numerosas maneras de modelar la media s — m(s) : regresién (lineal o no, log-lineal), andlisis de varianza
(exdgena cualitativa), andlisis de la covarianza. Para el residual €, Cressie [19] propone la descomposicién €, =
Wy + ns + es donde W, es una componente de ruido a larga escala y regular, 7, una componente a pequefia escala y
e, un ruido blanco, error de medida o ruido de pepita.

Si X se observa en n sitios s; € S, el modelo se escribe X, = 2,0 +¢5,,i = 1,ncon z5, y 6 € RP, z,, una covari-

able observada y € = (g,,,7 = 1,n) un residual centrado y correlacionado espacialmente. Si X = *(X,,,..., X;, ),
e=Yesyyoo s, ) Z = H2syyeuy2s,):
X=Z5+econE(e) =0y Cov(e) = X. (2.11)

El segundo paso es la modelacién de 3.

2.5 Prediccion con covarianza conocida o krigeage

Se desea construir un mapa de prediccion de X sobre todo S cuando X es observado en n puntos de S. La terminologia
krigeage es de Matheron [39] en referencia a los trabajos de Krige [34], un ingenerio de minas de Sur Africa. Se
observa {X,,,...,Xs, } y se desea hacer una prediccion lineal de X, cuando la covarianza (el variograma) de
X es conocido. Sea Xg = X, X =1(Xq,,..., X, ), ¥ =Cov(X), 02 = Var(Xo) y c =Cov(X, Xo) € R"
las caracteristicas (conocidas o estimadas) de orden dos de X. Buscamos un predictor sin sesgo de X, Xy =
S AiXs, = 'AX que minimiza EQM (s0) = E{(Xo — Xo)?}.

El krigeage sencillo examina la situacién con m(-) conocida. Sin restriccién, supongamos X centrado.

Proposition 8 Krigeage sencillo : la prediccion lineal y sin sesgo de X optimal para el EQM y la varianza del
error de prediccion son,

Xo="127'X y 7%(s0) =02 —tex e (2.12)
Si X es gaussiano, Xo = E(Xo | Xsyy- s Xs,) y Xo — X ~ N(0,7%(s0)).
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Si X =Z6§+ ¢, si 2y X son conocidos pero no 4, el resultado del krigeage universal es el siguiente.
Proposition 9 Krigeage universal: la prediccion lineal optimal de X es

Xo= {7 4 Yz — 1287 le) (2271 2) " ZR T XL (2.13)
con varianza del error de prediccion 7*(sg) = 03— X" te + (2o — 1 ZE ) (12871 Z) (20— 12X e).

La interpretacion del krigeage universal es la siguiente : Xo = 200 + XN X -Z 3) es la suma de la estimacién
optimal 296 (con 6 = (1ZX~1Z)"11Zx~1X) de E(Xy) = 'z00 y del krigeage sencillo ¢~ (X — Z4) de los
residuales £ = (X — Z4) estimados por MCG.

Si X; = m + €5, se habla de krigeage ordinario. Las férmulas de krigeage se escriben de manera similar en términos
del variograma si ¢ es intrinseco porque la estacionalidad no es necesaria en la obtencién de esos resultados. El
krigeage es un interpolador exacto, es decir que X so = Xs, Sl S0 es un sitio de observacion.

Regularidad de la superficie de krigeage

La regularidad en O de la covarianza C' (del variograma ) determina la regularidad de la superficie de krigeage
s +— X,. Por el modelo pepitico, la prediccién es en todo s la media aritmética de los (Xs,) si so # s;, con
discontinuidades X so = Xs; €n 8o = s;. Mds generalmente, si C'(h) no es continua en 0, s — X s NO es continua en
los puntos de observacién s;. Si C'(h) es continua en 0, s — X, es continua donde quiera pero no es derivable en los
puntos de observacién. Si C'(h) es parabdlicaen 0, s — X, es continua y derivable donde quiera.

Si en la dimensién d = 1 el krigeage utiliza una covarianza ctibica, el interpolador es una funcién spline ctbica. En
dimensién superior y para una covarianza separable cibica, las predicciones son ctibicas por parte en cada variable
([17], p. 272). Una comparacién empirica entre las previsiones mediante funciones splines o por krigeage es dada en

[36].

3 Campo de Gibbs-Markov sobre una red S

Sea X = (X;,i € S) un campo aleatorio sobre S, un conjunto discreto de sitios, X € Q = E° con E un espacio
de estado general. S puede ser regular (S C Z2, anlisis de imagen, radiografia) o no (econometria, epidemiologia).
Notamos 7 la ley de X o su densidad. Nos interesamos aqui en la descripcion de 7 a partir de leyes condicionales, en
particular contestaremos a la pregunta : si {v;(-|2%),i € S, 2" € ES\}} es una familia de leyes sobre E indexadas
por 2%, la configuracién de z fuera de 4, cuando esas leyes son las condicionales de una ley conjunta 7 ? Si es el caso,
se dice que la leyes condicionales se encolan en . Si la dependencia de v;(-|2%) en z° es “local”, se dice que X es un
campo de Markov (Markov Random Field (MRF) en inglés).

Sin condiciones, las {v;} no se “encolan”. La famila de las especificaciones de Gibbs es una familia para la cual
las condicionales se pegan sin condicién. La importancia de los modelos de Gibbs es reforzada por el teorema de
Hammersley-Clifford que dice que un campo de Markov es un campo de Gibbs con potenciales locales. Los auto-
modelos markovianos (AMM) de Besag forman una sub-clase de campos de Gibbs sobre R muy util en estadistica
espacial.

En este capitulo, el espacio de estados E' es general (recordamos que £ C R en geo-estadistica y para los SAR).
Eso abre muchas posibilidades de aplicaciones : £ = R* para observaciones positivas (campo exponencial o
campo Gamma, meteorologia), £ = N para una variable contadora (campo de Poisson, epidemiologia), £ =
{ag,a1, -+ ,am—1} para un campo categdrico (reparticién de m especies vegetales, ecologia), F = {0,1} para
un campo binario (presencia/auscencia de una enfermedad), £ = A x RP para un campo cruzando una etiqueta v

13



cualitativo con una modalidad cuantitativa = (en teledeteccion, v es una textura de paisaje y « una firma multiespec-
tral), £ = {0}U]0, +00[ para un estado mixto (en pluviometria, X = 0 si no llueve, X > 0 sino), sin olvidar £ = R
o E' = RP para un campo gaussiano.

En lo que sigue, (E, £) estd equipado de una medida de referencia A > 0; £ es la o-dlgebra boreliena y A la medida
de Lebesgue si E C RP; £ es P(E) y A la medida contadora si F es discreto.

Encolamiento de leyes condicionales

Sin condiciones, leyes condicionales {;} no se encolan. Arnold, Castillo y Sarabia [3] dan una condicién para que
dos familias (X|y) et (Y|x), z € S(X)yy € S(Y) se encolen : sean p y v dos medidas sobre S(X)y S(Y), a(z,y)
la densidad de (X = z|y) con respecto a u, b(z,y) lade (Y = y|z) conrespecto a v, N, = {(z,y) : a(z,y) >0}y
Ny = {(x,y) : b(x,y) > 0}. Entonces las familias se encolan ssi N, = Ny(= N) ysi:

V(z,y) € N :a(z,y)/b(z,y) = u(x)v(y), (3.1

donde fS(X) u(z)p(dzr) < oo. Asi, las leyes gaussianas (X |y) ~ N(a + by, 0% + 72y%) y (Y|x) ~ N(c+ dz, 0" +

7'2332), o2 et 0’2 > 0 no se encolan si 77/ # 0;si 7 = 7' = 0, se encolan si do? = balz, la ley conconjunta siendo
gaussiana (cf. (2.8); para ver cuales son las condiciones asegurando que leyes condicionales se encolan, cf. [3] y el
lemma de Brook [15]).

3.1 Campo de Gibbs sobre S

Sea S denumerable (i.e. S = Z¢ si S es regular), S = Pr(9) el conjunto de las partes finitas de S, x4 = (7,7 € A)
la configuracién de = sobre A, 4 = (2;,i ¢ A) la configuracién sobre S\A, z' = z1, Q4 = {za,y € Q},
04 = {24,z € Q}, F = £95 la o-dlgebra sobre Q y dra la medida \® (dzy ) sobre (B2, £84).

3.1.1 Potencial de interaccion y especificacion de Gibbs

Un campo de Gibbs es asociado a una familia 7® de leyes condicionales definidas por potenciales de interaccién ®.
Definition 3.1 Potencial de interaccion, energia, admisibilidad, especificacion de Gibbs

. Un potencial de interaccion es un familia ® = {® 4, A € S} de aplicaciones medibles ® 5 : Q4 — R1.q.,VA € S,
la suma siguiente existe,

Ur(x)= > ®ala). 3.2)

AES: ANA#D

UR es la energia de ® sobre A, ® 4 el potencial sobre A.
. ® es admisible siVA € Sy y® € QN Z2(2M) = fQA exp UL (xp, ™) dzp < +oo0.

. Si ® es admisible, la especificacién de Gibbs ©® es la familia de leyes condicionales :

72 (zpla™) = {Z2 (@)Y Lexp U (z), A € S. (3.3)

La familia 7® es coherente, es decir : si A C A*, w5 es la restriccién a A de 75-. La sumabilidad (3.2) se verifica si
S es un espacio métrico y si ® es de alcance acotado : 3R < cot.q. 4 = 05si §(A) = sup; ;4 d(i,j) > R.
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Especificacion 7% y medidas de Gibbs G(®) Una medida de Gibbs 1n € G(®) es un ley p sobre (Q, F) t.q. sus
leyes condicionales coinciden con 7®. Si S es finito, m(z) = ws(z) y G(®) = {n}. Si S es infinito, una pregunta
es si existe tal medida y, si existe, si hay unicidad. Eso no es asegurado sin condiciones particulares. Contestar a
eso es uno de los objetivos de la mecdnica estadistica (cf. Georgii, [31]). Si I/ es un espacio polaco (por ejemplo
un cerrado de R4, o un conjunto finito) y si A es finita, Dobrushin ([25]; [31]) demostr6 que G(®) # 0. Pero esta
ley no es necesariamente unica : si §G(®) > 1, se dice que hay transicion de fase, dos leyes distintas generando las
mismas leyes condicionales. Eso quiere decir que si .S es infinito, una especificacion de Gibbs no especifica siempre
un modelo conjunto sobre S. Esta es una de las dificultades de la estadistica asintdtica para los campos de Gibbs.
Dobrushin ha dado una condicién suficiente asegurando que no hay transicion de fase.

Identificabilidad de un potencial ®. Sin restricciones, ® — r®

é:

no es identificable : por ejemplo, cualquiera sea
un real ¢, si cambiamos ® 4 en ® 4 = ® 4 + ¢, entonces 7 7%, Una manera de hacer ® identificable es la siguiente
: sea 7 un estado de referencia de E; entonces las condiciones siguientes hacen ¢ identificable :

VA£D, Pa(z)=0sidi€ Atq z; =T (3.4)

Es una consecuencia de la férmula de inversion de Mogbius : VA, ®4(z4) = > c 4 (= 1)U (24, 74), que
asocia univocamente a U los potenciales que verifican (3.4). B

3.1.2 Ejemplos de especificacion de Gibbs

Un modelo de Gibbs se caracteriza por los potenciales & = {® 4, A € C} indizados por la familia C C P(S). Si los
® 4 se escriben ® 4 (z) = 04¢4(x), con ¢4 conocidas, 7 pertenece a la familia exponencial w(x) = Z~1(0) exp 0T (x)
de pardmetro § = (64, A € C) y estadistica exhaustiva T'(x) = (¢a(x), A € C). Conocer la forma explicita de las
leyes condicionales permite :

e (i) utilizar algoritmos MCMC de simulacién (muestreador de Gibbs, algoritmo de Metrépolis);

e (ii) usar estimacion mediante seudo-verosimilitud condicional (SV C) féciles de poner en marcha numerica-
mente y con buenas propiedades asintéticas cuando el MV es de dificil obtencion (Gaetan et Guyon [27],[28]).

Modelos de Ising. Introducidos por los fisicos para modelar configuraciones espaciales de spins x; € {—1,+1}
sobre la red Z2, esos modelos binarios son populares en el andlisis de imagen o en la estadistica espacial. Si S C Z?2,
el modelo de Ising isotrdpico a los 4-vmc tiene como potenciales @y (x) = awy, i € Sy Oy jy(x) = Paz; si
(i, j), es decir ||i — 4|, = |i1 — j1| + |ia — j2| = 1. Si A C Z? es finita, la energfa sobre A es Uy (zp|z?) =
Y enTi+ B ien, jes: (ijy Titj Y Ty se escribe :

ma(zalzt) = Z0 (o, By 2™) exp Un(za; ),

donde el constante de normalizacion vale Z(a, B;2™) = Y encen €XD Ua(za; o). El papel de los pardmetros o

y 3 es el siguiente : o modula la ley marginal, 3 la correlacién espacial. Z(c, 3;2), suma de 2" términos, es
rapidamente incalculable : por ejemplo, si A es un (pequefio) cuadrado 10 x 10, hay 2190 ~ 1.27 x 103° términos en
Z ! Al contrario, la ley condicional en ¢ es expllcita,

exp x;(a + Bu;(x)) N ,
2ch(a T fur(z)) conv;(x) = j%:j) Tj,

71'1(3:1|a:’) =
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funcidn de los 4-vme. De aqui sale la simulacién de 75 por el muestreador de Gibbs o la estimacién de los parametros
(v, B) por SV C.

El modelo de Ising se generaliza en varias direcciones, cubriendo asi un ancho espectro de situaciones : se puede
introducir una anisotropia, aumentar la relacién de vecindad (i, j), introducir potenciales més alld que de pares, au-
mentar el niimero de estados de F (modelo de Potts, Strauss [59]) con estados cualitativos (variedades en ecologia)
o cuantitativos (nivel de gris en andlisis de imagen). También, esos modelos se pueden definir sobre una red S sin
regularidad, sin estacionalidad para el grafo de vecindad G y sin estacionalidad para los potenciales.

Especificacion gaussiana sobre S = {1,2,--- ,n}. Si 7! = (Q existe, una ley gaussiana X = (X;,i € S) ~
N (1, %) es un campo de Gibbs de energia U(z) = 1 (2 — 1)Q(z — 1) y potenciales :

1 .. .
Py () = x4{ Z Qijts} — 5%9012 Yy @iy () = —qijmiwy sii # j.
Jij#i

Las leyes condicionales £ 4(X 4|2“) se deducen de la energfa condicional U4 (-|z4). X es un campo G-markoviano
si, paratodo ¢ # j : ¢;; # 0 <= (4, j) es una arista de G.

3.2 Campo de Markov y campo de Gibbs

El interés de los campos de Gibbs tiene entre sus capacidades el definir sencillamente y de manera flexible especi-
ficaciones condicionales coherentes. Pero también los campos de Gibbs son campos de Markov. Definamos esta
nocion.

Sea S = {1,2,--- ,n} un conjunto de sitios equipado de un grafo de vecindad G simétrico y sin lazo, (i, j) la relacién
de vecindad asociada, 0A ={i € S, i ¢ A:3j € Atq. (i,7)} lafrontera de vecindad de Ay i = 9{i} sii € S.

Definition 3.2 Campo de Markov, cliques de un grafo

. X es un campo de Markov (Markov Random Field (MRF) en inglés) sobre S para G si, VA C Sy z? € Q4, la ley de
X sobre A condicional a x** depende unicamente de v : Ta(xalx?) = ma(xA|ToA).

. Una parte C no vacia de S es una clique del grafo G si o C es un singleton o si los elementos de C' son dos a dos
vecinos para G. El conjunto de las cliques de G es denotado C(G).

Por ejemplo, para el grafo a los 4-vmc sobre Z?, las cliques son los singletons {i} y los pares {i, j} t.q. [|i — j||, = 1.
Para la relacion a los 8-vmc, hay ademds las partes A = {4, j,k} y A = {i,j, k, 1} tq. Vu,u € A, [[u — o] < 1.

A una familia C de partes de S que incluya todos los singletones de .S se associa el grafo G(C) asi definido : ¢ # j son
vecinos de G(C) si 3C' € C t.q. {i,j} C C. La propiedad siguiente identifica un campo de Markov a un campo de
Gibbs.

Theorem 1 Teorema de Hammersley-Clifford (Besag, [14];[27],[28]).

. Sea m un campo G markoviano sobre E t.q. mwa(zalz?) > 0,YA C Sy x € ES. Entonces existe un potencial
O = {P,4, A € C} definido sobre C, las cliques de G, t.q.  es un campo de Gibbs de potencial P.

. Reciprocamente, sea C una familia de partes de S incluyendos los singletones. Entonces, un campo de Gibbs de
potenciales ® = {® 4, A € C} es un campo de Markov para el grafo de vecindades G(C).

Una sub-clase importante de campos de Markov es la de los auto-modelos de Markov de Besag.
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3.3 Auto-modelos markovianos de Besag (AMM)

Estos modelos de Markov son caracterizados por densidades condicionales en una familia exponencial. Empezamos

con el resultado bésico de su definicién.

Sea 7 un campo de Markov sobre S' = {1,2,--- ,n} con potenciales de singletones y de pares, n(x) = Cexp{} ;. g ®i(x:)+
> (ijy Pij(@i, ;) }. Paratodo z € E™, m(x) > 0. Ademds se supone que se verifica la condicion de idenficabilidad

(3.4) con 0 € E el estado de referencia. La propiedad siguiente permite identificar los potenciales de X a partir de las

leyes condicionales de X .

Theorem 2 (Besag [14];[27],[28]) Supongamos que cada 7;(-|x*) pertenece a la familia exponencial :
log m;(xi|2") = Ai(2")Bi(x;) + Ci(z;) + Dy('), (3.5)
donde B;(0) = C;(0) = 0. Entonces :

1. Paratodoi,j € S, i # j, existe a; y B;j = B tales que :
Ai(@') = oi + Y Bi;Bj(w;), ®i(wi) = aiBi(ws) + Ci(w:), ®ij(wi, x5) = By Bi(w:) By (). (3.6)
i

2. A la inversa, leyes condicionales que verifican (3.5) y (3.6) se encolan en una ley conconjunta que es un campo de
Markov de potenciales dados por (3.6).

Una sub-clase importante de campo de Markov es la de los campo de Gibbs con valores en £ C R y potenciales no
mayores que los potenciales de pares, siendo los potenciales de pares cuadraticos.

Definition 3.3 Auto-Modelo de Markov (AMM) : X es un AMM si X es con valores en R y si su ley m se escribe :

m(z)=2"" eXP{Z D, () + Z Bijwiz;} con, Vi, j, Bij = Bji (3.7

€S (455)

Auto-modelo logistico : £ = {0,1} y Vi, mi(-|2*) ~Logit(0;(2")), 0i(xi) = {ai + X,y Bijzs}, ta. @ # 4,
ﬁij = ﬁij :

mi(aifet) = DT iy Ot}
B 1+ exp{a; + Zj:(zyﬁ Bijri}

Esas leyes se encolan en una ley conconjunta de energia U (z) = ), oyjz; + Z<i ) Bijxix;.
Auto-modelo binomial : £ = {0,1,2,..., N}. Consideramos leyes 7;(-|z;) ~ Bin(N,0;(x;)) t.q. 0;(x;) verifica :

Aj(a') =log{0:(z:) /(1 — 0;(x:))} = i + > Bijay.
i)
SiVi # j, Bij = B, esas leyes se encolan en una conjunta de energia U (z) = 3, (cvza; +log (1)) + 20 jy Bijaiz;.
El pardmetro binomial condicional es 0;(x;) = [1 +exp —{ai + > 5. 5 BijT; Nt

Para esos dos ejemplos, E es finito y luego U es siempre admisible. No es el caso en los ejemplos siguientes.
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Auto-modelo de Poisson : £ = N. Supongamos que ;(-|z") ~ P(\;(z%)), i € S con pardmetro log-lineales:

log \i(z%) = A;(2%) = oy + Z Bijx;.
Ji(i,5)
SiVi # j, Bi; = B < 0, laenergiavale U(z) = 3, (ciz; +log(@!)) + 3., jy Bijriw;. Laenergia U es admisible
ssi B;; < 0 para todo ¢ # j. Esto traduce una competencia entre sitios vecinos. Se puede permitir cooperacion de dos

maneras : (i) acotando F por un K < oo (censura derecha); (ii) trabajando con las leyes de Poisson condicionales a
{X < K}[33,4].

Auto-modelo exponencial : £ =]0, +00[. Son modelos con condicionales exponencial :

(il xt) ~ Exp(pi(a)), pi(x') = {oi + Z BijTj}
VROY)
Si, Vi # j, a; > Oet 3;; = (B;; > 0, esa leyes se encolan en una ley conjunta de energia U(z) = — ). oy —
> (i.5) Bijxsx;. La positividad de 3;; > 0 traduce una competencia entre los sitios. Se puede autorizar cooperacion
de forma analoga a los AM M de Poisson.

Auto-modelo gaussiano : E = R. Sea X ~ N, (i, %) sobre S = {1,2,---n} tal que Cov(X) = X es inversible,
Q = Y71, X es un modelo de Gibbs de energia U(x) = —(1/2)(x — u)Q(x — p), con potenciales ®;(z;) =
—3qix? + oz, o = >, Gighty, ¥ Pij(wi,x5) = —gijriz;. La energia U es admisible ssi @ es d.p.. Como
Ui(zilz') = ®i(2:) + 3 s ®ij (i, 5), laley condicional £;(X;|a") es gaussiana de varianza g;; ' y media p;(z") =
—qi_i1 Z#i gi;(xz; — pj). Este modelo es un C AR gaussiano (cf. (2.9)).

Auto-modelo markoviano con covariables (AM M X) : sin restricciones, un modelo no estacionario es de dimensién
demasiado grande para ser util en modelacién estadistica. Un camino para reducir la dimensién es modelar los
pardmetros 0 = {(a;, 8i;), ¢ # j,i,j € S} a partir de covariables exdgenas z = (z;,7 € S) y de pesos dados
{(ai), (w;;)}, w simétrica. Por ejemplo, el modelo G;; = dw;; y oy = Z§:1 V0% donde z; = Tzt Zip) €
RP es observable, es de dimension p + 1. Un ejemplo de AM M X de Poisson es estudiado en Ferrandiz et altri [26]
para la modelacién epidemioldgica espacial de varios tipos de cdnceres en la regién de Valencia, Espaia.

4 Proceso puntual espacial

Los procesos puntuales (PP) se utilizan en varias ramas (Diggle, [22]) tales que ecologia y forestales (Matern, [38]),
epidemioldgia espacial ([37]), ciencias de los materiales ([55]), geofisica, astrofisica ([43]), etc. La teoria proba-
bilistica de los PP necesita definiciones (i.e. medidas de Palm) y justificaciones técnicas que no tratamos aqui y que se
pueden encontrar en los libros de Daley y Veres-Jones [21], Stoyan, Kendall y Mecke [57], van Lieshout [61], Mgller
y Waagepetersen [42].

4.1 Definiciones y notaciones

Sea S un conjunto de RY, B (resp. B(S), resp. By(S)) los borelianos de R? (resp. de S, resp. acotados de S),
v la medida de Lebesgue sobre B;. La realizacién « de un PP X sobre S es dado por una coleccion localmente
finita de puntos de S, x = {1,292, -}, x; € S, es decir una parte  C S t.q. = N B es finita para toda parte
B € By(S). Denotamos por E el espacio de las configuraciones localmente finitas ,z,y ... tales configuraciones
sobre S, x;, y;, &, 1 puntos de esas configuraciones.
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4.1.1 Espacio exponencial de las configuraciones

Si S € By(S), el espacio E de las configuraciones del PP X sobre S es la unién de los espacios E,, de las config-
uraciones con n puntos, n > 0: E = J,,~, En es el espacio exponencial de las configuraciones, equipado de la
o-dlgebra £ que hace medibles las variables contadoras N(A) : E — N para todos los A € B;(S). Laley de X es
la probabilidad P imagen sobre (E, £) de IP. Esta es caracterizada por las leyes finitas de esas variables.

Definition 4.1 Proceso puntual.

. Un proceso puntual sobre S es una aplicacion X de un espacio de probabilidad (), A,P) en E t.q., VA € By(S), el
niimero de puntos N(A) = Nx (A) de X en A es medible.

. La ley de un PP X es definida para todo m > 1y (A1, As, -+, Ap,) de By(S) por las leyes finitas sobre N™ de
(N(A1), N(Az), -+, N(Anm)).

Si § € By(S), Nx(S) es casi-seguramente finito. Aqui, se estudiard unicamente PP sencillos, es decir PP sin
repeticion de puntos x; : en tal caso, una realizacién x coincide con un sub-conjunto de S.

PP estacionario, PP isotropico. Un PP sobre R? es estacionario si, V¢ € R% la ley del PP trasladado X, = {X;+¢}
es la misma que la de X. El PP es isotrdpico si la ley de pX, la p-rotacién de X, es la misma que la ley de X, eso
para toda rotacién p.

PP marcado (PPM). Sea K un espacio métrico, por ejemplo K C R™. Un proceso punctual de marcado (X, M)
sobre S x K esun PP sobre S x K t.q. X seaun PP sobre S : (z,m) = {(x1,m1), (£2,m2),- -} donde m; € K
es la marca en ;. Ejemplos de marcas son : K = {mq,ma, -+ ,mx} (K tipos de puntos), K = R* (la marca es
una medida r > 0), K = [0, 27[xR™ (la marca es un segmento centrado en z, de orientacién § € [0, 27| y longitud
[ > 0). Examinemos algunos ejemplos de PPM.

e Sea B(z,r) C S labola de R? de centro = y de radio 7 > 0. Un ejemplo de PP marcado es el dato de los centros
x; de un PP X y de marcas bolas B(z;, ;) centradas en z; y de radios i.i.d. independientes de X. En términos de
morfologia matematica [55, 57], X = U,,ex B(z;,r;) es un proceso booleano.

ee Un PP marcado de fibras [57] es asociado a marcas curvilineales m;, por ejemplo un segmento centrado en z;, de
longitud I; ~ Exp(I~1) y orientacion 6;, (6;,1;) i.i.d. y independientes de X; tal PPM se utilizan en ciencias de los
suelos para modelar la reparticién espacial de una red de raices en S C R3.

o o o Un PP multivariado X = (X (1), X(2),--- , X(M)) se puede ver como un PPM con M marcas : X (m) es el
sub-conjunto de S de las posiciones de la variedad m. X se identifica con X = UM_, X (m), el PPM superposicién
de los X (m).

4.2 Momentos de un proceso puntual

Si los momentos de orden 1 (esperanza) y 2 (covarianza) son la base del estudio de los procesos con valores reales, las
nociones adoptadas para los PP son las medidas de momento de orden p > 1 (en particular p = 1y p = 2), medidas
sobre (S, B(S))? definida por :

pp(B1 X --- X Bp) = E(N(B1) - N(Bp)).
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Momento de orden 1, intensidad p de un PP. La medida de intensidad A de X es la medida de momento de orden
1:
AB) = (B) = E(N(B)) = E{ ) _ 1(¢ € B)}

feXx

En general, \(d€), la probabilidad de que haya un punto de X en el volumen d¢ alrededor de &, se expresa a partir
de una densidad de intensidad p(§), A\(d§) = p(&)d€. Si X es estacionario, A es invariante por traslacion, es decir
A(B) = Tv(B) donde T, la intensidad constante de X, es el nimero medio de puntos de X en un volumen unidad.

Momento factorial y intensidad p, de orden 2. La covarianza de variables contadoras se obtiene a partir de la

medida del momento de orden 2, us(By X By) = E(N(B;)N(Bz)). Sin embargo, anotando Zznex la suma
extendida a los sitios £ # 7 distintos de X, la descomposicion,

p2(By x By) = E{>  1(¢£ € By N By)} + E{ Z € (B1,B2))},

£eX EneXx

ensefia que jio tiene una componente medida sobre B(.S) y otra medida sobre B(S) x B(S). Esta singularidad desa-
parece considerando la medida de momento factorial oo de orden 2 definida por :

()[2(31 X B2 E{ Z Bl,Bg))} MQ(Bl X BQ) A(Bl N Bg)
EmeX

ao coincide con po sobre el producto de eventos disjuntos.
Sihy:RY— [0,00) y he : R x RY — [0, 00) son medibles, se tiene ([42]) :

LY 1O} = [ m(© Wy ELS haleon) - [, [ memaas.an) .

geX R? EneEX

Si By y Bs son acotados, Cov(N(B1), N(Bz)) = as(B; X Bs) 4+ p1(B1 N By) — p1(B1)p1(Bs). Si & # 1,
as(d€ x dn) es la probabilidad que X presenta un punto en d¢ y un punto en dn. Si as es absolumente continua con
respeto de la medida de Lebesgue sobre (.S, B(S))?2, su densidad p2(&,n) es la densidad de intensidad de orden 2 de
X. Si X es estacionario (resp. isotrépico), p2(&,m) = p2(§ — 1) (resp. p2(&, 1) = p2(/1€ — 1l|)-

Correlacion de pares reponderada. Una pregunta central en el estudio de los PP es de saber si los puntos de la
realizacién x de un PP tienen una tendencia a atraerse (conglomerados o clusters), o al contrario a repelerse (regular-
idad), o a no influirse (independencia). Esta dltima hip6tesis, denominada CSR para Complete Spatial Randomness,
traduce que los puntos de x se reparten en S independientemente unos de los otros, pero no necesariamente de manera
uniforme sobre S. Esto define la clase de los PP de Poisson (PPP) con densidad p(-); los PPP estacionarios son PPP
de densidad p constante.

Sin suponer la densidad estacionaria, Baddeley, Mgller y Waagepetersen [7] definen la correlacion de pares reponder-
ada g(&,n) que es un indicador al orden 2 de la dependencia espacial :

p2(€7 77)

sip(§) >0yp(n) >0:g(&n) = O o)

4.2)
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Como g(&,n) =1+ W, la interpretacién de g es la siguiente : (i) g(£,n) = 1 : independencia entre los

puntos (hip6tesis CSR); (ii) g(&€,n) > 1 : atraccién entre los puntos (la covarianza es > 0); (iii) g(£,7) < 1: repulsién
entre los puntos (la covarianza es < 0).

Se dice que X es estacionario de orden dos para la correlacion reponderada si g(&,m) = g(€§ — n). Un PP puede ser
estacionario al orden 2 para esta nocién sin estacionalidad al orden 1 (cf. §4.5.1). Esta nocidn permite construir una
prueba de independencia espacial sin suponer la estacionalidad de la densidad espacial.

4.3 Ejemplos de proceso puntual

Modelo condicional de n(x) =n > 0. Si S es acotada, la ley de X puede definirse a partir de,

1. las probabilidades p,, que una configuracién x tiene n puntos, n > 0;

2. la densidad condicional g,, sobre E,,, las configuraciones con n puntos, n > 1.

La densidad g,, sobre E,, es en biyeccion con una densidad f,, sobre S™ invariante para las permutaciones de las coor-
denadas : f,(x1,22, + ,xy) = %gn({xl,xg, oy xn ). SiBE = {(x1,22, -+ yxpy) € S tq. {x1, 22, ,Tn} €
By} es asociado a B,, € &,, la probabilidad de B = |J,,~, Bn es :

P(XeB)= an/B fo(x1, @, -+ Jxp)derdas - - - day,.
n>0 n

Especificar los p,, es poco realista en la practica. Esos p,, serdn implicitos si X estd definido por una densidad
incondicional (cf. §4.6)

Puntos independientes : proceso Binomial de » puntos. Sea S acotada de volumen 0 < v(S) < co. Un PP bino-
mial sobre S con n puntos coincide con la realizacién de n puntos i.i.d. uniformes sobre S : si {41, As, -+, A} es
una particién boreliana de S, (N (A1), N(As), -+ , N(Ag)) es laley multinomial M(n; g1, qo, - - - , gx) de pardmetros
qi = v(A;)/v(S), ¢ = 1, k. Eso se extiende a reparticiones i.i.d. no necesariamente co densidad uniforme p(-) : eso
define la reparticion de un PP de Poisson de intensidad p con n puntos en .S (cf. §4.4).

Mas regularidad espacial : un modelo con niicleo duro. Una manera de “regularizar” = es prohibir puntos de-
masiado cercanos. Eso es adoptado cada vez que un individuo ¢ en z; necesita un espacio propio alrededor de éI :
esferas no penetrables en fisica, arboles en una selva, animales sobre un territorio de caza, centros de células de un
tejido celular, panaderias en una ciudad. Esos modelos son casos particulares del modelo de Strauss que es un modelo
de Gibbs definido por su densidad incondicional (cf. §4.6.2).

Reparticion con clusters : el PP de Neyman-Scott. Examinamos la modelacién siguiente de una dindmica de
poblacién :

1. las posiciones X de los padres forman un PP de Poisson;

2. ala generacion siguiente, cada padre ¢ en z; genera hijos Y, en nimero K, y posiciones Y, alrededor de z;,
con (K,,Y,,) ii.d. independientes de X.
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El PP de Neyman-Scott [43] es la superposicion D = U, e, Y, de los hijos de la primera generacién. D presenta
clusters cerca de los padres. Las generalizaciones son multiples: otra reparticién espacial de los padres, dependencias
entre los hijos (competencia), leyes de descendencia no idénticas (variabilidad de fertilidad), etc. Esos modelos son
de la clase de los PP de Cox (cf. §4.5).

Presentamos ahora las tres grandes clases de PP :

1. Los PP de Poisson (PPP) que modelan reparticiones espaciales “al azar” y son caracterizados por su intensidad
p(-):

2. Los PP de Cox que son PPP condicionales a un contexto aleatorio. modelan reparticiones espaciales menos
regulares y pueden presentar clusters como el PP de Neyman-Scott.

3. Los PP de Gibbs son definidos a partir de la densidad de una especificacion condicional. Sirven para modelar
reparticiones espaciales mds regulares que las de un PP de Poisson, como la de un modelo con nicleo duro.
4.4 Proceso puntual de Poisson

Sea A una medida positiva sobre (.S, B(.S)) de densidad p, A finita sobre B,(S). Un PP de Poisson (PPP) de medida
de intensidad \(-) > 0y densidad p(-) se caracteriza por :

1. VA € By(S) t.q. A(A) < 0o, N(A) sigue una ley de Poisson de pardmetro A(A);

2. Condicionalmente a N (S) = n, los puntos de z N A son i.i.d. con densidad proporcional a p(¢), £ € A :

PN (A) =) = O OOy s ) o pla)olan) - pla).

Si A;, i = 1,p son p borelianos disjuntos de B;(S5), las v.a. N(A;) son independientes. El PPP es homogéneo
de intensidad p si A(-) = pv(+) : ala independencia espacial se agrega la uniformidad de la reparticién espacial.

p(+) se puede modelar de manera log-linear log p(§) = *z(€)3, 3 € RP con covariables conocidas z(£), € € S.

Simulacién de un PPP :  Se utiliza el algoritmo de rechazo, o borrado de puntos : si p(z) < ¢ < oo sobre S,

l. simular X, ={x;}, un PPP homogéneo sobre S de intensidad ¢;

p(zi) )

2. borrar independientemente los z; con la probabilidad (1— %%

4.5 Proceso puntual de Cox

Sea A = (A(£))ees un proceso > 0 sobre S t.q., casi-seguramente y VB € By(S), [ A(£)dé < co. Un PP de Cox
X dirigido por A = (A(§))ees es un PPP de densidad aleatoria A; A modela un contexto aleatorio. Si la densidad de
A es estacionaria, X es estacionario.
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4.5.1 Proceso de Cox log-gaussiano

Introducido por Mgller, Syversveen et Waagepetersen [41], esos modelos admiten una intensidad A log-lineal con
efecto aleatorio :

log A(§) = "2(§)B + V(&). 4.3)

Aqui, ¥ = (U(&))ees es un proceso gaussiano centrado de covarianza c(§,n) = Cov(¥(£), ¥(n)) t.q. ¢ asegura la
integrabilidad local de A. Las medidas de momentos de esos procesos se manipulan bien : en particular, log p(§) =
t2(€)3 + ¢(&,€)/2 y la correlacion de pares reponderada g(€,7) = exp(c(€,7)). La correspondencia ¢ «+— g es
biyectiva. Si W es estacionario (resp. isotrépico), X es estacionario (resp. isotrdpico) al orden 2 para la correlacién
reponderada g.

4.5.2 PP doblemente de Poisson

También llamado shot noise process, son PP de Cox X de intensidad,

A = D k(e Q). “4)

(e;v)€Pp

En esta escritura, ¢ es la realizacién de un PPP sobre S x R, k(c, -) una densidad sobre S centrada en c. Asi, X esla
superposicién de PPP independientes de intensidades k(c, -) para una reparticién de Poisson de los (¢, ). Esos PP
se pueden utilizar para modelar una dindmica de poblacién.

Para el PP de Neyman-Scott ([43] y §4.3), los centros ¢ forman un PPP estacionario de intensidad 7 y -y es el niimero
medio de hijos nacidos de cada padre; este PP es estacionario de intensidad 7. El PP de Thomds [60] es asociado a
una ley de dispersién gaussiana k(c, -) ~ Ny(c, 02I); el PP de Thomds es isotrépico de correlacion reponderada [42],

2

g(€.m) = g(lIE — nll) con g(r) = 1 + Mlaxp{zxa}

Se puede también considerar un modelo inhomogéneo donde A depende de covariables z(€) [63],

A =exp(‘z(£)B) DY vk(c,9).

(e,7)€Ep

De misma correlacion reponderada g que (4.4), este PP permite estudiar propiedades de dependencia al orden 2 en
presencia de una inhomogeneidad al orden 1.

4.6 Densidad de un proceso puntual

Para S € B, (R%), vamos a definir la densidad de probabilidad f de un PP X sobre .S con respecto a una medida de
referencia sobre (F, E), la de un PPP(1). Como es el caso muchas veces, la densidad de un PP serd conocida salvo
un factor multiplicativo cercano, f(x) = cg(x), g conocida. Eso no tiene consecuencia para la simulacion MCMC de
un PP via el algoritmo de Metr6polis para el cual basta conocer g (cf. Moller et Waagepetersen [42];[27], Ch. 4;[28]).
Pero para la estimacién paramétrica de 6 del modelo fy(x) = ¢(0)gs(x) por MV necesitard conocer ¢(f), constante
analiticamente incalculable que tendrd que ser numéricamente aproximada mediante un método MCMC([42]; [27],
Ch. 5;[28]). Otro método de estimacién que evita esta dificultad es el método de Maxima Seudo-Verosimilitud
Condicional (MSVC) para el cual basta conocer gg ().
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4.6.1 Definicion

Sea Y, un PPP(p). El desarollo de Poisson siguiente, para un evento F' € E :

0 ,~A(S)
P(Y,eF)= Z " / 1{x € F}p(z1)p(z2) - - p(xy)dz1dxs - - - dip,
— nl n

yx = {1, 22, - , 2, } permite definir la densidad de un PP con respecto a la medida sobre F de Y; ~ PPP(1).

Definition 4.2 X es de densidad f con respecto a Y1 si para cada F € & :

X o—v(S)
P(X € F)= B[L{Y; € F(n)] =Y. / Ux € F}f(x)derdas - dan.
n:O . n
La probabilidad de F),, las configuraciones con n puntos, es p,, = f;ﬁ f gn f(x)dx1dzs - - - dx,,. Ademds, condi-
cionalamente a n(x) = n, los puntos de x son de densidad f,(z1,x2, - ,2,) o f({z1,22, - ,Zn}) : fn €s

conocida salvo un factor multiplicativo cercano, los p,, son dados implicitamente pero numéricamente incalcula-
bles. Una de las pocas situaciones donde esas cantidades se explicitan es la de un PPP(p) para el cual f(x) =

"SI AETTL p(a).
Intensidad condicional de Papangelou. Una densidad f es hereditaria si se tiene :

Vx € Etq. f(x) >0ysiy C x, entonces f(y) > 0. 4.5)

Las densidades usuales son hereditarias. Si f es hereditaria, la intensidad de Papangelou de £ ¢ x condicionaa a x es

o f(xU{€)
~ f(xu &
/\(f,x) - f(X)

Si f(z) = cg(x), A(&, x) no depende de c. Papangelou (4.6) establece que la correspondencia entre f y \ es biyectiva
: asi, un PP puede modelarse a partir de su intensidad condicional. Esta intensidad esta en la base de las simulaciones
MCMC de un PP definido por su densidad o de la estimacién paramétrica por MSVC.

La interpretacién de A(&, ) es la probabilidad de presencia de un punto de X en ¢ si la realizacién fuera de € es . Se
tiene : E(A (&, X)) = p(&) sila densidad de X es p. Paraun PPP(p), A(§, ) = p no depende de z. Para los PP de
Markov (cf. 4.9.1), A(§, z) = A(&, z N ) depende tinicamente de la configuracién de x al vecindad 9¢ de €.

si f(x) >0, A(€,x) = 0 sinon. (4.6)

4.6.2 Proceso puntual de Gibbs
Supongamos que X es de densidad f(z) = exp{—U(x)}/Z con una energia U (x) admisible, es decir :

> ,—v(S)
Vn>0:q,= / exp—{U(x)} dxidze - - dx, < 00y Z —n < 00.
n 7L:0 n.
Una condicidn suficiente de admisibilidad es que 3ng < oo t.q. Va, n(x) < ng y que U sea admissible condicional-
mente para todo n < ng (i.e. X es un modelo de nicleo duro). Otra condicién suficiente de admisibilidad es que U

esté acotada. SiU(z) = >_, , ¢(y), se dice que X es un PP de Gibbs de potencial ¢.
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PP de Strauss, PP con niicleo duro. El ejemplo de base es la energia con potenciales de singletones 'y de pares :
Uw) =Y olx) + )Y dlllai — ).
i=1 i=1 j>i
Sir > 0 es un radio dado, el PP de Strauss [58] tiene como potenciales :
p(ri) = a y Yo, 0,y (@) = b1([[2i — 2] < 7).

Su densidad es fg(x) = c(0) exp(0T(z)) cond = (a,b) € R%, Ty (x) = n(z)y To(z) = s(x) = Doy llws — 2]l <
r) : Ty cuenta el nimero de pares “r-vecinos” de x. Si 3 = e® y vy = €,

Ffolx) = c(B,~) 8" @) 7@

El PPP homogéneo corresponde a v = 1; el PP con niicleo duro a v = 0, con densidad f5,.(z) = ¢3"®1{Vi #
Jillzi — x;|| > v}y como S estd acotado, n(x) es acotado y la energia de PP con niicleo duro es admisible.

Algunas distribuciones asociadas al PP de Strauss.
e condicionalmente an(x) = n, fg ., (x) oc y*@;
e siy < 1, X es més regular que el PP binomial, todavia mas si y estd cerca de 0;
e v =1 dael PP Binomial a n puntos;
e siy > 1, X es menos regular que un PP binomial : clusters aparecen.
e Incondicionalmente, fy es admisible ssiy < 1 [51].
Algunas generalizaciones del PP de Strauss : se puede,

1. prohibir pares con distancia menor que ro, 0 < 1o <r: s(z) = > ,_; 1(ro < [lz; — x| < r) (PP de Strauss
con nucleo duro);

2. “saturar” los n,, (z) = dez:{;ﬁfci 1)jz,—¢|<r aun 6 < oo dada (PP de saturacion de Geyer);

3. modelar el potencial de pares con una funcién con k escalones :
¢(x7axj) ="k si d(CCZ,CCj) S (rk—la Tk’]v ¢($1,$3) =0 Sin07 k= 17pa

pararg = 0 < 1 < 7y < ... < 1, = r dados. Si si(z) es el nimero de pares con distancia en (ry_1,7%] ,

k=1,...,p:
P

Fo(; B, s ) = ()™ T 42 s

k=1

fo est admisible ssi y; < 1.

4. con potenciales de tripletas (0 més) de puntos dos a dos con distancia < r : si ¢(x) cuenta esas tripletas,
fo(x) = C(G)ﬁ”(r)’ys(m)y(m) es admisible ssiyy d < 1.
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PP con interaccion de area o con interaccion de conexidad. Son otras alternativas que permiten modelaciones,
sin restricciones paramétricas, de reparticiones mas o menos regulares que la de un PPP ([61]; [?]). Tienen como
densidad,

fo(z) = CBn(ﬂﬁ)vh(ﬂv)

donde h es para definir. Parar > 0, sea B(z) = U, ¢, B(4,7/2) N S la unién (limitada a .5) de las bolas de centros
x; € x y radios r, a(z) la superficie de B(z) y ¢(x) el nimero de sus componantes conexas. El PP con interaccion
de drea corresponde a h(x) = a(x), el PP a interaccion de conexidad a h(x) = c¢(x). S siendo acotado y r > 0, las
funciones a y ¢ son acotadas y las densidades son admisibles sin restricciones sobre los pardmetros (3, ). Para cada
modelo, la reparticién espacial va a ser mds (resp. menos) regular si y < 1 (resp. v > 1)y v = 1 dael PPP(/3). Una
dificultad en la utizaci6én de esos modelos es el cdlculo numérico de a(z) y de ¢(z).

4.7 Distancias a los vecinos mas cercanos (vimc)

Esas estadisticas son ttiles para construir pruebas de hipétesis “CSR” de la independencia espacial de un PP. Los
resultados sobre sus leyes utilizan la nocién de medidas de Palm del PP, P; para § € S. Heuristicamente, P est la ley
del PP condicional a la presencia de un punto £ € x (cf. [21]; [61]; [42]). Se definen dos distancias a los vmc de X.

Distancia de £ € X a su vinc en X : es la distancia d(&, X \{£}) de un punto £ € X a su vecino mds cercano en X .
Esta distancia tiene como funcion de reparticion G (r) = Pe(d(§, X\{¢}) <), r > 0. Si X es estacionario, G¢ = G
es independiente de £. Si X es un PPP homogéneo sobre R?, G(r) = P(N(B(&,r)) = 0) = 1 — exp{—A7nr?}, con
esperanza (2v/A) !y varianza A\~! (7~ — 0.25).

Distancia de un punto corriente v € S a su vinc en X : es la distancia d(u, X) a un punto corriente v € S al
vecino mds cercano de X. Tiene como funcién de reparticion F,(r) = P(d(u, X) <), r > 0. Si X es estacionario,
F, = F. Si X es un PPP homogéneo, G(r) = F(r). Por lo tanto, un indicador del cardcter PPP homogéneo de X
es la estadistica :

1-G(r)
J(r)=———+.
)= T7Fm
Si X es un PP estacionario, J > 1, J = 1y J < 1 indican respectivamente que X presenta mds, tanto y menos
regularidad que un PPP homogéneo.
4.8 Momento reducido de orden 2
4.8.1 El momento K de Ripley [48]

Sea X un PP isotrépico sobre R con intensidad p. Un otro indicador de orden 2 de la reparticién espacial de X es la
funcién K de Ripley o momento reducido de orden 2 :

K(h) = %EdN(B(g,h)\{f})L h>o0, 47

donde F es la esperanza para la ley de Palm P:. Hay dos interpretaciones de K :

1. pK(h) es proporcional al niimero medio de puntos de X en la bola B(£, h) si £ € X pero sin considerar a &;

2. p>K(h)/2 es el nimero medio de pares de puntos distintos con distancia < h, uno de esos puntos perteneciendo
a un sub-conjunto fijado A de superficie unidad.
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Si pa2(€,m) = p2(||€ —nl|) es la densidad de orden dos de X y by el volumen de la esfera unidad de R?, K(h) =
dxipbd foh €971 py(€)d€. En particular, para d = 2,

h 2
2 _ _ P dK
PE(h) = 2n / ups(wydu y pa(h) = LS (). “8)

Si X es un PPP homogéneo sobre R?, K (h) = by x h%. Si X es un PP de Neyman-Scott con padres siguendo un
PPP(p) homogéneo, cada padre x; generando N hijos de leyes de dispersion centrado en x; e isotrépica alrededor

de x; y de la densidad k(&) = g(||£]|), entonces, con G(h) = foh g(u)du, se tiene [19],

. E(N(N - 1)G()
k) =bah" + == B

1/d
Otro indicador del cardcter de Poisson de un PP es dado por la funcién L(h) = {%} : si X es un PPP

homogéneo, h +— L(h) = h es una recta; L céncava indica una reparticién con clusters; L convexa indica una
reparticién mas regular que la de un PPP.

4.8.2 Momento K gy

Si X es un PP estacionario de orden dos para la correlacién reponderada g (4.2), Baddeley-Moller-Waagepetersen [7]
han extendido la funcién K de Ripley al momento :

#

K () = [ 1016l < mg(epae = o | S HELMEM, @9)
EmeXnB

Una vez estimada, K sy permite construir estadisticas para la prueba de hipdtesis del caracter “CSR” de Poisson
de un PP sin suponer la estacionalidad al orden 1 de X.

4.9 Proceso puntual de Markov

La nocién de PP de Markov fue introducida por Ripley et Kelly [51]. Baddeley y Mgller [6] la generalizaron a la
propiedad de Markov a los vecinos mds cercanos (vimc).

4.9.1 Propiedad de Markov de Ripley-Kelly

Sea X un PP sobre S de densidad f con respecto a un PPP(\), A una medida con densidad positiva y finita sobre
By (S). Sea & ~ n una relacién de vecindad simétrica sobre S (i.e. £ ~, nsi || —n| < r). SeadA = {n € Set
n¢A:3¢ € Atq. { ~n}lavecindadde A C Sy d{{} =9Esi€ € S.

Definition 4.3 Un proceso X de densidad f hereditaria (cf. (4.5)) es de Markov para la relacion ~ si, Vx con
f(z) > 0, la intensidad condicional de Papangélou \(&,x) = f(xU{&})/f(x) depende unicamente de & y de

oNux: U iED
_ flzu{g _ .
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La propiedad de Markov, local en &, se extiende a todo A C S : si X es de Markov, la ley de X N A condicional a
X N A€ depende unicamente de X N A N A¢. Algunos ejemplos son :

1. Si X ~ PPP(p), AM(u,x) = p(§) : un PPP es de Markov para cualquier relacion de vecindad sobre S.

2. Para el PP de Strauss (4.6.2), A(§,z) = Bexp{logy x Y. 1{||lz; — £|| < r} : el PP de Strauss es de Markov
para la relacion ~,.; sus generalizaciones (cf. §4.6.2) son también ~,. markovianas.

3. EI PP con ntcleo duro tiene por intensidad condicional A\(§, z) = §1{9§ Nx = 0} : es ~,-markoviano.

Al contrario, el PP con interaccién de conexidad no es ~,markoviano : la razén intuitiva de eso es la siguiente : dos
puntos de S pueden ser conexos aunque estén arbitrariamente lejos para la distancia euclidiana. Eso es una de la
justificacion de la extension a la nocién de PP de Markov a los vmce (cf. §4.9.2).

Como para los campos de Markov sobre una red discreta, un teorema de Hammersley-Clifford caracteriza la densidad
de un PP de Markov a partir de potenciales definidos sobre las cliques del grafo de vecindad : una clique de la
configuracién ¢ = {x1,x2,--- ,&,} para ~ es una sub-configuracién y C x t.q. paratoda {z;,z;} C y, &; ~ x;
(mds la convencidn que los singletones son cliques). Sea C la familia de las cliques de (S, ~).

Proposition 10 /51, 61] Un PP de densidad f es de Markov para la relacién ~ ssi existe una funcion ® : E — (RT)*
medible t.q. :

f@)= JI @@ =exp > o).

yCz,yeC yCx,yeC

¢ = log ® es el potencial de interaccién de Gibbs del PP; su intensidad condicional de Papangelou es A(u,z) =
[I,ce. yec ®(y U {u}). Un ejemplo de densidad de PP de Markov con interacciones de pares es :

fa)y=a ] @) I Awiay).

T, €T Ti~vT, 1<]

El PP de Strauss corresponde a los potenciales 3(x;) = 8y y(zi, ;) = ytIzi—zsll=<r},

Propiedad de Markov para un PP marcado. La definicion de la propiedad de Markov y el resultado de Hammersley-
Clifford no cambian si Y = (X, M) es un PP marcado sobre S x K para ~, una relacién de vecindad sobre
S x K. Si (X, M) es con marcas independientes y si X es de Markov para la relacién ~ sobre S, (X, M) es
un PPM de Markov para la relacién (z,m) ~ (y,0) <= z ~ y. Un ejemplo de modelo isotrépico con inter-
acciones de pares y numero finito de marcas M = {1,2,--- , K} es dado por la densidad en y = {(z;,m;)},
f) = all; Bm; [ic; Ymim; (|2 — 25]]) = si, para vy > 0, k,1 € K, k # [, K reales dados, y(d) = 1 para
d > 111, Y es un PPM de Markov para la relacién de vecindad (£, m) ~ (&',m') <= || — &'|| < o

Ejemplo : interaccion de recubrimiento en forestales. Supongamos que la zona de influencia de un arbol centrado
en x; sea el disco B(x;;m;), con los m; < m < oo. Una interaccién de competencia entre dos drboles i y j puede
modelarse por ®o((z;;m;), (x;;m;)) = b x v(B(x;;m;) N B(xj;m;)). En cuanto a los potenciales de singletones,
podemos tomar, para K umbrales dados0 =79 <7 <ry < -+ - <rg_1 <rg =m<00:

D;(xi;m;) = a(my) =agsitg—1 <m; <rg, k=1K.
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La energia asociada es admisible si b < 0 (competencia entre los drboles) y el PP marcado asociado es de Markov
sobre R?xR™ para la relacién (z,m) ~ (z/,m’) <= ||z — 2’| < 2m. Su intensidad condicional es,

M(u,h); (z,m)) = expfa(h) +b Y v(B(ush) N B(zj;m;)}

Jillj—ul|<2m

[42, 5] presentan otros ejemplos.

4.9.2 Propiedad de Markov a los vinc

Una propiedad de Markov mds general que la de Ripley-Kelly es la propiedad de Markov a los vecinos mds cercanos
(vme), nocién desarrollada por Baddeley y Mgller [6]. La presentamos brevamente con un ejemplo, el del PP con
interaccién de conexidad. Este PP no es de Markov al sentido de Ripley-Kelly pero lo es para una otra relacién de
vecindad, la relacién ~,, a los x-vmc, ella es la misma funcidn de la configuracién x.

Sea z una configuracién sobre S, 7 > 0 dadoy B(z) =, ¢, B(,7/2) NS : dos puntos { y ) de x son conectados
por x si £ y 1 son en la misma componente conexa de B(x); se denota £ ~, 7 : ~, es una relacién sobre los puntos
de x dependiente de x.

Sea ¢(x) el nimero de componentes conexas de B(x). Si S es acotado, la densidad del PP con interaccion de conexidad
vale f(z) = ca™®p®) oy 3 > 0y la intensidad condicional de Papangelou es \(¢, ) = @@ iEh—c@) gj
7 € x no est” conectado a £ en B(x U {£}), n no contribuye a la diferencia c¢(x U {£}) — c¢(z) y A(§, ) no depende de
1 : X es de Markov para la relacién ~, a los vmc para las componentes conexas.

[lustramos esta propiedad de Markov a los vimc con otro ejemplo, la de la relacién con los vinc para la triangulacion
de Delaunay. Sea x una configuracién localmente finita de puntos de S C R2. A cada z; € =z se asocia su zona
de influencia P;(x) definida por : £ € Pi(x) <= V5 # 4, || — x| < |§—z;|l. Siz = {z1,22,--- , 20},
la descomposicién S = U ;P;(x) se llama la mosaica de Voronoi de z. Salvo eventualmente zonas P;(z) en la
fronterae de .S, P;(x) es un poligono convexo. A esta mosaica se associa la triangulacion de Delaunay t(z) de x, dos
puntos z; et z; distintos de x siendo vecinos si P;(x) y P;(x) tienen una lado comin. Eso define una relacion ~; ),
la relacién a los vmc para la triangulacién de Delaunay ¢(x) de 2. Si ¢ y 1 son potenciales acotados de singletones y
de pares, la densidad de Gibbs siguiente es de Markov a los vimce para la ralacion ~y (),

fl@)=cexp{ Y dlw)+ D dlwsa;)}

i=1,n mi"“t(m)zj
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