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ABSTRACT

A computational strategy is presented for the least squares curve fit of nonlinear models which allows obtaining a good initial
approximation that guarantees convergence of the iterative process required by its solution. This strategy is illustrated with
biological models.
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RESUMEN

Se presenta una estrategia de computo para el ajuste de modelos no lineales, lo cual permite obtener una buena aproximacion
inicial que garantice la convergencia del proceso iterativo necesario para su resolucion. Dicha estrategia se ilustra con modelos
biolégicos.

1. INTRODUCCION

En este trabajo se describe la elaboracion y validacion de una herramienta de computo, empleando el
asistente matematico Matlab, que permite el calculo con precisién de modelos de regresion no lineales
que aparecen en aplicaciones de la Biologia. EI procedimiento se realiza mediante una estrategia que
consiste en una linealizacion previa de los modelos con vista a la determinacion de una aproximacion
inicial que garantice la convergencia del proceso iterativo necesario para la aproximacion minimo
cuadratica.

2. REGRESION NO LINEAL

Dada una tabla de valores experimentales X / Y que representa una funcion y = f (X; &, ) , donde
a , [ son parametros a determinar, el conocido método de los minimos cuadrados para la regresion

estadistica consiste en buscar f dentro de una clase prefijada F de funciones, tal que se minimice el
error cuadratico E(a, ) :

E(a,8) =, Iy - f(x,a, AT
es decir,
S0y - fa AF =min 2,y - f (e B)F

con lo cual se obtenga la mejor funcion de aproximacion que describe la tendencia del fenémeno
representado por la tabla.
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Matematicamente, se trata de un problema de bisqueda de un extremo, que serd minimo absoluto de la
funcion de dos variables E(«, ), lo que se logra mediante la resolucion del sistema formado por la
anulacion de las derivadas parciales

E _o E_p
oa op

denominado ecuaciones normales. Este se reduce al sistema de ecuaciones

n of
Zizl[Yi - f(x, a’ﬂ)]a =0
o 1)
S - 1 a2 =0.

Cuando la funcién f depende de & y [ linealmente, la resolucién de (1) no ofrece dificultades para la

determinacion del punto de minimo representado por el vector (&, ) que define a f . Sin embargo, no
sucede asi cuando la dependencia es no lineal. En este caso la resolucién de (1) debe hacerse por

aproximaciones sucesivas convergentes a la solucion (¢, £2) . Pero todo proceso de aproximaciones

sucesivas requiere el conocimiento de una aproximacion inicial (ao ) ﬂo) , Y ésta debe ser

suficientemente buena para garantizar la convergencia. EI método mas usado para llevar a cabo este
proceso iterativo es el de Newton, resultante del truncamiento del desarrollo en serie de Taylor de la
funcion f. Su aplicacion no estéa exenta de dificultades de calculo, y existen diversas variantes
encaminadas a superarlas, pero la clave del éxito esta en poder disponer de una buena aproximacion
inicial. Siendo f no lineal, si mediante alguna transformacion matematica se logra su linealizacion,
entonces el sistema (1) serd también lineal y su resolucién es inmediata. Esta solucion del sistema (1)
linealizado permite obtener la aproximacion inicial requerida a partir de la transformacion inversa de la
realizada anteriormente, y luego el punto de minimo por iteracion de Newton. Por el contrario, si no es
posible linealizar f, la aproximacidn inicial habra que definirla teniendo en cuenta el conocimiento del
fendmeno en cuestion, o investigando el comportamiento de la funcion error E (e, ) en una region

adecuada del espacio paramétrico.
3 APLICACION EN LOS MODELOS BIOLOGICOS

Existe una diversidad de sistemas de cdmputo profesionales que pueden usarse para la resolucion de los
modelos matematicos no lineales provenientes del campo de la Biologia. Pero todos ellos presuponen

conocida esa aproximacion inicial (0{0 , ,BO) adecuada para garantizar la aplicacion exitosa de la
iteracién de Newton, lo cual no siempre es la realidad.

En este trabajo exponemos la estrategia que permite la obtencion de una buena aproximacion inicial
mediante la resolucion previa de modelos linealizados, y su aplicacion posterior segura a la resolucién del
verdadero modelo no lineal, lo cual ilustramos con cuatro modelos bioldgicos. Estos son:

ax
1) Hipérbola de la forma: VY = —b (modelo de Michaelis-Menten, que refleja la dependencia de la
X+

velocidad inicial de reacciones catalizadas por enzimas que no presentan cooperatividad, en funcién de la
concentracidn inicial de sustrato presente en el medio biolégico donde ocurre la misma).

y = Vo, velocidad inicial de reaccién

x = [So], concentracion de sustrato

a=Vmx Y b= Ky, constantes que caracterizan cinética y termodindmicamente el sistema
enzima-sustrato estudiado, y que dependen de las condiciones experimentales usadas.
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2) Ecuacion de Morrison, empleada en la Enzimologia para el estudio de inhibidores de unién fuerte.
La misma describe la dependencia de la fraccién de inhibicién con respecto a la potencia del inhibidor y
diversas condiciones experimentales:

—([Eo 1+ 11,1+ Ki) + {([E,1+[1,1+ Ki)? — 4[E, ][1,]
2[E,] ’
O<y<l, 2

para dos problemas relacionados, el Problema 1, donde los parametros desconocidos son [Eq] y Ki, yel
Problema 2, donde estos son [l ]y Ki. La variable y = Vi/ Vo, representa la razon de las velocidades

de reaccion en presencia de inhibidor (V,) y en ausencia del mismo (V,), y la variable x es [lg],

concentracién de inhibidor en el Problema 1, y [Eo], concentracidn de enzima en el Problema 2. Ki es la
constante de inhibicién.

y=1+

3) Funcion exponencial de la forma: Yy = —a exp(—X/b) +c,, que se usa para describir el curso

temporal de procesos de primer orden, como por ejemplo, la dimerizacién de una molécula, donde
X es la variable independiente, el tiempo
y es la variable dependiente que en este ejemplo seria indicativa del fenémeno de
dimerizacion
a/b es la pendiente de la curva en el origen
b es la constante de tiempo

C, es la asintota horizontal, es decir el valor maximo al que tiende la variable dependiente, en
este ejemplo, la dimerizacién

Xa
4) Sigmoide y= (a—baj , que se aplica para describir cinéticamente fenémenos de unién que
X+

impliquen cooperatividad, por ejemplo la saturacion de la hemoglobina por el oxigeno o de enzimas por
sus sustratos,
donde

y representa la fraccion de saturacion de sitios de unién

x = [S], es la concentracion de oxigeno o de sustrato

a representa idealmente el nimero de sitios para la unién del oxigeno o del sustrato
En la practica este tratamiento se aplica en estudios de unién de enzimas con sus sustratos. La obtencion
de un valor de n>1 es un indicativo de la existencia de cooperatividad positiva en la union del sustrato,
n=1, de la ausencia de cooperatividad, y en el caso de enzimas que presentan cooperatividad negativa
en la union de su sustrato, se obtendra un valor de n<1.

b es la concentracion de oxigeno o de sustrato que da lugar a una fraccién de saturacion de 0.5,
es decir, que satura el 50 % de los sitios de union

4, LINEALIZACION

1) Lalinealizacion de la hipérbola se logra planteando el modelo reciproco, por tanto,

1 x+b 1 1 bl , ,
—= S>> —=—+——>>Y =C +C,X
y ax y a ax
1 y y
VA Yi
La matriz de datos tiene la forma M = | : : y el vector término independiente, t =| :

> %

Después de resolver el modelo lineal sobredeterminado anterior Mc=t, con ¢ = (cy, C, ) se hace la

conversion a los parametros originales, obteniéndose a:% y b= % La aproximacion
1 1
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inicial para la resolucion del modelo no lineal estara dada entonces por el vector
C
= — 2
d=(d,d)=(¥ %),

2) Para la linealizacion de la ecuacion de Morrison en el Problema 1, basta despejar [1,] en la
expresion (2):

[|0]=[E0]<1—y)++<i[1‘7y],

y resolverlo usando regresion bilineal con la base dada por las funciones g,(y) =1-y vy

1_ yl 1_ yl
i-y) - [
h(y) = A . La matriz de datos tiene la forma M = : : , y el vector
1- yn 1- yn
Ya
Xl
término independiente, t = | : |. Resolviendo el sistema lineal sobredeterminado Mc=t se obtiene
X

n

la solucién ¢ = (¢4, ¢,), que e tomara directamente como aproximacion inicial d © = (c,, c,), para
la resolucion del modelo no lineal con la ecuacion de Morrison.

Para la linealizacion en el Problema 2, se despeja [E¢] en la expresion (2):

[Eolz[lo](ﬁ} Ki(_VlJ,

y se resuelve usando también regresion bilineal, pero con la base dada por las funciones

g,(y) = 1-y) Y h, (y) =‘%. La solucion ¢ =(cy, c,) del sistema Mc=t, con matriz

de datos
%‘ Y1 _}:61
Ay, T,

Xy

M=

término independiente

t=| : |,
X

n

se tomara también como aproximacion inicial d @ = (¢,, ¢, ) para la resolucién de la ecuacion de
Morrison.

3) La funcién exponencial planteada es intrinsecamente no lineal, pero el conocimiento de una
aproximacion de la asintota horizontal a partir de los datos, permite asignar un valor inicial al

parametro C,, y con ello transformar el modelo originalen C, — Y = a eXp(—X/b), que ahora ya
es linealizable mediante aplicacion de logaritmos, siempre que se tome Cg > Y max- S€ Obtiene

In(c, —y)=In(a)—x/b -— y'=c, +¢c, X.
Después de resuelto el modelo linealizado anterior con matriz
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M =
1 X,
y término independiente
In(co —-Y
t= : ,
In(c, —v,)

e obtiene el vector de pardmetros ¢ = (Cy, C,), Yy se hace la conversidn a los pardmetros originales,

calculandose a =exp(c,) y b= _% . La aproximacion inicial para la resolucion del modelo
2

no lineal estara dada entonces por el vector d® =(d,,d,,d,)= (exp(c,), _%2 ,Co) -

4) La linealizacion de la sigmoide s6lo es posible si se consideran los valores de y en términos de
fracciones de saturacion Y , es decir, divididos por su valor maximo. Se obtiene entonces

YO +b%) =X 5> b7 =X 1-9) > V= Ko |n(1i_j — _aln(b)+aln x

luego el modelo linealizado queda Yy'=C, +C, X', y después de resuelto con matriz de datos
1 In(x,)
M=|: :

1 In(x,)

||
(s, )

los parametros originales, obteniéndose a=C, y b= exp(_ % ) . La aproximacion inicial
2

y término independiente

se hace la conversion a

para la
resolucion del modelo original con los valores originales de y sera finalmente

e :(cz,em(_%j}

5 RESOLUCION DEL MODELO NO LINEAL

Para la aplicacion del método de Newton contamos con el subprograma ‘lsqcurvefit’ del asistente
matematico Matlab, que es especifico para el calculo cientifico. Este facilita los calculos mediante
subprogramas como el mencionado, que actlian como caja negra en la resolucion de los problemas

matematicos fundamentales, entre los cuales se encuentra el de ajuste de datos por el método de los
minimos cuadrados para modelos no lineales.

Habiendo garantizado en cada uno de los modelos ilustrativos expuestos la obtencién de una

. i e . 0 0 ” :
aproximacion inicial adecuada d© = (o, £,) 0 d© = (ay, By, 7,) . segiin el caso, mediante la
resolucion de modelos linealizados, basta ahora aplicar la funcidn de Matlab ‘Isqcurvefit’ para el logro
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del objetivo final de resolver con precisién el modelo no lineal. S6lo habra que hacer el llamado de dicha

funcion especificando los datos x, y, el vector d © y la expresion matematica del modelo
correspondiente.

Por ejemplo, si para el modelo de la hipérbola se obtuvo como solucion del modelo linealizado el vector
de coeficientes ¢=(0.0048, 0.0003), la conversion a los parametros originales da la aproximacion inicial

d@® = (% ,%) = (208.33, 0.0625) , y la aplicacion del método de Newton usando la funcion
1 1
de Matlab mencionada converge y proporciona para los coeficientes del modelo no lineal el vector
210.2 x

final d =(210.2, 0.0698) . Por tanto la solucion del modelo serda 'y = ————.
X +0.0698

6 CONCLUSIONES

Los modelos mencionados como ilustracion de la estrategia presentada han sido validados con datos
reales,

poniéndose en evidencia con los resultados del estadigrafo r? como mejora la calidad del modelo no
lineal, y garantizandose la convergencia del proceso iterativo al usar una buena aproximacion inicial.

Por Gltimo, es importante reiterar que esta estrategia despersonaliza el computo, y ahorra tiempo por
eliminar la necesidad de barrer el espacio paramétrico para ubicar la aproximacion inicial requerida de los
pardmetros, en ausencia de su conocimiento.
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