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ABSTRACT

In this paper we propose an equation system which models the motion of the atmosphere, taking into account the
phase transition of the water and the fall of water droplets and some results about the solvability of equations in
some particular cases, including that of the problem of the thermal effect of the radiation in the stationary state,
are presented.
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RESUMEN

En este articulo proponemos un sistema de ecuaciones que modela el movimiento de la atmdsfera teniendo
cuenta la transicion de fase del agua y la caida de gotitas de agua y se presentan algunos resultados sobre la
resolubilidad de ecuaciones en casos particulares, incluida la del problema del efecto térmico de la radiacién en
el estado estacionario.
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1. INTRODUCCION

El objetivo de esta investigacion es modelar el movimiento de la atmdsfera teniendo en cuenta la transicién
de fase del agua en la atmésfera, es decir, modelar los fendmenos atmosféricos incluyendo la formacién de
nubes, la lluvia y la nieve. Tratamos de tomar en consideracién también el efecto térmico de la radiacién
en la atmoésfera.

El modelo que proponemos consiste en un sistema de ecuaciones en derivadas parciales con algunos op-
eradores integrales. Las cantidades fisicas principales que consideramos en nuestro sistema de ecuaciones
son la densidad del aire seco g (aqui por “aire seco” entendemos la parte del aire diferente de H20), la
densidad del vapor de agua 7, la densidad del agua liquida o;(m) contenida en las gotitas de agua de masa
m, la densidad del agua solidificada os(m) contenida en los cristales de hielo de masa m, la velocidad del
aire v = (v1,v9,v3) y la temperatura T'; aqui tratamos la masa m de las gotitas y de los cristales de hielo
como una variable continua. Consideraremos la presiéon como funcion de la densidad y de la temperatura,
mientras la velocidad de las gotitas de agua y la velocidad de los cristales de hielo pueden ser determinadas
por la velocidad del aire v y la masa m de cada gotita de agua y de cada cristal de hielo. Consideraremos
también la fuente del calor debida a la radiacién.
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En este enfoque algunos cientificos propusieron modelos matematicos (véanse por ejemplo Martchouk et
al. (1984)[9], Lions et al.(1992)[7]), que daban unas caracteristicas importantes, pero no incluian todas las
interacciones que consideramos en nuestro sistema de ecuaciones.

El presente trabajo fué presentado en la /0-th International Conference on Operations Research que tuvo
lugar en marzo de 2012 en La Habana.

2. PROPIEDADES FiSICAS DE LOS FENOMENOS CONSIDER-
ADOS

Nuestra modelacién se basa en la mecénica de los fluidos y la descripcion de la microfisica. En efecto, el
movimiento del aire en general puede ser descrito por el sistema de ecuaciones bien conocido del fluido
comprensible general (gas viscoso y termoconductor), que se puede encontrar por ejemplo en Landau y
Lifchitz (1989)[6]. Por otra parte, como los aspectos de la microfisica y sus descripciones matematicas no
son bien conocidos por los investigadores matematicos, hay que recordar las propiedades microfisicas que
tomamos en consideracién; para ello consultamos Matveev(2000) [10], Prodi y Battaglia(2004)[13], Sheng
et al (2003)[16], Kikoine y Kikoine (1979) [5] y otros.

1) Densidad del vapor saturado

En primer lugar recordemos la densidad del vapor saturado. En efecto, en cada temperatura dada 1" estd
determinada la densidad del vapor de agua saturado, que denotamos mediante 7 1 (1') cuando se la consid-
era sobre la superficie del agua liquida y mediante 7, »(7") cuando se la considera sobre la superficie del
hielo. Es util recordar que la densidad del vapor saturado depende muy sensiblemente de la temperatura (es
una funcién creciente de la temperatura T°), por ejemplo los valores aproximados de 7, 1 (T') es

Do T ,63(T—273,15
ws,l(T):/“p;_io,}(), Bood(T) & By - 10 15155~ By =6,107 (mbar)  (2.1)

(véase por ejemplo Matveev (2000)[10]), donde Ry es la constante universal de los gases, mientras py, la
masa molar de H2O; P, 1 (T') se la llama habitualmente presion del vapor saturado.

2) Calor latente

En segundo lugar, recordemos que el calor latente juega un papel muy importante en la transicién de fase
del agua en la atmésfera, dando y absorbiendo la energia térmica al aire, cuando se realiza la transicién de
fase. Mediante L,; denotemos el calor latente de la transicion gas-liquido, mediante L;, el de la transicion
liquido-sélido y mediante L4 el de la transicién gas-sélido. Sus valores aproximados son

L (T) = (3244 — 2,72T)10° (J/kg), Lis ~ 335 - 10° (J/kg) (2.2)
(véase por ejemplo Matveev(2000) [10]), mientras Lgs = Lg; + L.

3) Velocidad de la transicion de fase

En lo que concierne a la velocidad de la transicién de fase, como primera aproximacién supongamos que
la cantidad de condensacién/evaporacién sobre una gotita es proporcional al producto de la densidad del
vapor excedente a la del vapor saturado, m — 75 1(T'), y de la superficie S;(m) de la gotita (de masa m);
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expresando la cantidad de condensacién/evaporacién por unidad de masa del agua liquida de las gotitas y
denotdndola con hg;, esta hipdtesis se expresa por

hgi = hgi (T, m5m) = Kym ™' Sj(m) (7 — 75 1(T)), (2.3)

donde K es una constante. Andlogamente, supongamos que la cantidad i, de sublimacién sobre un cristal
de hielo de masa m (por unidad de masa de hielo) es dada por

hgs = hgs(T> Us m) = KQmilss(m)(ﬂ— - ﬁs,Q(T))a (24)

donde K, es una constante y Sg(m) la superficie de un cristal de hielo de masa m. Ademds denotemos por
K;s(T,m) el indice de solidificacién y por K (T, m) el de fusion.

4) Aparicién y desaparicion de gotitas y cristales de hielo

En la Naturaleza no existen gotitas (ni cristales de hielo) de didmetro menor que un valor critico, ya que
las gotitas muy pequefas tendrian una curvatura muy elevada, que ocasiona una evaporacién mads rdpida;
la condensacién del agua se realiza sélo sobre particulas suspendidas en el aire, llamados aerosoles, de
didmetro mayor que el valor critico. Ademds, se observa que en la atmdsfera, incluso cuando la temper-
atura es inferior a 0°C, al principio se forman gotitas de agua y sucesivamente ellas se solidifican con una
probabilidad que depende de la temperatura 7'y de la masa m de la gotita. Por eso es conveniente introducir
funciones go(m), g1(m) y g2(m) de m, una constante N* y una funcién N de o; y o5 (N* y N represen-
tarfan el nimero de aerosoles existentes por unidad de volumen y el de aerosoles ya contenidos en gotitas
o cristales de hielo) y suponer que la cantidad de nuevas gotitas creadas de masa m, la de gotitas de masa
m que desaparecen y la de cristales de hielo de masa m que desaparecen por unidad de tiempo y volumen
estan dadas por

go(m)[N* = N(o1,0)] " [x — 71 (T)]7, (2.5)
gr(m)[m — 71 (T)] " oy, (2.6)
g2(m)[r — s 2(T)] " 0s. 2.7

Las cantidades (2.5)-(2.7) se expresan como las de masa (y no como nimero de gotitas o de cristales de
hielo).

5) Agregacion

Si una gotita de masa m y una de masa m’ se encuentran, dos gotitas se convierten en una gotita de masa
m+m’, es decir, tiene lugar el proceso de agregacion de gotitas. Describiremos la variacion de la densidad
del agua liquida o;(m) debida a las agregaciones, denotando por [3;(m,m’) la probabilidad (normalizada
para la masa de agua) de encuentro entre una gotita de masa m y una de masa m’ (véase por ejemplo
Voloshtchuk (1984) [18]). Cuando dos cristales de hielo se encuentran, no necesariamente se convierten en
un pedazo de hielo. Pero desde el punto de vista matematico, podemos describir de manera aniloga este
proceso de agregacion de cristales de hielo, introduciendo una cierta probabilidad 3,(m,m’) de agregacién
entre un cristal de hielo de masa m y uno de masa m’.

Hay también encuentros entre un cristal de hielo y una gotita. En efecto, como deciamos antes, por debajo
de 0°C pueden coexistir gotitas de agua liquida y cristales de hielo. La presencia de gotitas de agua liquida
en la temperatura inferior a la de fusion debe ser considerada come sobrefusioén que se mantiene por la falta
de nucleos de congelacion. Recordemos que, por otra parte, los cristales de hielo son 6ptimos nicleos de
congelacién. Por eso podemos suponer que, si se encuentran una gotita de agua y un cristal de hielo en
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tal temperatura, se convierten en un cristal de hielo. Por lo tanto para describir este proceso es suficiente
introducir la probabilidad Z;(m, m’) de encuentro entre un cristal de hielo de masa m y una gotita de masa
m/, encuentro que necesariamente genera un cristal de hielo de masa m + m/.

6) Efecto térmico de la radiacién

La absorcién y la emision de la radiacion por la atmdsfera provocan la variacién de la temperatura. En
ecuaciones generales de nuestro modelo denotaremos por E,.,4 el efecto térmico de la radiacion, mientras
examinaremos las relaciones especificas de la radiacién y del calor en el aire en el epigrafe 6.

3. SISTEMA DE ECUACIONES

Teniendo en cuenta las relaciones que hemos recordado en el epigrafe precedente, proponemos un sistema
de ecuaciones para describir el movimiento del aire. La estructura bésica de este sistema es la de las
ecuaciones de la mecdnica de los fluidos, en particular para un gas viscoso termoconductor (véase Landau
y Lifchitz (1989)[6]). De la manera anédloga al caso de un gas ideal, utilizamos la expresion de la presion p
dada por

p=Ro(=- + T,

Ha Hh

donde Ry es la constante universal de los gases, mientras i, y (5, son la masa molar media del aire seco y
la del agua respectivamente.
En esta hipétesis la ley de la conservacion de la cantidad de movimiento se traduce en

(Q+7r)(%+(v-V)v) =nlAv+ (C-i—g)V(V-v)-i- (3.8)

“RoV((Z + 1) - [/ (o1(m) + 0(m))dm + o + 7| V&,
Ha  Hh 0

donde ® es el geopotencial, mientras 77 y ¢ son los coeficientes de viscosidad. El término fooo(al(m) +

os(m))dmV® resulta del principio de accién-reaccién y del efecto de la friccién entre las gotitas o los

cristales de hielo y el aire (véanse (3.14), (3.15)).

En cuanto a la ley de la conservacion de la energia, tenemos que afiadir a la ecuacién clasica del balance de

la energia de la dinamica del gas los términos que representan el efecto térmico de la radiacion y el de la

transicion de fase de HoO. Asi tenemos

oT 0 T
+m)ey(— +v-VT) =rAT — — 4+ —)TV - v+ .
(o )c( r v ) K Ro( - h) U 3.9

3

6‘vi 8vj 2 (91}1' 2
+n Z (8% + oz, — g(ng . ’U) axj + C(V : U) + Ergq + Lnggl + LicHyg + Lgngm

ij=1

donde ¢, y k son el calor especifico y el coeficiente de conductividad térmica respectivamente, mientras
Hgy, Hys y Hj, son la cantidad por unidad de tiempo y de volumen de condensacién o evaporacion, la de
sublimacién y la de solidificacién o fusion del agua; para Hg; y Hgys tenemos las relaciones

Ho(T,m,00()) = /0 T hp(m)eim)dm,  Hye(T,m,04()) = /O ~ hys(m)os(m)dm.
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Puesto que para las componentes del aire diferentes de H2O en las temperaturas normales de la atmdsfera
no hay la transicién de fase, para la densidad o del aire seco podemos considerar la ecuacién de continuidad
clasica

do

5 TV (ew)=0. (3.10)

Para la densidad 7 del vapor de agua, es necesario tener en cuenta su variacién debida a la cantidad de
condensacién/evaporacién Hg; y la de sublimacién H 4. Por lo tanto tenemos que considerar la ecuacién

0
3771: +V: (7”}) = gl(Taﬂ-’Ul(')) - Hgs<T77TaUs('))' (3.11)

En lo que concierne a la densidad o;(m) del agua liquida contenida en gotitas de masa m, su variacion esta
determinada por el crecimiento o la disminucién de gotitas por la condensacién sobre o evaporacién desde
su superficie, la solidificacién de gotitas, la fusion de critales de hielo, la apariciéon de nuevas gotitas por la
condensacidn sobre aerosoles, la desaparicion de gotitas por el cumplimiento de evaporacién y el proceso
de agregacion. Asi la variacién de o;(m) se la describe por la ecuacién

oo 1 8(mhgla l)

E‘FV'(O’[’M)‘F am

+K (T, m)os + go(m)[N* = N(oy, 00)] " [1 = Ts 1 (T)]* = ga(m)[m = 71 (T)] " o1+

+% /Om Bi(m —m',m")oy(m")oy(m — m')dm' — mo(m) /OOO Bi(m, m)or (m!)dm' +

= [hg — Kis(T,m)]oy+ (3.12)

—mao(m) / Zis(m',m)os(m’)dm’,
0

donde u; es la velocidad de las gotitas.

De manera andloga, la consideracién del crecimiento o la disminucién de cristales de hielo por la subli-
macion, la solidificacién de gotitas, la fusidn de cristales de hielo, la desaparicién de cristales de hielo por
el cumplimiento de sublimacién y el proceso de agregacién nos conduce a la ecuacién

0o O(mhgsos)
ot om

+ V- (osus) + = [hgs — Ka(T,m)]os+ (3.13)
+K15(T,m)o; — go(m)[mr —Ts2(T)] " 0s + % / Bs(m —m/,m")os(m')os(m —m')dm’+
0
—mog(m) /00 Bs(m,m )os(m')dm' +m /m Zis(m —m!',m)os(m —m oy (m)dm'+
0 0
—mas(m)/ Zs(m,m/ o (m”)dm/,
0

donde u, es la velocidad de los cristales de hielo.
Para las velocidades u; y u s de las gotitas y de los cristales de hielo, admitamos que ellas estdn determinadas
por

u(m, z,t) = v(x, t) — ﬁvqx (3.14)
us(m,x,t) = v(x,t) — ﬁvqx (3.15)

donde a;(m) y as(m) son los coeficientes de friccién entre el aire y las gotitas y entre el aire y los cristales
de hielo.
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4. SOLUCION LOCAL DEL SISTEMA GENERAL

Bajo condiciones apropiadas se peude demostrar que el sistema ligeramente modificado de las ecuaciones
(3.8)-(3.13) admite en un intervalo de tiempo suficientemente pequefio una y una sola solucion (Selvaduray
y Fujita Yashima[15], véanse también Fujita ef al.(2011)[4], Belhireche et al. (2011)[2]).

Sea 2 C R un abierto limitado con una frontera regular. Supongamos las condiciones

0|50 =0, (4.16)

—% 2—1 1L =

T ,.,=T 0200 inf T 4.1
00 e Wy (092x10,t1[), (m,t)eél)rSle]O,tl[ (z,t) > 0, ty >0, 4.17)
22
v(50) =vo() €Wy 7(Q),  wofyy =0, (4.18)
2—-2 . =%
T(,0)=To() Wy *(Q),  inf To(@) >0,  Tofyo =T |, (4.19)
0(0) = 0o() €W, (Q), inf oo(w) >0, (4.20)
7(-,0) = mo(-) € Wy (9), inf mo(z) > 0, “4.21)
o1(++0) = o10(-,) € W, (Ry x Q), o10(:;+) >0, (4.22)
0s(++0) = 0s0(-,-) € Wy (Ry x Q), os0(55) >0, (4.23)
M’ > 1, tal que o9(m,z) = oso(m,z) =0 si m €]0,m,]U[M', . (4.24)
Ademas supongamos que

€ C3(Q), V®-i7=0 sobre 9Q (7 : vector normal sobre 0S2), (4.25)
Eroq € LY(Qx]0,t1]), (4.26)
Bi(m',m") = Bs(m',m") = Zjs(m/,m"”) =0  cuando m' +m” > Mg (4.27)

con una constante M g5 < 0oy que ay(m), as(m), Kis(T,m), Kg (T, m), go(m), g1(m), g2(m), Bi(m,m’),
Bs(m,m'), Zis(m,m'), Ts 1(T) y Ts,2(T") son funciones regulares.

Finalmente por razones técnicas introducimos el promedio local my de 7 y la aproximacion de hg;(m),
hgs(m), Hy, Hys por

hgi(m) = Klm_lsl(m)(mg —7s1(T)),
hgs(m) = Kom™'Ss(m)(my — s 2(T)),

fIgl = /000 ﬁgl(m)ol(m)dm, ﬁgs = /OOO %gs(m)as(m)dm.

Entonces tenemos el

TEOREMA 4.1. Sean p > 4, 2q > p > q > 3, supongamos las condiciones (4.16)-(4.24). Entonces existe
unt > 0 tal que el sistema (3.8)-(3.13) con la substitucion de hg;, hgs, Hy y Hgys en lugar de hgj, hys, Hy
y Hys admita, en el intervalo de tiempo [0, t], una y una sola solucion (v, T, o, 7,01, 05) en la clase

veWRNQ:), TeWr(Q), T>0, 0€eC0,f;W, (), (4.28)
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(glfQ o(z,t) >0,  meC0,8;WiQ)), 7=>0,
z,t)eEQt

01,05 € C’O([Oﬂ;Wpl(R+ x Q)), 01,05 >0,
donde
lellwz g, = lelzroswz@) +10llir @), — Qr=80x]0,¢[.

El esquema general de la demostracion del teorema 4.1 es lo siguiente:
(i) Dadosv =20y T = T, se resuelven las ecuaciones (3.10)-(3.13) para g, w, 01y Os.

(i) Dados 7y T y construidas las soluciones o, 7, 0; y o, en la etapa (i), se resuelven las ecuaciones
linealizadas de (3.8)-(3.9) parav y T

(iii) Se demuestra que, en un intervalo de tiempo bastante pequeiio, el operador que, al dato (T, T), asocia
la solucién (v, T') de la etapa (ii) es una contraccién.

Desde el punto de vista técnico, en la etapa (i) necesitamos considerar las ecuaciones (3.12)-(3.13) como
ecuaciones de transporte en un espacio de las variables “espaciales” m y z. Para las ecuaciones linealizadas
de (3.8)-(3.9) utilizamos las técnicas para las ecuaciones de los fluidos viscosos compresibles desarrolladas
desde Solonnikov (1976)[17].

Si se pudiera demostrar la existencia de la solucién local sin utilizar el promedio local 7y de 7, naturalmente
seria mejor. Para eso seria necesaria una investigacién del comportamiento de las ecuaciones (3.11)-(3.13).
En este enfoque se han estudiado algunos aspectos del sistema (3.11)-(3.13) con funciones v y T" dadas
(véanse Ascoli y Selvaduray(20012)[1], Selvaduray [14]).

5. ECUACION DE LAS GOTITAS EN CAIDA

La segunda condicién de (4.25) no es natural. En efecto, si ® es el geopotencial, se tiene V& = (0,0, g)”
con la aceleracion de la gravedad casi constante g > 0y por eso no se puede hallar un dominio limitado tal
que V& - 77 = 0 sobre 0f2. Si V& - i # 0 sobre 0f2, no se puede utilizar la técnica debida a la integracion
por partes que utilizamos para la estimacion en los espacios de Sobolev de o; y o en la etapa (i) de la
demostracién del teorema 4.1. Por eso, para resolver nuestro sistema de ecuaciones bajo condiciones mas
naturales, hay que examinar las ecuaciones (3.12)-(3.13) con la condicién V® - @7 # 0 sobre 0f). Puesto
que no es facil resolver bajo esta condicidn las ecuaciones (3.12)-(3.13) y que la ecuacion (3.13) tiene mas
0 menos una misma estructura que la ecuacion (3.12), tenemos que comenzar por un estudio de la ecuacién
para o; con condiciones suficientemente simples.

Si consideramos el caso del equilibrio entre la densidad real del vapor y la del vapor saturado, es decir
m = Ts,1(T), y de la temperatura por encima de 0°C' (suponiendo naturalmente que o5 = 0), la ecuacién
(3.12) se reduce a

801

E + V- (O’lul) = % / Bl(m — m/, m’)al(m’)al(m — m')dm’Jr (529)
0

—may(m) / Bi(m,m" oy (m')dm'.
0
En primer lugar consideremos la ecuacién (5.29) en el dominio

Q=Rx]0,1[= {(z,2) e R} 0 < z < 1} (5.30)
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con la velocidad u; = u;(m) de gotitas

— g _
= = —— : tant 5.31
u, = w(m) = (7, a(m))’ U : constante, (5.31)
correspondiente al geopotencial V® = (0,g)” y el viento constante y horizontal v = (7,0). Se ve
facilmente que un problema andlogo en tres dimensiones con Q3 = {(z,y,2) € R3| 0 < z < 1},

V& = (0,0,9)T, v = (9,0,0), incluso cuando & = ¥(y) es una funcién de y, se reduce a nuestro problema
en dos dimensiones.

Si el proceso es estacionario, escribiendo simplemente o y u en lugar de g; y wu;, la ecuacién (5.29) se
reduce a

Vi, - (@(m,z, z)u(m)) = %/ Bim —m!',mo(m, z,z)o(m —m', x, 2)dm'+ (5.32)
0
—mo(m,x,z)/ B(m,m")o(m', x, z)dm’, Vi) = (0z,0.)T.
0

Vamos a estudiar la ecuacion (5.32) con la condicién (de entrada)
o(m,z,1) =5(m,x), (5.33)

suponiendo para la funcién &(m, ) por ejemplo las condiciones:

(") € L*(Ry x R)N L=(R; x R), (5.34)
a(m,z) >0 en Ry xR, (5.35)
supp (0) C [Mg, ma] X R (0 <M, <Ma < 00), (5.36)
1
T oo P 537
7]l Lo (R, xR) V(A =) (5.37)
donde
M, = sup ma(m) B(m —m',m’). (5.38)
D <M<TA, M0 <m/ <m—Ta 29

Entonces tenemos el siguiente resultado (Merad et al.[11]).

TEOREMA 5.1.  Si 5(m, x) satisface las condiciones (5.34)-(5.37), entonces la ecuacion (5.32) con la
condicion (5.33) admite una y una sola solucion o en la clase

o€ C([0,1; L*(Ry x R)) N L>®(Ry x R x [0, 1]). (5.39)

Para demostrar el teorema 5.1 introduzcamos el cambio de variables

y, para cada z € [0, 1], definamos la familia de curvas

= {m, &) R xRE=7 -T2 1 1)), reRr (5.40)
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Entonces podemos escribir la ecuacién (5.32) en la forma

0

Ea(z) = FZ(O'(Z)), U(Z) = U('7 K Z)? (5.41)
con
F.(0(2)) = F.(o(2))(m, &) =
- _Ww;‘(grn) /‘/L(](;T;]g,z) ﬁ(m - mlv m/)g(m/, 77/a Z)U(m - m/7 7}”7 Z)M’Y(dm/)—’_
o g2) [ Sm ot of 2 ),
Yr(m,€,2)
donde
a(m)

T(m&2) =6+ ——(1-2), A" =7.n[0,m xR,

y i~ (dm') denota la medida sobre la curva ., mientras 1’ y " son tales que
(M) € Yr(mg,z) (M —=1'0") € Yy g,2)-
Naturalmente la condicion (5.33) se transforma en
o(l) =o(m,&,1) =a(m,§). (5.42)
Podemos considerar la ecuacién (5.41) y la condicién (5.42) como el problema de Cauchy para
o(-,-2) € LR, x R), 1>2>0.

Utilizando también una estimacion de la norma [|o (-, -, 2)|| (&, x®) ¥ estimando el operador integral con
la ayuda de la propiedad de la convolucién sobre la curva 7,, podemos obtener estimaciones necesarias
para la resolucién de este problema de Cauchy (para los detalles, véase Merad et al.[11]).

Volviendo a la ecuacién de evolucidn, pero simplificando el problema en un dominio

0<zxl1
con la velocidad de gotitas
1
u(m) ot
la ecuacion (5.29) se reduce a
8t0-(mat72) —l—aZ(U(m,t,z)u(m)) = (543)
m " / / / !/ !/
=5 B(m —m' ,m"o(m’,t,z)o(m —m’',t, z)dm’'+
0

—mo(m,t, z) /DO B(m,m )o(m' t,z)dm’.
0

La idea de transformar el problema en una ecuacién diferencial ordinaria en un espacio de Banach con
el operador integral definido sobre una curva v, nos permite de obtenir la solucién global de la ecuacién
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(5.43) y su convergencia hacia la solucion estacionaria. Mds precisamente, tenemos el siguiente resultado
(véase Belhireche et al.(2012)[3]).

TEOREMA 5.2. Supongamos que 5o € L (R x [0,1]) y71 € L>® (R x Ry) satisfacen las condiciones

ao(m,z) >0 c.d. sobre Ry x [0,1], a1(m,t) >0 c.d. sobre Ry x Ry,
oo(m,z) =0, Ti1(m,t)=0  para m € [0,M,| U [Ma, o],
1

max (||O-0HL°°(R+><[O,1])5 ||0'1HL°°(R+><R+)) < m,

donde M, es la constante dada en (5.38). Entonces la ecuacion (5.43) con las condiciones

o(m,t,1) =a1(m,t), o(m,0,z) =a9(m, z) (5.44)
admite una y una sola solucion o € L (R4 x Ry x [0,1]).
Ademds, si
i = 5% para t — oo en L™ (R, x]0,1[), (5.45)
entonces se tiene
ot = o> para t— oo en L (R4 x]0,1[x]0,1[), (5.46)

donde
t

Gi(m,s) =a1(m,t+s), o'(m,s,z2)=ac(m,t+s,z2) para 0<s<1,
y 0 es la solucion de la ecuacion estacionaria con la condicion de entrada 55° (independiente de (t, s) €
R4 x [0,1]).

6. ECUACIONES DE LA RADIACION Y SU EFECTO TERMICO

En la ecuacién (3.9) hemos introducido el efecto térmico de la radiacién E,.,4 y en la construccién de
la solucidn local (teorema 4.1) lo hemos tratado como una funcién dada. Ahora queremos examinar las
relaciones entre la radiacion y la temperatura.

Denotemos por Iy (z,q) la intensidad de la radiacion de longitud de onda A en la direccién ¢ € S? al
punto x € R? y por T'(x) la temperatura al punto z € R? (las funciones I y T pueden depender también
del tiempo ¢ € R). Segin la descripcién de los fisicos (véase por ejemplo Liou (2002[8]), I (z, q) debe
satisfacer la ecuacién

(¢-V)Ia(z,q) = —(ax(@) + ra(2)) I (2, @) + Ix(z, ¢, Ix, T), (6.47)
donde
i) =2 [ L))l + @ BT, (6.48)
2
BI\T) = 272\0 P (estr — 1) (6.49)

(en (6.49) ces la velocidad de la luz, h la constante de Planck y k la constante de Boltzmann); se acostumbra
llamar B[\, T la funcion de Planck. En (6.47)-(6.48) a(x) es el coeficiente de absorcién y r (z) P (¢, q)
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es el de difusion (por desviacion o por reflexién), ¢’ siendo la direccién de la radiacion entrante y ¢ la de la
radiacién saliente. Para ay(x), rx(x) y Pr(¢’, ¢) admitimos que

ax(z) >0, ra(z) >0, ax(xz)+ra(z) <C<oo (C:constante), (6.50)

1
Py(q',q) >0 Vq',q€S? o /32 P\(q,q)dg=1 Vq €S> (6.51)

Para la temperatura T, en primer lugar consideramos la ecuacién estacionaria con una difusién dada por un
operador de Laplace, es decir

kAT =V - F (k : constante > 0), (6.52)

donde F' esta definido por

F = (F17F27F3), F](CC) Z/ / Ik(x,q)q]dqd)\ (653)
0 S2

El término V - F representa el efecto térmico de la radiacion.
Para formular un problema matematico, ponemos la condicién de la entrada de la radiacién a través de la
frontera OS2 del dominio €2

I\(z°,q) = I}(z%,q),  para 2° € 0Q, g € S2 ("), (6.54)
S%2(2%) ={qe€S%|3e>0,2° +agecQ, Vac]o,e[},
y la condition en la frontera para la temperatura
n-VIT =0 sobre Of). (6.55)

Entonces podemos demostrar el siguiente resultado (véase Messaadia y Fujita Yashima (2012)[12]).

TEOREMA 6.1. Sea Q un abierto limitado de R? con la frontera regular. Si ax(x) > 0y ry(z) > 0 son
suficientemente pequerios, entonces el sistema (6.47), (6.52) con las condiciones (6.54)-(6.55) admite una
solucion ({Ix} e 1o,00[, ') en la clase

Iy e L™®(Qx S%), VAe]0,00[, T e H*Q), inf T(z) > 0. (6.56)
xe

Es iitil recordar que la funcién B[\, T] es muy nolineal. Pero ella posee propiedad de monotonia, lo que
nos permite de demostrar la existencia de una solucién.
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