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ABSTRACT

We propose a new approach for ellipses detection in scattered data. The method is constructed on
the assumption that it is possible to estimate the tangents to the ellipse in given points. From this
information the coefficients of the quadratic form of the ellipses can be recovered. On this base two
univariate cost functions are defined. The minimization of the proposed functions produces robust
results in the presence of outliers, something difficult to obtain with least squares methods. With the
aim of reducing the computational cost, one of the proposed functions approximates the intended
ellipse with a poligonal produced by an efficient subdivision scheme.
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RESUMEN

Se propone un nuevo enfoque para el problema de ajuste y deteccién de elipses a partir de datos
dispersos. El método se construye sobre el supuesto de que es posible estimar las tangentes a la
elipse en puntos dados. A partir de esta informacién es posible recuperar los coeficientes de la
forma cuadratica de la cénica. Sobre esta base se definen dos funciones de costo univariadas, cuya
optimizacién produce resultados robustos en presencia de valores atipicos, algo dificil de lograr con los
enfoque minimos cuadrados. Con la intencién de reducir el costo computacional una de las funciones
propuestas aproxima la elipse con una poligonal producida por un eficiente esquema de subdivisién.

1. INTRODUCCION

Se propone un acercamiento al problema de deteccién y ajuste de elipses a datos dispersos, lo cual constituye un
tema de gran importancia en aplicaciones de reconocimiento de patrones visuales [2, 4, 8, 9, 10, 12, 13, 15, 16, 18,
20, 21].

Este problema ha sido investigado utilizando diferentes técnicas como por ejemplo la transformada de Hough
[25, 26, 27], el método RANSAC [19, 24], los filtros de Kalman [17, 22], el agrupamiento difuso [3, 11], los algoritmos
evolutivos [15], o las aproximaciones por minimos cuadrados [2, 10, 23]. En este contexto se distinguen dos grandes
grupos: métodos de agrupamiento/votacién y técnicas de optimizacién.

Los métodos de agrupamiento/votacién tienen la ventaja de poder detectar varias elipses al mismo tiempo y
ser robustos en presencia de valores atipicos (puntos que no pertenecen a las elipses). El precio a pagar es alto:
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imprecisiones y alto consumo de tiempo y memoria. Dentro del grupo de métodos de optimizacién se distinguen los
basados en minimos cuadrados y los basados en metaheuristicas, en particular los algoritmos evolutivos. La gran
flexibilidad de estos tltimos les permite enfrentar la mayoria de los desafios del problema de deteccién/ajuste de
elipses. Su punto méas débil es la eficiencia. Los métodos basados en minimos cuadrados son muy rapidos y exactos
pero tienen alta sensibilidad a los valores atipicos, lo que entre otras cosas, les impide trabajar con méas de una elipse
a la vez.

En este trabajo se estudian nuevas alternativas de solucién a este problema y se comparan con el método de
minimos cuadrados. Las propuestas perdiendo un poco de eficiencia logran un comportamiento mas robustos ante
valores atipicos.

El reporte estd organizado de la siguiente manera. En la seccién 2 se introduce una de las propuestas del trabajo:
una funcién de costo para el problema de ajuste de elipses basada en la obtencién de los pardmetros de la primitiva
a partir de la estimacién de tangentes. En la seccién 3 se introduce otra funcién, esta vez utilizando un esquema de
subdivisién interpolatorio que aproxima la elipse con una poligonal. La secciéon 4 hace una breve y muy preliminar
incursién al problema de la estimacion de tangentes en datos dispersos. Le sigue la seccién de experimentos y luego
las conclusiones del trabajo.

2. AJUSTE DE ELIPSES BASADO EN ESTIMACION DE TAN-
GENTES

El algoritmo DLSF (“direct least square fitting”) propuesto por Fitzgibbon et al. [9] es la columna vertebral
de los algoritmos m4ds eficientes existentes para la deteccién y ajuste de elipses. No obstante, este método presenta
problemas cuando el ajuste se realiza en presencia de valores atipicos [12].

DLSF asume que se tiene un conjunto de puntos del plano y que estos pertenecen a una sola elipse, quizas con la
presencia de cierta cantidad de ruido. En este trabajo se asume lo mismo, en el entendido de que es posible estimar
las tangentes a la elipse en dos puntos diferentes de la misma. En presencia de ruido y valores atipicos, esto significa
que es razonablemente posible seleccionar dos puntos no atipicos y diferentes de la elipse localizados en la vecindad
de su perimetro.

La idea de estimar las tangentes a la elipse en un par de puntos tiene como objetivo extraer informacién de los
datos que permita reducir la sensibilidad del método ante la presencia de valores atipicos.

Noétese que existen aplicaciones donde se quiere obtener la elipse que mejor describe los datos con independencia
de su forma real. Este caso no es de interés para el presente trabajo.

El método que se introduce en esta seccién es iterativo pero eficiente. Es decir, si lo comparamos con el método
DLSF, podemos decir que se entrega un poco de eficiencia a favor de robustez. La buena noticia es que la funcién de
costo que se utiliza para minimizar los errores entre los datos y la elipse de ajuste es univariada. Contraste esto con
la optimizacién de seis variables que implicitamente realiza el sistema de valores propios del método DSLF.

En la siguiente seccién mostraremos que los pardmetros de la elipse de ajuste se pueden conocer a partir de la
informacién de las tangentes en dos puntos dados. A partir de estos coeficientes, se calcula toda la informacién que se
necesita sobre la curva. Por ejemplo, para la funcién de costo que se presenta en la Seccién (2.2) es suficiente obtener
el tamao de los ejes ae y be.

2.1. Forma general de la cénica dadas las tangentes

La forma cuadratica
fl@y) = a®+bay+cey’ +dotey+f

representa una cénica, que para b> — 4ac < 0 es una elipse.
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Sean A = (x4, ya C = (zc, yo) puntos que pertenecen a una seccidn cénica y ta, tc las tangentes en Ay C
b b) b )
respectivamente. En esta seccién derivaremos una representacién alternativa de una secciéon cénica:

(a,b,c,d,e,f) = ]:(A,tA,C,tC,UJ). (1)
La expresién

_ boB3(t) + whi B3 (t) + b2B3(t)
O = [OEY. DR N

es la representacién de una cénica en la forma racional de Bernstein-Bézier.

Bl(t) = < 3 )ti(l—t)Q_i, te0,1]
son los polinomios de Bernstein de grado 2, y w es el pardmetro de tensién local que controla la forma de la curva.
La curva es una elipse si 0 < w < 1, una parabola cuando w = 1 y una hipérbola para w > 1. Si w define a la seccién
cénica c(t), entonces con —w se obtiene la ecuacién de la seccién cénica complementaria, denotada por é(t) [7].

Sea B = (x5, ys) punto de interseccién de las rectas tangentes t4 y tc. De esta forma queda definido el tridngulo
de control {A, B, C'} que inscribe la seccién cénica.

En el interior del tridngulo de control la seccién cénica se puede representar en coordenadas baricéntricas [7]

,82 - 4w2a(1 —a—08)=0. (3)

La relacién entre coordenadas cartesianas y baricéntricas de los puntos en el interior del tridngulo de control
estd dada por

z=oaza+ frp+yzc, y=aya+ Bys+yyc, (4)

COHOSQ: B77S1yy:1*aiﬁ
Considerando la ecuacién (4) para z, se puede expresar 8 en funcién de a y reciprocamente « en funcién de 8.
Obteniéndose

o z+ B(xc —xB) — zC 5= z+ alzec —xa) — xC

TA— Te B — IC

(5)

De igual forma, pero considerando la ecuacién (4) para y se obtiene,

o= YtBle—ys) —ye 5 ytoalyo—ys)—yo (©)
Ya — Ye yB — Yo
Combinando (5) y (6) se obtiene
o 2 = ye) + y(@e — @) + Yoy — Yoie
a =
(o — ye)(Ta — ) = (Ya — ye) (2 — xc)
B _ z(Ya — Ye) + Y(Te — Ta) + YeTa — YaTe

(Yo — Ye) (T — @) — (Yo — Ye)(Ta — Tc)

Finalmente, sustituyendo & y B en (3) y agrupando los términos semejantes se obtienen los coeficientes de la
forma general de la cénica.
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2.2. Funcién de costo basada en Hipérbolas Cofocales

La funcién de costo se define utilizando resultados publicados en [20].

Las familias de elipses e hipérbolas que son cofocales son mutuamente ortogonales en la proximidad de sus
intersecciones. Debido a esto, la hipérbola cofocal que pasa a través de P puede ser una aproximacién razonable a la
linea recta que pasa por P, que es normal a la elipse.

En lo adelante se asume que el eje mayor de la elipse de ajuste es paralelo al eje x. La extensién de la derivacién
que sigue para elipses rotadas es simple.

El procedimiento primero determina la tinica hipérbola que pasa a través del punto P y es cofocal a la elipse dada
por (1). Luego se calculan los cuatro puntos de interseccién entre las curvas. Finalmente, se estima la distancia desde
P a la elipse por la menor distancia desde éste a los cuatro puntos de interseccion.

La posicién de los focos de la elipse sobre el eje x se definen como f. = ++/a2 — b2. Para la hipérbola se tiene

fh :i\/aieri, (7)

donde ae, be y an, bp son los semiejes mayor y menor de la elipse y de la hipérbola.
Como solo se consideran las cénicas cofocales, entonces f. = fj. Denotando

A=aj, F=[fi=f, X =p®, Y =py’, (8)
y sustituyendo (8) en la ecuacién implicita de la hipérbola se tiene

X Y
A F-a - )

Despejando la ecuacién (9) en funcién de A se obtiene una forma cuadrética en A,

A~ AX+Y+F)+FX =0. (10)
Resolviendo (10) y sustituyendo en (8) y en (7), se obtienen ap y by. Los puntos de interseccién I = (z;, y;) se
hallan mediante las ecuaciones implicitas de la elipse y la hipérbola. Los 4 puntos de interseccién quedan determinados
por las siguientes relaciones
2(b2 + b2 bebpy/a2 — a?
T ==+ a;(ze - 2}% sy =% v a o . (11)
apb? + azby, Vaib2 + a2b?

Para obtener la aproximacién de la distancia del punto P a la elipse se considera la distancia minima dp respecto
a los cuatro puntos. Para més detalles consultar [20]. La funcién de costo queda definida de manera general como

H(Sp, &) = Y dp,
PeSp
donde S, denota al conjunto dato y £ la elipse de ajuste.

Dado (A, ta,C,tc,w), los componentes més importantes del costo de evaluacién de la funcién H son: cdlculo de los
coeficientes de la forma cuadréatica, cdlculo de los semiejes y angulo de rotacién de la elipse a partir de los coeficientes
y finalmente célculo de los segmentos de las hipérbolas. En un algoritmo iterativo, estos costos se repetiran para los
diferentes valores de w que visite el optimizador. Teniendo en cuenta esto, en la préxima seccion se introduce otra
funcién de costo que no calcula ni los coeficientes de la forma cuadrética ni ningiin parametro de la elipse. El método
se basa en un esquema de subdivisién que genera los puntos de las secciones cénicas dados los datos (A,ta,C,tc,w).

El algoritmo basado en la funcién de costo descrita en este acapite lo denominamos “Othogonal Hiperbolae
Fitting” (OHF).
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3. UNA FUNCION DE COSTO BASADA EN UN ESQUEMA
DE SUBDIVISION

Un proceso de subdivisién univariado define una curva como limite de una secuencia de poligonales que son
refinamientos de una poligonal inicial. En esta seccién se define una funcién de costo que estima la distancia de un
punto P; € Sp a la elipse de ajuste £, como la distancia del punto a la poligonal de control I (§) generada mediante
el proceso de subdivision.

En la préxima seccién se hace una breve introducciéon al método de subdivisién que se emplea en este trabajo.
La exposicién es parcial y muy breve; el lector interesado encontrard mas detalles en la literatura citada.

3.1. Esquema de Subdivisién Interpolatorio

Si los puntos generados en cada etapa del refinamiento se mantienen durante todo el proceso, el esquema se dice
interpolante [5].
El algoritmo de refinamiento (subdivisién) de la poligonal que tiende a la cénica que se desea aproximar consiste

. -y . s . 1 w 1
en insertar entre cada par de vértices consecutivos el punto con coordenadas baricéntricas (2(1+w)’ Too» 2(1+w))

[5, 6, 7]. Este se obtiene al evaluar la representacién de la cénica en la forma racional de Bernstein-Bézier para t = %7
lo cual es muy eficiente. Esta eleccién tiene la ventaja adicional de que no es necesario estimar la tangente en este
punto ya que es paralela a P; P> [6]. Este punto se conoce con el nombre shoulder point (sp). El algoritmo realiza
tantas iteraciones como se desee, tomando en lugar de la pareja P1, P>, primero a la pareja P, spy luego a P», spy
asi sucesivamente.

A medida que se avanza en el refinamiento de la subdivisién, los tridngulos de control respecto a los segmentos
de arcos correspondientes van cambiando. Aun en los casos en que se trata de generar el mismo tipo de cénica, es
necesario definir cudl serd el nuevo pardmetro que la identifica en la forma racional respecto a los nuevos tridngulos

[5].

Teorema 1 Sea w; el pardmetro de tension local asociado al arco de cénica que interpola la arista i-ésima en la
iteracion j-ésima, entonces se cumple que

i
2ic1 2 14w
Witr = Wit = 5 -

La demostracién se encuentra disponible en [6].

De esta manera, el cémputo de w para cada paso en la subdivisién se obtiene de manera recurrente y muy sencilla,
lo cual es muy eficiente computacionalmente.

En general con pocas iteraciones del algoritmo de subdivision se obtiene una buena aproximacién de la cénica.

3.2. Distancia a una Seccién Cdnica

El objetivo de esta funcién de costo se basa en asociar cada punto del conjunto Sp a un segmento de la poligonal
que se genera mediante el proceso de subdivisién descrito en la seccién anterior. Hecho este particionamiento la
distancia del conjunto de puntos Sp a la elipse de ajuste se aproxima mediante la suma de las distancias de cada
punto de las particiones al segmento de la poligonal asociado.

Consideremos los puntos p1,pyr,; que pertenecen a la elipse, y p* punto medio del segmento p1p,x ;. Mediante
el proceso de subdivisén en k iteraciones se obtienen {pi,i =2,3,.. .,2’“} nuevos puntos, que junto a p1 y pokyq
constituyen los vértices de la poligonal que aproxima a la cénica. De esta forma si se consideran las rectas r;, i =
1,2,...,2¥ + 1 que se forman mediante la unién de los puntos p; con p* se tiene una particién natural del conjunto
Sp en 2F subconjuntos de la forma
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Sp; = {p € Spl|p esta entre las rectas r; y r;41}

donde gE queda asociado al segmento de poligonal p;, pit1. La siguiente figura muestra la particién del conjunto
Sp para el caso de dos pasos en el algoritmo de subdivisién.

p]_ p* p5
Figura 1: Funcionamiento del proceso de particiéon para k = 2.

La distancia de cada punto de §p\l al segmento asociado es de facil computo y permite no solo una buena
aproximacién de la distancia real a la elipse sino que tambien puede actuar como un filtro para eliminar puntos
outliers. .

Un algoritmo sencillo para la eliminacion de puntos outliers es considerar para cada particién Sp; la distancia
minima dt,;,, de los puntos de dicha particién al segmento asociado. Luego mediante un factor § > 1 se obtiene la
distancia maxima permitida para la particién Sp; dada por diraw = diyin - 0. De esta manera se obtiene para cada
Sp; un nuevo subconjunto de puntos

Spi = {p € Spildp prpirr < d}mz}
donde dj z;;5;77 denota la distancia del punto p al segmento de poligonal p;, piy1 -

Finalmente la nueva funcién de costo basada en esquemas de subdivisién queda determinada por la siguiente
ecuacién.

2k 41
Fresr (Sp, 0) = Z Z dz,m-
i=1 pegp;t
Nétese que el particionamiento puede hacerse durante el proceso de subdivisién lo cual implica un costo compu-
tacional de orden lineal. De esta forma cada punto del conjunto Sp es evaluado solo en k rectas para determinar al
subconjunto que pertenece, lo cual es muy eficiente computacionalmente.
Este enfoque permite una buena aproximaciéon de la distancia de un punto a la elipse a la vez que es una
herramienta favorable para la eliminacién de puntos outliers.
En lo adelante al algoritmo basado en la funcién de costo que considera el uso de esquemas de subdivisién se le
denomina “Polinomial Least Square Fitting” (PLSF).
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4. ESTIMACION DE TANGENTES EN DATOS DISPERSOS

El objetivo es estimar la tangente en un punto P* € Sp mediante el algoritmo de estimacién de tangentes en
datos discretos propuesto por Matas [14], o por el algoritmo de Albrecht [1].

Con este fin se considera una ventana de trabajo de tamao W centrada en P*. Sea Q2 el conjunto de puntos de
Sp que se encuentran dentro de esta ventana de trabajo,

Q={PeSp:|P.—P;|<W A|P,—Pj| <W}. (12)

Centrado en P*, se pueden definir cuatro direcciones indicadas por los vectores

1)1:(0,1), ’1)2:(1,0),

vy = (1,1), wy=(—1,—1). (13)

Considerando solo un vector director se tiene que la recta que pasa por P*, perpendicular a la pendiente de dicho
vector director, divide al plano en dos semiplanos 1 y Rz y por lo tanto, divide a Sp en dos conjuntos disjuntos,

Sp1={P R NQ},
Sps = {P € Ry NQ}.

Se desea encontrar k puntos en Sp; y k puntos en Sps, de forma tal que P* permanezca en el medio de los 2k + 1
puntos.

Centremos nuestra atencion en el caso de encontrar los k puntos en el conjunto Sp: respecto al vector director
v;, el andlisis para el conjunto Sps2 es totalmente andlogo usando el vector direccién —wv;.

Sea P, con 0 < m < k, el punto m-ésimo encontrado por este método. Se define Py = P* como punto inicial,
Spi = Sp1 y Pn € SpT" el punto que cumple

(14)

d(Prn, Pm) < d(P, Pr), VP € SpT, (15)

con d(-,-) métrica euclideana. Usando la condicién (15) se selecciona P, como el punto (m + 1)-ésimo a considerar
para estimar la tangente en P*.

Una vez que se tiene el punto (m + 1)-ésimo, se eliminan de Sp7® los puntos que quedan al mismo lado que el
punto P* con respecto a la recta perpendicular a P, P*. Este filtrado de los puntos de Spi* evita la introduccién de
formas de Z al no permitir la bisqueda del préximo punto en direcciéon opuesta o perpendicular a la direccién de
analisis.

La condicién de parada de este método es cuando se encuentran k puntos en Sp; y k puntos en Sp2 para alguno
de los vectores directores. De no poder encontrar estos puntos, se propone ampliar la ventana de trabajo W y/o
disminuir el valor de k.

5. EXPERIMENTOS

Para evaluar la calidad de los métodos propuestos, se comparan los pardmetros obtenidos mediante el algoritmo
de ajuste con los coeficientes de la elipse experimental a partir de la cual se generan los puntos a ajustar. Esta
comparacion se realiza mediante el calculo de la distancia euclideana entre las componentes de la elipse experimental
y la obtenida mediante el proceso de ajuste. Si se obtiene un error en la aproximacién menor que un error prefijado,
se considera que el ajuste fue exitoso.

Los experimentos estan divididos en dos clases:

1. En el primer experimento, se pretende observar el comportamiento de los algoritmos propuestos ante la presencia
de diferentes niveles de ruido Gaussiano.

2. En un segundo experimento, se pretende observar cuan robustos son los algoritmos propuestos ante la presencia
de puntos atipicos en los datos.
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Para cada uno de los experimentos se realizaron 1000 corridas. Las estadisticas que se muestran a continuacion
representan los porcientos donde el ajuste se considerd exitoso.

En la Tabla 1 se observan los resultados del primer experimento. Se presentan los porcientos de ajustes exitosos
que obtiene cada algoritmo para diferentes niveles de ruido Gaussiano.

Niveles de ruido Gaussiano
Algoritmo 0 0,5 1,0 1.5 20 25 3,0
PLSF 99,5 976 93,5 874 81,3 749 70,0
OHF 996 98,2 953 93,7 895 831 79,8
DLSF 100 100 100 100 100 100 100

Cuadro 1: Porciento de ajustes exitosos de los algoritmos sujeto a un error = 5.

Los mejores resultados en ambientes donde existe ruido Gaussiano los obtiene el algoritmo DLSF, mientras que
el algoritmo OHF muestra un comportamiento ligeramente superior respecto a los resultados obtenidos por PLFS.
Justamente una de las ventajas principales que tiene el algoritmo DLSF es su estabilidad ante presencia de ruido
Gaussiano. Los algoritmos propuestos, aunque tienen estadisticas inferiores al DLSF, mantienen un porciento de
acierto que se puede considerar aceptable dado los niveles de ruido que se han generado en las elipses.

Los resultados del segundo experimento se exponen en la Tabla 2. Se presentan los porcientos de ajustes exitosos
que obtienen los algoritmos para diferentes niveles de ruido Gaussiano en presencia del 1% de valores atipicos. La
Figura 2 ilustra el comportamiento de los algoritmos.

Niveles de ruido Gaussiano
Algoritmo 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

PLSF 898 86,2 818 76,6 70,1 59,9 52,0
OHF 85,7 82,8 80,3 78,7 728 67,3 59,5
DLSF 355 34,6 348 34,3 348 33,2 36,0

Cuadro 2: Porciento de ajustes exitosos con 1% de valores atipicos, sujeto a un error = 5.

Este experimento muestra un gran descenso en los porcientos de los resultados exitosos del algoritmo DLSF,
aproximadamente entre el 64 % y el 67 %, mientras que se obtiene un descenso méaximo del 18 % para PLSF y del
20 % para OHF, mostrando la superioridad de los algoritmos propuestos respecto a DLSF para un bajo porciento de
valores atipicos. En las aplicaciones la presencia de valores atipicos es una realidad que afecta de manera sustancial
a la mayoria de los algoritmos, los métodos basados en minimos cuadrados tienen un punto de ruptura'® del 0%, o
sea, bajo la presencia de valores atipicos con estos métodos se obtienen malos resultados, por lo que es necesario para
su aplicacién en estos casos filtrar los datos de antemano, lo cual aumenta sustancialmente el costo computacional
requerido para dar una aproximacién aceptable. Justamente las ventaja de los algoritmos propuestos se basa en que
los mismos tienen la capacidad de filtrar los datos a la vez que se realiza el ajuste.

En la Tabla 3 se muestran los resultados referentes a un experimento donde se varia el porciento de valores atipicos
desde el 2% hasta el 5%.

11Se denomina punto de ruptura al porciento méximo de valores atipicos con el cual un algoritmo obtiene buenos resultados.
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Figura 2: Grafica comparativa de los algoritmos con 1% de valores atipicos.

Niveles de ruido Gaussiano

% Valores atipicos Algoritmo 00 0,5 10 15 20 25 3,0
2 PLSF 98,3 96,3 93,2 87,7 82,1 77,3 70,5
OHF 95,8 94,0 92,5 88,0 858 844 791

DLSF 25,0 26,2 27,8 259 239 264 271

3 PLSF 95,0 91,5 895 86,7 787 729 68,0
OHF 91,0 879 875 86,0 82,6 782 735

DLSF 16,6 144 14,8 14,1 144 151 13,8

4 PLSF 87,0 855 825 776 73,6 64,0 63,2
OHF 83,5 814 80,8 76,7 76,2 69,5 69,4

DLSF 87 86 84 95 78 91 85

5 PLSF 80,5 80,1 73,8 70,5 66,5 61,2 56,6
OHF 76,4 754 749 689 689 63,2 61,8

DLSF 34 36 42 47 44 44 47

Cuadro 3: Porciento de ajustes exitosos de los algoritmos sujeto a un errorgp = 10, con valores atipicos

desde el 2% hasta el 5 %.

El algoritmo DLSF se deteriora de manera sustancial obteniendo como valor méximo de convergencia un 25 % y
un valor minimo igual al 3%. El algoritmo PLSF tiene como valor maximo un 98,3 % bajo la presencia de 2% de
puntos atipicos, para el caso de 5 % de puntos atipicos se tiene un 80,5 % de casos favorables, y un 56,6 % como la peor
de las estaditicas registradas en los experimentos. Estos resultados avalan que en situaciones cadticas el algoritmo
PLSF tiene mayor robustez que el algoritmo DLSF. Para el caso del algoritmo OHF los resultados son interesantes
dado que en comparacién con PLSF para iguales niveles de ruido las estadisticas favorecen al enfoque PLSF cuando el
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ruido Gaussiano es pequeo, sin embargo al aumentar el nivel de ruido Gaussiano el algoritmo OHF mantiene mejores
estadisticas superando al PLSF.

En la Figura 3 se muestran los graficos correspondientes a los conteos de frecuencia realizados mediante las
corridas de cada uno de los tres algoritmos. En correspondencia con la Tabla 3 y la Figura 3, podemos asegurar que
los algoritmos PLSF y OHF mantienen un comportamiento adecuado ante la presencia de patrones atipicos.

[——PLSF - — —OHF - - DLSF|

outlier 2 %

outlier 3 %

100

80

60 60

success %

40t 40

success %

20 20r
0 0
0 0.5 1 1.5 2 25 3 0 0.5 1 1.5 2 25 3
sigma sigma
outlier 4 % outlier 5 %
100 100

success %
success %

40r

40

201 20

Figura 3: Gréfica comparativa de los algoritmos PLSF, OHF y DLSF con valores atipicos desde el 2% hasta
el 5%.

La Figura 4 muestra los ajustes realizados por los tres algoritmos que se comparan. Puede observarse que el

método DLSF realiza un mal ajuste de la elipse mientras que PLSF y OHF mantienen un comportamiento robusto
cuando los valores atipicos aumentan.

33



Ptos ruidosos O  Ptos outliers PLSF = = = OHF - = = DLSF
outlier 4 % outlier 5 %
o

300 o 3001

250 250

200 2001

150 -

150

100

100

50

ok

501

-100 -1001

-150- o © -150 o ©
o

_200 . L L . . L . L L _200 L L L L . . L L L ,
-250 -200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200 250 -250 -200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200 250

Figura 4: Casos puntuales de ajuste, valores atipicos al 4% y al 5% .

6. CONCLUSIONES

En este documento se han reportado resultados preliminares sobre nuevas estrategias para el ajuste y deteccién
de elipses en datos dispersos. Los métodos propuestos son iterativos pero eficientes y tienen buen comportamiento en
presencia de valores atipicos.

La idea fundamental detréds de los nuevos algoritmos es la estimacién de tangentes en pares de puntos. La seccién
conica que pasa por esos puntos con esas tangentes se puede estimar mediante el método propuesto en este trabajo.
Este algoritmo devuelve los seis coeficientes de la forma cuadratica de la cénica. Una de las funciones de costo diseadas
utiliza esta informacién, la otra no, ya que estd basada en el uso de un algoritmo de subdivisién interpolatorio. Los
resultados muestran que esta estrategia es eficiente y robusta por lo que merece un estudio posterior. Las funciones
de costo diseadas son univariadas lo que simplifica el problema de optimizacién.

Se muestra experimentalmente que, en presencia de ruido y valores atipicos en los datos, los algoritmos propuestos
superan al algoritmo DLSF. Este ltimo solo supera a los otros en presencia de ruido Gaussiano sin puntos outliers.
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