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ABSTRACT
In geometric modeling or graphic design applications the interactive manipulation of geometric properties, such

as position, tangency and curvature is crucial. Qupting [12], the conventional methods do not provide direct
control at arbitrary points on the curve. Users may have some control at a few specific points and this control
strongly depends on the representation of the curve. For instance, Bezier curves offer direct representational
control of position and tangency at the endpoints of its sections, but not at its interior points. Users control
properties on the interior of the curves indirectly by manipulating the control vertices or by complicating the
curves through subdivisions. In this work, we introduce methods to provide a more direct and intuitive control
of a cubic A-spline curve: the first method permits to assign a tangent direction to a prescribed interior point,
while the second assigns a prescribed line as the tangent line at some interior point. These are basic tasks in the
constraint-based curve manipulation and in the present work we demonstrate that they may be efficiently solved
using cubic A-spline curves.

KEY WORDS: A-spline curve, constrain based curve manipulation, free design, geometric modeling,
graphic design, CAGD.
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RESUMEN
En modelacién geométrica o en aplicaciones de disefio grafico, la manipulacién interactiva de propiedades

geométricas, tales como la posicién, la tangencia o la curvatura es crucial. Citando a [12], los métodos conven-
cionales no proveen un control directo de estas propiedades en un punto arbitrario sobre la curva. Los usuarios
pueden tener algin control sobre unos pocos puntos y este control depende fuertemente de la representacion de
la curva. Por ejemplo, las curvas de Bezier ofrecen un control directo sobre la posicién y los vectores tangentes
en los extremos de cada seccién de la curva, pero no sobre sus puntos interiores. Los usuarios controlan las
propiedades sobre los puntos interiores indirectamente, bien manipulando los vértices del poligono de control o
complicando la curva haciendo subdivisiones. En este trabajo se introducen dos métodos que aportan un control
mds directo e intuitivo de una curva A-spline cuibica. El primero de ellos permite la asignacién de una direc-
cién tangente a un punto interior prescrito en tanto, el segundo asigna una recta prescrita como la recta tangente
a algln punto interior. Estas son tareas basicas en la manipulacién de una curva basada en restricciones y se
demuestra que las mismas pueden ser resueltas eficientemente usando curvas A-spline cibicas.

1. INTRODUCCION

La voréagine tecnoldgica en que esta inmersa la humanidad, ha brindado nuevos horizontes a los escenarios de Disefio
Geométrico Asistido por Computadoras (CAGD).



Hasta hace solo unos afios, la variante mas popular de interaccién hombre maquina conocida, era el llamado paradig-
ma WIMP (window, icon, menu, pointer), consistente en seleccionar operaciones de un menu o una paleta, introducir
parametros en ventanas de didlogo, etc. Sin embargo, con el acelerado desarrollo tecnolégico ha surgido lo que parece
ser el sucesor natural de este paradigma: las interfaces naturales. La interaccion con los dispositivos que funcionan
con interfaz natural se realiza mediante un conjunto de gestos que mimetizan la forma de indicar una accién con las
manos en la préctica, lo que facilita la portabilidad y proporciona herramientas casi imposibles de implementar con
WIMP.

Las interfaces naturales se estan usando cada vez mas frecuentemente en iPhones, monitores tactiles, tablets, iTables;
dispositivos estos que han sido acogidos con gran entusiasmo por el mercado mundial. En particular, la plataforma
multitouch, en la que el usuario interactia con el sistema tocando pantallas sensibles, a través de gestos y/o usando
objetos (por ejemplo, un lightpen), se ha puesto muy de moda. Basicamente los sistemas multitouch son algo mas que
un hardware que permite capturar gestos, toques, voces 0 movimientos, pues se requiere de un software que facilite
una interaccion natural e intuitiva y esto lo diferencia en muchos detalles del software que soporta a los WIMP.

Recientemente, el Instituto de Matematica Pura y Aplicada de Brasil, comenz6 a desarrollar un proyecto que se apro-
xima a la modelacién de curvas con un sistema de disefio geométrico asistido por computadoras pero, en este caso,
la interaccién se basa en esbozos de la curva, los cuales se indican deslizando los dedos sobre una mesa de dibujo
sensible o iTable (ver figura 1).

Figura 1: Modelacion mediante el uso de plataforma multitouch (iTable) [9]

Esencialmente, el funcionamiento del software propuesto por este equipo de investigacién se basa en el siguiente
algoritmo: una vez que se obtiene el trazo de la curva, ésta se muestrea y luego tal muestra es ajustada por medio
de curvas B-splines. El esbozo, ya modelado con un spline, puede ser deformado, transformado o editado. Estas
acciones se desencadenan a partir de un conjunto de gestos intuitivos preestablecidos que son indicados por los dedos
del disefiador y que pueden ser encontrados en [9](ver figura 2). Los algoritmos propuestos para modificar curvas
B-spline estan desarrollados en [12].
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Figura 2: Manipulacion de la curva mediante gestos predeterminados [9]

Cabria cuestionarse cudn ttil podria resultar el empleo de curvas algebraicas implicitamente definidas o A-splines en
la resolucion de problemas de CAGD.



Hasta mediados de 1a década de los 80 la mayoria de los sistemas de CAGD existentes empleaban curvas y/o superficies
parametrizadas racionalmente, como los B-splines. No es hasta 1985 que Sederberg [21] inicia el estudio de las curvas
algebraicas, bautizados por el propio Sederberg como A-splines. Estos, no son mas que curvas definidas por tramos
donde cada seccién es una curva algebraica definida implicitamente. Los A-splines resultaron ser una herramienta
muy atractiva en modelaciéon geométrica pues no se requeria de calculos vinculados con cambios de parametrizacion.
A partir de entonces comenzaron a aparecer trabajos de Chandrajit Bajaj: [1], [2], [3], [4], asi como de Richard
Patterson y Marcos Paluzny: [17], [18], [19], [20], que utilizan tales curvas para el disefio gréfico, la interpolacién
y suavizamiento de datos, el ajuste de contornos, etc. Todos estos trabajos se basan en las miltiples ventajas que tiene
la representacion implicita en comparacion con la pardmetrica, algunas de estas son:

1. Toda curva racional paramétrica puede ser representada por una ecuacion implicita, sin embargo el reciproco no
es cierto, o sea, no toda curva definida implicitamente puede ser parametrizada racionalmente. Asi, la clase de
curvas definidas implicitamente es estrictamente mayor que la de curvas parametrizadas racionalmente.

2. Paraun grado n fijo, las curvas algebraicas definidas implicitamente tienen mayor cantidad de pardmetros libres
que las racionales paramétricas del mismo grado, lo cual constituye una ventaja, pues en la practica los parame-
tros libres adicionales, que se obtienen al emplear la representacién implicita, se pueden utilizar para imponer
condiciones extra de interpolacidn o restricciones geométricas, aproximar una curva complicada con un niimero
menor de segmentos, lograr un mejor ajuste de los datos o garantizar un mayor orden de suavidad.

3. La clase de curvas definidas implicitamente es cerrada bajo ciertas operaciones muy usadas en los sistemas de
disefio geométrico tales como: la unidn, la interseccion, la diferencia, el cdlculo de offset I etc. Por su parte la
subclase de las curvas racionales paramétricas no lo es con respecto a ninguna de estas operaciones.

4. Usando la representacion implicita es muy fécil determinar si un punto dado se encuentra o no sobre una curva
o superficie y, en caso de no estar, determinar entonces a qué lado de la curva se encuentra. La solucién de este
problema usando representacion paramétrica es mucho mads costosa, requiriendo eventualmente de una férmula
de inversion.

Todas estas bondades de las curvas algebraicas implicitamente definidas y la relativa juventud de los A-splines en
funcién del disefio geométrico computarizado, convierten a estas curvas en una herramienta intuitivamente mas atrac-
tiva, natural y directa para estos fines. Con este trabajo, se propone la resolucioén de dos problemas que constituirian
un paso de avance en el desarrollo tedrico para el empleo de A-splines en CAGD, particularmente en escenarios con
plataformas multitouch.

2. PRELIMINARES

En esta seccidn, con el fin de facilitar la comprension de los procedimientos propuestos para la resolucién de los
problemas que se plantean posteriormente en este articulo, se introducen un conjunto de nociones, definiciones y re-
sultados de trabajos anteriores que serdn utilizadas en el desarrollo del presente proyecto.

Definicion 1: Una curva A-spline de grado n es una curva continua, definida por tramos, donde cada seccién es una
curva algebraica de grado n. Los puntos donde se unen dos tramos consecutivos del A-spline se llaman nodos o puntos
de ruptura.

ILa curva offset es el lugar geométrico de los puntos que se encuentran a una distancia euclidiana d, fija, de una curva dada.



Definicion 2: Siendo S una curva spline plana, si para todo punto P sobre la curva se tiene que .S, su recta tangente y
la curvatura, son funciones continuas en P, se dice entonces que .S es G2-continua.

En [6] se desarrollan las bases tedricas que garantizan la existencia de un esquema A-spline cubico, a partir del
cual, se aporta un conjunto de algoritmos que resuelven eficientemente disimiles problemas de CAGD. Esta familia
de curvas algebraicas es capaz de interpolar una configuracion prefijada de puntos, vectores tangentes y valores de
curvatura asociados a cada uno de éstos, y lo hace sin la imposicién de restricciones como las que se exigen en
trabajos anteriores publicados por [5], [14], entre otros. La expresion de la curva en cada seccidn, en coordenadas
baricéntricas 2 respecto al tridngulo de referencia asociado a ésta, queda implicitamente definida por la ecuacién:

ww (u+ w) + (Kw + khu) v? Kb + Kb uvw

2 2
La cubica descrita por la férmula (2.1) resulta ser conexa, convexa y no singular en cada tramo. Adicionalmente, posee
un pardmetro libre §, cuya manipulacién permite interpolar un punto arbitrario en la regién de interés y que por tanto
funciona como asa geométrica.

Az’ N —’03 +

La referida region de interés, varia en dependencia de los sentidos que posean los vectores tangentes a cada uno de
los nodos en su correspondiente seccién. De acuerdo a esta caracteristica se analizan dos casos por separado: caso
interior, donde la region de interés no es mds que el tridngulo cuyos vértices son los nodos asociados a la seccién en
cuestion y el punto donde se cortan las rectas tangentes a estos nodos; y el caso exterior, donde la region de interés
es ahora el tridngulo formado por los nodos y el punto de coordenadas baricéntricas (2, 5*, 2). Los casos exterior e
interior pueden ser visalizados en la figura 3, para un andlisis mas profundo sobre estas cuestiones puede consultarse
[6], Seccidn 2.3.5.

Figura 3: Caso interior a la derecha, caso exterior a la izquierda

Se entiende por poligono de control del esquema A-spline propuesto, a una linea poligonal formada por una serie de
tridngulos y trapecios consecutivos, cada uno de los cuales posee solamente un vértice en comiin con sus dos vecinos
mads cercanos, ver figura 4. La manera en que se escogen estos tridngulos y trapecios depende de la configuraciéon de
nodos y vectores tangentes inicial, para mds detalle sobre su construccién se puede estudiar la seccion 2.3.1 de [6].

La modificacién e interpolacién a posteriori de alguno de los datos locales correspondientes a una seccion, resulta
factible sin que tales cambios se propaguen por todas los tramos del A-spline. A diferencia de cuando se usan spli-
nes ctibicos racionales G?-continuos, no es preciso esperar a calcular los datos de todas las secciones para obtener la

2Fijado un tridngulo T de vértices A, B y C, todo punto P del plano puede ser escrito de forma tinica como combinacién lineal baricéntrica de
los vértices del tridngulo, es decir, existen valores tGnicos de u, v y w tales que P = uA + vB + wC. A estos valores (u, v, w) se les denomina
coordenadas baricéntricas del punto P respecto al tridngulo 7.



Figura 4: Poligonos de control

expresion general del mismo. Esto facilita que en la medida que se van actualizando los datos que definen la curva
en cada tramo, éstos puedan graficarse secuencialmente en tiempo real. Todo lo anterior proporciona un control mas
directo e intuitivo de la geometria local de cada seccion del A-spline y, en consecuencia, de la propia curva A-spline.

La implementacién atin mads eficiente de los algoritmos teéricos desarrollados en [6] es lograda en [15] al hacer la
generacion jerdrquica de puntos sobre la curva spline. Ello permitié obtener una mejor aproximacion del grafico de
la curva calculando un nimero muy reducido de puntos en comparacién con el que era necesario en el proceso de
subdivision de puntos de tipo arbol cuaternario (quadtree) sobre un tridngulo basado en el principio blossom para la
malla de un parche triangular de Bernstein- Bezier [11], [10] empleado en [13], [8] y [10] para lograr la visualizacién
de la curva A-spline.

El algoritmo desarrollado en [15] logra mds atn al generar, de forma eficiente, una sucesién de aproximaciones
lineales a la curva spline, al grafico de su ploteo de curvatura y a la curva d-offset del spline. Tal sucesién converge en
el limite a cada uno de ellos, siendo susceptibles de incluir criterios de parada adaptativos que hacen ain mads eficiente
este proceso.

3. DESARROLLO

En aras de ganar un mayor control sobre el comportamiento de la curva en el interior de la regién de interés, podrian
ser impuestas otras restricciones al esquema A-spline. Los problemas que a continuacién son propuestos, ya han sido
abordados en la literatura para esquemas splines paramétricos, en [12] se puede encontrar un andlisis detallado de
cada uno de estas cuestiones para curvas B-splines.

3.1. Problemal

El primer problema propuesto, podria ser enunciado formalmente de la siguiente manera:

Problema 1: Estudiar como variar los pardmetros del A-spline cuibico de forma que se interpolen dos puntos con-
secutivos del poligono de control, sus vectores tangentes y el punto adicional P con un vector tangente ¢ asignado



previamente.

Resolucion del problema:
Para la resolucidn de este problema, se asumird que se estd trabajando en la seccién 1—ésima del A-spline, sin embargo,
para la notacién de los elementos asociados a este tramo seran suprimidos los supraindices ¢, en el buen entendido de
que son los correspondientes a dicha seccién. A su vez, se comentard solamente la solucién del problema para el caso
interior, puesto que para el caso exterior todas las demostraciones y construcciones se realizan de manera andloga,
cambiando solamente pequefios detalles en que naturalmente se diferencian un caso de otro.

Sea (2 la region de interés, dendtese por Py y P» los nodos consecutivos del poligono
de control en la seccidon ¢ —ésima del A-spline, ¢ y t2 los vectores tangentes aso-
ciados respectivamente y kg y ko los valores de curvatura correspondientes. Sea
ademds P el otro vértice del tridngulo de referencia. P de coordenadas baricéntri-
cas respecto al tridngulo de referencia (ug, vo, wp), es el punto interior a interpolar
y t el vector tangente requerido en éste.

P1

P2

La curva A; (representada en la figura 5 con color rojo) que interpola los nodos Py y
P5, sus vectores tangentes y valores correspondientes de curvatura y ademds pasa

por P con tangente ¢, queda implicitamente definida por medio de la siguiente
ecuacion: Figura 5: Problema 1

ww (u+ w) + (Kew + Kou) v2 53 (kg + Ko)uvw

2 + 2
Con la interpolacién del punto P ya han sido agotados los pardmetros libres de la familia A-spline propuesta en [6].
Por esta razén, serd necesario variar alguno de los pardmetros que habian sido fijados previamente. Se comprueba que
pequeiias variaciones de la curvatura en los nodos, no provoca grandes cambios en el comportamiento de la curva,
ademds de que no influye en la geometria de otras secciones del A-spline, salvo las secciones vecinas, en las que la
variacion es minima. La modificacién del mencionado pardmetro se logra perturbando convenientemente la curva, la
forma en que se realiza la perturbacion se describe a continuacién.

A =03+ =0 (3.1

Considérese el caso extremo de la curva de la familia A; que interpola los nodos consecutivos Py con curvatura infinita
y P, con curvatura nula y que ademads pasa por el punto P, denédtese por K»q. Considérese andlogamente, aquella que
bajo las mismas restricciones tiene curvatura cero en Py y curvatura infinita en P, denétesela como K. (ver figura 6)

£

P2 Q P2

Figura 6: Curvas extremas consideradas para la perturbacion



Imponiendo en (2) la interpolacién del punto P con coordenadas baricéntricas (ug, vo, wp) y pasando al limite para
ko — 00 (respectivamente ko — 00) se obtienen las expresiones para las curvas limite Ko (respectivamente Kg):

wvd  wvwod
Ko : 0 9 =0 32
20 ng 2’(1}3 ( )
U}UZUB UU’lUU4
Koo : — o 0 =0 33
00 QUS 2u401 ( )

Kooy Koo tienen, asumiendo que no se renuncia a la convexidad, conexidad y no singularidad de la curva en el interior
de la regién de interés, valores minimos y maximos para las pendientes de la curva en el punto P. Tales valores vienen
dados por: t,,in = Z—g Y tmaz = u:ﬂl. Esto quiere decir que una tangente con pendiente menor que la de la recta
tangente a Ko en el punto P, o mayor que la de la recta tangente a Ko en el mismo punto, es inadmisible.

Asumiendo ahora que el valor de la pendiente de ¢ estd en el intervalo admisible
(tmin, tmaz)» se consideran dos casos (Figura 7). En el primer caso, la pendien-
te de la recta tangente determinada por el vector ¢ es menor que la pendiente de
la tangente ¢, a la curva A; en el punto P. En el segundo caso, el valor de la
pendiente de la recta tangente determinada por el vector ¢ que se desea alcanzar
en P, es mayor que la pendiente de la tangente ¢, a la curva A; en este pun-

g
e
to. /

P2k o Po

P1

t, caso 2

to

t, caso 1

La perturbacién propuesta en el caso 1, en el que se busca una disminucién de la
pendiente de la recta tangente a A; en P, queda determinada por la expresion:

Figura 7: Casol (en color verde)
At Ai + Ky =0 a>0 (34) vy caso2 (en azul)

Anélogamente para el caso 2 la perturbacién toma la forma:

Aip A+ BKOO =0 6 >0 3.5)

Utilizando el teorema de los valores intermedios, se prueba la existencia de valores tnicos de . y 3 positivos que
garantizan que se alcance la pendiente ¢ deseada en el punto P, al considerar la curva perturbada A;, en el caso
correspondiente. Ademads, invocando al principio de variacién disminuida, se demuestra que para los valores conside-
rados de 'y 3, A;;, es conexa, convexa y no singular en el interior de la regién de interés. Esta por tanto, constituye
la solucién al problema 1.

Es importante sefialar que si el vector tangente ¢ queda fuera del intervalo admisible, una alternativa de solucién al
problema puede ser incorporar al punto P y su tangente ¢ a la configuracién inicial de nodos, vectores tangentes y
valores de curvatura, teniendo en cuenta en dicho caso que serd necesario asignar un valor para la curvatura en este
nodo. La seccién A; es ahora reemplazada por dos nuevas secciones consecutivas donde el vértice comiin seria P.

Esta misma alternativa de solucién puede ser adoptada en caso de que la variacién de los valores prefijados para la
curvatura en los nodos Py y P», ya sea por exigencias técnicas del disefio o simplemente por preferencias del disefiador,
no sea factible. Este caso queda relegado a un segundo plano, puesto que en los escenarios de disefio que se describen
en la introducciodn, en los que se utiliza plataforma multitouch, lo més natural es que la exactitud no sea una exigencia,
sino mds bien la biisqueda de belleza y suavidad al trazar la curva.



3.2. Problema 2

Con las mismas hipétesis que en el problema anterior, se propone ahora la imposicién de una nueva restriccion.

Problema 2: Al seleccionar una recta R que corta la region de interés, estudiar cémo deben variar los pardmetros del
A-spline cibico de forma que, se interpolen los nodos asociados a dicha region, sus vectores tangentes y ademas, la
seccion de la curva resultante de esta interpolacion contacte a R en un tnico punto de dicha region.

Notese que en este nuevo problema no se exige la interpolaciéon de un punto es- P,
pecifico de la regién de interés. Esta vez, se trata de alcanzar a la recta R en algin _
punto, en el cual la tangente a la curva sea precisamente un vector en la direccién
de R. (ver figura 8).

En el caso interior, atin cuando es posible interpolar adicionalmente cualquier pun-
to en toda la region, la recta R debe cortar, en particular, a los dos segmentos
de rectas cuyos extremos son (en coordenadas baricéntricas): (0,0,1),(0,1,0) y
(1,0,0),(0,1,0) respectivamente; pues de lo contrario no existe la cibica con-

vexa, conexa y no singular que interpole a Py y P> con los vectores tangentes y Figura 8: Problema 2

valores de curvatura prescritos.

En el caso exterior, por las mismas razones, la recta R debe cortar a la regién de interés en la parte de ella en

que es posible interpolar un punto adicional. R, por tanto, debe cortar los segmentos de rectas cuyos extremos son
-1 2

(0,0,1), (%, =5,35)y (1,0,0), (%, _71, %) En la figura 9 se pueden ver algunos ejemplos de rectas admisibles y no

admisibles.

Figura 9: Ejemplos de rectas admisibles (verdes) y no admisibles (rojo), caso interior a la izquierda y exterior a la
derecha

La resolucién de este problema podria reducirse a la resolucion del anterior si se fija un punto de la recta R en el
intervalo adecuado de esta. En efecto, fijado un punto perteneciente a la recta, y en el interior de la regién de interés,
se tendrian las hipétesis del problema anterior, asumiendo como vector tangente en P al determinado por la propia
recta .

Teniendo en cuenta este hecho, para la resolucién de este tltimo problema solo serfa preciso fijar un punto de R que
pertenezca siempre a la region de interés, preferiblemente el mismo, tanto para el caso interior como para el caso
exterior. La solucién propuesta es tomar como punto P a aquel donde se cortan la recta prefijada R y la mediana del
tridngulo de vértices Py, P> y P;, que no es mds que el tridngulo de referencia. Estd demostrado en trabajos anteriores
que este punto estd dentro del intervalo incondicionalmente interpolable tanto en el caso interior como en el exterior.



De esta manera queda totalmente resuelto el segundo problema propuesto, que en cierto sentido puede ser considerado
como dual del problema 1.

4. CONCLUSIONES

Este trabajo constituye un paso de avance en el desarrollo tedrico necesario para el uso de A-splines en escenarios
de CAGD. Con el presente, quedan resueltas dos importantes cuestiones:

- En primer lugar, se logra un mayor control geométrico en el interior de la curva, interpolando un punto arbitrario
en la region de interés con una tangente prefijada, esto se traduce en un mayor dominio sobre el comportamiento
de la curva no solo en los nodos del A-spline, sino también en el interior de cada una de las secciones del mismo.

- En segundo lugar, con la resolucién del problema 2, se garantiza que la curva A-spline en una determinada
seccién contacte una y solo una vez a una recta prefijada, con lo cual se logra que en el punto de contacto, la
tangente a la ctibica que describe el comportamiento del A-spline en la seccidn, sea justamente un vector en la
direccién de la recta dada.

La solucién obtenida para el segundo problema, permite dar una respuesta mas elegante a las cuestiones atacadas en
la seccidn 4.5 de [7], pues si la interseccion de la region de interés €2; con la curva frontera es un segmento de recta
que satisface las hipétesis del problema 2, puede entonces asignarse a la 7—ésima seccion del A-spline los valores
de curvatura y de §; calculados en la solucion del problema 2 y, puesto que cada seccion del A-spline es una curva
convexa, dicha seccién estard del mismo lado que los datos respecto al poligono B. Lo anterior evidencia que la
solucién propuesta para este problema constituye, entre otras ventajas, una ttil alternativa al problema de trayectorias
con restricciones (ver figura 10).

Figura 10: Ejemplo de diserio de trayectorias con restricciones

En comparacion con las soluciones propuestas por B. Fowler y R. Bartels en [12] para el caso de curvas B-spline, la
variante de resolucion utilizada en este articulo para la familia A-spline construida en [6], es mds sencilla y adicional-
mente, posee la ventaja de que uno de los problemas es reducible al otro, por tanto en este sentido, el procedimiento
se simplifica.

5. RECOMENDACIONES Y TRABAJOS FUTUROS

Se recomienda la implementacién eficiente de los métodos de resolucion de los problemas 1 y 2 e integrar estos
c6digos con las implementaciones propuestas en [16], de esta manera se podrd obtener un software que funcione
como util herramienta para realizar disefio, ya sea utilizando plataforma multitouch o el paradigma WIMP.



Seria interesante, a su vez, estudiar cémo varia la curvatura a lo largo de la curva A-spline que resulta de la in-
terpolacién de una configuracion inicial de puntos, vectores tangentes y valores de curvatura asociados y encontrar
condiciones sobre el parametro § de modo que no se tengan ni muchas ni grandes oscilaciones al visualizar un ploteo
de la curvatura. Este nuevo problema podria quedar enunciado formalmente de la siguiente manera:

Problema Propuesto : Una vez que ha sido interpolada una configuracién inicial de puntos, vectores tangentes y
valores de curvatura asociados, estudiar qué valor del parimetro libre § permite minimizar la variacién de curvatura
dentro de una seccién del A-spline, de manera que no se observen ni muchas ni grandes oscilaciones de este pardmetro.

Este problema estd muy relacionado con el concepto de fairness. En la literatura se entiende por fair, una curva cuyo
ploteo de curvatura es continuo y posee muy pocas oscilaciones, esto es, que apenas tenga valores de curvatura ex-
tremos y situados ademas donde los desea el disefiador y en ningtn otro lugar [11]. Una curva fair es estéticamente

lo que mds desea un disefiador y por lo general, de todas las posibles curvas que pueden utilizarse para ajustar un
conjunto de datos, suele ser una curva fair la que mejor lo hace.

Figura 11: A la izquierda tres ciibicas con iguales condiciones iniciales de interpolacion y diferente valor de 0 y a la
derecha sus correspondientes ploteos de curvatura

Las gréficas de la figura 11 muestran cudn importante resulta el estudio del pardmetro ¢. En la parte izquierda de la
figura se observan tres curvas que corresponden a iguales condiciones iniciales de interpolacién, es decir, interpolan
los mismos nodos, con iguales vectores tangentes y valores de curvatura asignados; el inico parametro que ha variado
es d, si se analizan los correspondientes ploteos de curvatura asociados a cada una de estas en la parte derecha de la

figura, es apreciable que su variacion ha influido considerablemente en el comportamiento de la curvatura en el interior
de la seccidn correspondiente del A-spline.

RECEIVED JULY 2014
REVISED FEBRUARY 2015

10



REFERENCIAS

[1] BAJAJ, C. L. [1992]: The emergence of algebraic curves and surfaces in geometric design Technical report,
Purdue University.

[2] BAJAJ, C. L. and XU, G. [1996]: Data fitting with cubic A-splines In Proceedings of Computer Graphics
International, CGI’94, Melbourne, Australia,, pages 329-340. World Scientific Publishing.

[3] BAJAJ, C. L. and XU, G. [1999a]: A-splines: Local interpolation and approximation using g*-continuous piece-
wise real algebraic curves Computer Aided Geometric Design, 16:557-578.

[4] BAJAJ, C. L. and XU, G. [1999b]: Error bounded regular algebraic spline curves In Proceedings of the Fifteenth
Annual Symposium on Computational Geometry, Florida, USA, volume 3773, pages 333-340. ACM New
York, NY, USA.

[5] BAJAJ, C. L. and XU, G. [2001]: Regular algebraic curve sections (iii)-applications in interactive design and data
fitting Computer Aided Geometric Design, 18:149-173.

[6] BEHAR, S. [2009]: Construccién de una familia de A-splines cibicos G2-continuos para la solucién de diversos
problemas de CAGD. Tesis presentada en opcion del grado de doctor en ciencias matematicas, Universidad de La
Habana.

[71 BEHAR, S., ESTRADA, J., and HERNANDEZ, V. [2008]: Constrained interpolation with implicit plane cubic
a-splines In Ruiz-Shulcloper, J. and Kropatsch, W. G., editors, Proceedings of the 13" Iberoamerican Congress
on Pattern Recognition: Progress in Pattern Recognition, Image Analysis and Applications, volume 5197 of
Lecture Notes in Computer Science, pages 724-732, Berlin, Heidelberg. Springer.

[8] BEHAR, S., ESTRADA, J., HERNANDEZ, V., and LEC)N, D. [2005]: Smoothing of polygonal chains for 2d
shape representation using a g2-continuous a-spline In Lazo, M. and Sanfeliu, A., editors, Progress in Pattern
Recognition, Image Analysis and Application. 10"” Iberoamerican Congress on Pattern Recognition, volume
3773 of Lecture Notes in Computer Science, pages 42-50, Berlin, Heidelberg. Springer-Verlag.

[9] CRUZ, L. M. V. and VELHO, L. [2010]: A sketch on sketch-based interfaces and modeling In Proceedings of
the 2010 23RD SIBGRAPI - Conference on Graphics, Patterns and Images Tutorials, SIBGRAPI-T * 10, pages
22-33, Washington, DC, USA. IEEE Computer Society.

[10] ESTRADA, J., MARTfNEZ, D., LE()N, D., and THEISEL, H. [2005]: Solving Geometric Problems using
Subdivision Methods and Range Analysis, In Daehlen, M., Morken, K., and Shumaker, L., editors, Mathematical
Methods for Curves and Surfaces: Tromso 2004, pages 101-114. Nashboro Press.

[11] FARIN, G. [1997]: Curves and Surfaces for Computer Aided Geometric Design: a practical guide Academic
Press Inc.

[12] FOWLER, B. and BARTELS, R. [1993]: Constraint-based curve manipulation IEEE Comput. Graph. Appl.,
13(5):43-49.

[13] HERNANDEZ-MEDEROS, V., MARTINEZ, D., and ESTRADA-SARLABOUS, J. [2002]: Fitting a conic
a-spline to contour image data Revista Investigacion Operacional, 29:55-64.

[14] MEEK, D. S., ONG, B. H., and WALTON, D. J. [2003]: Constrained interpolation with rational cubics Comput.
Aided Geom. Des., 20(5):253-275.

11



[15] MORALES LEZCA, W. [2012]: Generacidn jerarquica de puntos, curvas d-offset y ploteo de curvaturas asocia-
dos a un A-spline ctbico Tesis presentada en opcion del grado de maestro en ciencias matematicas, Universidad de
La Habana.

[16] MORENO ALEMAN, J. [2012]: CAGD Environment: Una herramienta computacional para la visualizacién de
curvas A-spline ctbicas y su aplicacién a la solucién de problemas del CAGD Tesis de licenciatura, Universidad
de La Habana.

[17] PALUSZNY, M. and PATTERSON, R. [1993]: A family of tangent continuous cubic algebraic splines ACM
Trans. Graph., 12(3):209-232.

[18] PALUSZNY, M. and PATTERSON, R. [1994]: GG?-continuous cubic algebraic splines and their efficient display
In Laurent, P. J., Le Méhauté, A., and Schumacker, L. L., editors, Proceedings of the international conference on
Curves and surfaces in geometric design, pages 353-359. A. K. Peters, Wellesley, MA, USA.

[19] PALUSZNY, M. and PATTERSON, R. [1998]: Geometric control of g?-cubic a-splines Computer Aided
Geometric Design, 15(3):261 — 287.

[20] PALUSZNY, M., TROVAR, F., and PATTERSON, R. [1999]: G2 composite cubic Bézier curves Journal of
Computational and Applied Mathematics, 102(1):49 — 71 Computational Methods in Computer Graphics.

[21] SEDERBERG, T. W. [1985]: Piecewise algebraic surface patches Comput. Aided Geom. Des., 2(1-3):53-59.

12



