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ABSTRACT

Hypothesis test are widely used in data analysis but, in general, the random nature of p value is not consider in such applications. Power
function and p-value probability distribution are strongly related, this relationship should be a component in both hypothesis testing
conclusions and sample size calculation. However, this is not the case, possibly due of to two factors: first many people ignore the
random nature of p-value and second there is a lack of information in the subject. Some papers introduced some characteristics of p-value
distribution as mean value and median, but such values were not obtained for every parametric test in normal populations. This paper
contains a full characterization of p-values probability distribution for both one and two sided hypothesis test for parameters in one or
two normal populations. P-value probability distribution and their percentiles are presented, emphasizing in median value. Additionally
the paper introduces approximate criteria for calculating both distribution function and percentiles, and highlight the relationship between
power function and p-value.
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RESUMEN

Las Pruebas de Hipdtesis son ampliamente utilizadas en la practica pero, en general, dentro de esas aplicaciones no se considera el
caracter aleatorio del valor p con el que se realizan las inferencias. Existe una estrecha relacion entre la funcién de potenciay la
distribucion de probabilidad de los valores p, relacion que deberia ser parte de su interpretacion y de la determinacién del tamafio de la
muestra para los analisis con estas técnicas; sin embargo esto no ocurre asi y pudiera deberse a la falta de conocimiento de muchos acerca
del caracter aleatorio del valor p, unido a que no existe toda la informacién para que esto sea realizado. En algunos articulos se han
establecido caracteristicas de la distribucion de los valores p como son su valor medio y la mediana, pero estos valores no han sido
determinados en el caso de todas las pruebas de hipétesis para los parametros de las poblaciones normales. En este trabajo se presenta
una caracterizacién completa de la distribucion de probabilidad del valor p para las pruebas bilaterales y unilaterales en el caso de los
parametros de una y dos poblaciones normales, se establece la distribucién de probabilidad del valor p, asi como sus percentiles,
haciéndose especial énfasis en la mediana. Adicionalmente se identifican criterios aproximados para la construccién tanto de la
distribucién como de los percentiles y se establece la relacién entre la funcidn de potencia y la funcion de distribucién de probabilidad del
valor p.

1. INTRODUCCION

Las Pruebas de Hipdtesis o de Significacion son un procedimiento del Anélisis de Datos muy utilizados en las
aplicaciones de la Estadistica. EI procedimiento usual para su aplicacién consiste en obtener un valor p, definido
como la probabilidad del valor observado y valores mas extremos que él en la direccion de rechazar Ho y compararlo
con un nivel de significacion o valor a, que generalmente se fija como 0,05. De esta forma se toma la decision
correspondiente. Esta manera de proceder, muy popular y promovida tanto por los libros de texto como por los
cursos de la disciplina, encierra en si errores de tipo metodoldgico y probabilistico: Metodologicamente el
procedimiento es erréneo porque se basa en la comparacion de dos valores incompatibles, el valor p, que segin las
Pruebas de Significacion de Fisher es una medida de evidencia contra Ho y el valor o, que segun la Teoria de las
Pruebas de Hip6tesis de Neyman y Pearson representa una tasa de error. Probabilisticamente el procedimiento es
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erroneo porque desconoce la naturaleza aleatoria de valor p. Esta situacién ha sido analizada profundamente en
multiples articulos, como por ejemplo Hubbard y Bayarri [2003] o Monterrey [2012] pero, desafortunadamente, no
es del conocimiento de muchos que utilizan las Pruebas de Hipdtesis.

Es muy probable que este desconocimiento, tanto de la funcién metodoldgica del valor p como de su naturaleza
aleatoria, sea una de las causas de errores e inconsistencias, en la aplicacion de las pruebas, que han conducido a las
criticas y prohibiciones que, como sefiala Monterrey [2012], sufren y han sufrido las Pruebas de Hipdtesis o de
Significacion y que se han traducido en que algunas publicaciones desestimulen su uso, tal y como se aprecia, por
ejemplo, en las Normas de Vancouver que son publicadas por el International Comitee of Medical Journal Editors
[2014] y rigen metodolégicamente las publicaciones biomédicas. A pesar de esta situacion, los valores p y las
pruebas de significacion tienen una relevancia metodoldgica en la investigacion cientifica, esto se fundamenta en
que, como sefial6 Schervich [1996], son una forma de brindar mas informacion sobre los datos que la que arroja un
simple proceso de aceptar/rechazar una hipotesis. En ese sentido se han hecho propuestas para perfeccionar el uso de
los valores p en el andlisis de los datos. Brudette y Geham [1970], segun refiere Royal [1986], identificaron rangos
de valores p Utiles para interpretar la evidencia que ellos representan, posteriormente Sterne y Smith [2001]
presentaron unas modificaciones a esos rangos con lo que establecieron el criterio mas actual para realizar esta
interpretacion.

Un problema fundamental en la aplicacion e interpretacion de los valores p es el no considerar en muchas
aplicaciones su caracter aleatorio. Como sefialaron Sackrowitz y Samuel-Cahn [1999] “los valores p son reportados
extensivamente en situaciones practicas, pero su naturaleza aleatoria es a menudo descuidada”. Una primera
aproximacion al estudio de la distribucién de los valores p fue realizada por Dempster y Schatzoff [1965] quienes
identificaron la relevancia del valor esperado de p como una medida para caracterizar una Prueba de Significacion.
En el caso en que Ho sea cierta la distribucion de p es estocasticamente mayor que la distribucion uniforme en el
intervalo [0,1], cuando la alternativa es cierta Lambert y Hall [1982] demostraron que el valor p, asintéticamente, se
distribuye aproximadamente log-normal bajo un conjunto de condiciones bastante generales. Hung, O"Neil, Bauer y
Kéhne [1997] mostraron la relevancia del tamafio de muestra y de los valores de umbral utilizados para su
determinacidn en el comportamiento de la distribucion del valor p, resaltando la importancia de esta distribucion para
el disefio, andlisis e interpretacion de los resultados de los ensayos clinicos. Sackrowitz y Samuel-Cahn [1999]
desarrollaron un procedimiento simple para calcular el valor esperado del valor p bajo la hipétesis alternativa;
resaltando la importancia metodolégica de este valor. Al ser la distribucion del valor p asimétrica este valor esperado
es poco relevante para caracterizar su comportamiento, por ese motivo Battacharya y Habtzghi [2002] desarrollaron
otro procedimiento simple para calcular la mediana en los casos analizados por Sackrowitz y Samuel-Cahn [1999].
Lamentablemente, en ambos articulos, el procedimiento desarrollado no permiti6 identificar la mediana en todos los
casos de las pruebas paramétricas en poblaciones normales.

El objetivo del presente trabajo es identificar explicitamente las distribuciones de probabilidad de los valores p en el
caso de las pruebas paramétricas en poblaciones normales, tanto para las pruebas bilaterales como para las
unilaterales. Asimismo se pretende determinar los percentiles de esas distribuciones y en particular las medianas, con
lo que se podra caracterizar el comportamiento de los valores p y cuantificar su asimetria. Se establecera la relacion
entre la distribucién de probabilidad de los valores p y la funcion de potencia de la prueba correspondiente con lo
que se dard una nueva mirada a los criterios de determinacién del tamafio de la muestra ahora en términos del
comportamiento del valor p.

2. DESCRIPCION DE PROCEDIMIENTOS Y RESULTADOS

2.1 Valor p. Definicién y propiedades fundamentales

Para dos poblaciones independientes X ~ n(Ux;6x%) e Y ~ n(Uy; 6y?) el pardmetro 0 representara a aquellos que
usualmente se analizan en los problemas de pruebas de hip6tesis paramétricas asociadas a la distribucion normal, es
decir, 0 representara, segtn el caso, a lx, 6x%, Ux- Hy , 6x/ 6y%. En lo que sigue Xi,...,X, representara una muestra
aleatoria de la poblacion Xy Yi,...,Ym una muestra aleatoria de la poblacion Y; T representard el estadigrafo
utilizado para construir las regiones criticas, de una o dos colas, para contrastar las hipétesis Hoi: 6®; contra Hai:
00, i=1,2,3, siendo ©1={00}, @>= [6o,+o[ Y O3= ]-o0, 6] con 6 un nimero real. La distribucion de T se encuentra
condicionada por 0, lo que se representara mediante T/6. La funcion de distribucion en este caso se denotara
mediante Fe.

Siguiendo la definicion de Fisher, segin la cual el valor p representa “la probabilidad de los valores del estadigrafo
de la prueba que son mas extremos que el observado en la direccion de la hipodtesis nula”. El valor p se define, para
las hipotesis consideradas, como la realizacion de las variables aleatorias I1,=2 min (F,, (T), 1-Fy, (T),
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ITy= supFy(T), IT3= sup (1-F,(T)); donde IT;, i=1, 2, 3, representa el valor p de la prueba para el par de hipGtesis
6>0p 6<6p

(Hoi, Hai). En los casos que se analizan F,(T), vista como funcién de 6, es una funcién decreciente por lo cual
I,= FQO(T); ;= 1-F90(T). Si Fp,, denota la distribucion de la variable aleatoria ITi dado un valor 6, para cada i=1,
2, 3, estas distribuciones quedan definidas por:

Fi1,, (%) = 1-Fy (Fip (1-x/2) )+, (Fi (x/2)) (1
F”z/e (x) =Fq (Felo (X)) 2)
Friy, (%) =1 - Fy(Fp (1-x)) 3)

Para 0 <x <1y 60 unnumero real cualquiera.

En el caso de la distribucion de IT1/0 1a expresion (1) se obtiene observando que

Fir,o(0) = 1-Py({Foy (D=2} 0 {15 (M22]) = 1y (R (B < T< iy (B)))
La demostracion de (2) se sigue de Fry,, (x) = Py({Fy, (T)<x})=Py({T < F'elo(x)}). El caso (3) se obtiene de una forma
semejante.
Haciendo 6 = 0g, en (1), (2) y (3) se observa que para 0 <x <1 Fni/e0 (x) = x por lo que, para cada i, I'Ti/6, tiene
distribucion uniforme en el intervalo [0,1]. Cuando Hoi es cierta ITi/0 es estocasticamente mayor que la distribucion
U[0,1] cuando Hai es verdadera ITi/0 es estocasticamente menor. La demostracion de esta propiedad se basa en que
Fy(x), vista como funcion de 0 para x fija, es decreciente; asi por ejemplo en el caso de la distribucion de ITs/0 basta
observar que para 61<60<6 se cumple Fez(F;fO(l-x) <I-x<Fy, (F'elo(l-x) de donde se obtiene que
Fn3/el x) <x an%Z (x). Para x fija en el intervalo [0,1] Fg(x) es continua como funcion de 6, por ello 9““3 Fpp,e ()

—Yo

=X, es decir, cuando el pardmetro se aproxima a 6o, las distribuciones de los valores p se aproximan a la distribucion
U[0,1], denotandose mediante U[0,1] la distribucion uniforme en el intervalo [0,1].
Los valores p tienen una distribucion asimétrica; esta asimetria puede cuantificarse utilizando el coeficiente de
asimetria de Galton, que se denotara mediante Ai(0) i=1, 2, 3. Este coeficiente de asimetria se define a partir de los
percentiles de la distribucién, los que adicionalmente permitiran caracterizar el comportamiento de la distribucién.
Por este motivo es muy relevante disponer de expresiones explicitas para los percentiles del valor p. Si ﬁi,e(Y) denota

el percentil de orden y de la distribucion de ITi/0; estos percentiles, en cada uno de los casos a considerar, quedarian
determinados como la solucion de las ecuaciones:

1w=%GwLm§%>mG$Hf%> “
v =Fo (Foy (M2(1) )
L=y = Fo(Fg,(1-Tl5(n) (6)

La ecuacién (4), tal y como ocurre en la construccidn de la funcion de potencia no tiene, en general, solucion exacta.
En los casos (5) y (6) los percentiles quedan determinados explicitamente como; f1, 4(y)= Feo(Fé1 M)y ()=

1- FGO(F'el(l-y)), cumpliéndose que si Hoi es cierta Ai(8) > 0 y si Haies la hipétesis verdadera Ai(8) < 0, con lo que
queda caracterizado el patrén de asimetria de la distribucion de los valores p.

La funcién de potencia y el valor p se encuentran relacionados. Si BL(G) es la funcion de potencia de una a-prueba
para contrastar las hipétesis (Hoi, Hai), i=1, 2, 3, se cumple que:

Bo(®) = Fin,, (5) @)
B;(e) = Fﬂi/e (a‘) (8)
Cuando i=2,3

Para demostrar (7), basta observar que [3(11(6) =Py({T<7 /2} U {T>1,¢}) en el caso (Ho1, Ha1), siendo ta, para
o 2

0<a<1, el percentil de orden a de T/0g; por ello B.(6) = Py({T< F: (g)})+ Po({T> F'elo(l-g)}) con lo que queda
0
demostrado (7). Las relaciones indicadas en (8) se demuestran por un procedimiento semejante.
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Las relaciones (7) y (8) permiten realizar la determinacion del tamafio de muestra a partir del comportamiento
esperado del valor p. La combinacién de la potencia, el comportamiento del valor p y su mediana, como valor tipico,
permitiran hacer un planteamiento méas completo del problema de la determinacion del tamafio de la muestra e
incorporar en el andlisis el valor p. Valor con el que se hacen las inferencias pero que no es considerado
explicitamente en la determinacion del tamafio de la muestra.

2.2 Aplicacion a las pruebas paramétricas en poblaciones normales

En lo que sigue se utilizaran las notaciones introducidas en 2.1 para cada una de las dos poblaciones a analizar.
Indicandose, explicitamente en cada caso, la expresion particular del parametro y el estadistico de la prueba. Sobre
esa base se obtendra, para cada una de las pruebas paramétricas en poblaciones normales, la forma especifica de los
resultados presentados en 2.1

2.2.1. Pruebas para la media con varianza conocida. Unay dos poblaciones

Los casos para una y dos poblaciones admiten una solucion unificada a partir del planteamiento general presentado
en el epigrafe 2.1:

Una poblacion. En este caso 0 = puxy T=

-0 = . . -,
. % \/n. Denotando X la media de la muestra aleatoria de la poblacion X.
XY

% Denotando Xy ¥, respectivamente, las medias de las

Dos poblaciones. En este caso 6 = px - Yy y T= ;_
X-Y

2
&
=

ox

muestras aleatorias de las poblaciones X e Y y 6% v= =+
n

0-0g

En ambas situaciones el estadigrafo T cumple que T/ 6 ~ n(A ; 1) siendo A= ecsﬁ\/ﬁ para una poblaciony A = —

X X-Y
en el caso de dos poblaciones. Denotando n( , ) la distribucion normal con los parametros correspondientes y ~ el
que la variable aleatoria sigue la distribucion indicada.

Al cumplirse que Fy(x)= @(x - A), Fy es decreciente y continua como funcion de 6; por lo que los valores p quedan
definidos como realizaciones de las variables aleatorias IT; = 2 ®(-|T|), I, = ®(T), 15 = 1 -d(T)). Sustituyendo en
(1), (2) y (3) se obtienen las expresiones especificas para sus distribuciones:

Finyo (=1 - @ (Z,3-4) + @(2:-4) ©
Fri ()= ©(Z,-A) (10
Fl_[3/0 (X): 1- q)(zl—x'A) (11)

Siendo Z, el percentil de orden a de la distribucién n(0;1) y @ la correspondiente funcién de distribucién.

Para la determinacion de los percentiles en el caso bilateral (Ho1, Ha1) la ecuacion (4) se convierte en:

2-y=0(Z 0t + PZ f,0-4) (12)
2

2

Esta ecuacion debe resolverse por métodos aproximados. Una forma, sin utilizar métodos numéricos, es emplear la
aproximacion logistica de la distribucién normal de Bowling et al. [2009]. A partir de su aplicacion (12) se
transforma en:

AT02Z A
2«y=~(1+e =) +(1+e

A -l
_1.702(21_ iy ()™
2

) (13)

De donde se obtiene que, para 0<y<1

() =21 -o(=5ED)) (14)
-1 L (1)282 . — 17024 417024
con k(1) = S E W 7 [APE @) @) y EQ)=e e

Para los casos (5) y (6), las expresiones (10) y (11) permiten concluir que:
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1:_12,9 ()= D(Z,+A) (15)
()= 1-D(Z,.,+A) (16)
De (14), (15), (16) se obtiene que las medianas de las distribuciones son ﬁlle(O.S) ~2 ®(W),

1.702
I1,4(0.5)= ®(A), [1;4(0.5)= d(-A). Observandose que, en todos los casos, la mediana queda determinada por el

valor A.

2.2.2. Pruebas para la media con varianza desconocida

Al'igual que en 2.2.1 los casos para una y dos poblaciones también admiten una solucion unificada.
Una poblacion. En este caso 0 = i, T= Xée" Vn.

X-Y- 09
SP

Dos poblaciones con varianzas iguales (o3= o;= 6%). En este caso 0 = i - hy, T=

. . . = — s2 st
Dos poblaciones con varianzas diferentes (o2 cs§). En este caso 6 = px - py, T=(X- Y- 60)(: + :y) 1/2

Denotando, respectivamente, X y Y las medias de las muestras aleatorias de las poblaciones X e Y, S2 y S§ las
(0-1)S2 + (m—l)S)z,

n+m-2

correspondientes varianzas muestrales y Sf,= el estimador combinado de o2
En los tres casos el estadigrafo T cumple T/ 0 ~ t2; denotando t§ la distribucion t no central con v grados de libertad y

; . iy 0- 6 . .
parametro de no centralidad A. Para una poblacién v=n-1y A= . 2/n; en el caso de dos poblaciones con varianzas
X

2

2 o2
O3 Oj
0- 0o OX Sin

. . . 0-6¢ .
iguales v=n+m-2y A= — |== ycuando las varianzas son diferentes v =—=—2—y A = —2 siendo
N nrm L(ﬁ )+ 1 (ﬁ ) o%-Y
n-1"n m-1"m

o% ~ definida comoen 2.2.1

Al ser Fy(x)=T% (x), con T4 la funcién de distribucién acumulativa de la distribucion t2, Fy(x) es decreciente y
continua como funcidn de 6; por lo que, segun lo planteado en 2.1, los valores p son realizaciones de las variables
aleatorias Iy = 2 T2(-| T|), [Tz = TY(T), IT3 = 1 - TY(T). ). Sus distribuciones, identificadas en (1), (2) y (3), quedan
definidas en este caso, para 0<x<1 por:

Frp,,, (0=1- Ty (0(1-x/2)+ Ty (1(x/2)) (17)
F1,, (0= T (9(x)) (18)
Fr,, (0)=1- Ty (£(1-x)) (19)

Denotando t{(a) el percentil de orden a de la distribucion t5.
Segun la aproximacién de la distribucion t no central a la central desarrollada por Chmura y Paik [1979], se cumple

que:
5 2 , 12
T2 (a)~T? <a(1+%)-A(l+%) ) (20)

La aproximacion (20) permite escribir las funciones de distribucion de los valores p en términos de la distribucion
central. Cumpliéndose que:

Fio,, (O=1- T (1-3) (G61v8)- (v 1-3) +T0(E (3) (6 v8)- 1 (v, 5) (21)
Frp, (0= To(tS (), (V,A)- k3 (VAX)) (22)
Fri, ()= 1= Tt (1-%)K; (v,A)-K5(v,A,1-X)) (23)

, 112 12

Siendo 0<x<1 y denotando «;(v,A)= (1+AT) y K,(v,A2)=A (1+ )

De las ecuaciones (4), (5) y (6), segun la formulacion (17), (18) y (19), se obtienen los percentiles de las
distribuciones. Estos son, en el caso de las hip6tesis unilaterales, para 0<y<1:

I, (1)= TVt (1)) (24)

8@
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M5() = 1-TV(65(L-)) (25)
Y en el caso de las hipotesis bilaterales los percentiles quedan determinados como la solucion de la ecuacion:

-y =THE(- 7)) - (L) (26)
En sustitucion de (24) y (25), la aprOX|maC|on (20) permlte determinar los percentiles utilizando solamente la
distribucion t central. A partir de (23) los percentiles 15 4(y) serian la solucion de la ecuacion:
©(1-D=T (150 (1) ) 1 (W), (WA 1Tl (1)) (27)
De (27) y después de algunas transformaciones algebraicas, se obtiene la ecuacion:

1

~ 2 A2 \2 ~ 2
(OO0 2001 ( 1+ - V€O, )+ (800) -42 =0 (28)
Cuya solucidn es
M3 (D=1- TY(5(1-7,v,4)) (29)
. 2\ (@)’ _ , _
con k;(a,v,A) =t,(a) ( 1+ — ) +A |1+ —. Por un razonamiento analogo se obtiene que:

I,0(N= To(ic3(y,v,A)) (30)

Para las hipc')tesis bilaterales la expresic’)n (26), por las propiedades de la distribucion t no central, es equivalente a:
2-y=To@(- 42y - (-7 (3)
Utilizando la aproximacion de la distribucion F no central a la distribucién normal desarrollada por Severo y Zelen

[1960] y la aproximacién de la distribucion t no central a distribucion normal de Johnson y Welch [1940], se obtiene
que TT, 4(y) es solucion de la ecuacion:

2y 142 (e (32)

(ap+arn?)

1/3

Con A=[ (t%(1- H“)(Y) ) /(1+A2)] ,a1= 2/(9v), a2 = (2(1+2A%))/9(1+A2)2). De (32) queda determinado el percentil
como:

I, (D=2(1- To(ka(r,v,4))) (33)
Denotando:

1
Ka(1,v,8)= (T (1,8) (1+4%))2
(. A)= Qa1 ((1-8) ((1-a)?+Qa-1))- ay 3 2 - DIYV2 - (1-a,) (1-,)).
Al igual que en 2.2.1, la mediana de la distribucion de los valores p queda determinada por el valor de A en cada una
de las tres situaciones consideradas.
Aplicando la aproximacién de Johnson y Welch [1940] es posible representar las funciones de distribucién y los
percentiles de las distribuciones de los valores p en términos de la distribucién normal estandar. La aplicacion directa
de esa aproximacion a (17), (18) (19) (29), (30) y (33) permite establecer que, para 0<x<1 y 0<y<1:

(tv(x/Z))

Fry, (0 = 1 - d( (1+ =2 ®ax2) "/2” ) (C(1x/2)- A))+ o (1+ &2 (t x/2)-A)) (34)
Friyy (%) = O((1+ <;—>> ) 1Q(t%(x)— A)) (35)
B0 =1 -0 (1 S0 ) 0 0 (36)
() 200+ S ) (37)
Flay () ~ @((1+ S0 ) p) (38)
Flap() = 1 - @((1+ S 75 p) (39)

. N .. . . 12
Donde los percentiles t%(a) pueden sustituirse también por sus aproximaciones (o)~ Z, (1- Z2/(2v))
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2.2.3 Pruebas para la varianza de una poblacién

(n I)S

Enestecaso 8 =2y T= - siendo, de nuevo, S la varianza de la muestra en la poblacién X. El estadigrafo T

cumple que T/6 ~ Xn_l, con 9— 9—0 , denotando Xn.1 la distribucién ji-cuadrado con n-1 grados de libertad. Si X,

denota la funcién de distribucién de la distribucion 2 | entonces Fq(x) = Xn_l(%) por lo que Fy(x) es decreciente y
continua como funcién de 6 y los valores p, segln se vio en 2.1, son realizaciones de las variables aleatorias

I1,=2 min (X, (T), 1-X,., (D)), [,=X,, (T) y 3= 1-X,; (T)). Sus funciones de distribucion, a partir de (1), (2) y
(3), quedan definidas por:

Friye (0= 1-Xoy (8722,1-5)+ X, (6722, 5))) (40)
Fripo (0= X0 (8722, (0) (41)
Frig (= 1- X, (072, (1-%)) (42)

Con 0<x<1y denotando Xi.u (a) el percentil de orden a de la distribucion Xi-l'
A partir de la aproximacion de la distribucion ji-cuadrado a la distribucién normal de Wilson e Hilferty [1931] es

posible aproximar las funciones de distribucion utilizando la distribucién normal. Los percentiles de ambas
~2_

distribuciones estan relacionados por xi_l (a)~ (n-1)(i+ & Za)3, siendofi=1— S D) y&= ﬂ por lo que las
expresiones (40), (41) y (42) se transforman en:

1 1

83(n- 1)3 52, 0¥ Vo1 63 1)3(u+GZx) o Vol
Friy ()= 1- @ — e ] (43)

1 1
N 8313 [+3 Z) -F Vol

1 1

33013 ([ 521 - Vil
Fpp,, =1 - q)( T (45)

En los casos de hip6tesis unilaterales los percentiles de la distribucion, definidos en (5) y (6), a partir de (41) y (42),
para 0<y<1, quedan determinados por:

lez,e (= Xn-l(é X;_l ) (46)
36 (1)= 1- X, (0 72, (1-)) (47)

- ~ 3
Siendo entonces las medianas de las distribuciones I, 4(0.5) =~ X, ;((n-1)6 (1-%) )y I1,4(0.5) =
~ 2 3
1- X1 (0-16 (1-5—=) ).

Por la aproximacién normal de Wilson e Hilferty [1931] los percentiles de la distribucidn del valor p en las pruebas
unilaterales, definidos en (46) y (47), se aproximan por:

1 1
~ N Bn-1)3 [+ 52,) - Vol
Ie(y) ~ (D< s VT (48)
1 1
~ B-1)3 [@+8Z1—,) -F Vol
300 ~1 - cD( —e ) (49)
Para las hipétesis bilaterales el percentil [T, 4(y) queda determinado, a partir de (4) y (40), como la solucion de:
~ 1 o) ~—1 e
Ly =X (072,0-192)) . x, , (672, (122)) (50)
Utlllzando de nuevo la aprOX|ma<:|on de Wllson e Hilferty [1931] la ecuacion (50) es equivalente a:
2- Y= (D(e Z Hl e(Y)+ (6 3 1))+ (I)(e Z H] e(l) ~(6 '1)) (51)

Aplicando en (51) Ia aproximacion logistica de Ia distribucion normal de Bowling et al. [2009] y procediendo como
en (12) se obtiene que para 0<y<1:
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=~ In(kg (8,n,7))
Hl,em:z(l-cb(-(f;T;’ ) (52)

con ks(6,n,7)= 2(2 )i (6.n)+ "y )\/(I—Y)zi (0,n)+4y(2-y) yé&, (6,n) =¢" 708 @ _1)+ 17025 @" -,

Cumpliéndose de nuevo que las medianas quedan determinadas por el tamafio de muestra y la relacion entre los
valores del parametro y el valor de referencia de la hip6tesis nula.

2.2.4 Pruebas para la varianza de dos poblaciones

1 (-1)s?
0 (m-1)sZ’
poblaciones X e Y. El estadigrafo T cumple que T/ ~ 8 F. 1 m.1 donde 0=0/0,y F. 1 m.1 denota la distribucion F
con (n-1, m-1) grados de libertad. Si Wy-1, m-1 representa la funcién de distribucion acumulativa de la distribucion
Fi 1, m1 €ntonces Fo(x) = Wh1m1(x/0). Al ser Fo(x), decreciente y continua como funcion de © los valores p son
realizaciones de las variables aleatorias IT,=2 min (Wp-1m-1(T), 1-¥u-1,m-1(T)), IL=¥n-1,m-1(T) ¥ [15= 1-¥y1 m1(T).
Sus funciones de distribucion, siguiendo (1), (2), (3) quedan definidas, para 0<x<1 por:

En este caso 6 = 0)2(/03 yT= donde S2 y S§ denotan, respectivamente, las varianzas muestrales de las

Fiiye 0= 1 Wotmt (07 Frog ma (1-5))+ Pt (07 Fog ma(5))) (53)
Fitye (x)= Wotnt (07 Fog et () (54)
Frigy (0= 1 - Waim (87 Fypy oy (1)) (5)

Denotando Fn-l, m_1(a) el percentil de orden a de la distribucion F,, ; ., ;. A partir de la aproximacion de la
distribucion F a la normal de Severo y Zelen [1960] las expresiones anteriores se transforman en:

FHI/Q (X) ~ 1-(D(K6(é,1-X/Z,n,m))+(l)(1<6(é,x/z,n,m)) (56)
FHZ/Q (X) = (D(K6(6,X,Il,m)) (57)
Fr,, (%) & 1 -®(k(6,1-x,n,m)) (58)

1
2

27 L
Donde cs(xanm) = ( 525+ 5 (ot et @)') (Pt @)1 520 5250,
Para 0<y<1 los percentiles de la distribucion de probabilidad de los valores p, presentados en (5) y (6) para el caso de
las hipdtesis unilaterales, quedan determinados, siguiendo (54) y (55), como:
EIZ,O (Y): \Pn-l,m-l(an;l, m—l(y)) (59)
o= 1 - ¥nim1(OF,; 1 (1-7) (60)
La aproximacion de Severoy Zelen [1960] permite aproximar los percentiles (59) y (60) utilizando la distribucion
normal. Estos quedan determinados por:

T, 0()= ®(6(® yn.m)) (61)
5,00~ D1s(01-1.0.m)) (62)
La expresion «4(.) depende de F,; ,, ;(a). La aproximacion de Zevero y Zelen [1960] adicionalmente permite
representar los percentiles de la distribucién F utilizando los percentiles de la distribucion normal, quedando
entonces (61) y (62) expresadas en términos de valores de la distribucién normal: Para Z, percentil de orden a de la
distribucion normal la aproximacién establece que Z,~ k¢(1,a,n,m) de donde se obtiene, después de algunas
transformaciones algebraicas, que:
ic;(n,m,a)"! (g (n,m)+ 14 (n,m,a)) sia < 0,50
Fn»l, m—l(a) = (63)
K, (n,m,a)"! (K8 (n,m)- K, (n,m,a)) sia>0,50

2
Siendo  k4(n,m,a)= \/—Kg(nm) K,(n,m,a) (Zag(n 3 (1—9(5_1) ) ),  kg(n,m) (9( 5 1)(1—9(;1)) y
272 2
9(m-1) ~( _9(m-1)) '

K, (n,m,a)=

En el caso bilateral los percentiles de la distribucion del valor p son la solucién de la ecuacion:
et ()
1= Watnt (87 Bt it (1 2) ) - Wt (87 Fop () (64)
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. 2 2(m-1)2
Para muestras grandes sifij= -y &)= (n%"(:j%

e(v) _ (I) ~

la ecuacion (64) equivale a:

anlml(1 ) -t anlml( ) -t
1y =~ = 5) - —) (65)
Bajo la misma aproximaci(’)n Fitm 1(a) ~G;Z, + 7 y entonces (65) se transforma en:
p](e -1) u](e 1)

-'Y~CD(9 Z ”19(V)+ ) (D(e Z“]e(/)+ ) (66)

Utilizando Ia aprOX|maC|0n logistica de Ia dlstrlbucmn normal de Bowling et al. [2009] y procediendo de nuevo
como en (12) se obtiene que para 0<y<1:

In(icy 2 (Bn,7))
I, o ()=2(1-d(- ew ) (67)

Con ko@np)= 2ot (Bn)+ 1= [P @mrn ¥ &, (0n) =

B 5! B 5!
1.702== (0 -1 -1.702Z== (0 -1
% )+ e % ¢ ).

Cumpliéndose de nuevo que las medianas quedan determinadas por el tamafio de muestra y la relacién entre los
valores del parametro y el valor de referencia de la hip6tesis nula.

3. CONCLUSIONES
En el caso de las Pruebas Paramétricas en Poblaciones Normales:

1) Por la asimetria de la distribucién, la mediana de los valores p es la mejor forma de representar el valor
central de su distribucién.
2 Los percentiles y en particular el coeficiente de asimetria permiten caracterizar el efecto del tamafio de
muestra y del valor del parametro sobre el comportamiento de las Pruebas de Significacion.
3) Los percentiles y sobre todo la mediana de la distribucidn pueden constituirse en un elemento mas en el
proceso de determinacion del tamafio de muestra. Célculo que, por la relacidn entre la funcién de potenciay la
funcion de distribucion del valor p, puede plantearse de forma equivalente a la usual en términos de la mediana del
valor p.
4 En todos los casos el valor de la mediana de la distribucion del valor p queda determinado por el tamafio de
muestra y la relacion entre los valores del parametro y el valor de referencia de la hip6tesis nula, por lo que es
posible caracterizar cada a-prueba con una potencia dada utilizando la mediana del valor p.
(5) El comportamiento de la distribucion del valor p bajo la hipétesis alternativa permite caracterizar su
fortaleza para aceptar valores en la alternativa, sobre todo en el caso en que estos valores representen cambios
pequefios o poco relevantes respecto a lo establecido en la hip6tesis nula con lo que se puede prevenir la aceptacion
de efectos espurios.
(6) Las distribuciones obtenidas pueden ser utilizadas para realizar simulaciones del comportamiento del valor
p, lo que pudiera ser Gtil para mostrar el caracter aleatorio del valor p en las clases en que se ensefia el tema.
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