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ABSTRACT

Longitudinal studies often suffer from missing data. In this work different methods are compared, by means of a simulation
study, to address the estimation task under missing data in longitudinal settings. Completely random, random and non-random
missingness mechanisms are studied. Methods used include complete cases, zero imputation, imputation by the mean and last
observation carried forward. These methods are refined by the conditional mean imputation, regression and stochastic
regression. Such methods are contrasted with maximum likelihood. The goodness of each one in terms of the proportion of
missing values is assessed. A qualitative approach that allows a quick and clear assessment of each method is introduced, by
means of their classification as Excellent, Good, Regular, or Bad. In this way a simulator written in the IML (Interactive Matrix
Language) language of SAS (Statistical Analysis System) is obtained, which allows the evaluation. We conclude that naive
imputation methods produce biased estimators. Simple refined methods such as stochastic regression imputation show an
acceptable behavior for low proportions of missing values but underestimate variability parameters. The complete case method
shows good behavior. Maximum likelihood behaves the best.

KEYWORDS: longitudinal models, maximum likelihood, missingness mechanism
MSC: 62-02; 46N30; 62-07; 00A72; 65C20; 68U20; 62J99

RESUMEN

En estudios longitudinales no se suele contar con la completitud de los datos. En este trabajo se comparan, mediante un estudio
de simulacion, distintos métodos para abordar la estimacion bajo datos faltantes. Se consideran mecanismos de pérdidas
completamente aleatorios, aleatorios y no aleatorios. Los métodos empleados incluyen casos completos, imputacion por cero,
imputacion por la media y Gltima observacion llevada adelante. Se refinan los métodos mediante imputacion por la media
condicional, regresion y regresion estocastica. Tales métodos se contrastan con el de méaxima verosimilitud. Se valora la bondad
de cada uno en términos del porciento de pérdidas. Se introduce un criterio cualitativo que permite realizar una valoracion rapida
y clara de cada método, mediante su clasificacion en Excelente, Bien, Regular o Mal. Se obtiene de este modo un simulador,
escrito en el lenguaje IML (Interactive Matrix Language) de SAS (Statistical Analysis System), que permite realizar la
evaluacion. Se concluye que los métodos de imputacién ingenua producen estimadores sesgados. Métodos de imputacion simple
refinados como regresion estocastica, muestran comportamiento aceptable para bajos porcientos de pérdidas aunque subestiman
los parametros de variabilidad. EI método de casos completos muestra buen comportamiento. Maxima verosimilitud es el
método de mejor comportamiento.

1. INTRODUCCION

La presencia de datos faltantes es un problema comuin en ensayos clinicos. En una revision de lo publicado
sobre el tema entre Julio y Diciembre de 2001 (Wood, White et al. 2004) en revistas médicas de alto impacto,
se detectan 63 ensayos con presencia de datos faltantes de un total de 71, para un 89%. En una revision del
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2014 de ensayos aleatorizados por grupos (Diaz-Ordaz, Kenward et al. 2014), se detectan 95 de un total de
132, para un 72%; sin embargo aqui se destacan 41 ensayos (31%) en los cuales “no pudo verificarse la
presencia de datos faltantes a partir del reporte publicado”. Buuren (2012) critica la pobreza de los reportes de
datos faltantes en las publicaciones. Ejemplifica, mediante una coleccion de pequefias bases de datos (Hand,
Daly et al. 1994), la baja calidad de estos reportes: de las 510 bases de la coleccién, sélo 13 contenian un
codigo para los datos faltantes. La Tabla 1 muestra la incidencia del problema de datos faltantes en cuatro
estudios realizados en Cuba.

Tabla 1
Incidencia de datos faltantes en ensayos clinicos cubanos
Estudio Variable de respuesta Proporcion de pérdidas
Sertralina! Puntuacion de Hamilton | 15%
Vacuna contra Melanoma cutaneo? | Hemoglobina 69%
Migraprecol® Calidad de vida 30%
Surfacén* indice de Oxigenacion | 34%

Fuentes: 1: CENCEC (2014), 2: Uranga (2011), 3: Marrero (2012), 4: Uranga and Molenberghs (2014)

Un incorrecto manejo de los datos faltantes puede tener consecuencias importantes para la validez de las
inferencias de algunos estudios clinicos. Métodos que resultan en inferencias validas bajo ciertos supuestos
pueden conducir a falsas conclusiones si el mecanismo de pérdidas no responde a tales supuestos.

Resulta por tanto de interés, realizar un estudio experimental donde se evidencien, de manera precisa, las
consecuencias del uso de uno u otro método. En este trabajo proponemos un acercamiento a tal objetivo
mediante un estudio de simulaciones de datos longitudinales. El objetivo es estudiar el comportamiento de los
métodos de imputacion en relacion con el mecanismo de pérdidas de la informacion y el porciento de datos
faltantes.

Se valora el desempefio de diferentes métodos para la obtencidn de buenas estimaciones de los parametros de
dos modelos estadisticos bajo datos faltantes. Se consideran patrones de pérdidas de tipos monétono (a partir
del primer valor no observado tampoco se observan los valores sucesivos) e intermitente (la secuencia de
valores faltantes es arbitraria).

El trabajo se ha organizado en cinco secciones. En la segunda seccion se presentan los modelos longitudinales
y los mecanismos de pérdidas considerados. En la seccion 3 se presentan los métodos empleados para el
tratamiento de datos faltantes. La simulacion del modelo longitudinal bajo diferentes mecanismos de pérdidas
es descrita en la seccion 4; en la misma seccion, se introducen diferentes criterios para evaluar el
comportamiento de los distintos métodos de manejo de datos faltantes. En la seccién 5 se muestran los
resultados experimentales de la simulacién y se presenta un caso de estudio.

2. MODELOS LONGITUDINALES Y MECANISMOS DE PERDIDAS EN ENSAYOS CLINICOS
2.1. Modelos longitudinales

Se asume la ejecucidn de un ensayo clinico para el que han sido seleccionados N = N, + N; individuos
divididos en dos grupos de estudio, un grupo de tratamiento estandar (N, sujetos) y otro de tratamiento
combinado con un nuevo producto (N sujetos); o bien definidos a partir de los valores de una variable basal.
La variable de respuesta es cuantitativa; digamos una medicién de laboratorio clinico como presion arterial
sistolica o hemoglobina; o bien, en el caso de una afeccién respiratoria, un medidor cuantitativo de la funcién
pulmonar como el indice de oxigenacion. Por cada paciente se planifica colectar mediciones de la variable de
respuesta en T momentos predefinidos de tiempo. El estudio se dice entonces longitudinal. Se define el perfil
de un individuo hipotético i como un vector de T componentes ¥; = (Y4, ..., Y;r) donde cada componente Y;;
representa la medicidn de la variable de respuesta en la ocasion j.
Interesa evaluar el efecto del grupo en la variable de respuesta y un efecto temporal, es decir, evolucidn de la
respuesta en el tiempo. Por ello se asume que la respuesta depende linealmente de una covariable indicadora
de grupo G;, un efecto temporal ¢;, e interaccion grupo-tiempo. La correlacion entre mediciones de un mismo
individuo en el tiempo puede capturarse de dos modos:

1. Asumiendo que la fuente de la dependencia radica en un proceso externo al sujeto.
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2. Asumiendo que la fuente de la dependencia radica en un proceso estocastico operante dentro del
sujeto.
El primer caso se formula mediante un modelo de interceptos aleatorios y el segundo, mediante un modelo de
transicidn de primer orden. Ambos modelos se describen analiticamente como sigue.

Modelo de interceptos aleatorios
Yij = ﬂl + 'BZ Gi + ﬂg tj + ﬂ4_ Gi tj + bi + 5ij
b;~N(0,d?),&;;~N(0,0%), b;, &;; independientes @

En estas notaciones G;, variable indicadora de grupo, toma los valores 0 y 1; la variable temporal ¢; toma el
valor j/T,1 < j < T,j entera; el vector de parametros es 8 = (By, S, B3, Ba, d%, a2); la funcion de
verosimilitud responde a una distribucién normal multivariada proveniente de contribuciones individuales
independientes (Verbeke and Molenberghs 2000).

Modelo de transicion de primer orden
YU = ﬂl + ﬂzGi + ﬁ3t} + ﬂ4Gltj + 611

&j = adyj_1 + 2, 6j~N(0,4%), z; independiente de &y, ..., & j_1 (1)
El vector de pardmetros es 8 = (B4, B, s, Bs, @, A2). El modelo suele denominarse AR(1), abreviatura de
“Auto-regresivo de primer orden” y la funcion de verosimilitud responde a una distribucién normal
multivariada (Verbeke 2005).
En los ensayos clinicos son de especial interés ambos modelos. Al modelo a simular,

1) 0 (1), sele
denominara en lo que sigue modelo de ajuste.

2.2. Mecanismos de pérdidas

Rubin (1976) introduce el concepto de mecanismo de pérdidas, abriendo asi el camino hacia un estudio
formal del problema de datos faltantes. La taxonomia de Rubin consta de tres categorias: pérdidas
completamente aleatorias (MCAR), pérdidas aleatorias (MAR) y pérdidas no aleatorias (MNAR). Para
describirlas se asume que, con las notaciones introducidas en 2.1, ¥; = (Y;y,...,Y;r) denota el perfil de
observaciones temporales del individuo i. En el vector indicador de pérdidas del individuo i, R; =
(Ri1, .-+, Rir), lacomponente R;; = 1 si Y;; se observa, R;; = 0 si no. Se define entonces:

Tipo de mecanismo de pérdidas | Se define cuando
MCAR P(Ri|Y)) = P(R)
MAR P(R;|Y;) = P(RilYip)
MNAR P(R;|Y;) #P(Ri|Yio)

Y ;o = Subvector de componentes observadas

Verbalmente, el mecanismo es completamente aleatorio si la probabilidad de pérdidas no depende de las
mediciones; es aleatorio si la probabilidad depende de lo observado; y es no aleatorio si la probabilidad
depende de lo no observado. Por ejemplo, supongamos que en un ensayo clinico se mide presion arterial
sistolica (PAS) en enero y febrero. Se tiene:

- MCAR: Hay datos faltantes aleatorios en el mes de febrero, que no guardan relacion con el nivel de
PAS en enero o febrero u otra variable del estudio. Los datos faltantes constituyen una muestra
aleatoria de los datos originales.

- MAR: Hay datos faltantes en el mes de febrero porque la medicidn de enero no excedia 140. Los
datos faltantes son aleatorios dentro del grupo “PAS en enero<140”.
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- MNAR: Hay datos faltantes en el mes de febrero porque los casos que presentaron la medicion de la
PAS de febrero menor o igual que 140 no fueron registrados. (PAS realizada, pero no recogida si era
<140.)

Una clasificacion alternativa distingue entre patron monétono e intermitente. Cuando los valores de una
respuesta repetida en el tiempo se observan en su totalidad, o bien se observan parcialmente pero de manera
tal que a partir del primer valor no observado tampoco se observan los valores sucesivos, se habla de un
patrén de pérdidas de tipo monotono. Si por el contrario, la secuencia de valores faltantes es arbitraria,
entonces el patron de pérdidas se dice de tipo intermitente.

3. TRATAMIENTO DE DATOS FALTANTES Y AJUSTE DEL MODELO

Para la estimacion bajo informacién incompleta pueden considerarse tres estrategias:

1. Eliminacion

2. Imputacién

3. Optimizacioén
Entre las estrategias de eliminacidn se incluye el método de casos completos. En un escenario longitudinal
(ver seccion 2.1), el andlisis se limita a los individuos con todo el perfil observado. Es conocido que, si el
mecanismo de pérdidas es MCAR, con el empleo de este método se obtienen estimadores insesgados para
estructuras de medias (Verbeke 2005, Buuren 2012).
La estrategia de imputacion conlleva un calculo previo a la de estimacién de parametros. Métodos
elementales de imputacion son el de sustituir los datos faltantes por cero, la sustitucion de cada dato faltante
por que le precede (método de la Gltima observacion llevada adelante) y el método de sustitucion por la
media, en que cada observacién faltante se sustituye por la media de ciertos valores observados de la variable
en cuestidn. En este trabajo se distingue el caso en que se promedian individuos de un mismo grupo,
sustitucion por medias agrupadas.
Métodos mas refinados de imputacion son el de sustitucién por media condicional, regresién y regresion
estocastica (Buck 1960, Buuren 2012). En la imputacion por regresion la observacion actual se expresa como
combinacion lineal de covariables u observaciones previas, usando la estructura del modelo generador de los
datos. La regresion estocastica agrega una componente aleatoria a esta dependencia. Para una descripcién
completa de estos métodos, véase Buck (1960), Rubin (1976), Verbeke and Molenberghs (2000), Buuren
(2012), Carpenter and Kenward (2013).
Se experimenta también la inclusién de una componente aleatoria al método de media condicional. En este
caso, en lugar de sustituir los datos faltantes por la media condicional de la distribucién normal multivariada
de las componentes faltantes dadas las observadas (Verbeke and Molenberghs 2000), se genera una instancia
aleatoria de esa distribucion. De manera que se aprovecha no sélo la informacidn contenida en la media
condicional, sino también en la matriz condicional de varianzas y covarianzas.
Las estrategias 1 y 2 contienen una segunda etapa posterior al tratamiento de las pérdidas: la estimacién de
parametros. La estrategia 3 consta de esta Unica etapa y se diferencia de la 1 y 2 en que no altera previamente
la informacion disponible. La estimacidn se obtiene en todos los casos mediante el ajuste del modelo
seleccionado por el método de méaxima verosimilitud (Verbeke and Molenberghs 2000, Verbeke 2005,
Uranga and Molenberghs 2014). Se espera que la estrategia 3 se comporte de manera 6ptima bajo MAR
(Verbeke and Molenberghs 2000).

3.1. Simulacion de pérdidas en datos longitudinales

Dada una poblacion y los valores de sus mediciones siguiendo el modelo de ajuste, se aplican distintos
patrones de pérdida de informacién. Se aplican los métodos de eliminacién, imputacién y optimizacion antes
descritos para lidiar con los datos faltantes. Con la informacion que resulta se obtiene el estimador 8 del
vector 6 de los parametros del modelo. El desempefio de los métodos es evaluado a partir de la calidad de la
estimacion.
La simulacion consta por tanto de cinco procesos principales:

1. Seleccion de un tamafio de muestra.

2. Generacion de muestras aleatorias a partir del modelo de ajuste.

3. Seleccidn del mecanismo de pérdidas y generacion de estas, para lo que se requiere el control de la

proporcion de datos faltantes.
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4. Aplicacion de la estrategia de tratamiento de los datos faltantes. Estimacion del vector 6.

5. Evaluacion de la estimacion mediante distintos criterios.
Prefijados un tamafio de muestra y un modelo de ajuste, llamaremos escenario a la especificacion de un
mecanismo de pérdidas, una proporcion de datos faltantes y una estrategia de tratamiento de pérdidas. Dado
un escenario, los procesos 2, 3 'y 4 constituyen una iteracion que se repite I veces. El proceso 5 se realiza sélo
una vez, al finalizar las I iteraciones. A continuacion se discuten los 5 pasos de manera detallada.

3.2. Seleccién de un tamafio de muestra

Este paso es elemental y se refiere a fijar los valores de N, N, y N; (ver seccion 2.1). Note que es muy
diferente lo afirmado aqui al clasico problema de justificacion de un tamafio de muestra en un ensayo clinico
real. La diferencia radica en que en el presente trabajo el ensayo clinico es hipotético, simulado. En lo que
concierne al estudio de simulacidn, la seleccidn del tamafio de la muestra es en principio arbitraria y se trata
precisamente, de evaluar las propiedades de tal eleccién.

3.3. Generacién de muestras aleatorias a partir del modelo de ajuste

Se simula la pérdida de informacion en un ensayo clinico sobre una muestra aleatoria integrada por N = N, +
N, individuos. La muestra es construida mediante un generador de nimeros pseudo-aleatorios a partir del
modelo asumido. Se modela la situacidn en que N, individuos siguen el tratamiento propuesto y por tanto se
les asigna el valor G; = 0 y a los otros N, el valor G; = 1; alternativamente, la agrupacion puede definirse a
partir de los valores de una variable basal. A continuacion se generan pérdidas sobre la muestra.

3.4. Seleccién del mecanismo de péerdidas y generacion de estas. Control de la proporcién de pérdidas

Se generan datos faltantes siguiendo uno de los siguientes mecanismos de pérdidas: intermitente de tipo
completamente aleatorio, monétono de tipo aleatorio, monétono no aleatorio logistico, monétono no aleatorio
por punto de corte e intermitente no aleatorio.

En el mecanismo intermitente completamente aleatorio, prefijado un porciento de datos faltantes, se eliminan
los datos de la base correspondientes a posiciones generadas a partir de una distribucion uniforme.

El mecanismo intermitente no aleatorio se basa en establecer un valor umbral o de corte de la variable de
respuesta. Se eliminan las observaciones por debajo del valor umbral. EI valor umbral o de corte se fija de
modo que se garantice la proporcion de pérdidas deseada.

Los mecanismos monotono de tipo aleatorio y monétono no aleatorio logistico se basan en el modelo de
regresion logistica descrito en Diggle and Kenward (1994). Se asume que la probabilidad de abandono en la
ocasion j (j = 1,...,T), dado que el sujeto se encontraba aln en el estudio en la ocasién anterior, satisface el
modelo de regresion logistica

logit[P(D; = j|D;2j,y)] = vy + vy yij + ¥, Vij-1. 2)
Para garantizar pérdidas aleatorias se impone la restriccion y;, = y, = 0y se deja el parametro y, libre; para
pérdidas no aleatorias se impone , = y, = 0y se deja y, libre. El mecanismo mondtono no aleatorio por
punto de corte se obtiene sustituyendo el miembro izquierdo de

(2) por una constante (“punto de corte™), haciendo y, = y, = 0y dejando v, libre. Para garantizar

la proporcion de pérdidas deseada, se genera una muestra de 10 bases a partir del modelo de ajuste y se mueve
el parametro libre en una u otra direccién hasta alcanzar la proporcion.

4. APLICACION DE LA ESTRATEGIA DE TRATAMIENTO DE LOS DATOS FALTANTES.
ESTIMACION DEL VECTOR 6.

El simulador posibilita la aplicacion de las estrategias de tratamiento de los datos faltantes descritas en la
seccion 0 sobre una base de datos, cualquiera sea el mecanismo de pérdida de la informacion que ésta
presente tratados en la segunda seccién del trabajo. En dependencia de la estrategia utilizada, se obtiene el
estimador de los pardmetros de interés (6).

4.1. Criterios para la evaluacién de la estimacion obtenida
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Se asume conocido el vector 8 que describe el modelo original. Cada una de las muestras generadas a partir
del modelo de ajuste, se mutila siguiendo diferentes mecanismos de pérdidas y se aplica un método de
tratamiento a ese mecanismo. Se obtiene entonces una estimacion de 6. Se trata ahora de fijar criterios para
evaluar la calidad de la estimacion obtenida.

Para ello se compara el vector estimado con el original siguiendo dos criterios: sesgo y cobertura. El sesgo se
define como la diferencia entre el valor original y el estimado; estas diferencias se promedian a través de las I
iteraciones. La cobertura se define como sigue. En cada iteracion se genera, junto con la estimacion 8, un
intervalo confidencial del 95% para cada componente de 8. La cobertura asociada a cada componente se
define como la proporcién con que el intervalo cubre al valor original a través de las [ iteraciones. Note que la
cobertura constituye una estimacion de la cobertura real, definida como el valor limite de la cobertura
cuando el nimero de iteraciones I crece indefinidamente; y a su vez la cobertura real difiere de la cobertura
nominal, que en el presente caso es 95% y viene dada por el percentil 95 de la distribucién normal, empleado
en la construccién del intervalo. La cobertura real debe aproximarse a la nominal cuando el tamafio de
muestra N crece suficientemente y en ausencia de datos faltantes; o bien en presencia de una proporcién
acotada de datos faltantes tratados adecuadamente, por ejemplo, mediante el método de maxima verosimilitud
y ante un mecanismo MAR.

A continuacion se calcula el sesgo méximo en valor absoluto y la cobertura minima, con respecto a todas las
componentes de @ (caso identificado como estructura general), o bien con respecto a los coeficientes

B, B2, B3, B solamente (caso identificado como estructura de medias). Si el sesgo maximo no supera 0.05 se
asigna clasificacion excelente (E) segun este criterio; bien (B), si no supera 0.1 y no clasifica como E; regular
(R), si no supera 0.2 y no clasifica como E ni B; mal (M) en otro caso. Se genera una clasificacion analoga
para la cobertura minima, favoreciendo valores altos, y tomando como puntos de corte 0.9, 0.8 y 0.7. Se arriba
a una clasificacion global segun el criterio (Figura 1):

- E: Sesgo=E y Cobertura=E

- B: Sesgo=E ¢ B, Cobertura =E 6 B, y no clasifica como excelente global

- R: Sesgo=E 6 B 6 R, Cobertura =E 6 B 6 R, y no clasifica como excelente ni bien global

- M: Otro caso

Cobertura

0.9

0.8

0.7

0.05 0.1 0.2 Sesgo

Figura 1. Clasificacion cualitativa de la calidad de una estimacion
5. Resultados y Discusion
5.1. Simulador
El simulador se implementa en el lenguaje IML (Interactive Matrix Language) de SAS (Statistical Analysis
System) version 9.3. Se programan sobre ese lenguaje los métodos de regresion y regresion estocastica.
También los algoritmos para el control de pérdidas bajo los diferentes mecanismos. Se utiliza la instruccién

PROC MIXED para el ajuste de los modelos longitudinales.

5.2. Poblaciones hipotéticas
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Se consideran dos problemas.
Problema 1. Asume que:
1. El efecto de grupo supera al efecto temporal.
2. La correlacion entre mediciones sucesivas se explica por un proceso externo al sujeto.
Para garantizar la condicion 1 se elige B = (10,9,4,4); para la 2 se elige el modelo de interceptos aleatorios
() con parametros d2 = 1,02 =
2. La correlacién entre mediciones sucesivas es 0.33.
Problema 2. Asume que:
1. El efecto temporal supera al efecto de grupo.
2. La correlacién entre mediciones sucesivas se explica por un proceso operante dentro del sujeto.
Para garantizar la condicion 1 se elige B = (9,4,8,3); para la 2 se elige el modelo de transicion
(1) con parametros @ = 0.6, A = 2. La correlacion entre mediciones sucesivas es
0.6.

5.2. Escenarios simulados

La Tabla 2 describe los 20 escenarios simulados en este trabajo. Como se explica en la Seccién 0, cada
escenario se determina por el mecanismo generador de pérdidas a simular, la proporcion de pérdidas
seleccionada y el método de tratamiento de datos faltantes a evaluar (columnas Método, Mecanismo y
Proporcion de la Tabla 2). Por ejemplo, el escenario # 18 concierne al método de casos completos bajo un
35% de pérdidas aleatorias. El tamafio de muestra seleccionado para la implementacion del paso 1 del proceso
de simulacién de cada escenario (ver Seccion 0) es Ny = N, = 25 individuos por grupo (Seccion 0), para una
muestra total de N = 50 individuos hipotéticos. La longitud del perfil es T = 3 (Seccién 2.1). El nimero de
iteraciones de los pasos 2, 3y 4 (Seccién 0) se fijaen I = 500.

Cada escenario se evalla en el contexto de los problemas 1y 2. La figura 2 contiene los resultados generados
por los 20 escenarios al ser evaluados en el contexto del problema 1, y a ella hace referencia la seccion 0. La
figura 3 contiene los resultados generados por los 20 escenarios al ser evaluados en el contexto del problema
2,y aella hace referencia la seccion 0. Las tablas A1 y A2 del anexo contienen las salidas numéricas
correspondientes.

Tabla 2
Escenarios simulados en los Problemas 1y 2

Escenario  Método  Mecanismo  Proporcion | Escenario  Método  Mecanismo  Proporcién
1 cero mcar 20 11 cc mcar 20
2 locf mcar 20 12 cc mar 20
3 mean mcar 20 13 ml mar 20
4 gmean mcar 20 14 ml mnar 20
5 gmean mar 20 15 ml cutmnari 20
6 cmean mar 20 16 ml cutmnar 20
7 cmeane  mar 20 17 Cmeane mar 35
8 reg mcar 20 18 cc mar 35
9 regx mar 20 19 cc mar 50
10 rege mar 20 20 ml mar 50

cero = imputacion por cero; locf = Gltima observacion llevada adelante; mean = imputacion por la media; gmean = imputacion por la
media distinguiendo covariable grupo; cmean = imputacion por la media condicional; cmeane = imputacion por la media condicional con
componente aleatoria; reg = regresion sin covariables (incluye sélo variable dependiente previa); regx = regresion con covariables; rege =
regresion estocastica; cc = casos completos; ml = méaxima verosimilitud; mcar = pérdidas completamente aleatorias (missing at random);
mar = pérdidas aleatorias; mnar = pérdidas no aleatorias; cutmnari = pérdidas no aleatorias intermitentes por punto de corte; cutmnar =
pérdidas no aleatorias moné6tonas por punto de corte; método = método de tratamiento de datos faltantes; mecanismo = mecanismo
generador de las pérdidas; proporcién = proporcion de pérdidas

5.3. Resultados: Problema 1
Esta seccion hace referencia a la figura 2.

Estructura de medias
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Los escenarios 1, 2, 3, 8, 16, 19 reciben calificacion de Mal. Ellos son: imputacion por cero, Gltima
observacion llevada adelante, media no agrupada, regresion sin covariables, maxima verosimilitud bajo
MNAR mondétono por punto de corte, y casos completos bajo MAR con 50% de pérdidas. Los cuatro
primeros escenarios se generan bajo MCAR con 20% de pérdidas. Esto ilustra la debilidad de los cuatro
primeros métodos, que podemos llamar “imputaciones ingenuas”; el peligro de acudir a maxima verosimilitud
cuando se viola fuertemente el supuesto MAR; y la falta de validez del método de casos completos cuando los
porcientos de pérdida son altos.

Los escenarios 13, 15 y 20 reciben calificacion de Excelente. Ellos son maxima verosimilitud bajo MAR con
20% de pérdidas, bajo MNAR intermitente por punto de corte con 20% y bajo MAR con 50% de pérdidas,
respectivamente. Se confirma la fortaleza de ML bajo MAR, aln cuando los porcientos de pérdidas son
elevados, y su robustez ante ciertas desviaciones hacia MNAR. El escenario 4, medias agrupadas, tiene
excelente comportamiento en términos de sesgo y muy altas coberturas; por tanto es un método totalmente
admisible bajo MCAR vy bajas proporciones de pérdidas; bajo MAR (escenario 5) los sesgos abandonan la
zona de excelencia y las coberturas disminuyen; este comportamiento se corrige por el método de medias
condicionales (escenarios 6 y 7), donde los sesgos recuperan la zona de excelencia. La anomalia del escenario
8 se corrige al incluir covariables en el método de regresion (escenarios 9 y 10). Los escenarios 11y 12
muestran que CC cede ante MAR (sesgos mas altos que en MCAR) aunque se mantiene robusto (sesgos en la
zona de Bien). Un comportamiento similar lo muestra ML bajo MNAR mond6tono logistico, escenario 14,
confirmando la pertinencia del supuesto MAR. Media condicional con moderadas proporciones de pérdidas
(escenario 17) cede en las coberturas pero se mantiene robusto en los sesgos. Casos completos con moderadas
proporciones de pérdidas (escenario 18) cede en los sesgos; su aparente robustez en cuanto a coberturas se
alcanza probablemente a costa de intervalos confidenciales amplios.
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Figura 2. Clasificacion cualitativa de los 20 escenarios. Problema 1.
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Figura 3. Clasificacion cualitativa de los 20 escenarios. Problema 2.
Estructura general

A los escenarios que calificaron mal en la estimacion de los coeficientes de la estructura de medias se suman
ahora 4, 5, 6, 9y 17. Medias agrupadas bajo MCAR (escenario 4), que clasificaba de manera casi excelente,
cede ahora totalmente, mostrando que este método no procede si el objetivo del estudio incluye la estimacién
de los coeficientes

de la estructura de covarianzas, o sea d?, % para el modelo

(1) y a, A% para el modelo (1), porque produce sesgos
muy altos y coberturas muy bajas. Medias agrupadas bajo MAR (escenario 5) cede también. Media
condicional y regresion (escenarios 6 y 9) tampoco proceden si se pretenden estimar parametros de
covarianzas. Media condicional con componente aleatoria incluida (escenario 17) no procede ante
proporciones de pérdidas moderadas (35%).

Solo los escenarios 13 y 15, ML bajo MAR 20% y bajo MNAR intermitente por punto de corte 20%, obtienen
calificacion de excelente; ML bajo MAR 50% (escenario 20) roza la zona de excelencia. Media condicional
con componente aleatoria incluida (escenario 7) roza también la zona de excelencia, de manera que se logra
corregir el defecto del escenario 6. Regresion estocéstica (escenario 10) corrige el defecto de regresion no
estocastica (escenario 9) que habia clasificado como Mal, al insertarse en la zona de Bien. Los escenarios 11,
12, 14 y 18 mantienen un comportamiento idéntico al ya descrito en la subseccidn Estructura de medias.

5.4. Resultados: Problema 2

Esta seccién hace referencia a la figura 3.

Estructura de medias

El comportamiento de los escenarios es cualitativamente idéntico al problema 1, con la Gnica excepcion de los
escenarios 11y 12 que reciben ahora calificacion de Excelente. Ellos son casos completos bajo MCAR y
MAR con 20% de pérdidas, evidenciando la robustez de CC ante MAR para bajos porcientos de pérdidas. La

interpretacion de los escenarios restantes coincide con la expuesta en el problema 1.

Estructura general
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El comportamiento es idéntico al descrito en el problema 1, con las siguientes excepciones:

- El escenario 17, media condicional con componente aleatoria incluida y 35% de pérdidas, que calificaba
como Mal en el problema 1, ahora califica como Regular.

- Los escenarios 11, 12 y 20, que calificaban como Bien, ahora califican como Excelente. Ellos son casos
completos bajo MCAR y MAR con 20% de pérdidas, y ML bajo MAR con 50% de pérdidas. Recordemos
gue los escenarios 13 y 15, que mantienen comportamiento excelente, son ML bajo MAR con 20% de
pérdidas y ML bajo MNAR intermitente por punto de corte con 20% de pérdidas.

- El escenario 14, ML bajo MNAR monétono con 20% de pérdidas, califica nuevamente como Bien, pero en
el problema 1 se acercaba a la zona Regular con sesgos moderados, y ahora se acerca a la zona Excelente con
Sesgos menores.

5.5. Caso de estudio

lHustremos nuestros hallazgos mediante un caso de estudio. En 2014 se presentan los resultados finales de un
ensayo clinico sobre un medicamento cubano destinado a tratar la anemia asociada a enfermedad renal
crénica en predialisis. Una de las variables de interés es nivel de hemoglobina, con valores altos indicando
buen estado del paciente (ausencia de anemia) y valores bajos, mal estado. Se realizan 13 mediciones por
individuo en el tiempo, una basal y 12 mensuales, pero nos limitamos a modelar las mediciones de los meses
2,9y 12. Se dispone de una muestra de tamafio 184, que se divide en dos grupos segun nivel de hemoglobina
inicial alto (Hb > 10g/dL; 82 pacientes, grupo A) o bajo (Hb < 10g/dL; 102 pacientes, grupo B). El interés se
centra en la deteccién de un posible efecto de grupo en la variable de interés, que favorezca a los pacientes
con nivel inicial de hemoglobina bajo, y en la obtencion de conclusiones sobre la evolucion de esta variable
en el tiempo.

Las proporciones de pérdidas son 38% a nivel individual (70 pacientes no reportan al menos una medicion) y
22% a nivel de medicion (de las 184 - 3 = 552 mediciones planificadas, no se reportan 121). La figura 4
muestra la evolucién promedio en el tiempo del nivel de hemoglobina por grupo de estudio, aplicando, con
caracter exploratorio, el método de casos disponibles por su cémoda implementacion. Visualmente, el perfil
del grupo B es ascendente, mientras que el del grupo A primero asciende y luego desciende levemente.

La Tabla 3 muestra los resultados de aplicar varios métodos de tratamiento de datos faltantes. Se parte del
modelo (1) como inicial, tomando como Y la variable nivel de
hemoglobina. La codificacion de la variable grupo es 1 parael Ay 0 para el B. La longitud del perfiles T =
3. Se elige este modelo, en consonancia con el Problema 2, porque la variable de interés se genera por un
proceso operante dentro del individuo.

Nuestro objetivo es comparar el comportamiento de los métodos, pero no estamos ya en una simulacion, sino
en un caso de estudio. La diferencia radica en que en una simulacion se conoce el valor original de los
parametros, mientras que en una situacion clinico-practica se desconocen. Puede resolverse el inconveniente
tomando como patrén de referencia el método de maxima verosimilitud, ya que en el estudio de simulacion es
el método favorecido, con estimaciones reportadas muy cercanas a los valores originales de los parametros.
Para ello se ha agregado una fila inferior a la Tabla 3, donde se tabula la estimacién § de cierto indicador & de
la distancia de cada método M al método de méxima verosimilitud ML. Formalmente se tiene:

1. Vector de parametros originales: 8 = (B4, B2, B3, Ba» @, 12).

2. Vector de parametros asociados al método ML: 6,,, = 6 porque se asume que ML reporta estimadores
consistentes.

3. Vector de parametros asociados al método M: 8,, = (BM, BM, BM, BM, ayy, A2)). Se tiene 6,, = 8 porque el
método M no reporta en general estimadores consistentes.

4. Estimador reportado por el método ML: 8,,, = (B, pME, pME, BML, Gy, A3y,

5. Estimador reportado por el método M: 8,, = (B, B, M, pM, &y, 1%).

6. Definicion del indicador 6:

§=4d(6,0n) = \/(Bl = BIN* + (B2 = B3D* + (Bs — B3> + (Ba — B + (@ — ay)® + (A% — 43)?

7. Definicion del estimador & que se tabula:

8 = d(é\ML' Q\M)

5= J(B - BY7 + (B — B+ (B — B+ (B — B)’ + By — @) + (R — )’
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A grandes rasgos, dado un método M, se define el vector de pardmetros asociado 8,, como el limite del
estimador 8,, cuando el tamafio de la muestra crece indefinidamente. Si 8,, = 8, el estimador 8,, se dice
consistente; si 8,, # 6, el estimador 8,, se dice inconsistente. El indicador § constituye una guia acerca de la
bondad del método M, asumiendo que el método ML es correcto, 0 sea, asumiendo que el mecanismo
generador de pérdidas es MAR vy por tanto, ML reporta estimadores consistentes. Note que en la Tabla 3 M es
uno de los métodos siguientes: ml, mean, gmean, cmean, cmeane, reg, regx, rege, cc, locf.

Pasando comparar los métodos segun el indicador estimado &, se tiene en primer lugar § = 0 para ML, como
es obvio. El método mas aberrado es locf, con un indicador que supera la unidad. Imputacién por la media
(mean) tiene el indicador mas alto entre los métodos restantes; medias agrupadas (gmean) supera a mean, con
un indicador algo mas bajo; media condicional (cmean) produce una disminucién mayor; y media condicional
con componente aleatoria (cmeane) casi divide a la mitad el indicador de mean.
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Figura 4. Perfiles promedio de la variable hemoglobina segun valor inicial.

Regresion sin covariables (reg) produce un indicador alto que lo coloca en tercer lugar en insuficiencia, detras
de locf y mean; regresion con covariables (regx) produce una leve mejora al reducir el indicador §; regresion
estocéstica (rege) produce una mejora sustancial, al extremo de ser el método de indicador més bajo (después
de ml); finalmente, casos completos ocupa el lugar 4 entre los mejores métodos, después de ml, rege y
cmeane.

La concordancia con el estudio de simulacion es total

Tabla 3
Ajuste de un modelo de transicion a los datos del estudio de hemoglobina
Método
estimacion (error estandar)
Parametro mi mean gmean cmean cmeane
B 9,91 (0,21) 9,94 (0,18) 9,93 (0,18) 9,92 (0,18) 9,88 (0,2)
B2 1,75 (0,31) 1,75 (0,27) 1,75 (0,27) 1,74 (0,27) 1,76 (0,29)
Bs 1,75 (0,29) 1,87 (0,24) 1,85 (0,24) 1,82 (0,23) 1,96 (0,25)
Bs -1,62(0,44)  -1,79(036)  -1,73(0,36)  -1,67(0,34)  -1,73(0,38)
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a 048(005) 0,34 (0,05) 0,34 (0,05) 0,48 (0,04) 0,46 (0,04)

22 1,95 (0,15) 1,51 (0,1) 1,5 (0,1) 1,57 (0,11) 1,81 (0,13)
8 0,00 0,50 0,48 0,39 0,27
Parametro reg regx rege cc locf
By 9,92 (0,18) 9,93 (0,18) 9,9(0,2) 10,11 (0,23) 10,12 (0,2)
B, 1,73 (0,27) 1,73 (0,27) 1,7 (0,3) 1,58 (0,37) 1,56 (0,29)
Bs 1,79 (0,23) 1,78 (0,23) 1,86 (0,26) 1,76 (0,3) 1,05 (0,23)
Ba -1,6 (0,34) -1,62 (0,34) -1,57 (0,39) -1,6 (0,47) -1,01 (0,34)
a 0,48 (0,04) 0,48 (0,04) 0,42 (0,04) 0,45 (0,06) 0,69 (0,03)
A2 1,55 (0,11) 1,56 (0,11) 1,83 (0,12) 1,7 (0,15) 2,2 (0,18)
) 0,40 0,39 0,18 0,36 1,03

Dado un método M de tratamiento de pérdidas, el indicador & se estima por la distancia euclidiana entre los vectores 8,, y 8,,;,
compuestos por las estimaciones respectivas del vector de pardmetros 6 bajo el método M y bajo el método de maxima verosimilitud.

6. CONCLUSIONES
El estudio de simulacidn realizado permite extraer un grupo de conclusiones importantes.

1. Los métodos de imputacién por cero y Ultima observacion llevada adelante son totalmente
incompatibles con un modelo longitudinal. Producen estimadores muy sesgados.

2. En imputacion por la media deben promediarse individuos similares; o sea, debe promediarse
condicionando a valores dados de toda covariable que se considere influyente. En tal caso, el método
funciona s6lo bajo MCAR y sélo para los coeficientes correspondientes a la estructura de medias del
modelo longitudinal.

3. El método de media condicional corrige a imputacion por la media, en el sentido de que tiende a
producir estimadores consistentes para los coeficientes de la estructura de medias bajo un mecanismo
MAR. Sin embargo no debe emplearse para estimar coeficientes de la estructura de covarianzas del
modelo.

4. Si se aflade una componente aleatoria al método de media condicional y el porciento de pérdidas es
bajo (hasta un 20%) se logran muy buenos estimadores tanto para los coeficientes de la estructura de
medias como para los de la estructura de covarianzas. Si la proporcion de pérdidas es moderada (35%)
el método no se recomienda.

5. Si se emplea el método de imputacién por regresion, es preciso incluir todas las covariables que se
consideren influyentes. En tal caso el método proporciona buenos estimadores bajo MAR sélo para los
coeficientes de la estructura de medias.

6. El método de regresion estocastica corrige el defecto de regresién no estocastica, ya que produce
buenos estimadores para todos los coeficientes bajo MAR cuando los porcientos de pérdidas son bajos
(20%). Aunque no se reporta en este trabajo, el método se muestra robusto ante porcientos de pérdidas
de 35% y para 50%, se mantiene aceptable sélo para los coeficientes de la estructura de medias.

7. El método de casos completos es totalmente aceptable, tanto para los coeficientes de la estructura de
medias como para los de covarianza, bajo MCAR o MAR si los porcientos de pérdidas son bajos
(20%). No se recomienda para porcientos de pérdidas moderados o altos.

8. Méxima verosimilitud es el método favorito. Funciona de manera excelente, tanto para coeficientes
de medias como de covarianzas, bajo un mecanismo MAR con proporciones de pérdidas que pueden
llegar al 50%. Es robusto ante desviaciones del supuesto MAR de tipo monétono que responden al
mecanismo de regresion logistica descrito por los autores Diggle and Kenward (1994). Sin embargo,
ante mecanismos MNAR mondtonos definidos a partir de un punto de corte, el método falla. En este
caso se precisa modelar el mecanismo generador de las pérdidas.

9. El modelo de transicion se muestra mas noble que el de interceptos aleatorios, porque los métodos
de tratamiento de datos faltantes tienen un mejor comportamiento.
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En Verbeke and Molenberghs (2000) y Verbeke (2005) se critica el método LOCF mediante un contragjemplo
tedrico. Nuestra simulacién contribuye a esclarecer la debilidad del método desde otra perspectiva. En Buuren
(2012) se describen los métodos de imputacion por la media, regresion y regresion estocastica; se realizan
afirmaciones rapidas acerca de cuando utilizar cada uno, limitandose a ejemplificar mediante unos pocos
casos de estudio. Se dice que imputacion por la media “debe emplearse como un rapido y simple método
reparador de datos faltantes cuando se tiene un minimo de pérdidas, y debe evitarse en general”. Nada se dice
acerca del hallazgo en nuestro estudio de la necesidad e importancia de promediar sélo individuos similares.
Ni del buen desenvolvimiento del método para porcientos de pérdidas que pueden llegar hasta un 20%.
Buuren (2012) comenta la fortaleza de regresion estocastica sobre regresion al ser capaz de preservar las
correlaciones; en este sentido, la conclusidn 6 precisa la afirmacion de Buuren.
En Verbeke and Molenberghs (2000) y Buuren (2012) se comenta el método de casos completos, pero no se
arriba a las recomendaciones precisas que reporta el presente estudio de simulacién. Aln cuando cabe esperar
que el método produzca estimadores en general sesgados bajo MAR, el hecho es que en nuestro estudio, para
bajas proporciones de pérdidas (20%), result6 ser el método favorecido después de maxima verosimilitud,
superando a media condicional y regresidn estocastica.
El método de media condicional de Buck se describe en Buck (1960) y Verbeke and Molenberghs (2000).
Alli se habla de la pobre estimacion de los parametros de precision segln este método. En nuestro estudio esa
caracteristica se recoge mediante las coberturas. Como sefiala la conclusién 3, el método se comporta de
manera muy buena bajo MAR, bajos porcientos de pérdidas, y referido a los parametros de la estructura de
medias. Cierto es que las coberturas son algo bajas (pierden la categoria de Excelente al rozar el 80%); esto
confirma la afirmacién hecha en Verbeke and Molenberghs (2000) pero sin llegar a invalidar el método.
Es un hallazgo del presente estudio la adicion de una componente aleatoria al método de media condicional de
Buck (1960). Tal propuesta no se encuentra documentada en la literatura. Nuestro estudio permite conjeturar
gue el método modificado supera al original porque es capaz de reconocer los coeficientes de la estructura de
covarianzas (producir estimadores consistentes). Dicho resultado debe estar respaldado por una formulacién
tedricamente demostrable.
Con respecto al método de maxima verosimilitud, las afirmaciones (teéricamente probadas) halladas en la
literatura estadistica acerca de su funcionamiento eficaz ante el supuesto MAR (Rubin 1976, Verbeke and
Molenberghs 2000) han sido exitosamente confirmadas. Se ha detectado ademas que el mecanismo MNAR
logistico de pérdidas mon6tonas de Diggle and Kenward (1994) es noble, porque ML es robusto ante él. Sin
embargo un mecanismo MNAR tan simple como generar pérdidas monétonas cuando la variable dependiente
no excede un valor umbral o punto de corte, resulta ser altamente nocivo para ML, llevandolo a producir
estimadores muy sesgados y por tanto, invalidando el supuesto de ignorabilidad.
La aplicacion al caso de estudio confirma la jerarquia en la bondad de los métodos prevista en el estudio de
simulacion. Debe notarse sin embargo que para que ello ocurra, primero que todo los datos deben ser
compatibles con el supuesto de normalidad. Esto motivo la bisqueda de un estudio donde se procesara una
variable “noble” como hemoglobina. Aunque no se muestra en el trabajo, se hicieron los gréficos y tests
correspondientes. Segundo, la comparacion de los métodos, tal como se ha presentado aqui, exige que se
asuma el supuesto de pérdidas aleatorias (MAR), para que la elecciéon de ML como patrén de referencia sea
legitima. Existen criterios alternativos de comparacion; por ejemplo puede pensarse en una adaptacion del
criterio de informacion de Akaike (Akaike 1974, Verbeke and Molenberghs 2000), o bien en definir un error
cuadratico como la distancia de las respuestas observadas a sus valores estimados por el método a evaluar.
Esto es motivo de proximos trabajos.
En resumen, la simulacién resulta ser una técnica experimental que permite realizar la comparacion concreta
de diversos métodos de tratamiento de datos faltantes. Los resultados sugieren la superioridad del método de
verosimilitud directa sobre los restantes, con el hallazgo de la conveniencia de métodos méas simples como
casos completos, media condicional con componente aleatoria incluida y regresién estocastica cuando las
proporciones de pérdidas son bajas (20%). El trabajo contiene aln aspectos por desarrollar. Las
investigaciones pueden extenderse a casos mas generales, no necesariamente datos longitudinales, y
estudiarse métodos no tratados aqui.
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ANEXO

Se muestran a continuacidn las salidas numéricas del presente estudio de simulacion.

Tabla Al
Sesgos y coberturas de los 20 escenarios asociados al problema 1
Escenario
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Valor Sesgos
B, 10 198 -0,22 -091 0,00 002 0,01 001 007 0,01 0,01

B, 9 18 -020 181 -0,02 000 0,00 000 -011 0,00 -0,01
Bs 4 084 0,79 -041 002 -006 -002 -002 -024 -0,02 -0,02
B, 4 0,76 076 084 002 001 000 -001 043 -0,01 0,01
dz 1 -1,78 -052 028 037 036 007 003 -053 016 0,06
a? 2 -58,58 -0,38 -540 024 029 042 -003 042 043 -0,02
max 5858 0,79 540 037 036 042 003 053 043 0,06

Coberturas
B, 10 09 09 081 08 089 089 091 094 089 0,92
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B
B2
Bs

Bs
d2

max

B
B2
Bs

Bs
d2

min

B
Bs

Ba
dZ

min

Valor

N P, B~ O

N P, B~ ©

ﬁl
B2
B3
Bs

AZ

max

By
B2
B3
Ba

N B M O

0,94
0,99
0,95
0,50
0,00
0,00

Escenario

11

12

0,93
0,79
0,82
0,88
0,89
0,79

0,69
091
0,94
0,81
0,00
0,00

13

0,87
0,89
0,90
0,65
0,77
0,65

14

0,89
0,82
0,84
0,64
0,68
0,64

15

0,88
0,82
0,83
0,80
0,50
0,50

16

0,92
0,83
0,86
0,84
0,86
0,83

17

0,92
0,85
0,81
0,85
0,50
0,50

18

0,88
0,81
0,83
0,76
0,49
0,49

0,90
0,85
0,84
0,82
0,87
0,82

19

20

Sesgos

0,00

0,00
0,06

0,01
0,06

-0,09
-0,04 0,03

0,05

-0,01
-0,02 0,00

0,02
0,09

Coberturas

0,94
0,95
0,95
0,95
0,93
0,94
0,93

0,95
0,95
0,96
0,95
0,92
0,94
0,92

Escenari

1

[o}
2

0,00
0,01
0,00
-0,01
0,00
0,02
0,02

0,95
0,95
0,96
0,95
0,93
0,94
0,93

0,03
-0,01
-0,09
0,03
0,00
0,02
0,09

0,95
0,95
0,96
0,95
0,93
0,94
0,93

0,01
0,00
-0,04
0,00
0,00
0,01
0,04

0,96
0,94
0,96
0,95
0,93
0,94
0,93

Tabla A2
Sesgos y coberturas de los 20 escenarios asociados al problema 2

0,37
-0,36
-1,55
1,54
0,13
0,06
1,55

0,88
0,89
0,58
0,70
0,89
0,92
0,58

-0,01
-0,01
0,01
0,03
-0,01
-0,26
0,26

0,86
0,87
0,76
0,75
0,71
0,72
0,71

0,01
-0,05
-0,06
0,10
-0,01
0,02
0,10

0,94
0,94
0,95
0,94
0,89
0,93
0,89

-0,03
0,81
-0,11
0,26
0,02
0,05
0,81

0,90
0,85
0,91
0,83
0,75
0,86
0,75

10

Valor

w o » ©

Sesgos
1,80
0,83
1,60
0,58
0,58
-50,36
50,36

-0,45 -0,38
-0,18 0,79
155 -0,34
0,60 0,64
020 0,35
-2,16 -1,11
216 111

Coberturas

0,96 0,88

0,94
0,96
0,98
0,94

0,99
0,51

0,84
0,90

0,90 0,90

0,03
-0,03
-0,03
0,03
0,14
0,43
0,43

0,89
0,88
0,90
0,90

0,02
0,00
-0,05
-0,01
0,09
0,45
0,45

0,90
0,89
0,82
0,85
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0,01
0,00
-0,02
0,00
-0,04
0,28
0,28

0,92
0,89
0,81
0,81

0,01
0,00
-0,02
-0,01
0,00
0,00
0,02

0,93
0,93
0,84
0,84

0,09
-0,14
-0,26
0,45
-0,09
-0,09
0,45

0,93
0,93
0,85
0,81

0,01
0,00

0,01
-0,01

-0,01 -0,01

0,00

0,02

-0,05 0,00

0,32
0,32

0,91
0,89
0,81
0,82

0,03
0,03

0,92
0,92
0,82
0,85

0,00
-0,01
0,00
0,04
0,00
0,02
0,04

0,95
0,94
0,94
0,95
0,92
0,87
0,87



a 06 000 039 004 063 08 076 08 057 074 084
A2 0,00 0,00 008 046 043 068 091 095 063 090
min 0,00 0,00 004 046 043 068 084 057 063 082

Escenario

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Valor Sesgos
B 9 0,04 -003 0,01 0,02 001 026 001 0,05 0,05 0,01
B, 4 -0,05 -0,05 000 -0,01 000 -0,26 -0,01 -0,10 0,26 0,01
B; 8 -0,02 -0,01 -0,01 -0,07 -0,03 -0,89 -0,04 -0,05 -0,17 -0,03
Bs 3 0,03 003 000 002 0,00 09 002 006 030 -0,03
a 06 0,01 0,00 0,00 000 0,00 002 003 001 0,10 0,00
A2 2 0,03 003 001 001 0,01 006 -006 002 010 0,02

max 0,05 005 001 007 0,03 09 006 010 0,30 0,03
Coberturas

B, 9 09 094 095 095 09 089 088 093 088 0,95
B, 4 094 094 09 095 094 092 090 094 0,83 094
B; 8 095 094 095 094 094 0776 073 095 089 0,95
Bs 3 094 094 095 094 094 080 073 094 083 0,93
a 06 093 09 093 094 093 093 0,78 094 091 092
A2 2 090 094 094 093 094 09 082 091 080 0,92
min 09 094 093 093 093 0,76 073 091 080 0,92

Observe cdmo en los escenarios 11, 12, 13, 14, 15 de las tablas Al y A2, las coberturas se acercan al valor
nominal 95%. Ver comentario en seccion 0.
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