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ABSTRACT
In this paper the minimization of a non-convex quadratic function under box constraints is con-

sidered. For solving this problem, we propose a hybrid strategy combining a cut and continuation
method with a Branch and Bound procedure, based on double non-negative relaxation. We compare
the results of the new approach with the Branch and Bound method and with the preceding hybrid
algorithm.The influence of characteristics of the problem in the algorithm’s behavior is explored.
Computational experiments include problems of higher dimension than the ones reported in the re-
ferred literature and show that the new strategy improves the results concern to number of explored
nodes and computation time.
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RESUMEN
Se considera el problema de minimizar una funcién cuadrética no convexa sujeta a restricciones de

la caja. Para resolver este problema proponemos una estrategia hibrida que combina un método
de corte y continuacién con un procedimiento de ramificacién y acotacién, basado en relajacion
doblemente no negativa. Comparamos el desempeifio del nuevo enfoque con el método de ramifi-
cacién y acotacién y con el algoritmo hibrido precedente. Se investiga ademds cémo influyen las
caracteristicas del problema en el comportamiento del algoritmo. Los experimentos computacionales
incluyen problemas de dimensién superior a los reportados en la literatura referenciada y muestran
que la nueva estrategia mejora los resultados relativos al ntimero de nodos explorados y al tiempo
de cémputo.

PALABRAS CLAVE: programacién cuadratica no convexa, optimizacién paramétrica, ramifi-
cacién y acotacién, relajaciéon no negativa doble, programacion semi-definida.

1. INTRODUCCION

Consideramos el problema de programacién cuadratica con restricciones de caja definido por

[QPB] Fminglob = min{f(x) = %CETQLC +q'r | z € B} (1)

B={reR"| 0<z<e} (2)

donde @ denota una matriz simétrica de orden (n) (@ € S™) no-semidefinida positiva (Q ¥# 0), ¢ € R™ el vector
de los coeficientes lineales, y e = [1;1;...;1]7 € R™ el vector unitario.
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QPB es uno de los problemas NP-duros [12] més simples de la programacién no lineal y en consecuencia
ha llamado la atencién de muchos investigadores. Las técnicas de optimizacién global implementadas que
mejores resultados reportan para su solucién son aquellas que utilizan algin esquema de ramificacién y acotacién
(B&B). Los aportes més significativos en este campo corresponden a [2], [6] y [13]. En estos trabajos se
implementa un procedimiento de ramificacion finito basado en el cumplimiento forzado de las condiciones KKT
de complementariedad. La diferencia fundamental entre ellos radica en el tipo de relajacion empleada para el
célculo de las cotas inferiores.

Por otra parte, los resultados reportados en [9] apoyan la aplicacién del enfoque basado en corte y continuacién
(C&C) propuesto en [7]. En esencia, este procedimiento consiste en la ejecucién de un proceso iterativo, que
incluye en cada iteracién: el célculo de un minimo local z* de [QPB], y el empleo de un método de continuacién
y saltos, para determinar una nueva solucién factible T € B con f(Z) < f(z*) — &, (¢ > 0 suficientemente
pequeno).

En un trabajo mds reciente [10] se propone combinar el método de corte y continuacién con el método de
ramificacién y acotacién de Burer-Vandenbussche [2] para obtener as{ un algoritmo hibrido més eficiente. Este
nuevo procedimiento permite la determinacion de cotas superiores mas fuertes, al tiempo que evita el tratamiento
de las singularidades dificiles detectadas por C&C'. La experimentacién numérica realizada muestra que el nuevo
algoritmo supera con creces los resultados alcanzados por los dos algortimos que le dan origen.

En este trabajo se presenta una variaciéon del algoritmo hibrido citado, considerando aqui el empleo del método
B&B de Burer-Chen [6] en lugar del utilizado en [10]. Con vistas a examinar el efecto que provoca este cambio
en el desempeno del algoritmo se conduce luego un conjunto de experimentos computacionales, en los que se
comparan los resultados del mismo bajo una y otra estrategia de ramificacién-acotacién (entre si) y con el
método B&B de Burer-Chen.

El articulo esta organizado en la siguiente forma. En la seccién 2 se presentan formulaciones equivalentes para
[QPB], a partir de las cuales se discuten las caracteristicas del método de ramificacién y acotacién seleccionado
para el algoritmo. En la seccion 3 se resumen los aspectos mas significativos del método de corte y continuacion, y
se formaliza la nueva version del algoritmo hibrido propuesto. La seccion 4 se dedica al disenio de los experimentos
computacionales y el andlisis de los resultados experimentales.

2. REFORMULACION DE QPB. EL METODO DE RAMIFICACION Y ACOTACION DE
BURER-CHEN

En la literatura consultada se recogen distintas reformulaciones del problema cuadrético con restricciones de
caja. En muchas de ellas se sacrifica la estructura convexa del conjunto factible original con el fin de linealizar la
funcién objetivo. Este es el caso de la formulacién equivalente (3-4) propuesta por Burer [3]. Esta reformulacién
desempenan un papel determinante en la construccion del algoritmo que aqui se propone.

1/0 ¢ 1 z7 PR

[QPB — BurChen)] min{2(zj q@ )o(% ;} ) ‘ (m,X)GB} (3)
AT =b, diag(AXAT)=bob,

B={@X)er"| X5=Y (4)

~T
(%)

Aqui las variables (Z, )N() se definen como: T = ( T z Yy S )T € R, y X = zz”, donde z,y € R™ son los
multiplicadores de Lagrange correspondientes a las restricciones (z > 0) y (x < e) respectivamente, y s € R"
las variables de holgura correspondientes a (z < e) en (1-2).

Aderna"sé)v:(%2 8)654nx4n,a:<g>€R4n,g:<_6Q>eR2n’g:(? —OI é ?,)ER%LXML,

E= {i,n+14):i=1,...,3n},yn=4n+2n x (4n+1).
La multiplicacién b o b se refiere al producto de Hadamard del vector b por si mismo, y el producto interno de
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matrices se calcula segiin Q @ X = Trace(QTX) = DD @z‘j)?m%
Finalmente, el cono C de matrices completamente positivas se define como

C={MecS" | ANeR™ con k>0 y N;; >0 (Vi,j) tal que M =NNT} (5)

Otra formulacién equivalente a [QPB], ampliamente referenciada, es la propuesta por Burer y Vandenbussche [2].
1 _
[QPB — BurVan) min {262 e X +q'x | (z,y,2,X) € B} (6)

0<x<e, szxT,
3Qe X +q"z = §(¢"z —eTy)
yo(e—x)=0,z02=0

B={(x,y,z,X) e Rnx"+3)

La reformulacién de [QPB] como un problema de optimizacién sobre conos de matrices facilita la obtencién

de problemas relajados convexos, sencillos de resolver, que pueden ser utilizados luego en un esquema de

ramificacion y acotacién, como sucede con los algoritmos B& B de Burer-Chen y de Burer-Vandenbussche.

En el primer caso, dado que el problema de programacién completamente positiva (3-4) es NP-Hard [11], y
1 z7

conociendo que la condicién | _ X € C implica que dicha matriz es doblemente no negativa, se propone
z

reemplazar C por el cono D de matrices doblemente no negativas, definido como
D={MeS" | M»0y M;>0 (¥i,j)} (8)

para obtener el siguiente problema relajado.

1/0 ¢* 1 z7 o~
[RDNN] mm{Z( . q@ )'(z % ) | (:c,X)eBR} (9)
- ~ AT =b, diag(AXAT)=bhob,
Bg = { (7, X) € RivH2xtntD) (l z" ) D (10)
X

Como [RDNN] tiene solucién en tiempo polinomial, en [6] se propone emplear esta formulacién para el calculo
de las cotas inferiores dentro del esquema B& B que se describe a continuacion.

1. Solucién del problema relajado [RDN N] para obtener las cotas inferiores (frp) de fimingiob en cada subproblema.

2. Evaluacién de f(z) en un minimo local de [QPB] para el célculo de cotas superiores (fyp), y eliminacién de aquellos
subproblemas con frp > f;5 (donde ff; 5 = min{fup}).

3. Seleccién del subproblema con menor cota inferior calculada como el nodo a resolver en la préxima iteracién (Criterio MCT).

4. Estrategia de ramificacién: _
(a) Seleccién del indice (j) para el cual la solucién (Z, X) de (9-10) realiza la mayor violacién de las condiciones KKT de
complementariedad XE = 0 (relajadas en 9-10).
Esto es: j = argmaz ) {maz{z; * zi; 2 *yi; yi*si}} (Criterio SKKT), y
(b) Construccién de dos nuevos subproblemas, forzando en cada nueva subregién factible el cumplimiento de las condiciones
KKT para las variables con indice j (seleccionado en (a)), y conservando en ambos la misma funcién objetivo y el resto de
las restricciones (Regla PKKT).

Utilizando este mismo esquema, en [2] se emplea una relajacién semidefinida del problema (6-7) para el célculo
de las cotas inferiores (ver [10] para més detalles).

Tomando en cuenta que los resultados experimentales publicados en [6] mejoran notablemente los alcanzados
en [2], en este trabajo se propone modificar el algoritmo hibrido presentado en [10] empleando aqui el método
B&B de Burer-Chen en lugar del método B&B de Burer-Vandenbussche utilizado en la versién original.
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3. DESCRIPCION DEL ALGORITMO HIBRIDO

De forma andloga a [10], la nueva versién del algoritmo hibrido que se propone en este trabajo consiste en
combinar un método de corte y continuaciéon con un método de ramificacién y acotacién. El primero de ellos
(C&C) consiste de dos pasos fundamentales:

Paso-1: Partiendo de una solucién factible 20 € B calcular un minimo local z* de [QPB].

Paso-2: Determinar una nueva solucién factible T € B tal que f(Z) < f(z*) — ¢, ( con € > 0 suficientemente pequefo), y regresar
al paso-1 tomando z0 = Z.

El segundo paso de este esquema introduce un corte cuadratico no convexo en la caja B que deja fuera del
nuevo conjunto factible a todas las soluciones x € B con valores f(z) > f(z*) —e. En [9] se propone resolver
este nuevo problema empleando un método de inmersién, cuya realizacién esta estrechamente vinculada a la
solucién del siguiente problema de optimizacién paramétrica

[Pr(t)] : min {F(z, w, ) = %[:)3 — 20T Dz — z0] + d¥z + %[w —wol? 4+ cw} (11)

Sujeto a:

Gj(z,w,t)=—2; <0, j=1,...,n
Gntj(z,w,t)=2;—1<0, j=1,...,n

Gons1(z,w,t) =t(327Qx + " — qo) + (1 — t)(w — wp) <0
Gopsa(z,w,t) = —w <0

—donde De S™", deR™ ceR, q=f(z*)—¢,z0 € B,wg e Ry y0 <t < 1.

Obsérvese que la componente (x) de cualquier solucién de (11) con ¢ > 1 6 w > wy, es, a su vez, una solucién
para el paso-2 del método de corte y continuaciéon. Un procedimiento para obtener una solucién con estas
caracteristicas, es el método de continuacién [1]. Este algoritmo presupone la aproximacién de una curva de
puntos criticos generalizados (componente conexa) del problema paramétrico. La existencia de tales curvas estd
garantizada siempre que la matriz Jacobiana del sistema de puntos criticos correspondiente sea no singular. Las
soluciones del sistema que no cumplan esta exigencia se llaman soluciones singulares. Dado que el problema
(11) pertenece a la clase F de Jongen-Jonker-Twilt [9], en él sélo pueden aparecer 4 tipos de singularidades,
todas bien caracterizadas en [8]. En [7] se propone el tratamiento de estas singularidades con la aplicacién de
un método de salto a otra componente conexa de [Pgr(t)]. Informacién més detallada sobre la programacién
paramétrica y el método de corte y continuacién aqui empleado puede encontrarse en [7], [9] y [10].

La experiencia practica ha demostrado que las soluciones obtenidas por C&C constituyen excelentes cotas
superiores (fup) para fmingiop- Utilizando entonces las cotas inferiores (frp) que se obtienen como parte del
método B& B, se puede definir el gab relativo :

* *

fUBf* fLB| (12)
UB

como instrumento para medir la calidad de las soluciones calculadas en cada iteracion.
De esta forma, si el valor f;5 = f(z*) del mejor minimo local 2* encontrado por C&C es igual al valor minimo
fi g de las cotas inferiores frp correspondientes a los nodos no eliminados por el método B&B, entonces la
solucién (z*, f(z*)) es un minimo global del problema [QPB].
De forma alternativa, se puede plantear un objetivo menos exigente, en que solo se exija determinar una solucién
g-aproximada para fminglop- Un criterio de parada apropiado para este objetivo resulta entonces la condicién
(gap < €), donde € > 0 es la tolerancia permitida.
A diferencia del método B& B de Burer-Chen, en el algoritmo hibrido que aqui se propone, se asumiré el criterio
de seleccién del indice (j) de las variables a particionar introducido en [10].

gap = |

[Regla-RSD] (Seleccion basada en los elementos de la Diagonal de la matriz Q):
Seleccionar entre las variables que violan las condiciones KKT de complementariedad Xz = 0 aquellas cuyo
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indice (j) se corresponda con el menor elemento diagonal Q;; de la matriz Q.

A continuacion se formula el pseudocédigo del algoritmo hibrido que aqui se propone.

Inicio: k=1, B= B, = B, fijar s e Bye>0.
Resolver problema relajado [RDNN] , y poner f; g igual al valor minimo calculado.

Paso-1: Calcular minimo local z* de (1) sobre la caja B partiendo de ).
Hacer ék; =f(=")y fis= min{f[(fé,j =1,....k}
Si firs = fig, FIN del procedimiento. El punto z* es un minimo global de [QPB].

(St |féi*;f25| < g, " solucién e- aproximada para [QPB])
JUB

Paso-2: Determinar una nueva solucién factible T € B con f(T) < fiig — €.
Para ello se propone la ejecucién de los pasos 2.1 a 2.3

Paso-2.1: Utilizar método de continuacién para resolver el problema [Pr(t)] en la caja B. Si se alcanza una solucién

k)

z®) para [Pr(t)] con ¢ >=1 6 w >= wo, poner z® =7zl y regresar al Paso-1. En caso contrario seguir al paso
2.2.

Paso-2.2: Particionar el conjunto B en dos subconjuntos, aplicando la estrategia de ramificacién (RSD) para la seleccién
de la variable y la regla (PKKT) para su construccién.
Supongamos que B corresponde a la subcaja By, de la particién, (m € {1,...,k})
Como resultado del paso de ramificacién se obtienen dos nuevas subcajas, indexadas como By, y Bg+1. Continuar
al Paso-2.3.

Paso-2.3: Resolver el problema relajado [RDNN] sobre las cajas B, y Br41 para obtener las cotas inferiores fgg)
S“B“’. Denotar con z/ (j=m,k+1) a la componente x de estas soluciones. Eliminar de la btsqueda aquellas

subcajas B; donde fﬂ% > fiom-

Actualizar f{g = min{fj(fg,j e{l,....k+1}}.

Determinar indice j* con fg;) = fip y seleccionar subcaja B = Bj. (Criterio MCI).

Hacer k=k-+1. Poner z* = z7* € Bj«, y regresar al Paso-1.

Como en [10], aqui se mantiene la estrategia de evadir el tratamiento de las singularidades (tipo-3,4 6 5) que
puedan aparecer durante la aplicacién del método de continuacién (paso 2.1), utilizando para ello una iteracién
del método B& B de Burer-Chen.

El algoritmo hibrido descrito anteriormente a sido codificado sobre MatLab para obtener el programa (CC+BB-
BurChen.m), compuesto por: el método de corte y continuacién (C&C') codificado como (CUTandPAFO.m) y el
método B& B de Burer-Chen (quadprogbb.m) elaborado por Burer y Chen en [6], y disponible en
http://dollar.biz.uiowa.edu/~sburer, con las modificaciones de acotacién y ramificacién expuestas en este epigrafe.
En la siguiente seccién nos referiremos al programa (CC+BB-BurVan.m) para identificar la implementacién del
algoritmo hibrido que utiliza el método B&B de Burer-Vandenbussche desarrollado en [10].

4. RESULTADOS EXPERIMENTALES

En esta seccién se presentan los resultados de la experimentacion computacional realizada para medir el
rendimiento de la nueva version del algoritmo hibrido, tomando en cuenta los siguientes objetivos especificos:

e Comparar el rendimiento de la nueva versién del algoritmo hibrido (CC+BB-BurChen ) con la versién
anterior (CC+BB-BurVan ) y con el método B&B de Burer-Chen (quadprogbb ).

e Analizar la influencia que tienen las caracteristicas del problema en el rendimiento del algoritmo propuesto.
e Evaluar el comportamiento del nuevo algoritmo en problemas de dimensién superior a las 100 variables.
Los parametros que se tomaran en cuenta para evaluar el rendimiento de los algoritmos son:

e Calidad de las soluciones alcanzadas.
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e Numero total de nodos creados (TNC).

e Numero total de iteraciones (NTI) (igual al nimero de nodos explorados).
e Tiempo total Requerido (TTR).

e Iteracién en que se determina el minimo global (ITO).

Todos los experimentos realizados con este fin fueron corridos en una computadora VIT con procesador core i3
a 2.4 Gy 2 GB de memoria RAM.

El epigrafe consta de dos subsecciones. En la primera se describe la base de problemas pruebas utilizada y el
diseno de los experimentos computacionales. En la segunda se presentan y analizan los resultados alcanzados.

4.1. BASE DE PROBLEMAS PRUEBAS

Para la ejecucién de los experimentos computacionales se ha seleccionado una coleccién de problemas tipo [QPB|
ampliamente referenciada en la ltima década [2, 5, 4, 6, 13], y piblicamente disponible en
http://dollar.biz.uiowa.edu/~sburer. La misma incluye 54 problemas bdsicos de hasta 60 variables y 36 proble-
mas extendidos de entre 70 y 100 variables.
Con el fin de ampliar la experimentacién a problemas de mayor dimension, se generaron 36 problemas extras de
entre 125 y 200 variables. Para ello se utiliz6 el programa genboxqp.m (disponible en
http://dollar.biz.uiowa.edu/~sburer), empleado también en la formulacién de los 90 problemas (bésicos y ex-
tendidos) contenidos en la base de problemas pruebas.
Un aspecto no estudiado en la literatura consultada, es el comportamiento del método de ramificacién y acotacién
en relacién con las caracteristicas del problema. Dado que la referida colecciéon de problemas no satisface las
condiciones exigidas para tal estudio, se construyeron 81 nuevos problemas (referidos como problemas disenados).
La generacién de la matriz ) en estos problemas se realiza atendiendo a un disenio de experimentos multifactorial
con tres factores: dimensién (N), densidad (D) y porciento de valores propios negativos (QI). Para cada uno de
estos factores se analizan tres niveles, obteniendo con ello (3% = 27) tipos de problemas. Dando cumplimiento
a los principios bésicos del diseno de experimento se generan aleatoriamente 3 réplicas para cada combinacion
de los factores (N,D,QI), dando origen asi a los 81 (= 27 x 3) problemas disefiados. En la tabla-1 se resumen
las caracteristicas principales de la matriz () correspondientes a cada una de las clases de problemas utilizados.
Dado que no resulta posible generar matrices de condicién controlada, para valores prefijados de QI y D,

Problemas | Dimensién | Densidad | Val. Propios Negativos Condicién
: (V) (D) Q) min (x)-masx(r)
Bésicos 20-60 20%-100% ~ 50% 27.50 - 1886.71
Extendidos 70-100 25%-75% ~ 50% 64.09 - 728.49
Extras 125-200 25%-75% ~ 50% 101.97 - 15164.51
disenados 20-100 25%-75% 20%-100% 11.74 - 2934.4

Tabla 1: Caracteristicas de las matrices que conforman la base de problemas pruebas

la influencia del ntimero de condicién k sobre los pardmetros (TNC,NTI,TTR,ITO) se analizé mediante una
prueba ANOVA simple.

4.2. ANALISIS DE LOS RESULTADOS

Para comparar cada par de procedimientos se utilizard una gréfica log-log por cada parametro (TNC, NTI, ITO,
TTR). En cada una de ellas, las coordenadas (x,y) asociadas a una instancia o problema corresponden al valor
del pardmetro que se mide calculado por cada uno de los procedimientos que se comparan. Una instancia (a,b)
ubicada por debajo de la linea diagonal (y = x), indica que el valor (b) del pardmetro analizado correspondiente
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al procedimiento ubicado en la ordenada es inferior al valor (a) obtenido por el procedimiento que se representa

en la abscisa.

Seguidamente se comparan los algoritmos hibridos entre si, y el hibrido que utiliza la relajacién doblemente no
negativa con el método B& B de Burer y Chen. Con este fin se evalia el valor de los pardmetros (TNC,NTLITO,TTR)
obtenidos al resolver los 90 problemas (bdsico y extendidos) de la coleccién de problemas pruebas referenciada.

En cada grafica se identifica a los problemas béasicos con circulos rojos y los extendidos con circulos negros. En
todos los experimentos se ha fijado un tiempo limite de cédlculo igual a 40000 CPU-seg y una tolerancia e=0.01.

Comparacién entre las dos versiones del algoritmo hibrido.

Segun lo establecido anteriormente, los resultados que se muestran en las figuras-1 y -2 permiten inferir que la
nueva versién del algoritmo hibrido tiene un desempefio superior al algoritmo propuesto por [10]. Obsérvese
que, en la gran mayoria de los problemas, las observaciones correspondientes a los 4 parametros evaluados se
ubican por debajo de la linea diagonal y=x.

Como dato adicional, vale destacar que el programa CC+BB-BurVan s6lo resuelve 77 de los 90 problemas dentro

(3) Mamera total de nedos creados (TNC) P {b) Nimera total de iteraciones (NTI)
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Figura 1: Comparacién entre CC + BB — BurVan.m y CC + BB — BurChen.m respecto a: (a) el nimero de nodos
creados y (b) el nimero total de iteraciones

() lteracidn en que se alcanza la solucién Gptima (TO) e 5) Tiempo total requerido (TTR) en GPU-segundos
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Figura 2: Comparacién entre CC+ BB — BurVan.m y CC+ BB — BurChen.m respecto a: (a) el niimero de iteraciones
realizadas para encontrar la solucién éptima, y (b) el tiempo total requerido por el algoritmo

del l{imite de tiempo prefijado. En las 13 instancias restantes (ubicadas sobre la linea vertical en la figura-2b)
el algoritmo se ve forzado a abortar sin verificar la optimalidad de la mejor solucién calculada, pues el valor del
gap relativo sobrepasa la tolerancia establecida.
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(a) Ndmero total de nados creados (TNG) 4 (6} Mamero total de iteraciones realizadass (NTI)
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Figura 3: Comparacién entre CC + BB — BurChen.m y quadprogbb.m respecto a: (a) el total de nodos creados y (b)
el tiempo total requerido

Comparacién entre el algoritmo propuesto y el método B& B de Burer-Chen.

De forma similar al caso anterior, en las figuras-3 y -4 se puede verificar que el algoritmo hibrido propuesto
alcanza, en sentido general, un mejor desempeno que el método B& B de Burer-Chen.
Respecto al tiempo total requerido (figura-4b), s6lo un problema no puede ser resuelto por quadprogbb.m dentro

(a) Nimero de fteraciones para encontrar la solucién dptima (ITO) (b) Tiempo Total Requerido (TTR) en CPU-segundas
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Figura 4: Comparacién entre CC+ BB— BurChen.m y quadprogbb.m respecto a: (a) el nimero de iteraciones necesarias
para encontrar una solucién 6ptima y (b) el nimero total de iteraciones requerido para reconocer que la solucién calculada
es un minimo global del problema

del limite de tiempo prefijado. En esa misma figura se observa, ademas, que el método B&B de Burer-Chen
resuelve los problemas de menor dimensién (problemas bédsicos - en color rojo) en menos tiempo. Sin embargo,
la tendencia general indica que el algoritmo hibrido es mas rapido cuando los problemas tienen mayor dimensién
(problemas extendidos - representados en color negro). Tal comportamiento presupone que el esfuerzo com-
putacional requerido para mejorar la calidad de las cotas superiores (método de corte y continuacién) sélo tiene
su recompensa cuando la dimensién de los problemas es superior a las 60 variables.

Los resultados computacionales presentados hasta aqui evidencian un comportamiento ventajoso del algoritmo
hibrido propuesto sobre el algoritmo presentado en [10] y el método B& B de Burer-Chen, los cuales constituyen
los mejores resultados publicados hasta la fecha al resolver problemas cuadraticos no convexos con restricciones

de caja.

Influencia de las caracteristicas del problema en el desempeno del algoritmo
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Para estudiar los efecto que puedan tener los cambios en las caracteristicas del problema (en lo adelante, fac-
tores:N,D,QI) en el desempeno del algoritmo, se procede a resolver los 81 problemas pruebas disefiados para
este fin. El andlisis estadistico de los resultados fue ejecutado con el programa STATGRAPHICS, y las variables
de respuesta (pardametros) seleccionadas para medir el rendimiento del algoritmo serdn las mismas que se han
empleado en toda la secciéon (TNC,NTL,ITO,TTR).

En las figuras-5 y 6 se muestran las grificas de Pareto resultantes del andlisis de varianza (ANOVA), en las
que se representa, en orden decreciente por su influencia, el efecto principal que produce cada factor y sus
interacciones, sobre cada uno de los pardametros estudiados. En el centro de cada gréafica se distingue una

(a) Grafica estandar de Pareto para TNC (b) Grafica estandar de Pareto para TTR
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Figura 5: Diagrama de Pareto correspondiente al ANOVA de los pardmetros TNC y TTR, versus los factores N,D,QI
y sus interacciones

(a) Grafica estandar de Pareto para NTI (b) Grafica estandar de Pareto para ITO
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Figura 6: Diagrama de Pareto correspondiente al ANOVA de los parémetros NTI e ITO, versus los factores N,D,QI y
sus interacciones

linea vertical, que identifica cuales de los factores estudiados influye efectivamente (con un nivel o = 0.05 de
significacién) sobre las variables de respuesta analizadas. Partiendo de estos resultados, se reconoce (resultado
esperado) que la dimensién (N) de los problemas tiene un efecto principal positivo significativo en el compor-
tamiento de los cuatro parametros.

Asf mismo se pudo identificar un efecto significativo negativo del porciento de valores propios negativos (QI)?
de la matriz @) sobre los cuatro pardmetros analizados, mientras que la interaccién de la dimensién (N) y la
densidad (D) de la matriz @ tienen una influencia positiva sustancial sobre las variables TNC,TTR y NTL
Dado que no fue posible generar matrices de condicién (k) controlada, para valores prefijados de QI y D, no fue
posible incluir el estudio de este factor dentro del diseno experimental. En ese caso, y tomando como referencia
los resultados de los 90 problemas pruebas (bdsicos y extendidos) se realizé una prueba ANOVA simple para este
factor respecto a los pardmetros (TNC,TTR,NTI,ITO) establecidos. Como resultado de esta se puede inferir
que, aparentemente, (k) no tiene una influencia significativa sobre las variables que determinan el desempeno
del algoritmo (p-value=0.1353, 0.0746, 0.1739 y 0.7587 respectivamente, con a«=0.05).

Tomando en cuenta los factores significativos identificados para cada parametro, pueden construirse, por re-
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gresién, las siguientes ecuaciones de segundo orden:

TNC = —8,28704 + 0,202778 * N 4 1,525 * QI + 0, 623333 + D 4 0,0103889 * N + D — 0,0127083 * QI° (13)

TTR = 16,0792 + 42,6929 + N — 7,48549 « QI + 24,0321 * D + 0,400534 * N % D — 0, 355774 x QI> (14)

NTI = —3,55556 + 0,103704 * N + 0,733333 « QI + 0,305 * D + 0,00508333 « N + D — 0,00611111 * QI (15)
ITO = —3,13426 + 0,0222222 « N + 0, 184722 + QI — 0, 00153935 % QI> (16)

No obstante el valor del estadigrafo R? obtenido en cada uno de los casos (0.32, 0.32,0.32, 0.24 respectivamente)

indica que estas ecuaciones sélo explican pobremente la variabilidad de cada uno de los parametros. En contraste,
al estudiar las relaciones de los pardmetros entre si, se evidencia que existe una fuerte relacién entre ellos (ver
R?).

NTI =0.4851 « TNC — 0.1259  (R? = 0.9994) (17)

TTR =73.12% NTI +7.335 % ITO +1.278  (R? = 0.9682) (18)

La ecuacién-(17) explica que el algoritmo sélo resuelve (NTI) aproximadamente la mitad (0.48) de los nodos
generados (TNC) (el resto de los nodos resultan eliminados). Este resultado evidencia la fuerza que aporta la
determinacién de una cota superior f7;5 mas fuerte sobre el criterio de eliminacién asumido en el algoritmo.
La ecuacién-(18), por su parte, explica que cada iteracién B&B (NTI) consume aproximadamente 73 CPU-
segundos, mientras que cada iteracién que demora el algoritmo en encontrar la solucién éptima (ITO) cuesta
aproximadamente 7 CPU-segundos.
Las relaciones anteriores pueden ser utilizadas para estimar aproximadamente el comportamiento del algoritmo
al resolver problemas con caracteristicas conocidas. Asi, por ejemplo, usando las ecuacién-(14) es posible tener
un prondstico para el tiempo de ejecucion del algoritmo al resolver problemas con mas de 100 variables. En la
tabla-2 se muestran el promedio y el valor méximo estimados, de los tiempos de ejecucién (medidos en CPU-
segundos) calculados para problemas de hasta 200 variables.

Una evaluacién optimista de los resultados anteriores permiten conjeturar que el algoritmo propuesto tiene

Dimensién 125 150 175 200
TTR-Promedio | 7.7939e+03 | 9.3619e+03 | 1.0930e+04 | 1.2498e+04
TTR-Méximo | 9.6464e+03 | 1.1465e+04 | 1.3283e+04 | 1.5101e+04

Tabla 2: Tabla con valores pronosticados para la variable TTR en problemas de méas de 100 variables

capacidad para resolver problemas de hasta 200 variables dentro del limite de tiempo prefijado.
Solucién de problemas con méas de 100 variables

Para medir las posibilidades del algoritmo propuesto al resolver problemas con més de 100 variables y comparar
su rendimiento con el método B& B de Burer-Chen se resuelven los 36 problemas extras descritos al inicio del
capitulo. En la tabla-3 se resumen los resultados alcanzados por los dos algoritmos, agrupando los problemas
por su dimensién. Las tripleta (R-T-M) que aparece en las dos tltimas columnas de la tabla, indican: (R)
la cantidad de problemas Resueltos por el algoritmo; (T) la cantidad de problemas para los que el algoritmo
sobrepasa el limite de Tiempo prefijado; y (M), la cantidad de problemas en los que el algoritmo se detiene por
limitaciones de Memoria.

Estos resultados evidencian un comportamiento superior del algoritmo propuesto respecto al método B&B
de Burer-Chen. Puede observarse, ademas que la limitacién fundamental de ambos algoritmos para resolver
problemas de mayor dimensién no es precisamente el tiempo, sino la memoria disponible en la computadora.
Estos resultados se corresponden con los mostrados en las figura-3, en la cual se observa que el nuevo hibrido
propuesto genera menos nodos y precisa menos iteraciones que el método B& B de Burer-Chen, como conse-
cuencia de lo cual tiene menos exigencias de memoria.
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CC+BB-BurChen | B&B de Burer-Chen
Dimensiéon | Problemas R-T-M R-T-M
125 9 7-0-2 4-1-4
150 9 7-1-1 0-0-9
175 9 6-0-3 0-0-9
200 9 2-0-7 0-0-9

Tabla 3: Resumen de los resultados para los problemas extras

Adicionalmente, en la figura-7(b) se puede constatar que los tiempos reportados por el algoritmo hibrido, estédn
ligeramente por encima de los tiempos pronosticados en la tabla-2, cuando se utiliza la ecuacién (14).

Para finalizar, en la figura-7(a) se representa el gap relativo correspondiente a las soluciones calculadas por
ambos algoritmos. En ella se observa que el algoritmo CC+BB-BurChen alcanza aproximaciones de mejor cal-
idad que el método B& B-BurChen. Estos resultados confirman el buen comportamiento del algoritmo hibrido
propuesto.

w10 (b) Tiempo Estimado vs Tiempo Real Calculado

—— TTR Real Calcuado
5| —— TTR Estimade

(s). Diferencia entre los gap relativos del método de Burer-Chen vs Hibrido
25

gap(Burer-Chen)

- 99p (Hibride)

TTR Real Calculado

gap(Burerchen)

dapl Hibrido TR Estimado

5 10 15 20 25 30 35 o ) 10 15 20 0 30 ks 2}
Problemas Extras Problemas Extras

Figura 7: Comparacién entre el algoritmo hibrido y el método de Burer-Chen respecto al gap relativo y entre el tiempo
estimado y real calculado por el algoritmo hibrido en la solucién de los Problemas Extras

5. CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

En este trabajo se propone un nuevo esquema hibrido consistente en sustituir el método de ramificacion y
acotacién de Burer-Vandenbusche por el de Burer-Chen, dentro del mismo esquema hibrido propuesto por [10].
Se utiliza una base de problemas pruebas méas amplia y diversa que la empleada en los trabajos referenciados.
La experimentaciéon computacional realizada permitié comprobar un mejor desempeno del nuevo algoritmo en
comparacién con el método CC+BB-BurVan y B& B de Burer-Chen, reportados en la literatura con los mejores
resultados al resolver problemas de programacion cuadratica no convexa con restricciones de caja. En particular
se demuestra que la variacién propuesta permite duplicar la dimensién de los problemas resueltos con un costo
computacional inferior al de los algoritmos referidos.

El diseno experimental realizado permitié estudiar la influencia de las caracteristicas del problema en el com-
portamiento del algoritmo, identificando a la dimensién de los problemas y su interaccién con la densidad de
la matriz @, asi como el porciento de valores propios negativos de la misma, como los factores que inciden
significativamente en su desempefio.

Como trabajo futuro, resulta interesante investigar el comportamiento del algoritmo propuesto en problemas
con 200 variables o mas en computadores més potentes y buscar nuevas vias para investigar la incidencia de la
condicién de la matriz @) en el desempeno del algoritmo.
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