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1 Présentation des marchés financiers

1.1 Marché financier
1.1.1 Organisé

Un marché organisé, ou bourse, est une plateforme permettant aux acheteurs
et aux vendeurs de produits financiers d’effectuer des transactions, d’exécuter des
ordres de bourses, via un intermédiaire qui transmet l'ordre a un membre officiel
de la bourse. La chambre de compensation est un pilier central dans la bourse,
elle intervient comme contrepartie entre acheteurs et vendeurs en garantissant la
bonne fin des opérations. Il ne s’agit ni plus ni moins que de 'acheteur de tous les
vendeurs et du vendeur de tous les acheteurs. L’établissement Clearnet s’occupe
du bon fonctionnement de ’ensemble des bourses européennes (Euronext).

1.1.2 De gré a fré

Un marché de gré a gré ou Other-The-Counter (OTC) est un marché sur lequel
les transactions se font directement entre un acheteur et un vendeur. La principale
différence avec la bourse est donc qu’il n’existe pas de chambre de compensation
permettant d’éviter le risque de contrepartie. Les raisons de l'existence de cette
place sont multiples. Notons déja qu’une partie des sociétés qui y sont présentes le
sont car elles sont trop petites, ne remplissent pas les critéres pour étre cotées sur
les marchés organisés. De plus, comme les contrats sont établis directement entre
les deux parties, cela permet d’acheter (ou vendre) un produit correspondant bien
plus a ses besoins, comme par exemple pour couvrir un risque de change. Par
construction, ce marché est moins transparent que la bourse.

1.1.3 Acteurs

(Presque) n’importe qui peut intervenir sur les marchés financiers, nous pou-
vons tout de méme classifier les intervenants en 3 grandes catégories, les hedgers,
les spéculateurs et les market makers. Pour les deux premieres catégories, sans
grandes surprises, il s’agit de gestionnaires intervenant respectivement pour se
couvrir d'un certain risque et, pour tirer un profit suite a une transaction. Les
market makers sont présents pour assurer la liquidité du marché. Ils offrent une
contrepartie a tout acheteur ou vendeur sur certains titres souvent illiquides. Ces
agents sont en général rémunérés par les bourses qui souhaitent offrir a leur client
le plus de liquidité possible.
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1.1.4 Colits de transactions

Si 'on achete ou vend un produit financier, quel qu’il soit, il faut rémunérer
les intermédiaires, personne ne travaille gratuitement! On ne peut pas donner ici
de pourcentage précis de cotit, cela dépend du volume, du montant du produit
financier que l'on traite et également de votre broker, plus on achete, plus le
pourcentage va étre avantageux. Il faut donc bien se renseigner sur les montants
demandés par votre broker et les prendre en compte dans votre stratégie.

1.2 Produits financiers

1.2.1 Action

Une action (share, ou stock) est un titre de propriété d'une entreprise conférant
a son détenteur (I’actionnaire) un droit de vote dans la politique de gestion de
Ientreprise ainsi que des dividendes. Il s’agit donc d’une fraction du capital social
de ’entreprise émise afin de se financer sur les marchés. La valeur initiale de I'action
est déterminée par la société, ensuite, elle évolue sur les marchés en fonction de
I'offre et de la demande.

Il existe deux types d’action, ordinaire ou préférentielle. Le détenteur d’une
action préférentielle a un droit de priorité par rapport au détenteur d’une action
ordinaire, une société n’a pas le droit de verser des dividendes aux actionnaires
ordinaires tant que les privilégiés n’ont pas été rémunérés. La deuxiéme priorité
intervient en cas de liquidation de ’entreprise, le détenteur bénéficiera d’un rem-
boursement prioritaire pour la valeur de chacune de ses actions.

Enormément de facteurs rentrent en compte dans la formation des prix, en pre-
mier lieu les fondamentaux de I'entreprise, notons les variations de taux de changes,
les annonces économiques/macroéconomiques, les décisions gouvernementales ainsi
que les mouvements purement spéculatifs. Un simple ordre passé sur le marché,
disons de vente, quelle qu’en soit la raison, s’il est relativement important, peut
entralner a lui seul un effet de panique et conduire & une vente de la part des
autres détenteurs de la méme action, on parle alors de price impact.

1.2.2 Indice

Un indice est un indicateur proposé par une bourse pour évaluer les perfor-
mances d'un pays, d’un secteur.

Citons quelques exemples parisiens. Le CAC 40 est le principal indice de la
bourse de Paris (Euronext Paris), initialement, ’acronyme CAC signifiait ’"Compa-
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gnie des Agents de Change’, aujourd’hui ’Cotation Assistée en Continu’. La valeur
de I'indice est une pondération de chacun des 40 titres de sociétés en fonction de
leur capitalisation flottante. Sa composition est mise a jour tous les trimestres.
Quand une société n’est plus cotée, elle est remplacée par une des valeurs du CAC
Next 20 en fonction de la liquidité de son titre, capitalisation boursiére, volumes
échangés, etc. Enfin, notons que sa cotation est réactualisée toutes les 15 secondes.
Le CAC Next 20 regroupe les vingt valeurs dont I'importance suit celle des valeurs
composant le CAC 40. Le SBF 120 (Société des Bourses Frangaises) est composé
du CAC 40 et des 80 valeurs les plus liquides a Paris parmi les 200 premieres capi-
talisations boursiéres francaises. Il existe également le SBF 250 dont on comprend
facilement la composition. Notons tout de méme que le SBF 80 est quant a lui les
80 valeurs suivant le CAC 40, donc hors CAC 40.

Parmi les indices internationaux nous pouvons également noter le S&P 500
(Standard & Poors, filiale de McGraw-Hill), composé des 500 plus grandes capita-
lisations boursieres des bourses américaines. Comme précédemment, il existe des
variantes, S&P 100, 400 et 600. Et toujours comme précédemment, il est pon-
déré par la capitalisation boursiere de chacune des ses composantes. Pour une plus
grande diversité sur les marchés américains on pourra regarder le Russell 1000,
2000, 3000 ou le Wilshire 5000.

Pour voyager un peu dans différents pays, notons que I'indice principal en Al-
lemagne est le DAX (30 valeurs), & Londres le FTSE 100 ('Footsie’), Hong-Kong
le Hang Seng Index, Taiwan le TSEC et le SSE Composite Index pour Shangai.

Les indices sont donc donnés par,

I(t) = Ciail’i,t (1.1)

ou NN est le nombre de valeurs composant l'indice, z;; la valeur de l'action 7 a
Iinstant ¢, «; le nombre d’actions ¢ en circulation et C' est une constante de nor-
malisation a une valeur de référence (par exemple 100) a une date bien précise.

On peut conclure cette courte présentation en notant que le DJIA (Dow Jones
Industrial Average), indice des 30 plus grosses valeurs du NYSE et du NASDAGQ,
tout comme le Nikkéi 225 a Tokyo ne sont pas pondérés par la capitalisation
boursiere de leurs composantes, mais par la valeur des actions. Le DJIA est le plus
vieil indice boursier au monde, 1896, il était calculé a la main toutes les heures,
on peut donc comprendre en partie pourquoi il est pondéré ainsi.
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1.3 Matiére Premieére

Les commodities, ¢’est a dire les matieres premieres, prennent elles aussi une
importante place dans les marchés organisés, tant pour les besoins de gestion des
risques que pour leur qualité de valeur refuge. Pour le secteur de I’énergie on pourra
citer le baril de pétrole brut, le gaz naturel ou 1'électricité; pour les matériaux
précieux ou industriels, 'or, 'argent, le platinium, le cuivre ou le palladium ; pour
les grains, le mais, le soja, I’avoine, le riz ou le blé; les viandes comme les bovins
vivants, bovins d’engraissement, le porc maigre, ou la poitrine de porc; et autres
comme le bois, le coton, le caoutchouc, le jus d’orange, le sucre, le café, le cacao,
le lait, etc.

1.3.1 Taux de change

Nous aurions pu mettre cette section dans le chapitre sur les marchés financiers
puisque ’ensemble des devises qui sont échangées les unes contre les autres a un
certain taux de change sont cotées sur le Forex, contraction de Foreign Exchange.
Ce marché mondial est le deuxieme marché financier en terme de volume échangé
derriére celui des taux d’intéréts, il est ouvert 24h/24h du fait des décalages ho-
raires entre les bourses européenne, américaine, australienne et japonaise, tout de
méme fermées le week-end ; fermant a 22h GMT le vendredi & New-York et ouvrant
a 22h GMT avec la bourse australienne.

Deux types de devises se distinguent, celle fixée par un Etat, on parle alors
d’exotique comme le yuan chinois, et celle flottante, valorisée par l'offre et la
demande sur les marchés, comme ’euro ou le dollar américain.

Un taux de change est toujours exprimé de la maniere suivante X/Y=z, en
d’autres termes, 1 X vaut z Y. La devise de gauche est la devise de base et celle de
droite la devise de contrepartie. Les taux de changes varient jusqu’a la quatrieme
décimale, ce que 'on appelle le pip.

1.3.2 Tracker

Un tracker a pour but de répliqguer un produit financier bien précis. Il peut
porter sur un indice actions, obligataire ou encore de matieres premieres. Si 'on
prend l'indice CAC 40, il n’est bien sir pas possible d’acheter du CAC 40, on
pourrait quand méme avoir en portefeuille toutes les composantes du CAC 40 en
prenant garde de bien réactualiser son portefeuille suite aux sorties et rentrées
dans le CAC, d’avoir le méme montant que la pondération, cela peut s’avérer bien
compliqué. L’achat d’un tracker sur le CAC 40, par exemple le Lyxor ETF CAC 40
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permet de simplifier tout cela en achetant un seul produit, au passage cela diminue
forcément les cofits de commissions, les fees. Le SPDR S&P 500(Standard & Poor’s
Depositary Receipts), communément appelé Spyder S&P 500, est naturellement le
tracker sur le S&P 500 et le SPDR Gold Trust qui réplique la performance de I'or
physique sont les deux trackers les plus échangés au monde avec des encours res-
pectifs de 76.5 et 77.5 milliards de dollars au 08/11. Les gérants d'un fond indiciel
(Exchange traded funds) sont tenus d’avoir en portefeuille toutes les composantes
de 'indice en les pondérant, et pour le cas de 'or, de stocker I’équivalent en or
dans leurs coffres.

1.3.3 Contrats forward et future

Les contrats forward et future sont des contrats a termes, ils s’engagent fer-
mement a acheter ou a vendre a une échéance définie ¢t = T, a un prix fixé, une
certaine quantité d’un actif financier le sous-jacent, a la date t = 0. La différence
entre un contrat forward et un contrat future est que le premier est OTC tandis
que le second s’échange sur les marchés organisés. Le ’stir-mesure’ proposé par le
marché de gré a gré s’expose naturellement au risque de liquidité. Le sous-jacent
du contrat peut étre physique, or, pétrole, etc., une action, un indice, taux d’inté-
rét, devises, obligations. Il s’agit initialement d’un produit destiné a la gestion des
risques.

1.3.4 Option

Les options les plus connues sont le call et le put européens, donnant respec-
tivement le droit d’acheter et le droit de vendre un actif sous-jacent a une date
déterminée a l'avance, moyennant le versement d'une prime. La différence entre
ces deux types de produits financiers avec les forward ou future est qu’ils conferent
le droit, et non l'obligation d’exercer son contrat a maturité. Ces deux premiers
exemples sont dit wanille. Les options exotiques sont plus complexes et la liste
complete serait trop longue a citer ici. Rapidement, les options américaines qui
donnent le droit d’exercer son option a n’importe quelle date entre le moment
d’achat et la maturité; 'option bermuda qui donne le droit d’exercer son contrat
a plusieurs dates bien fixées ; une option asiatique paye la valeur moyenne du sous
jacent durant un certain intervalle de temps; option lookback paye n’importe quel
prix atteint par ’action au cours de la période, on choisira naturellement celui qui
maximise le gain ; option as-you-like-this, donne le droit de choisir si elle deviendra
un call ou un put.
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1.3.5 Obligation

Une obligation est un titre de créance négociable émis par une société ou une
collectivité publique, principalement échangée sur les marchés de gré a gré. Les pa-
rametres rentrant dans le calcul d’une obligation sont la date d’émission, la date
d’échéance, le taux d’intérét, la devise dans laquelle elle est émise et la périodicité
du coupon. Les modalités de remboursement et le mode de rémunération des pré-
teurs sont fixés contractuellement, la rémunération pouvant étre fixe ou variable,
indexée alors sur un taux d’intérét et non sur le résultat de I’entreprise. La valeur
nominale permet le calcul des intéréts (coupon) que 'emprunteur s’engage a ver-
ser a des échéances fixées a I'avance. Le marché obligataire est une des principales
raisons justifiant I'importance des agences de rating, dont les trois principales sont
S&P, Moody’s et Fitch. Le systéeme de notation de S&P va du fameux triple A :
AAA pour une forte capacité a rembourser au C pour peu d’espoir de recouvre-
ment et D pour défaut de paiement. On peut classifier ces produits en 4 catégories
bien distinctes :

— Un Etat dans sa propre devise, emprunt d’Etat.

— Un Etat dans une autre devise que la sienne, obligation souveraine.

— Une entreprise du secteur public, un organisme public, une collectivité locale,

obligation du secteur public.

— Une entreprise privée, une association, ou tout autre personne morale, obli-

gation corporate.

Nous présentons maintenant un peu plus en détail le cas des obligations d’Etat
Américaines. Les obligations a plus courte échéance sont les Treasury Bill (T-Bill)
avec une maturité allant de 1 mois a 1 an. De la méme maniere que les obligations
zéro-coupons, ils ne versent pas d’intéréts avant 1’échéance. Les maturités habi-
tuelles sont 1 mois, 3 mois ou 6 mois. Les T-Bills sont reconnus comme constituant
les obligations du trésor les moins risquées aux Etats-Unis par les investisseurs.

Les Treasury Notes (T-Notes) sont & échéances moyennes 2, 5 et 10 ans et leur
rémunération est assurée par un coupon payé tous les six mois au souscripteur. La
T-Note a échéance de 10 ans est devenue la valeur la plus fréquemment citée dans
les études des performances du marché obligataire américain.

Enfin, les obligations avec la plus grande maturité sont les Treasury Bond (T-
Bond), variant entre 10 et 30 ans ils sont également rémunérés par un coupon
payé tous les six mois. Le revenu que les détenteurs percoivent possede en outre
Iavantage de n’étre imposé qu’au niveau fédéral. Les équivalents Francais des
obligations a courte, moyenne et longue maturité sont respectivement les BTF
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(Bons du Trésor a taux Fixe et a intérét précompté), BTAN (Bons du Trésor a
intéréts ANnuels) et les OAT (Obligations Assimilables du Trésor).

1.3.6 Dérivé de crédit

Les dérivés de crédit sont traitées sur les marchés OTC et par définition, écrites
sur des produits sensibles au crédit (obligations, etc.). Elles peuvent étre utilisées
en vue de transférer un risque de contrepartie vers un autre pour contréler son
exposition. Comme pour les dérivés ’classiques’; il existe deux type de dérivé de
crédit, celle dite vanille, et celle dite exotique. Pour les vanilles nous pouvons par
exemple citer les crédit défaut swap (CDS) single name (i.e. ne protégeant que sur
un seul produit) et les collateralized debt obligation (CDO) sur indices. Pour les
exotiques, nous avons par exemple les CDS sur zéro-coupons et les CDO?. Nous
reviendrons plus en détail sur les CDS a la fin de ce cours.

1.4 Comité de Bale

La création du comité de Bale se fait en 1974 sous I'impulsion des régulateurs
financiers, plus précisément les directeurs des banques centrales des principales
puissances économiques. Le comité se réunit a la banque des reglements inter-
nationaux (BIS) a Béle, Suisse, souvent appelée la banque centrale des banques
centrales. Le but affiché est d’avoir un framework unifié en terme de régularisation
pour éviter d'une part les risques d'une trop forte exposition aux marchés émer-
geants et, d’autre part, avoir un certain pacte de non-agression entre les différentes
banques centrales. Le premier rapport important se fera en 1988 par la publica-
tion des accords de Bale 1 (Basel I) [Ba&g]. Cette premieére publication ne concerne
uniquement les produits de risques de crédits ainsi que la méthode a utiliser pour
calculer le capital minimum requis en fonction de 'exposition de la banque. Le
fameux ratio de Cooke y est écrit ainsi que le ratio asset to capital multiple. Ce
dernier doit étre inférieur a 20%,

Total des actifs

< 20%.
Capital < 20%

Le ratio de Cooke, également connu comme étant le ratio de risque capital est la
somme des actifs détenus par I’entité divisée par leurs facteurs de risques respectifs,
il doit étre au moins supérieur a 8%

Capital
apita 897,

facteurs de risque des actifs —
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Les actifs non risqués sont par exemple l'or, les obligations émisent par les plus
grandes puissances économiques (et les plus saines!), leurs poids sont fixés a 0. Les
banques des pays les puissants économiquement ont un risque de 20%, etc. L'une
des raisons de I'essor du risque management provient du comité de Bale lui méme.

En effet, en 1996, I'expansion des activités de trading au sein des firmes ont
poussé le comité a publier un amendement [3a96] proposant aux banques de soit,
utiliser un modele de controle de risque proposé par le rapport (méthode de mesure
standardisé) soit, de développer en interne un modele. Bien entendu, ce modéle
doit se plier a certaines regles. Les méthodes standardisées sont différentes selon
la classe d’actif regardé, taux d’intérét, equity, commodities ou Forex. Les obliga-
tions ont un risque prédéfini selon la maturité et le pays, les ETF sur indice un
risque de 2%, une certaine méthodologie pour la couverture en delta et en gamma
est proposée, etc. Pour que le modele interne soit éligible, il faut naturellement
qu'une équipe de risk management soit mise en place. Un back test robuste doit
étre implémenté, au minimum sur un an. Les stress tests doivent étre suffisamment
complets pour couvrir des événements extrémes, ils doivent étre a la fois quantita-
tifs et qualitatifs, incorporer les risques marché ainsi que de liquidité. Des calculs
de Var avec un indice de confiance de 99% doivent étre fait quotidiennement, etc.
Il est possible d’avoir quelque chose de bien moins contraignant en faisant soit
méme son modele, tout en respectant les recommandations du rapport que d’uti-
liser I'approche standardisée, c¢’est pourquoi les équipes de risk management ont
considérablement gonflé depuis lors.

Le comité de Bale publiera un nouveau rapport en 2004 [Ba05] pour répondre
aux imperfections du premier rapport ainsi que pour s’adapter a ’évolution des
marchés. Béle Il repose sur trois piliers. Le premier étant l'exigence de fonds
propres, le deuxieme pilier les procédures de surveillance et enfin, le troisiéme un
effort de transparence et de discipline. En ce qui concerne le pilier I, la méthode de
calcul des risques a été modifiée. Par exemple, pour le risque de crédit, nous avons
I'approche standardisée, ’approche IRBA (Foundation Internal Ratings Based Ap-
proach) et 'IRBA avancé. Conformément a ces approches, les banques doivent en
plus utiliser les rating fournis par les agences de rating. Sous IRBA avancé, les
calculs de LGD (Loss Given Default) et EAD (Exposure At Defaut) sont calculés
en interne.

La crise depuis 2007 a mis en avant la non-adéquation de la réforme Bale II
en cas d’événements extrémes. Bale III est en fait composé de deux amendements
[Ball] et [Bal3] le premier portant sur le capital et 'autre, portant sur la liquidité.
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Hormis les exigences accrues, nous pouvons noter I'introduction d'un ratio de levier
devant étre supérieur a 6%,

Capitaux propres
Dette

> 6%.

En plus des provisions en cas de risque de défaut d’'une contrepartie, les banques
doivent pouvoir couvrir le risque de perte mark-to-market sur le risque de contre-
partie attendu d’un dérivé OTC. Il s’agit des pertes CVA (Credit Value Adjust-
ments).

Le deuxieme amendement porte sur le risque de liquidité. Le but annoncé du
ratio de couverture en liquidité (LCR) est de permettre une résistance a court
terme du risque de liquidité des banques. Il s’agit d’avoir un stock d’actifs non
gelé et suffisamment liquide pour pouvoir étre converti instantanément en cash
pour couvrir une perte nette de trésorerie durant 30 jours. Le NSFR (taux net
de financement stable) est le rapport entre le montant de financement stable par
rapport au montant de financement stable requis sur un 1 an, il doit étre supérieur
a l.

1.5 Risques

Tout comme les actions, ’achat d’une obligation d’Etat ou d’entreprise com-
porte des risques. Nous pouvons lister certains de ces différents risques :

— Risque de taux d’intérét

— Risque de crédits

— Risque d’inflation

— Risque de crédit

— Risque de taxe

— Risque de régulation.

1.5.1 Risque de taux d’intérét

Le risque de taux d’intérét est certainement le plus évident et I'un des plus
importants. Par définition, une obligation est indexée sur les taux d’intéréts, les
cash flows peuvent donc étre plus moins ou intéressants selon le niveau du taux
sous-jacent et, plus particulierement, sont sensibles aux variations instantanées des
taux. Les produits typiques de fixed income bougent dans la direction opposée des
variations de taux, si le taux diminue, le prix du produit de fixed income va monter,
et inversement. Ce risque apparait dans le cas ou I'investisseur ne compte pas aller
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a terme du contrat, une variation peut donc amener a une perte de capital. Ce
risque de taux d’intérét est mesuré par la duration.

1.5.2 Risque de crédit

Dans les modeles de valorisations que nous allons étudier, il est sous entendu
que les obligations achetées arriveront a terme et payeront le principal. Cela n’est
bien entendu pas le cas a chaque fois. En effet, il est tout a fait possible que I’émet-
teur de 'obligation ne puisse pas rembourser en partie ou la totalité de sa dette.
Ce risque est appelé risque de crédit et n’existe que pour ce type d’instruments
financiers, pas pour les marchés actions ou Forex par exemple. Si I'émetteur de
la dette ne peut pas rembourser le principal, nous dirons qu’il fait défaut. Bien
entendu, ce type de risque apparait minime dans le cas d’obligations émises par le
gouvernement américain ou allemand, et, bien plus important pour certains pays
de la zone Euro, de pays émergents ou d’entreprises. Néanmoins, la probabilité de
défaut de Lehman Brother était notée extrémement faible, alors que finalement,
ce n’était pas le cas. Méme pour des produits, a priori, a faible risque de cré-
dit, il est important de prendre en compte cette notion. En effet, la plupart des
institutions financieres comme des institutions d’Etat possédent des produits dit
toxiques, méme si en soit, elles ne sont pas sujettes a défaut, il existe un risque de
contagion et donc, une institution sans risque le deviendra.

1.5.3 Risque d’inflation

Le risque d’inflation n’est pas un risque de perte en soit, ¢’est un risque de
voir son cash flow futur diminuer de valeur. L’inflation est définie en terme de
pourcentage de variation sur un méme panier de biens. L’indice de référence est
le CPI, Consumer Price Index. Pour comprendre ce risque, il suffit de réaliser que
si I'inflation augmente de maniere importante, le paiement du coupon, méme s’il
n’a pas changé de valeur par rapport a ce qui est prévu, ne vaudra plus rien. Bien
siir, ce risque augmente pour des obligations a long-terme, il est peu probable de
voir une augmentation de 'inflation significative sur 1 mois. Pour se couvrir des
risques sur inflation, il existe des produit dérivés sur inflation, plus précisément, le
sous-jacent est le CPI. Egalement, nous pouvons nous prémunir en achetant des
produits comme des matieres premieres qui elles, sont sensibles a 'inflation.
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1.5.4 Risque de taux de change

Une obligation émise en monnaie étrangere, va avoir, comme pour n’importe
quel autre produit financier, un risque de change. L’obligation va émettre des
cash flow dans une certaine devise, qu’il va falloir transcrire dans la monnaie
domestique. Supposons que nous achetons une obligation cotée en Yen, alors si
le Yen se déprécie par rapport a l’euro, le montant gagné va étre moindre, voir,
négatif en cas de forte dépréciation. A I'inverse, si le Yen s’apprécie par rapport a
I’euro, le montant recu va étre supérieur. Bien entendu, en plus d’étre exposé au
risque de change, nous sommes également exposés au risque de variation du taux
étranger.

1.5.5 Risque de taxe

Pour la plupart des produits de fixed income, ils sont taxables par rapport au
taux en vigueur dans le pays considéré. De plus, ils sont sujets a des variations
de régulation, d’imposition, menées par le gouvernement étranger. On peut parler
de risque de taxe tout comme de risque de politique. Par exemple, en juin 1980,
Battery Park City Authority (I’autorité supervisant le développement de Battery
Park City, quartier situé a '’extrémité sud-ouest de I'ile de Manhattan a New York,
Etats-Unis) a émis une dette de 97.315$ pour lancer des constructions immobi-
lieres. Au moment de ’émission, les autorités légales ont considéré que ces notes
seraient exemptées d’'impdt fédéral. En novembre 1980, I'IRS (Internal Revenue
Service), 'agence du gouvernement des Etats-Unis qui collecte P'impdt s’oppose &
I’exonération de taxe sur les coupons, entrainant une baisse de leur valeur.

2 Taux d’intérét

2.1 Zoologie
2.1.1 Obligation zéro-coupon

Un dollar d’aujourd’hui vaudra toujours plus qu’un dollar de demain. Un zéro-
coupon de maturité 7', est un titre versant 1 dollar a la date 7. La valeur faciale (ou
nominal) de I'obligation est N = 13$. Nous noterons B(t,T") le prix du zéro-coupon
de maturité 7" a l'instant ¢ , et donc, B(T,T) = 1. Nous supposerons toute la suite
que le prix de l'obligation B(t,T)) est processus positif strictement et adapté sur
un espace de probabilité filtré (2, F,P).
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2.1.2 Structure par termes

Le rendement & maturité (yield-to-maturity) d’un zéro-coupon de maturité 7'
est le processus adapté vérifiant,

Rt,T)=———WmBEtT), 0<t<T. (2.1)

T—t

La structure par terme des taux, également appelée la courbe des taux (yield
curve) est la fonction qui donne les différents taux de la date ¢ en fonction de leur
maturité 0, 0 — R(t,0).

Connaissant le rendement a maturité, le prix de l'obligation est déterminé de
maniere unique par,

B(t,T) = e BEDITD g <t <T. (2.2)

En pratique, la structure par termes des taux d’intéréts est déduite du prix de
plusieurs instruments financiers tres liquides, comme les T-bills, T-bond, swap et
future.

2.1.3 Taux d’intérét forward

Un contrat forward sur taux d’intérét est le contrat effectué a l'instant t,
d’achat a Ty (>t) d’une obligation zéro-coupon de maturité 75 (>77). Par un
simple argument de non-arbitrage, nous voyons que le prix du contrat forward est
B(T\,Ty) = ggi%; Le taux d’intérét forward a Uinstant ¢, f(¢,77,T5), doit donc
intuitivement vérifier

B<t’ TZ) —f(t,T1,T2)(To—T1)
= A1 t<Ty <Ts. 2.3
B(t.T) © == (2:3)
En d’autres termes, il est donc donné par
[T T) L, BT (2.4)
= — n . .
a2 T,—T,  B(t,T))
Il s’agit du taux forward continu. Non continu, il s’écrit naturellement,
f(t, Ty, T) = ! BT (2.5)
y£1, 42 _ij_T1 B(t,Tz) P .
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Le taux d’intérét forward instantané est la limite du taux forward lorsque 77 =T
et To =T + AT,

. WB#,T+AT)-InB(tT) 1 0B
F@#T) = AI%I—ISO AT B B(t,T)aT(

tT)  (2.6)

Il s’agit donc du rendement marginal obtenu en conservant un court instant sup-
plémentaire 'obligation. En intégrant (2.6), nous obtenons le prix de I'obligation
en fonction du taux forward instantané,

B(t, T) = exp (- /t a0 u)du) (2.7)

Enfin, en utilisant (2.2) et (2.6), nous avons,

F(t,T) = aaT(R(t,T)(T — )= R(t,T) + (T — t)aaTR(t, ). (2.8

Soit,
1 T
RUT) = —— / F(t,u)du. (2.9)
T—tJ:
Nous voyons donc que le prix de I'obligation ainsi que son rendement peuvent
étre entierement déterminés par le taux forward instantané.
2.1.4 Taux d’intérét court terme

Le taux d’intérét spot, i.e. le taux d’intérét instantané, est défini mathéma-
tiquement comme la limite du taux continu moyen quand la maturité tend vers
0,

ry = I%Iftl R(t,T) = R(t,t) = F(t,t). (2.10)

Nous pouvons réécrire le prix de 'obligation en fonction du taux spot,
T
B(0,T) = exp (-/ F(o,u)du>
0
At T
= exp (—/ F(0,u)du — / F(At, u)du)
0

At

[T/AL A
= exp (— > /( F((i —1)At, u)du)

= Ji-nae
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en passant a la limite At — 0,

[T/At]

At
Z / rincdu
(i—1)At

=1

T
= exp (—/ rudu> )
0

B(t,T) = exp (- /tT 'r’udu> . (2.11)

Sous forme différentielle, nous avons,

B(0,T) = exp (—
Ainsi,

dB(t,T)

— 2.12
B(t,T) ridt, (2.12)

avec comme condition terminale B(T,T) = 1.

2.1.5 Obligation a coupons fixe

Une obligation a coupons fixes (coupon-bearing bond), de maturité 7,,, est un
actif financier qui paye a son détenteur les montants cq,--- , ¢, aux dates T} <
-« < T,. Le prix de ce coupon est donné par la somme des cash flows actualisés,

B,(t,T,) =Y B(t,Ti)e; + B(t,T,)N, 0<t<T. (2.13)

i=1

N est le nominal de I'obligation. La séquence {1}, Ty, -+ ,T,,} est appelée le tenor.

2.1.6 Duration et convexité

Rappelons que pour un zéro-coupon B(t,T), le rendement R(t,T") est donné
par,

B(t,T) = e BEDT-D 0 <t <T.

Soit maintenant B,, le prix d’'un coupon avec pour maturités T} < --- < T, de
coupons ¢, - -+ , ¢, et de nominal N. Nous supposons que N est compris dans les

¢;, le prix est alors,
n

B,(t) =>_ B(t,T;)c.

=1
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Nous nous plagons en t = 0, en notant y le rendement a maturité (YTM) et
y(0,T;) = v;, B,(0) = B, nous pouvons réécrire le prix de l'obligation pour tout
t S T17

n
B, => ce ¥l
i=1
La duration de Macaulay d’un coupon est définie par,

n i T

D L Yo Ticie¥it

Mac -— B .
n

(2.14)
Il s’agit donc de la moyenne des coupons aux dates 77, --- ,7T,,. En d’autre terme,
la duration de Macaulay d’une obligation correspond a la période a l'issue de
laquelle sa rentabilité n’est pas affectée par les variations de taux. Nous pouvons
également noter que (2.14) nous donne la sensibilité relative du prix de 'obligation
par rapport au YTM,

B n
! - = i (Z C’ieyiTi> = _DMacBn~
dy dy \i=

Nous définissons maintenant la convexité d’une obligation par,

dBy N T2
C = 0 :;Cie yitiTe,

Il s’agit de la sensibilité de la duration par rapport a une variation du rendement
Y.

2.1.7 Swap de taux d’intérét

Un swap de taux d’intérét permet d’échanger un taux variable (taux flottant)
contre un taux fixe x sur une période donnée.

La structure d’un swap de taux est donnée par la suite d’intervalles [T7, T3], - - -,
[T,,—1,T,] tel que T; —T;_1 = §;, §; une constante connue a I'avance, T}, la maturité
du swap, un taux fixe, s et, le nominal N. Nous notons ¢;, i = 2,--- ,n, et non 9,
en effet, bien que les dates de versement arrivent a intervalles réguliers, tous les 6
mois par exemple, nous n’avons pas exactement le méme nombre de jours entre le
i-eme 6mois et le ¢ + 1-eme 6mois, simplement du fait du nombre de jours dans un
mois (mois de février) ainsi que du nombre de jours fériés.
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A Tinstant T;, le détenteur du contrat paye xd;IN et, recoit le taux flottant
f(t,T;—1,T;)0;N. Ce taux flottant est généralement le Libor dollar pour le dollar
américain et I’'Euribor pour I'euro, il s’agit des deux contrats les plus liquides sur
le marché des taux. Le cashflow a 'instant T; est donc,

(f(ujji—la E) - K)(;iNa 0 S t S E—l'

Ainsi, en utilisant (2.5), nous trouvons,

En faisant la somme cumulée de Ty a T),, la valeur totale du swap est,
Sy = N(B(t,Ty) — B(t,T,) — k6; Y_ B(t,T;)), 0<t<T,. (2.16)
i=1

Il reste a savoir comment déterminer la valeur ’juste’ (fair value) du taux fixe k.
En supposant que tous les coupons B(t,T;) soient déterminés par le marché, la
valeur de k est donnée par I’équilibre de (2.16), S; = 0. Alors,

B(t,To) — B(t,T,)

zn:l 5iB(tv T%) 7
Rwap(t) est appelé le taux swap forward. Il est possible d’exprimer le payoff d'un
swap ainsi que la valeur d’équilibre de r, Rswap, cela pourra servir pour pricer les
swaptions. En revenant a (2.15) et en utilisant encore (2.5), nous avons comme
cashflow du swap a l'instant ¢,

stap(t) - 0 S t S To.

N(SZB(ta iT’l)(f(t7 E—la n) - K}).
La somme cumulée est,
Sy = NZéiB(t,Ti)(f(t, T, 1,T;) — k), (2.17)
i=1

la valeur d’équilibre du taux fixe s est alors,
Rswap(t) = Z w;(t) f(t, Tiz1, Ti),
i=1

avec comme poids w;(t) = B(t,T;)/ >7_, B(t,T}). Ces poids sont aléatoires, mais
les résultats empiriques tendent a voire la variabilité de w; petite comparée aux
variations de f(t,7;—1,T;).
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2.1.8 Taux Libor

Rappelons que le taux forward f(t,7,5), 0 < t < T < S est donné par la
relation,

1, B®S)
T-S BT

Sur le marché Libor, les forward L(¢, T, S), pour un prét sur [T, S], sont donnés
a la différence de (2.18) par,

f(tv T, S) - (218)

B(t,T)
14+ (S=T)L(t,T,S) =
(S =TILT.S) = Zid
Alinsi,
1 B(t,T)
L(t,T,S) = -1 0<t<T<8S. 2.19
9= 5 g (B 1) ost<T< 219
Il s’agit en fait de la limite du taux forward instantané,
1 0B(t,T)
F(t,T)=—
t.7) B(t,T) 0T

st (S—T)B(t,9)
=lim L(¢,T,S).
SIT

Il convient tout particulierement de s’attarder quelques secondes sur le taux
Libor. Il s’agit du London interbank offered rate, soit, taux interbancaire pratiqué
a Londres. C’est un taux fondamental, c’est le taux auquel les banques se prétent
entre elles, ¢’est pour cela qu’il est si important. Nous étudierons certains produits
dérivés directement sur les taux Libor d’ailleurs. Nous présentons sur la figure (1)
la courbe de taux forward du 19/08/13.

Remarquons que le taux Libor peut s’exprimer en fonction du prix forward
Y, = Xi/N; avec N, = B(t,5)/(S — T) jouant le role de numéraire et X; =
B(t,T)— B(t,S). Le taux Libor sous la mesure forward Q est une martingale avec

Q définie par,
dQ ! e /S rudu
— = xp [ — ” .
dP ~ B(0,5) P\ "y
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Années

FIGURE 1 — Taux forward LIBOR T+ F(¢t,T) du 19/08/13, maturité de 1 a 25
ans. Source : Bank of England.

Le swap de taux sur le Libor satisfait la méme relation que précédemment
(2.17) avec bien entendu le taux forward f(¢,7},7,,) remplacé par le taux Libor
L<t7 Tk7 TkJrl)a

2(7—‘2 - E—I)B(ta E)(L(ta Tzi—l) 7—‘2) - S(t7 T17 Tn)) = 07
i=2
ou nous avons supposé que N = 1. Nous avons donc,

1 n
S (T — T;0)B(t, T;,) L(t, T;-1, T;)

ST = B T

[l
v

1
BOTT,) - 23“’7”< B(1.T)
1
= BUTT) ;(B(LTFI) — B(t,T3))
_ B(t,Ty) - B(t,T,,)
B(t,Tl,Tn)

M=

(2.20)

3 |

Notons pour conclure cette section que le swap de taux LIBOR peut étre vu
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comme Y; = X;/N; avec le numéraire N, = B(t,Ty,n) et X; = B(t,T1) — B(T,),
sous la mesure forward Q tel que,

dQ _ BN 11 1) ex —/Tlr du
dP ~ B(0,T1,T,) P\ Sy ")

2.1.9 Convention de marché

Sit et T sont deux dates exprimées en jour, mois, année, il n’est pas clair en
quoi T — t doit étre. Le marché évalue la fraction d’année entre t et T'. Il existe
une convention de calcul de jours. Connaissant le nombre de jour entre les deux
dates t et T', nous avons directement,

7 jours entre ¢ et T

B 365 ‘

Insistons bien sur le fait que nous comptons tous les jours de l'année, et non
seulement les jours ouvrés, sinon, nous aurions di diviser par 261 et exclure les
week-ends et jours fériés du calcul de I'intervalle. Pour ne pas a avoir a compter le
nombre de jour, en notant 77 = (dy, m1,y1) et Ty = (da, ma, ya) tel que Ty < Ts,

T—t

min(ds, 30) — min(dy,30)  mo —my
T, —1T = — Y-
2o 360 T ten
Prenons par exemple T = 25 juillet 2013 et T5 le 30 janvier 2014, alors,
30—-25 1-7
T, —1T, = 2014 — 2013 = 0.51.
2" T g0 T2

Il s’agit ici de la convention 30E/360. Il en existe beaucoup d’autre.

2.1.10 Intéréts courus, clean et dirty price

Les intéréts courus sont la fraction de l'intérét annuel écoulé sur un titre. A
I'instant ¢ € (T;_1,T;], les intéréts courus sont,

t—"T;
[
T =T

Le clean price est le prix de l'obligation sans les intéréts courus,

Al(i,t) ==

pclean(t) = p(t) - A]<i’t)7 E—l <t< ,Tz
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Autrement dit, le clean price est le prix auquel on achete le coupon a l'instant
t € (T;_1,T;]. Le dirty price est le prix incluant les intéréts courus,

pdirty(t) = pclean(t) + A[<Z7 t)a 7—12‘71 <t S Y-IL

2.1.11 Cap et floor

Un caplet verse a 'instant 7"+ ¢; la différence positive entre le taux a l'instant
T et T+ ¢ et le strike k. Son payoff est,

Un cap est une bandelette de caplet. Pour le tenor Ty < --- < T},, le payoff d'un
cap a l'instant ¢ < Tj,

n
Cp, = > Cpl(t, T 1, T3).
i=2
Le cap garanti a son détenteur une protection contre la hausse des taux d’intérets.
Le taux a payer ne sera jamais supérieur au strike x. On peut montrer que les
cashflow (2.21) a l'instant 7T} sont proportionnels aux cashflow d’un put a I'instant
T;_1 sur une obligation de maturité 7; et de strike 1/(1 + d;x) soit,

Jr
(1 4 6:r) (1 T P(ﬂ_l,ﬂ)> .

Ce lien est tres important puisqu’il permet de pricer des caps en utilisant les
formules de pricing d’obligation que nous développerons plus tard. De plus, nous
voyons bien qu'un cap est un pari a la baisse des taux comme évoqué précédement.

Un floor est I'inverse d’un cap. Comme pour un cap, un floor est une bandelette
de floorlets, de cashflow a l'instant ¢ donné par,

Flt(tan—bj—‘i) :5i(K_F(E—177—’i—1aE))+a O St STO
Le prix du floor est alors donné par,

Fl, =Y Flt(t, Ti-1,T;), 0<t<T.

=1

Il existe un équivalent a la relation de parité call-put pour les caps et les floors,
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Cpt — Flt = St'

ou S; est la valeur du swap a l'instant ¢ de taux x, de nominal 1 et de méme
discrétisation To < 17 --- < T, que le cap et le floor.

Enfin, on dira que le cap/floor est a la monnaie (ATM) si,

B(0,Ty) — B(0,T})

?:1 51'3(07 Tl)
le taux swap forward. On dira que le cap (floor) est a l'intérieur de la monnaie
si K < Rswap(0) (K > Rguwap(0)) et & Dextérieur de la monnaie si £ > Rgypap(0)

(K < Rswap(0))

K = Rgywap(0) =

2.1.12 Swaption

Une swaption est une option sur swap donnant le droit de vendre, put swaption
ou d’acheter, call swaption, a une maturité fixée T', a un prix x fixé a 'avance, le
strike.

Rappelons que la valeur d’un swap de taux fixe x commencant en 7Tj est,

IL,(To, k) = NiB(TO,ﬂ)di(f(To,ﬂ,l,ﬂ) — k).

i=1

Ainsi, le payoff d’un call swaption de strike x est,

N (Z B(Ty, T)6:(f (T, T 1, T3) — m>)+ (2.22)

Notons que comme IL,(7y, Rswap(Z0)) = 0, nous pouvons réécrire le payoff (2.22)
du call swaption,

n

N(Si(stap(TO) — /{1)+ Z B(T(), T‘Z),

i=1
et du put swaption,

n

N6i(k — Rowap(T0)) ™ . B(Ty, T)).

i=1
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A Tinstant ¢ < T, le call (put) swaption de strike K est dit respectivement ATM,
ITM et OTM (At, In, Out The Monney) si,

K = Rewap(t), K > (<)Rswap(t), £ > (<)Rswap(t).

2.2 Modele de taux court
2.2.1 Valorisation d’une obligation

Nous allons proposer deux méthodes pour obtenir la formule de valorisation
des zéros-coupons sous forme d’une espérance conditionnelle et 'EDP des taux.
La deuxiéme reprend I'approche fondatrice de Vasicek, [Va77], libre au lecteur de
choisir celle avec laquelle il se sent le plus a aise.

Formellement, nous allons travailler sur 'espace de probabilité filtré (2, F, (F;,0 <
t <T),P), la filtration étant celle du mouvement Brownien standard. Comme pour
les modeles actions, nous allons supposer par hypothese d’absence d’opportunité
d’arbitrage I'existence d’une probabilité risque-neutre Q telle que sous Q, les prix
des zéros-coupons actualisés B(t,T)/S? pour tout 0 < ¢ < T sont des martingales.
Le numéraire (S?)icr . est pris classiquement comme le procesus de cash,

T
S?zexp(—/ rsds>, t<T.
t

Ainsi, utilisant le fait que B(7T,7T) = 1 et la propriété de martingale nous
pouvons écrire,

||
/\
é’%\ —

f) (2.23)
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Nous avons une premiere méthode de pricing des zéros-coupons que nous ap-
pellerons 'approche par martingale. Comme pour le cas du modele de Black &
Scholes, nous pouvons aussi obtenir une EDP reliant les prix, donc des zéros-
coupons cette fois ci. Supposons pour le moment une dynamique générale du taux
spot sous la probabilité historique P,

dry = p,(t,r)dt + o.(r, t)dW, (2.24)

avec (Wy)ier, un mouvement Brownien standard et j, et o, deux fonctions véri-
fiant les conditions de Cauchy-Lipschiz. u, est classiquement le drift du processus
(74)ier . et o, sa volatilité. Le prix zéro-coupon a l'instant ¢ est une fonction de
t, r et de T, B(t,T) = B(t,r,T). Le prix B est une fonction réelle, supposée
suffissmment réguliére et de classe C? afin de pouvoir appliquer le lemme d’Ito,

0B 9B 1 ,0°B 0B
dB(t7T) = <at + ,LLTE + 20-T87"2> (t,T’, T)dt + O'TE(t, r, T)dm/t

(2.25)
—B(t, T)up(t,r,T)dt + B(t, T)og(t,r, T)dW,
avec,
1 oB oB 1 ,0°B
T)=— o e + 20— T

(1) =g ((‘% gy TR 8r2> (t.r,T) 2.26)
o (trT)—;a (t T)a—B(trT) |
B\t 1 _B(t,T,T> r\Y or ) .

Comme précédemment, nous allons travailler sous probabilité risque neutre Q.
D’apres le théoreme de Girsanov, nous supposons alors ’existence de la prime de
risque, fonction du temps et du taux spot, (A(t,7))wner, xr; tel que,

B t
W, =W, +/ A(s,r)ds
0

soit un mouvement brownien sous Q. L’équation de diffusion de r sous Q est alors
donnée par, )
dry = (u(t,r) — X(t, r)o.(t,r))dt + o.(t, r)dW;.
La dynamique du prix zéro-coupons sous la mesure risque neutre QQ est alors,
dB(t,T) = B(t,T)(ug(t,r,T) — X(t,r)op(t,r,T))dt + B(t, T)op(t,r,T)dW,.
(2.27)

Notons que le prix actualisé B(t,T)/S? est une martingale sous Q, le terme de
tendance doit donc étre égal a 7y, soit,

up(t,r,T)— At,r)op(t,r,T) = 1. (2.28)
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En remplagant avec les valeurs de p et o trouvées en (2.26) nous obtenons,

oB oB 1 ,0°B oB
7+/"LT7+707 _Ao-rier
ot or " or? or (2.29)
, )
%—i—(ur—ar)\)alg—l—} 2%—7"8:0.

ot or 27 o
La condition terminale de 'EDP étant la méme que précédemment, B(T,r,T) = 1.

Notons qu’il est possible de retrouver 'EDP des taux sans faire intervenir
explicitement la probabilité risque-neutre Q. Les taux d’intéréts n’étant pas un
titre négocié a proprement parler, nous ne pouvons pas le couvrir avec le titre,
comme avec le sous-jacent d'une option sur equity. Nous allons donc supposer que
nous achetons un zéro-coupon de valeur V; et de maturité T et que nous shortons
un autre zéro-coupon de valeur V5 de maturité 7. La valeur du portefeuille est
alors,

V=V~ V.

En conservant la dynamique (2.25), nous avons,
dV == (Vi[I,B(t, r, Tl) — ‘/Q[LB<t, r, TQ))dt + (%O‘B(t, r, Tl) — ‘/QO'B(t, r, Tg))dVVt

L’astuce consiste a prendre des montants bien particuliers pour V; et V5 de
telle sorte que l'aléa B disparaisse. Ce choix est,

OB (ta r, Tl)

O_B<t7r7 TQ)
Vi= V.
! O-B(tvlra T2) - O-B(tvlra Tl)

= vV d Vo=
op(t,r o) —op(t,r, 1)

La diffusion de la valeur du portefeuille est alors,

,uB(tv r, TI)UB(tu r, TQ) - ,U/B(ta r, TQ)O-B(ta r, TI)
UB(tJ r, TQ) - UB<t7 r, TI)

v =V dt. (2.30)

Le portefeuille est maintenant sans risque, il doit donc rapporter la valeur du
taux d’intérét, dV/V = rdt. En identifiant le terme de (2.30) avec r; pour qu’il
n’y ait pas d’opportunité d’arbitrage, nous avons,

pp(t,r, ) —re _ ps(t,r,Th) — 1y
O'B(tﬂa? Tl) O-B(tar? TQ)

L’équation est valide quelle que soit la maturité 7; et nous noterons la quantité A,
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pB(t,r)—r:/\<t )
o] (ta T) T
Pour conclure, nous n’avons qu’a remplacer les valeurs de p et o des équations
(2.26) pour obtenir 'EDP des taux,

oB oB 1 ,0°B
— y = O\ + —02—— —rB = 0.
at—i_('u 7 )ar+207"ar2 "
Une application directe du théoreme de Feyman-Kac (voir Appendix, 6.2.3)
avec la condition terminale de notre prix ®(Xr) = B(T,r,T) = 1, nous donne

directement,
T
B(t,T) =Eq (exp(—/ rsds) E) :
t

Nous avons deux méthodes de pricing de zéro coupon avec taux spot, soit en
résolvant 'EDP des taux, (2.29), soit, par le calcul de I'espérance conditionnelle
sous Q (2.23).

2.2.2 Modele de Vasicek

La premiere diffusion que nous allons considérer, certainement la plus simple,
est celle du processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Le taux spot a la dynamique,

dry = k(0 — ry)dt + odW,.

ou (Wy)ier . est un mouvement Brownien standard. Il s’agit d’'un processus ayant
la caractéristique d’étre 'mean-reverting’, en d’autre terme, il oscille autour de sa
valeur moyenne, ce qui est le cas général des taux spot, n’ayant pas de tendance
bien définie a long terme. x, 6 et o sont des constantes positives. € correspond a la
valeur d’équilibre, la valeur moyenne de r, k est la force de retour a la moyenne,
la vitesse a laquelle le processus va revenir a sa valeur d’équilibre. Prenons un
exemple, supposons que r; soit au dessus de sa valeur moyenne t, alors, le terme
0 — r; va étre négatif, soit une tendance négative, ce qui parait logique. k, va
quant a lui donner plus ou moins d’importance a ce drift, plus il sera élevé, plus
la convergence se fera rapidement, et réciproquement. Si r; est a sa valeur d’équi-
libre, le drift est nul, il n’y a aucune raison de vouloir voir bouger le prix. o est
la volatilité, il va donner plus ou moins d’importance au bruit W. On présente
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FIGURE 2 — 2*3 trajectoires d'un processus d’Ornstein-Uhlenbeck avec méme valeur d’équilibre

0 = 0. A gauche, 3 forces de retour a la moyenne différente et a droite, 3 volatilités différentes.

quelques réalisations de ce processus sur la figure (2.2.2).

Pour travailler sous Q, de maniere a conserver la méme dynamique, nous pre-
nons une prime de risque constante, A\ tel que dW; = dW; — A\dt, alors,

dry = k(0 — r,)dt + o(dW, — \dt)
= k(0 — o\ Kk — 1)dt + odW, (2.31)
= /i(é —ry)dt + odW,

avec = 0 — o\ /K.
Proposition 2.1. La solution de (2.31) est,

. . t .
re =0+ (rg — 0)e " + 0/0 e~ =), (2.32)

Preuve 2.1. Posons f(x,t) = e"r,. Il est clair que la fonction est C%, nous
pouvons appliquer le lemme d’Ito,

df (z,t) = kerdt + edr,
= kfe"tdt + aetdW,.
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En intégrant,

- t .
ey = 1o +0(1 — ™) + O'/ e dW,
) i 0. i (2.33)
re =04 (rg — 0)e " + a/ e =S gy,
0

On remarque que 1, est alors un processus gaussien sous (Q) (en supposant que
7o est gaussien) de moyenne 0 + (o — 6)e ™ et de variance —(1 e~2t). De plus,
on peut montrer qu’il est stationnaire.

. , . T
Pour valoriser un zéro-coupon, nous avons besoin de calculer [;" r4ds. Un moyen
simple est d'intégrer (2.31)

T T T
/ drs = / k(0 —rg)ds + / odW,
t t t

T - T .
TT—Tt:—FL/ rsds+m9(T—t)+a/ dW,
t t
T - T .
n/ Tst:Tt—TT—f-lie(T—t)-f-U/ AW,
t t

En remplagant ry par sa solution (2.33) nous obtenons

T 1= e—n(T—t) ~ T 1_— —K(T t)
/ rods = (r = 0)———— + (T — 1) + / ST aw, (2.34)
t

Il est clair que ftT rsds est également gaussienne sous Q conditionnellement a
Fi, on est donc invité a utiliser la transformée de Laplace. On sait que pour toute

variable X ~ N(u, 0?)
zX 1 2 2
E(e ):exp<zu+2z0>.

Les deux premiers moments conditionnels sont,
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E (_ /tTTst‘E> — T —t)+ (6 - mﬂ

K
T 71—l _\°
Var (—/ Tsds’]-"t> =K (U/ dBS> ’]—"t
t t K
= o’FE

T (1 — e—r(T=5)\?
[ ol
t K
T (1 e—r(T=5)\?
(e
t K

2

o 2 o2
_ Y _ —k(T—t) e o
=53 (1 e ) + 2 <T t

1 — e—n(T—t)

K

(2.35)

Sous la dynamique d’Ornstein-Uhlenbeck (modeéle de Vasicek), le prix d’un
zéro-coupon de maturité 1" est,

B(t, T) = exp {E (— /tT rsds)ft> + ;Var (— /tT rsds‘}"t)}

1— efn(Tft) 0.2 2
_ o . . - - v _ —k(T—t)
- exp{ Roo(T = 1) + (Rog = 1) —— o (1-e ) } ,
. . (2.36)
ou Ry =0 — 7. La courbe des taux a l'instant ¢ est quant a elle,
R(t,T)=— In B(t,T
1— e—n(T—t) 2 :
= —Ro + (R — — 1—e ™07
B =) T T AT = (1)

2.2.3 Modele de Cox-Ingersoll-Ross

Nous avons vu sur la figure (2.2.2) que le processus d’Ornstein Uhlenbeck
pouvait tres bien passer sous le zéro, or, cela n’est pas vraiment réaliste dans
la vraie vie (quoi que...). Le taux spot sous probabilité historique dans le modele
de Cox-Ingersoll-Ross (CIR), [ColnRo85] est donné par,
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dry = k(0 — ry)dt + o\/ridWy.

I1 est possible de montrer que si 2k > o2, alors, la solution n’atteint pas 0, dans ce
cas, le drift de I’équation est suffisamment important pour contraindre la diffusion
d’atteindre 0.

Sous probabilité risque neutre, en prenant A, = A/r; comme prime de risque,
soit, dW; = dW; + \\/rdt, nous obtenons,

d?"t = /N‘f(é — Tt>dt + O’\/’l"_tth

avec £ = Kk + o\ et 0 = ng/\. En écrivant 'EDP des taux pour cette diffusion,
nous obtenons
oB ~ oB 1 , 0B?
— 4kl —-r)=—+ =0*r— —rB=0.
at—i—li( r)8r+20T8r2 r
Pour pouvoir résoudre cette EDP, on pose I'ansatz,
B(t, T,r) = A(T — t)e ¢, (2.38)

Ainsi, en notant 7 =T — t et en remplacant dans ’'EDP précédente,
~ 1
— A1)+ A(T)C'(T)r — k(0 — 1) A(T)C(T) + §U2TA(T)C2(T) —rA(r) =0.
En égalisant a zéro les coefficients du polynéme en r (r; est donné par le marché,

il n’y a donc pas lieu de vouloir modifier sa valeur et de plus nous avons supposé
que les fonctions A et C' ne dépendent que de 7), nous obtenons,

1

C'(t) + RC (1) + 50202(7) —-1=0

—A'(1) = ROA(T)C(T) = 0

La premiere des deux équations est une équation de Riccati, il est donc tout

a fait possible de lui trouver une solution, que l'on réinjecte dans 1’équation 2

pour déterminer A. Notons également que nous avons pour condition terminale

B(T,r,T) =1, soit, A(0) =1 et C'(0) = 0. En notant p = V&% + 202, la solution
générale est,

(2.39)

270

2pe7_(’%+p)/2 > o2

_ 2 — 1)
Al = ((g + o) — 1) +2p

(F+p)(erm —1)+2p

C(r) =
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Preuve 2.2. La seconde équation de (2.39) dépend des fonctions A et C, on
ne peut donc pas la résoudre pour le moment. La premiere équation est quant d
elle uniquement écrite en fonction de C, il s’agit d’une équation de Riccati, nous
pouvons donc la résoudre. Nous avons donc

1
C'=1-krC— 50202.

Nous appliquons la méthode classique de ce type d’équation (voir appendiz). Nous
obtenons

1
u’ + Ru' — §J2u =0.
Le polynome caractéristique associé est
2 | = L,
25+ Kz — 50 =0.

avec pour racines

—k £ VK2 4 202

r+ = 5

La solution de u est donc du type
U= e + Aye”?"
et en déduit utilisant le fait que C' = —u'/((—1/(20%)u)

/\1T1€r1T + )\QTQGTQT
1 .
_50-2 ()\167“17' + )\Zerg'r)

C(r) = —

Utilisant la condition terminale C'(0) = 0, en déduit que
M T2
Xy T

En injectant cela

Clry = 2 <_r26h‘r+7"26r27)

ﬁ %6”7— + er2T

To <e’”—1>
—o2 (T
02 \ 2 epm

T1
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ol nous avons posé p = K2+ 202. Enfin, aprés quelques simplifications, nous
avons le résultat voulu
2(ef” — 1)

=G -+

Pour déterminer A, il faut un peu travailler pour arriver a une forme du type
f(1)/f(T) 4+ cst o f est une fonction que je laisse le lecteur déterminer.

La courbe des taux dans le modele CIR, (2.1), est alors,

1
R(t,T) = —7—In (A(T — t)e=c®1r)

(T —1) In A(T —t)
STt YT Tt
Les deux principaux attraits de ce modele sont 'existence d'une formule fermée,
et a la différence du modele de Vasicek, des taux positifs.

2.2.4 Généralisation, modele de taux court a un facteur

Il existe une littérature abondante sur les modeles de taux court a un facteur.
Les modeles de Vasicek et de Cox-Ingersoll-Ross ne sont qu’une infime partie. La
plupart de ces modeles peuvent s’écrire sous la forme,

dry = (o + Bry)dt + pri dWy,

ol les parametres «, 3, p et v sont des constantes. Nous pouvons citer quelques
uns des principaux modeles a un facteur :

Dothan dry = pridW;
Brennan-Schwartz dry = (a+ pry)dt + prdW,
Cox-Ingersoll-Ross variable rate dr; = prf / AW,

Constant elasticity of variance dry = PBridt + prYdW,

Les études empiriques montrent généralement que les modeles avec une sensi-
bilité entre la variation de la volatilité et le niveau du taux r, i.e., v 'grand’ (> 1),
capturent mieux la dynamique de r. Formellement, la volatilité des variations non
supposées est p?r?7. Le parametre p est un facteur d’échelle, tandis que v controle
le degré d’influence du niveau du taux sur la volatilité. Cet effet est dit effet de
niveau.
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La relation entre le niveau de r et sa volatilité est plus importante que la
caractéristique de retour a la moyenne dans les modeles de taux court. De plus,
la prise en compte de cette caractéristique augmente la complexité des modeles
dans 'analyse de la structure par termes. Comme son importance est moindre par
rapport a celle de la variance, cette prise en compte n’est pas toujours facilement
justifiable. Hormis la possibilité de voir un taux négatif, le modele de Vasicek
propose un v = 0, soit, une mauvaise prise en compte de l'effet de niveau. La
volatilité des variations est indépendante du niveau de 7.

Les modeles a un facteur forment une famille assez limitée et ne peuvent pas
permettre de valoriser correctement n’importe quelles obligations.

2.2.5 Modele de Hull and White

Les processus que nous avons vus précédemment sont invariants en temps.
Les parametres sont supposés constants. Pour plus de flexibilité, Hull et White,
[HuWho0], proposent une diffusion du taux plus générale,

dry = (0(t) — a(t)r,)dt + o (t)r) dW;.

Ce modele est également appelé modele de Vasicek généralisé. les fonctions 6(t),
a(t) et o(t) varient en fonction du temps et peuvent étre utilisées pour calibrer
exactement le modele aux prix du marché. Le prix a payer pour cette calibration
exacte est que le prix des obligations et de leurs options n’est plus obtenable ana-
lytiquement.

Il est toujours tentant de laisser plus de flexibilité aux parametres, donc d’écrire
a(t) et o(t) au lieu de « et 0. Néanmoins, une conséquence importante est que la
volatilité de la courbe des taux devient en général non stationnaire et évolue de
maniere totalement imprévisible. Hull et White eux-mémes dans un papier parlent
d’un risque de sur-paramétrisation du modele si on laisse trop de liberté. Le modele
de Hull et White est en fait,

dry = (0(t) — ar,)dt + orP(t)dW,,

ou «, o et 5> 0 sont des constantes, et 6(t) une fonction déterministe inconnue.
Nous considérerons ici le cas ou 8 = 0, ce qui nous permettra d’avoir une solution
simplement. Nous commencons par déterminer le prix du zéro-coupon avec une
approche par EDP.
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L’EDP des taux prend la forme,

oB oB  o?0B?
o T mang g ga B0

avec ¢(t) = 0(t)—o X (en d’autres termes nous avons pris A tel que dB = dB — Adt).
Comme précédemment, nous supposerons que le prix du zéro-coupon est de la
forme,

B(t,T,r) = A(T — t)e=¢T-r,
En injectant cette équation dans 'EDP des taux, nous obtenons comme systéme,

d
—C—ozC'—i-l—O

dt
dA o?
7—¢( )AC+?ACQ =0
avec comme condition terminale a t = T, A(T,T) = 1 et C(T,T) = 0. 1l s’agit
d’un systeme d’équations différentielles somme toute classique, et nous trouvons
apres quelques calculs,

C(t,T) = ; (1= e

2

% /tT C? (u, T)du — /t ! o(u)C (u, T)du.} :

I1 ne nous reste alors qu’a déterminer 1’expression de ¢(t). En utilisant la deuxiéme
équation de (2.40) et en utilisant la formulation du prix d’un zéro coupon comme
fonction exponentielle, nous obtenons,

(2.40)
A(t,T) = exp {

/tT d(u)C(u, T)du = (j/tT C*(u, T)du — In B(r,t,T) —rC(t,T). (2.41)

En différentiant le terme de droite,

8T/ C(u, T)du = ¢(u)C (uT|uT-|—/ (uT)du

_/ —aT u)du

et en égalisant avec la dérivée du terme de gauche,
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/ o(u)e —o(T=w) gy, = —/ eolT—u )e_o‘(T_“)du—ilnB(r,t,T)—re_a(T_t).
t oT

Il ne reste plus qu’a supprimer le terme e~*"=%)_ On injecte 1’équation (2.41) en
la multipliant par . Apres quelques calculs, on obtient,

2

U/T(1 200\ gy — L\ B(r 4. T) — aln B(r, 1, T) —
2at e U 8Tn T,  1n T, T.

[ oluyu =

En différentiant une nouvelle fois I’équation, on arrive au résultat voulu,

o(T) = 0—(1 — e 2Tty i InB2(r,t,T) — ailn B(r,t,T)
2a oTr Y or Y

La volatilité du prix de I'obligation, donnée par (2.26), dans le cadre du modele
de Hull and White est,

oB
O-B(taT) - ;ar - —CTC(t,T) = —g(l — e_a(T_t))‘

Pour déterminer la diffusion du prix de l'obligation, nous n’avons plus qu’a
appliquer le lemme d’It6 & (2.38),

dB(r,t,T) o (T
’ — _ 1 — a(T—t) W..
B(r,t,T) rdt a( ‘ JAW

Il est également possible de trouver la solution par martingale.
Rappelons que la diffusion de Hull and White est,

dry = (0(t) — ary)dt + odW, (2.42)

avec (W;)ier, un processus de Wiener. En utilisant la méme astuce que pour
le modele de Vasicek, et donc, le processus d’Ornstein Uhlenbeck, nous pouvons
trouver la solution de (2.42),

drie® = 0(t)e*dt + oe'dW,

Ainsi,
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T 1 — e—T—t) T ru
/ r(u)du =rj——— —I—/ / 0(s)e " dsdu
t Q@ t Jt
T ru
—1—/ / ge =) W, du

1 — a(T—t) - oc(T t)
=r— . —1—/ — ds

+/ (1— e T=Naw,.
Il est clair que la moyenne et variance sont données par,

a(T s)

T 1— _
E (/ Tudu> =r— —|—/ ——ds,
t
— Trudu _ r 0-2 —a(T—s) 2
V(eft )—/t §<1—e )ds

La valorisation du zéro coupon est alors simplement,

B(t,T) =E (e— I d)

Eh ) V( )

_ a(T s)
=exp < +/ —ds
1/ U— 1— e_o‘(T_s))2ds>.
2 o?

2.2.6 Quelques modeles

Pour conclure cette section, comme nous n’avons bien évidemment pas donné
tous les modeles existants, nous présentons ici quelques unes des diffusions les plus
utilisées. Notons qu’il n’y a pas de consensus sur les modeles ATS, chaque modele
a ses avantages/inconvénients. Le modele de Black & Scholes par exemple, bien
que les hypotheses de bases soient erronées, le modele reste largement utilisé par
les praticiens. Plusieurs raisons, il est largement connu et 1’on sait que la plupart
des agents l'utilisent, nous avons donc un effet moutonnier non négligeable. La
formule de robustesse est tres intéressante, bien que le modele soit erroné, I'in-
tervalle de confiance reste correct et donne donc une bonne indication au trader.

Alexis Fauth 40



Modele de Taux

Notons enfin un point qui peut paraitre secondaire mais finalement non, le modele
de B&S a une formule fermée pour la pricing d’option, ce qui est loin d’étre le cas
des principaux modeles concurrents, plus fideles a la réalité des marchés.

— Vasicek (77) : R
d?”t = K(Q — Tt>dt + O'th.

— Longstaff (89) : R,
dry = k(0 — B\/r)dt + o\/rdW;
— Cox-Ingersoll-Ross (85) : R,

th = K}(Q — T’t)dt + O'\/Ftth.

Dothan (78) : Ry
d?”t = ﬁrtdt + O'Ttth.

— Black-Derman-Toy (90) : Ry

dry = B(t)ridt + o(t)dW,.

Black - Karasinki (91) : Ry
dlogr, = k(t)(0(t) — logr)dt + o (t)dW;.

— Ho-Lee (86) : R
dry = p(t)dt + odW,.

Hull and White (90) : R
d?"t = :‘i(t) (0(t> — T’t)dt + O'(t)th
— Hull and White (90) : R,

dry = k(t)(0(t) — re)dt + o(t)\/redWs.

2.3 Modéles multifactoriels
2.3.1 Fondations

Le probleme des modeles monofactoriels, ¢’est-a-dire n’ayant qu’une seule dif-
fusion pour r; est qu’il n’est pas possible de prendre les corrélations entre des
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H 1w ‘ 1m ‘ 6m ‘ 12m ‘ Hans ‘30ans

1w 1
1lm 0,976 1
6m 0,960 | 0,961 1
12m || 0,953 | 0,952 | 0,999 1
HSans || 0,935 | 0,907 | 0,943 | 0,946 1
30ans || 0,772 | 0,789 | 0,797 | 0,795 | 0,802 1

TABLE 1 — Matrice de Corrélation d’obligations francaises a différentes maturités.
Données journalieres du 02/01/12 au 31/07/13.

obligations a différentes maturités. Il est clair que dans chaque cas, nous avons la
corrélation d'un zéro coupon de maturité 7' et S égale a 1. Sur le tableau (1), la
corrélation entre des obligations francaises a différentes maturités.

De plus, les modeéles a un facteur ont fait I'objet de plusieurs critiques. Les
modeles n’arrivent pas a reproduire la réalité empirique du marché. D’un point de
vue théorique, il semble absurde de vouloir 'tout’” expliquer par la simple diffusion
du taux court r;. Les surfaces de volatilité des taux forward sont difficilement re-
productibles sans avoir un modele tres compliqué pour le taux court.

Afin de pallier a ces différents problemes, 'usage de la seule variable aléatoire
r, comme exogene a été de plus en plus abandonné. Les modeles multi-facteurs
ont été introduits. Le choix de ces facteurs est nécessairement fondamental. Les
conditions de non-arbitrage doivent étre également vérifiées. La condition de non-
arbitrage est certainement I'une des hypotheses en finance les plus importantes,
et qui reste vérifiée au fil des années. A l'inverse, I’hypothése de normalité des
marchés de L. Bachelier apparait aujourd’hui totalement incohérente avec les faits
stylisés. L’hypothese d’infinie divisibilité des actifs est bien entendu invalidée par
la réalité, tout comme le caractére continue des données, spécialement a haute fré-
quence et pour les données non liquides. Néanmoins, I'hypothese de non-arbitrage,
c’est-a-dire qu’il est impossible de faire de 'argent de maniere certaine avec une
richesse nulle, reste vérifiée. La plupart des grandes banques et des fonds d’inves-
tissement ont tout une batterie d’arbitragistes, leur métier consiste donc a repérer
toute opportunité d’arbitrage a des temps microscopiques. Il est donc, pour nous,
impossible de pouvoir en bénéficier.

La plus simple extension du modele a un facteur est de considérer le taux court
comme fonction de deux diffusions. Plus généralement, nous pouvons étendre le
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cas & un modele d-dimensionnel

ry = Z I’i
i=1
ou chaque facteur est du type
dzt = pidt + oldW}.

Dans le cas otl les W* sont des mouvements Brownien indépendants, nous avons
simplement comme formule de pricing de zéro-coupon

B(t.T)=E (e_ S reds E)
_E (e—ff S wlds

)

2.3.2 Modeéle de Vasicek a deux facteurs

Nous considérons le cas a deux facteurs, i.e.
T = Tt + Yt

avec
dry = —Rzxdt + 0, dW
Tt RaXt (% :tg (243)
dys = —Kkyydt + o, dWy,

ou (W* W¥) est un mouvement Brownien bi-dimensionnel tel que
(AWZdWY) = pdt

avec p € [—1,1]. Nous supposerons enfin que kg, Ky, 0, et o, sont des constantes
positives. Les processus (z)icr, €t (¥:)icr, sont deux processus de Ornstein Ul-
henbeck.

En intégrant les équations (2.43), nous avons pour tout s < ¢
r :Ise—nm(t—s) + yse—ﬁy(t—s)
t
S

t
+ox/ e reltmw gy +0y/ ey,
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Il est clair que 74, conditionnellement a son historique, est gaussien de moyenne et

variance
E(ro| ) =z,e () 4ol

\V4 F) = O-g 1 — —2kKq (t—3) <0y)2 1 — —2ky(t—s)
(el Fs) =5, (1-e )+ 2%, (1 ) (2.44)
040
2p—27Y (1 — e~ (Ratry)(t=s))
* p/iw + Ky ( ‘ )

Comme pour le cas des modeles a un facteur, le prix d’'un zéro-coupon B(t,T')
est donné sous la probabilité risque-neutre par
]—“t> .

I(t,T) = /tT(xu + Yu)du. (2.45)

B(t,T)=E <e— 7 rods

Nous introduisons la quantité suivante :

Lemme 2.1. Pour tout t < T, la quantité I(t,T) donnée par (2.45) est
gaussien conditionnellement a F; de moyenne M(t,T) et de variance V (t,T) res-
pectivement données par

1 — e—mx(T—t) 1— e—f{y(T—t)

M(ta T) = P T + P Yt
x Y

:% 2 —kg(T—1) 1 —2kq(T—1) 3
van = e es Lo Lo 2]
Ry Ry Ry

2
7 1 S U R S A ) S
/15 Ky 2K, 2Ky
ko(T—t) ] pmry(T=t) _ ] o—(ratry)(T—t) _ |
+2p0$ale—t+€ + £ -
Kahy Kg Ky Kz + Ky

Preuve 2.3. ] est possible de reprendre les calculs fait pour le cas du modéle
a un facteur (2.32). Nous proposons ici une autre preuve du calcul de ftT reds et
donc des quantités M et V. Par application de la formule d’intégration par partie
stochastique, nous avons

T T
/ Tudu =Txp — tay, — / udx,
t ¢ (2.46)

_ /tT(T — w)dz, + (T — ).
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Par définition de x, la partie droite de (2.46) peut étre réécrite par :

T T T
/(T—o¢%:>%&/(T—tnmm+ﬂ¢/(T—tmw$
t t

t

avec
T T T u
/ (T —t)dzx, = a:t/ (T — u)e "=y + O'x/ (T — u)/ e =) qWe du,
t t t t

En calculant les deux intégrales,

T e—mx(T—t) -1
—/{xa:t/ (T — u)e‘”z(“_t)du =—(T —t) - ———x,
t Ko

et,

T U
—/@CJI/ (T—u)/ e~ =) QW du
t t

= —Ky 0, /tT (/tu e”zSdst) du (/tu(T — v)e”z“dv)
=— /fox[ (/tT e“”“de) (/tT(T — v)e‘”””dv)

[ ((T — v)e”’”z") e“z"dWﬂ

t

T [ T
=— ﬁx%/ </ (T — U)e“z”dv> e dWy
t u

T —ke(T—u) _ 1
= QT—uy+e>dwy
t

/{/Z'
ot pour la derniere étape nous avons utilisé le fait que

T — u)efnzu N efﬁzT — o Hau

2
T

/UT(T —u)e "dy = (

Ky K
Ainsi

T 1 — —kg(T—1) T
/ rudu = e—ZL‘t + &/ (1 _ e—ﬁlm(T—U)) de
t t

Nous obtenons un résultat tout a fait symétrique pour y

T 1 — e ru(T-1) T
/ yudu — 6—yt + &/ (1 o e—ny(T—u)) dWiJ
t t

Ky Ky
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La variance conditionnelle est

T
Var(I(t,T)|F) :Var[% / (1 — e =T awy
t

KR

T
+ 2 / (1- e—“ﬂ—u))dwgl
t

Ky
2 T o2 T
:% (1 —er=T=W)2qy + —g/ (1 —e T2y
k2 Ji K2 Ji
T
+ QpUzay / (1 — e ==y (1 — eIy
Kby Jt

Théoreme 2.1. Le priz a 'instant t d’un zéro-coupon de maturité T est

1— efﬁz(Tft) 1— efny(Tft) 1
Bt,T)=exps——1x,— ————y; + =V (t,T) ;.
0.1) e { - - L v
Preuve 2.4. Pour toute variable aléatoire réelle Z de moyenne my et de
1
variance 0%, nous avons Ee? = e™T39% 1, étant conditionnellement gaussien par
rapport a Fy, le lemme (2.1) nous permet de conclure.

Remarque 2.1. Pour que le modéle a deux facteurs puisse refléter au mieux
les données du marché apres calibration, nous introduisons une fonction détermi-
niste (p(t))icr, telle que

e =T + Y + (1) (2.47)
1l est possible de montrer alors que

2

2

g o 0,0

o(t) = FM(0,T) + 2= (1 — emeTY2 1 Zu (1 emaT)2 4 72001 oraTy(q _ gmT),
2K2 2k Kaoky

Preuve 2.5. voir [Brile0]].

Notons enfin qu’il est possible apres quelques calculs de montrer que

Cor(dF(t,Ty),dF(t,T5)) oae =Mt D20) 4 gRemrm(Titl=20)

dt B op(t,Th)op(t, Ty)
(e—mw(T1+T2—2t) _|_e—/1y(T1+T2—2t)>

or(t,T1)op(t,T3) ’

POL0y

qui est en général différent de 1.
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2.3.3 Quelques modeles

Comme précédemment pour le cas mono-factoriel, nous présentons quelques
uns des modeles les plus usuels.

— Richard, 1978, [Ri78].

Le modele de Richard propose d’expliquer la structure par termes des taux
d’intéréts par deux facteurs, le taux court observé (g;)i«cr, et le taux d’infla-
tion instantané espéré (m).cr, . Les équations de diffusion sont

dqr = pgdt + o dW{
dmy = prdt + o dW[

avec (Wi)er, et (W] )ier, deux mouvements brownien indépendants.

— Brennan et Schwartz, 1979, 1982, [BrSc79],[BrSc82].

L’idée du modele de Brennan et Schwartz, est de supposer que le taux long
(€¢)ier, contient de I'information sur la valeur future du taux court (7)ecr, -
La structure par termes des taux est ainsi expliquée par la diffusion jointe

dry = p.()dt + o.()dWy
dly = pe()dt + op()dWY,

avec (W) )ier, et (W/)ier, deux mouvements Brownien corrélés et p,, , o,
et oy des fonction réelles. Apres quelques calculs similaires a ceux des modeles
a un facteur, nous obtenons

9B - no) 2B (o 2B 2 OB i B O
gt MO G T AT T e T2 a7 gt

—rB=0

(2.48)
avec toujours comme condition terminale B(7,7T") = 1. Les primes de risque
des taux courts et des taux longs, respectivement A, et A\, vérifient

UB — TtB(ta T) = )\r(t: T, g)O-B,r + )\g(t, T, €>O'B,Z-
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avec
He = "5 THg TR0 T 9 92 T o g TPy brar
OB
OBy = —0p——
B, or
_ 0B
OBy = —O0y EYA

Le probleme de ce modele, est que I’équation (2.48) n’admet pas de solution
explicite en tant que tel, elle doit étre résolue numériquement. Brennan et
Schwartz, [BrSc82], ont par la suite choisi une forme spécifique pour le drift
et la volatilité

d’l“t = ((11 + bl (&5 — Tt))dt + Ul’f‘tthl

dly = Ci(ag + bory + coly)dt + ool (t)dW}
Le taux court est donc directement fonction du spread de taux long-taux
court. Néanmoins, ce modele a été invalidé par Hogan [H093] et Duffie et

al. [DulMaYo94], qui ont prouvé qu’il n’y avait pas de solution réelle a ce
systeme d’EDS et, qu’il était possible d’exhiber un arbitrage.

— Schaefer et Schwartz, 1984, [ScSc84]

Schaefer et Schwartz [ScSc84], proposent cette fois de ne plus modéliser di-
rectement le taux court (7)er . mais le spread de taux court - taux long
(5¢)ter, et, le taux long (€;)icr

dsy = m(p — s;)dt + o1 dW}
dt, = Bsi, by, 1)t + o9\ /(,dW?.

Le spread est un processus d’Ornstein-Uhlenbeck, i.e. mean-reverting, le taux
long a une variance proportionnelle a ses propres variations. Les auteurs n’ar-
rivent pas a obtenir de formule fermée pour le pricing de zéro-coupon mais
uniquement une approximation.

— Longstaff et Schwartz, 1992,[LoSc92].

Longstaff et Schwartz proposent d’expliquer la courbe des taux par le taux
court (r);er, et la variation du taux court (v;)er, . Le prix de I'obligation
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prend la forme
dB(t,T) = B(t, T)((uX, + 0Y;)dt + oY dW;)

avec (Xy)ier, et (Y2)ier, deux facteurs économiques correspondants respec-
tivement a la valeur du rendement espéré et, a la corrélation par rapport aux
variations de prix. La dynamique choisie est

dX; = (a — bX,)dt + e/ X, dW;¥
dY; = (d — eYy)dt + f/vidWY

ot (W¥)ier, et (W} )ier, sont deux mouvements Brownien non corrélés
et 'ensemble des constantes sont prises positives strictement. Les auteurs
montrent qu’il est possible d’exprimer les deux quantités X; et Y; en fonction
de r; et vy

re = aX; + fY;

v = X, + 5%,

avec a = uc? et B = (0 — o?)f?, ainsi, r; et v; sont positifs. Les variables
économiques sont alors données par

_ Bri — vy
M=
vy — ary
=56 a)

Au prix de quelques calculs, il est cette fois possible de trouver une solution
explicite pour la valorisation d’un zéro-coupon ainsi qu’une option sur zéro-
coupon. Néanmoins, la solution finale comporte énormément de parametres,
donc, compliqué a estimer de maniere ’efficace’.

— Chen, 1996, [Ch96].

Chen propose un modele a trois facteurs, le taux court (r;)¢cr, , Sa moyenne
stochastique (0;):cr, et sa volatilité stochastique (v;)ser, -

dry = k(0; — ry)dt + /o (t)/redW]
db, = v(0 — 6,)dt + £V AW,
do, = [L(5' - Ut)dt + n\/EthU’
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chacun des trois processus est donc un processus de retour a la moyenne. Il
est extrémement difficile d’obtenir une solution pour le prix des obligations
ainsi que pour les produits dérivés. Il est néanmoins possible de simuler le
modele en le discrétisant.

2.4 Pricing de dérivés de taux

2.4.1 Mesure forward

Rappelons qu’en absence d’arbitrage, le processus

ehrtpa Ty, t<T

est une F-martingale sous Q et donc, la suite de variables (B(t,T5))icio,r,] peut
étre prise comme le numéraire dans la définition

d@l 1 — fTi rsds
—= e 0
dQ  B(0,T;)

de la mesure forward Q;. Nous avons alors, pour toute fonction ¢ ’suffisamment’
réguliere ¢ et pour toute variable aléatoire réelle X,

E (qb(X)e_ [ rads

]—“t) — B(t, T)Eq,(6(X)|F), 0<t<T. (2.49)

Pour pouvoir utiliser I’équation (2.49), il pourrait étre utile d’écrire les dynamiques
de ry, f(t,T,S) et B(t,T) sous la mesure forward Q;.

Supposons simplement que la dynamique du prix de 1’obligation soit du type,

dB(t,T;) 4
—— Y —prdt o ()dW, 0<t<T,, i=1,---,n
B(t,T,) edt + o;(t)dW, SUs
avec (W/)ier, un mouvement Brownien standard sous Q pour tout i =1,--- ,n,

et (r)eer, et (0(t))ier, deux processus adaptés a la filtration (F3)ier, générée par
(Wi)ier .- Notons que cette diffusion est en accord avec les résultats précédents de
diffusion sous la probabilité risque-neutre (2.27), (2.28).

D’apres le théoreme de Girsanov, nous savons que

~ . t
Wi =W, —/ si(t)dt, 0<t<T,
0
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est un mouvement Brownien standard sous la mesure forward Q; pour tout le tenor
1 =1,---,n. La dynamique du prix de I'obligation sous Q; est

dB(t, T, |
M:(Tt+af(t))dt+ai(t)dwt, 0<t<T, i=1,---n.

Dans sa forme générale, le taux court r; est supposé Markovien et solution de

I'EDS
dry = p(t,re)dt + o(t, re)dWs.

Sous @Q;, nous avons directement
dry = p(t, ) dt + o(t, ) oy (t)dt + o (t, r,)dW;.
Nous prenons (une fois de plus) 'exemple du modele de Vasicek
dry = k(0 — r)dt +cdW!, 0<t<T,.

D’apres (2.57), (2.60) et (2.63), nous avons

dB(t7E) L —k(T;—u 7
=+ a/t =T dud !
= rdt — g(1 —e " T=Nawi 0<t<T,
K
Ainsi
oi(t) = ——(1—e ™M) 0<t<T,

La diffusion de (7)ser+ sous Q; est
o? .
dry = k(0 — r)dt — —(1 — e TN dt + odW}
K

et la diffusion du prix de I'obligation sous Q; est

dB(t T') o? (T — o o ~ .
A Y dt Z(1— k(T;—t) 2dt _ 70— w(Ty—t) Wi
B(t,Ti) riat + 52( € ) H( e ) t

2.4.2 Prix d’une option sur une obligation

Nous donnons ici une forme générale pour valoriser des options sur obligations.
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Proposition 2.2. Le priz d’un call sur B(T;,T;) en t < T;, de payoff
(B(T;,T;) — k)+ est donné par,

0 <€ftTiTsds(B(TiaTj) o /‘f)+|~/—';t)
— . E 1 B<t’Tj) _ : _B 1 B(thj)
= B(t,T;)¢ (2 + » log /fB(t,TZ-)> B(t,TZ)mﬁ( 5 + . log /{B(t,Ti)>
T;
CTLT) = [ oyt = oi()ds

et ¢ la densité d’une loi normale centrée réduite.

avec

Preuve 2.6. D’aprés (2.49)
E (e (BT, T) — )4l ) = BOTOE (BTLT) )47 (2:50)

FEnsuite, en utilisant le lemme d’It6 sur la fonction f(x) =z~ nous avons

1 1
d _ dB(t.T,
BTy~ BanptPhT

Bt T) (dB(t,T;))

2
! (redt + o (t)dWy) + oi () dt

B(t,T)) BT
- _B(tl,Ti) (redt + o3(8) (AW + 0:(1))) + %dt
=~ e O
Ainsi,
' <g$%;> - B(f/l,T@-)dB(t’ )+ B, Tj)dB(tl,ﬂ) + (dB(t, T)), dB(tl,Ti)>
- 30D ) BT
= B ) Wi o)) — papso o
B(t,T))

<O'j - Ul)thZ

En appliquant une nouvelle fois le lemme d’Ito6 nous avons

BUT) _ 0L iy (" 0=t = [ )P
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Et done

B T) BT (P e [0 o)

pour tout u > t, et en particulier pour uw = T; nous obtenons

B(t,T; T; . 1 5
BT = gy oo ([0 = oo = [y = o))
(2.51)
Injectons maintenant (2.51) dans (2.50)

E (e (BT, T,) - n) |7

_ B(t,T))E; (B“’TJ) S @56 =or(e)awi=14 [[fi(o;(5)-o(s))?ds H) | ;t>
B(t,T;) N
B(t, 1)

avec X (t) une variable aléatoire gaussienne centrée et de variance v*(t,T;,Tj) et

D est donnée par
B, T}) x@y-1o2¢1.1)
= g b hndy)
{B<t,ﬂ>e "

Commengons par calculer I5.
]2 = B(t,ﬂ)lﬁPl(DLf't)

B(t,T; LT
- 50798 (e 4 > )

) v 1, BT

= B(t, T;)kP; (X(t) < —5 + 9y log <B(t,T)) ’}—t>
B v 1 B(t,T;)

= B(t, T)x¢ ( 2 + v log /ﬁB(t,Ti)>
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Pour calculer I nous avons besoin d’introduire la densité de probabilité Ly, définie

par :
T;

Ly, =exp (/OTi(aj(s) —0(8))dW! — ; ; (0;(s) — 0'2-(5)>2d5>

1
—exp (X = (T T))
Alors si P désigne la probabilité de densité Ly, par rapport a P;, nous avons X'(t) =

X(t) — [i(o;(s) — 0i(s))ds et donc,

B<t T') L2 T

I, = B(t, T)E,; | =222 X O30 (LT T q | F,

1 (t, T;) <B(t,TZ~)6 p|Fi
= B(t,T))P; (D|F)

1 B(t,T;
= B(t,T;)¢ (; + ;log /<;B(Z(f;57jﬂ))> :

2.4.3 Pricing de cap et floor

Rappelons qu'un caplet est une option d’achat sur le forward f(7,7,7 4 ) de
strike k, Cpl, = 6(f(T,T,T+J)—k)4. Sinous prenons le cas du Libor L(T, T, T+9)

Cplt = 5(L(T7 T7 T+ 5) - "i)-i-‘

Le modele BGM [BrGaMu97], propose de diffuser le Libor de tenor Ty < -+ < T,
par un Brownien géométrique sous la mesure 7;;-forward, i.e.

dL(tJ ﬂ) E—i—l)

=~ () dW 0<t<T,
L(t,ﬂ,ﬂ+1) 7() t ) — — )

ou 7;(t) est une fonction déterministe pour tout 7. La solution est donc
L(u, T3, Tit1) = L(t, T;, Tiqr ) exp (/ Yi(s)dW T — 5/ %‘(3)2d3)
t ¢
pour tout u > t, et en particulier pour u = T;, nous avons
T; . 1 [T
L(T T Ti) = LT T exp [ u(e)awitt =5 [7oi(s)ds ).
t t

Ainsi, le taux Libor L(T;, T;, T;1 1) étant un mouvement Brownien géométrique sous
Qi11, les caplets peuvent pricer pour tout ¢ € [0,T;] par la formule de Black &
Scholes.
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Proposition 2.3. Le caplet sur L(T;,T;,T;11) est valorisé a linstant t €

[0, T;] par
E|(Tiy — Te 7 (LT, T Ti) — 1) 4|, 05,
= (Toor = T) Bt To) {10 T Toan)(d, ) — wb(d)}
o log(L{t, 71, ) /) + 02(8)(T,  8)/2
di - 3
et
9 1

/tTi vi(s)ds.

Preuve 2.7. Comme précédemment, sous la mesure T, -forward, nous avons,

o;(t) =

T, —t

Tit1

E (T — T)e " (LT, T, i) - H)+|ft}
= (Ti41 = T) B, Tix1) iy [(L(T5, To, Tiga) — K) 4| Fi]
= (T2 — T0) B(t, Ti1) Bl(rs, L(t, T;, Ti1), 03(1), 0, T3 — 1)
pour tout t < T; et Bl la fonction de Black & Scholes
Bl(k,z,0,r,7) = 2¢(dy) — ke " p(d_)
et

1
2
2(¢) =
o; (t) T

1

T;
[ ks)ds.
t

De la méme maniere que pour le cas d'un call ou d’un put, nous pouvons
valoriser un floorlet en calculant a ’aide la formule de Black & Scholes pour tout
t€[0,T}

E (T = T (5= FT, T3, Ti) o
= (Tis1 — T3) B(t, Tix ) B [(f (T3, T, Tigr) — ) 4|7 -
Considérons maintenant un cap de tenor 7T} < --- < T}, de payoff actualisé
:z:i(Tk—&-l —Ty)e” S " (T, T, Th1)) -
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Le pricing d’un cap se déduit simplement du résultat obtenu pour les caplets (2.52)

n-! Tiy1
Cou = B[ S (ras = B)e " = (03T T 7
=1
n-l Tig1
= X (Tua = TE [ I (5 = ST T )4 |
=1
n—1

=Y (Tis1 — T5)B(t, Ti41)Eiga [(k — f(T3, T3, Tiga)) 4| Fe] -

=1

Dans le cadre du modeéle BGM, nous obtenons donc pour tout t € [0, 7]

n—1

Cpt = Z(T;—‘rl - E)B(tv T’i—i-l)Bl('Lia L(t7 Ea iri-l—l)a O_i(t)v Oa n - t)

i=1
2.4.4 Pricing de swaption

Pour pouvoir pricer une swaption, nous avons besoin d’introduire la mesure
forward-swap. Nous considérons le numéraire annualisé

7j—1

B(t7E7T]) = Z(Tk+1 - Tk>B(t7Tk+1>7 0 <t< 7-'7,
k=1

Proposition 2.4. Le numéraire annualisé actualisé
t t j-1
eI BB T Ty = ¢ oS (s — T B(t, Teyr), 0<t<T,
k=i

est une martingale sous Q.

La mesure forward-swap Q; ; est définie par

AQiy _ [T s BT T T))
aQ B0, T;,T;)

pour tout 1 < i < j < n. Nous avons d’apres (2.4) pour tout 0 < ¢ < T;

a0,
]E(dQ’

Fl-—1Lt & (e— Jo s g, T, T)\f)
t B(O,ﬂ,ffj) iy Loy Ly t
B(t, T, T;) -

B(0,T:, T5)

o rsds
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Egalement,
. T; T .
d@l,]‘]“t :e—fo TsdsB(Evj—;?T]), O St §ﬂ+1
d@\}—t B(tj—;virj)
Nous pouvons aussi montrer que le processus
0,7 B(t> Tk)

v (t) = ————F—
est une Fi-martingale sous Q; ;. Ainsi, le taux swap

B(t,T)) = B(LT;) _ i

y Ly Ly

0<t<T;

est une martingale sous Q; ;.

En utilisant la mesure forward-swap, nous avons la formule de valorisation pour
tout payoff de la forme B(T;,T;,T;)g9(T;)

_ T ) 9Qiji7
]—"t> = B(t,T;, T;)E (g(TO Q5 |7 t) (2.53)
= B(t,T;, Tj)Ei;(g|F).

E <e—f?’ rds BT, Ty, T)g(To)
iy dLiy Ly i

Rappelons qu'une swaption sur le taux forward f(7;, Ty, Ti11) est un contrat
de payoff

i1 Tet+1 4 4
(Z<Tk+1 —Ti)e St (f(T3, T, Togr) — '{)) ’

k=i 4

a l'instant T;. La valorisation pour tout ¢ € [0, T;] sous la mesure risque-neutre est

donc
.|

]—"t] . (2.54)

E

k=i

T; g1 — [Tt rsds
e Jy Treds (Z(Tk+1 —Ty)e Ja, (L T, Tiern) — “))

+

soit, en d’autre terme,

E

T; g1
eift reds (Z(Tk—i-l - Tk)B(ﬂ,Tk+1)(f(ﬂ>Tka Tk+1) - ’i))
+

k=i

Comme pour les cap et floor, nous allons considérer une swaption sur le taux
Libor L(t, T, S). Cela va nous permettre de réécrire le payoff (2.54) en fonction du
taux forward swap Rywap(T;, 15, T5).

Alexis Fauth 57



Modele de Taux

Lemme 2.2. Le payoff d’une swaption sur le taux Libor L(t,T,S) peut
s’écrire sous la forme

j—1
> (Teyr = To) B(Ty, Thoor (LT, T, Thoy1) — K)
k=1 "
= B(T‘za Ea T‘j)(stap(T’ia Tvi? 7-']) - "i)-i-'
Preuve 2.8. Le tauz forward swap Rgyap est donné par la relation d’équilibre
j—1

> (The1r — Ti) B(t, Tos1) (L(t, Ty, Te1) — Rowap(t, T;, Tj)) = 0.
P

Nous avons ainsi
j—1 j—1

> (Tis1 — T) B(t, Tes1) L(E, Ty To1) = Rowap(t T3, T5) Y (Tir — Ti) B(t, Thos)

k=1 k=1
= stap(t7 Ea E)B(t ,I‘ia TY])
Donc
j—1
Z(TIH—I - Tk)B<ta Tk+1)(L(t7 T, Tk+1> - ﬁ) = B(t7 1;, Tj)(stap(t? T, TJ) - ’i)a
k=1

en particulier pourt =T;
7j—1
> (Teyr — Ti) BT}, Tior ) (LT, Ti, Tigr) — K)
k=1 I
- B(Eu ﬂ7 iTj)(stap(Téa ,Ti’ 71]) - ﬁ)-{—‘
Proposition 2.5. Le priz de la swaption (2.54) peut se réécrire comme un
call européen sur le taur swap forward Rgyey sous la mesure forward-swap Q; ;
B(ta Téa,-rj)Ei,j ((stap<T;7T%a T}) - H)-}—) 70 S t S T;
Preuve 2.9. En appliquant l’équation (2.53) et le lemme (2.2) nous obtenons

ﬂi

E

T; izl
eift reds (Z(Tkz-i-l - Tk’)B(Tia Tk+1)(L(ﬂaTk>Tk+l) o “>)
+

k=i

T;
— B | I BT T ) (Ranl(T0 T T) = ).
1 0 dQ; 7,
B(t,T;,T;) | dQ|F~
- B(th;?Tj)Ei,j [(stap(ﬂv THT]) - "{)+|}_t] .

(stap<ﬂ7 Ea jjj) - K)+‘—¢;;|
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Fort des différents résultats que nous avons obtenus, nous pouvons donner
une formule de pricing de swaption dans le cas ou le taux swap forward suit un
mouvement Brownien géométrique sous la mesure swap-forward.

Proposition 2.6. Supposons que le taux swap forward est modélisé par un
mouvement Brownien géométrique sous la mesure Q; ;

dstap(t7 ,I‘ia TY])

= Rawap(t, Ty, Tj) o (t) AW,

avec (0(t))ier, une fonction déterministe. Nous pouvons alors valoriser une swap-

tion de payoff

B(tv Ti7 Tj)<stap(Ti7 Ti? TJ) - ’%)-*-
par la formule de Black & Scholes
T; d
E |e 7 BT T ) (Rouag (T3, T3, ) = )|
=
= (B(LT) — B(T))6(ds) — 56(d) Y- (Tirs — T B(t, T,
k=1
e Ream(T1)) | o200
log swap tyTinj + z —t
d+ _ ( K )
a2(t)T, —t
Rs‘111ap(t7Ti7Tj) UQ(t)(Tl_t)
g 10g< , ) 5
B o2(t)T; —t
et
2 _
% = T, —tJt

Preuve 2.10. Nous avions supposé que le tauxr Rgyy €tait diffusé par un
Brownien géométrique de variance (o(t))cr, sous Q; j, nous avons

E —fTirsdsB ] A .
e e (T3, T, T3) (Rowap(T3, T3, ;) —

t, T, T))E;

= (B(t,T3) —

= (B(t,ﬂ) -

B(
B(t, E,T)Bl(ﬁ; Rawap(T3, T3, T)), 0
B(t,T;, 1)) Rowap(T3, T3, Tj)d(dy) — kp(d—

©)+ |

[(stap(ﬂ’ﬂaT') - )+|]:t]

( )7 07 T’z -
)]
B(t.T))é(dy) — xB(T;. To. Ty)b(d. )

j—2

) > (Tey1r — Ta) B(t, Thoy1)

k=1

1)

B(t,T5))¢(dy) — ro(d-
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2.4.5 Pricing dans le cas a deux facteurs

Nous reprenons le modele (2.47), i.e.
Te =Tyt Yt

avec
dry = —kdt + o, dW/

dys = —kydt + o, dWY,

avec Ky, ky, 0, et 0, des constantes positives et (IW?*, W¥) un mouvement Brownien
bi-dimensionnelle de corrélation p. Sous la mesure T-forward, les processus (x;)icr,
et (yi)ier, évoluent selon

2
dz, = <_W ~ T2 (1 ey p T e—“y”—”)) dt + o, AWV
Koy Ky

(2.55)

o2 . -
dyy = (—fiyyt - ;y(l — e Ty P%(l - G_M(T_t))> dt + oy, dWY,
Y €T

avec (th)tio et~(Wty)t20 deux mouvements browniens sous la mesure 7T-forward
tels que (dW;rdW}) = pdt. Les solutions de (2.55) sont

t -
x, = xee ) M,(s,t) + O’x/ e’”z(t’“)de

s
t

Y = yse’”y(t”) — M, (s,t) + Uy/s e*“y(t’”)dWi’,
pour tout s <t < T avec

2 2
M, (s,1) = (035 4 pO'ny> (1- e—ﬁx(t—s)> B i(e_@(T_t) o e—nx(T—i-t—Zs))

2 2
KZ KKy 2K2
—p 00y (efﬁy(Tft) . e*lin*lizt+(HI+Hy)8)
Ky(Kg + Ky)

2 2
_ & + p0$0y (1 . efny(tfs)> . 9y (efny(Tft) . efny(T+t72s))
2 2 2
K Kyky K
020y —kz(T—t) _  —keT—kKyt+(ka+ky)s
Ky(Ke + Ky) (e ‘ )
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La distribution est donc une nouvelle fois conditionnellement gaussienne par rap-
port a F;, en particulier, sous la mesure T-forward

E(r|Fy) =zee =) — M, (s,t) 4+ yse ™) — M, (s, 1)

2

Var(r Fy) =5 = (1= e7(70) 4 205 (1= e2lt=)
T Y

040
2p—27Y (1 — e~ (Kathry)(t=s))
2 T (1)

Preuve 2.11. Similaire a la valorisation d’un zéro-coupon avec le modéle de
Vasicek a deux facteurs.

Théoreme 2.2. Le priz d’un call de maturité T et de strike k sur zéro-
coupon de maturité S dans le cadre du modéle a deuz facteurs gaussien est donné

a linstant t < S par

1. BT 1
=B(t,Ti11)¢ (v log /ﬂg(t}l)) + 2"U>

1 B(t,Ty) 1
— Bt T)ko | —1og 2\ titt)  ~
(8, Ti)re (v ®WBt,T) 2

E V (B(T;, Ti1) — 1))

avec 02 )
02 :2;3 (1 . e—fix(TiH—Ti)) (1 _ 6—2Hx(Tz‘—t))
X 2"% (1 _ ef@(TMfTi))2 (1 _ 672Ny(Ti7t)>
() - )
% (1 _ 6—(Hz+/€y)(Ti+1—Tz‘)) )

8

+2p

Preuve 2.12. Par analogie avec les calculs faits dans le cas d un facteur et
en remarquant que B(t,T;) suit une loi log normale, théoréme 2.1, de paramétres

1— e*Hz(Ti-o-l*Ti) 1— e*Hy(Ti+1*Ti)
E(x| F) — - E(y:|Ft)

Kz Y

E(log B(t, T;11)|F:) = —

1
+ Ev(ta ,—Ti—l-l)
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et
(1 — e—ﬁsc(Tiﬂ—Ti))Q
V(log B(t, S)|.F:) = o V(x| Fp)
(1 _ 67!{y(T¢+17Ti))2
V (ye | F
2,{5 (yel F2)
1 — —ka(Tip1—=T;) 1— —ky (Ti41—T5)
+ - ‘ Clxe, ye| F2)
Rz ,‘-{',y

0.2
:7;(1 _ e—fix(Ti-;-l—Ti))Q(l _ B—QHx(TiH—Ti))
/{/.T

2
g —ky(Tip1—T; —2ky(Ti—
+ ;g(l — e ty(Titr T))2(1 — e 2my(T, t))
—I— 2p Uxay (1 _ e—Hm(TiJrl—Ti))(l _ e_ﬁy(Ti+1_Ti))

Rypky(Ke + Ky)
% (1 _ e*(Her'fy)(Tz‘H*Ti))‘

2.5 Heath-Jarrow-Morton Framework

Le prix de l'obligation B(t,T'), le rendement R(t,T) et le taux forward F(t,7T),
nous donnent tous la méme information sur la courbe des taux. Le framework de
Heath-Jarrow-Morton (HIJM), [HeJaMo90], [HeJalMo91] et [HeJaMo92] tente de
construire une famille de processus stochastiques a temps continu pour la structure
par termes, cohérente avec les observations initiales. La variable d’état du modele
choisi est le taux instantané F(¢,7T). La diffusion générale choisie par les auteurs
est,

t t
F(t,T) = F(0,T) +/ ap(u, T)du +/ o (u, T)AW,,
0 0
et sous forme différentielle,
dF(t,T) = ap(t,T)dt + op(t, T)dW;, 0<t<T. (2.56)

F(0,T) est le taux forward initial, ap(t,T) la tendance du taux forward instantané
et op(t,T) sa volatilité. Nous supposerons les deux processus ap et op adaptés a
leur filtration naturelle.

La diffusion (2.56) ne donne pas nécessairement un non-arbitrage, et, qu'il
existe donc une probabilité risque neutre. Nous allons donner une condition dans
la prochaine section.
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2.5.1 Condition de non-arbitrage

Sous la mesure risque-neutre, la tendance du prix de l'obligation est 7, (2.27),
(2.28). La dynamique du prix prend alors la forme,

dB(t,T)
B(t,T)
avec op un processus adapté. Nous pouvons également rajouter comme condition
terminale og(T,T) = 0. 1l s’agit de 'effet Pull-to-Par, plus 'obligation va arriver

a maturité, plus le prix va se stabiliser vers le par (sa valeur faciale), et donc, la
volatilité va disparaitre. Rappelons que le prix forward est donné par

= rdt +op(t,T)dW,, 0<t<T, (2.57)

dlnB(t,Tl) - dlnB(t,Tg)
Ty =T ’

df(t, Tl, t2> - (258)

par le lemme d’It6, nous obtenons,

O-B(ta E)2
2

Ainsi, nous pouvons réécrire 1’équation (2.58),

dlnB(t,T)) = (n - ) dt + op(t, T)dW,, i=1,2.

op(t, Tp)?* — 0B(t7T1)2dt n op(t, 1) —op(t,Ts)

df (t, Ty, ty) =
/(¢ T 1) 2Ty —T1) T,— T,

dW.

Posons maintenant 77 =T et 1o = T + A, en passant a la limite,

OB(t,T)—O'B(t,T—i-At) 80’3

Jim Al = —or 1)
et
. JB(t,T+At)2—O'B(t,T) 803
A, 2At = os(t,T) 5 (1)

(Wi)ier, étant un processus de Wiener, nous pouvons changer le bruit sans perte
de généralité. On peut alors écrire la diffusion du taux forward instantané,

803 803
o (L T)dt + 2 (8. T)dW,, (2.59)

En égalisant les équations (2.56) et (2.59), nous devons avoir,

dF(t,T) = op(t, T) 228

60‘3

Do
SEED),  ar(t.T) = op(t, 1) 52

OF (tu T) aT

B 7). (2.60)
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La condition de non-arbitrage dans le framework HJM est alors,
T
ar(t,T) ::aF<t;r)j/ ow(t, u)du. (2.61)
t
Les modeles de taux d’intérét HJM sont donc entierement spécifiés par le sous

jacent et, la volatilité. Le sous-jacent est la structure par terme, la volatilité décri-
vant quant a elle comment cette structure par terme évolue au cours du temps.

2.5.2 Formulation des taux court avec HJM

Les taux cours a I'instant ¢ sont égaux aux forward de maturité t,
t
ro= F(t,1) = F(0,6) + [ dF(u, t)du.
0
En utilisant (2.59),

FOt—l—/aBut) d+/ W,.

En différentiant,

oF t D?op dop ?
d7"t _E(O7t)dt + {/0 UB(uat) ot (ua t) + <at(u7t)> du p dt
9o
ot

(2.62)

(U,7 t) |u:tdWU‘

t8203
+{ o —(u, t)dW}dt—f—

Considérons la forme suivante pour la volatilité,

op(t,T)=0(T —1t),

o une constante. Avec la méthodologie HJM, la diffusion du taux instantané (2.62)
est,

ot

On retrouve le modele en temps continu de Ho-Lee.

F
dry = (8(07 t) + 02t> dt + odW;.
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2.5.3 Taux forward de Vasicek

La valeur d’'un zéro coupon dans le modele de Vasicek est donnée par (2.36).
Le taux forward est alors (apreés quelques calculs),

_log B(t,5) —log B(t,T)

f(t,T,5)= T

. e*/{(Tft)) . i (6725(57@ . €2K(Tt))]
4K3 '

Le taux instantané est,

dlog B(t,T)
F(ta T) = _8—T
o? 2
_ ,rte—ff(T—t) + 0 (1 . e—n(T—t)) . 27&2 (1 . e—n(T—t)) )

En supposant # = 0, nous avons la forme différentielle,

T
dF (1, T) = 0% T / e~ =) dsdt + e M T W,
t

Nous pouvons alors retrouver la condition de HJM,
T T
alt,T) = UQe’“(T’t)/ e s = a(t,T)/ o(t,s)ds,
t t

ou
o(t,T) = oe "1, (2.63)

2.6 Courbe des taux

Il existe plusieurs moyens de reconstruire la courbe des taux. Commencons
déja par expliquer pourquoi, dans le Fixed Income, il est important de pouvoir
reconstruire la courbe des taux. Remarquons déja que nous ne disposons pas de
zéro-coupon a toutes les maturités, par exemple 1 ans, 2 mois et 3 jours. Nous
n’avons qu’un échantillon de points, que nous souhaitons donc relier pour avoir une
courbe continue. Cela permet de construire des portefeuilles robustes en termes de
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Risk management.

Les méthodes les plus connues sont les méthodes d’interpolations linéaires et
cubiques, de bootstrapping et, les méthodes paramétriques de type Svensson. Nous
présentons rapidement ces différentes méthodes.

2.6.1 Interpolation

Les méthodes d’interpolations consistent simplement a retrouver le taux R(t, 7)
connaissant R(t,t;—1) et R(t,t;) pour tout t;_1 < 7 < t;. Le plus simple étant
naturellement l'interpolation linéaire

T — Zfl',l
t; —tiq

ti—1

R(t,T) = P——

R(t, ti—q) + R(t,t;)
Le probleme majeur résultant de cette méthode est que le taux forward déduit

n’est plus différentiable en tout point.

L’interpolation par splines cubiques prend la forme
R(t, ’7') = a; + bl(’T — tl) + CZ'(T — tl)z + dZ(T — ti)s, tl S T S ti—i—l-

Pour que I'interpolation soit cohérente, nous devons instaurer quelques contraintes.
La fonction doit rencontrer tous les points connus, i.e. a; = R(t,t;) pour tout
1<n—1et Qp—1 +bn71(ti+1 —t,L) +Cn71<ti+1 - t@)Q +dn71(ti+1 —t2)4 = R(t, tn> = Qp,
également, la fonction doit étre continue et différentiable en tout point. Apres
quelques calculs, il est possible de trouver une forme explicite pour les parametres
(ai, bi, ¢i, d;). Malheureusement, bien que les méthodes par splines soient supposées
moins sujettes au sur-apprentissage et aux fortes oscillations entre deux points, les
conditions que nous devons imposer en t; et t, peuvent compromettre la qualité
du résultat. Il est également possible de calibrer les parametres (a;, b;, ¢;, d;) par
moindres carrés pénalisés pour s’assurer d’une bonne stabilité du résultat. Pour
plus de détails sur ces méthodes, nous renvoyons a [Ha\We0g].

2.6.2 Bootstraping

Le principe du bootstrap pour reconstruire la courbe des taux consiste a partir
des taux a petites maturités, obtenir les taux de maturités supérieures. L’idée
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repose simplement qu’'une obligation versant différents coupons fixes est donnée
par

By(t,T,) = Y B(t, T})e; + B(t,T,,)
i=1
= icie_(Ti—t)R(t,Ti) + 6—(Tn—t)R(t,Tn)’ t< T
i=1
Ainsi,
1 B, (t.T,) — S0t ¢e~ (B—ORET)
R(taTn) = - 10g ( ! ) 21*1 Gic '
Tn - t ]_ _|_ Cn

Pour les taux courts, sur le marché européen, nous prenons en général les taux Eu-
ribor (1w a 3m) et I’Eonia (Euro OverNight Index Average) pour le taux au jour
le jour. Pour les taux moyens nous pouvons prendre indifféremment des futures ou
forward. Il semble que les futures étant plus liquides et cotées sur le marché et non
de gré a gré, ils conviennent mieux car plus proches des valeurs efficientes. Néan-
moins, déduire les taux forward en fonction des taux futures n’est pas facilement
réalisable car il a ce que 'on appelle un biais de convexité entre ces deux instru-
ments, les forwards ont une convexité supérieure. Pour des raisons de liquidité,
nous utilisons les taux swap pour des maturités supérieures a 2 ans, bien que les
maturités a 6 et 9 ans sont généralement peu liquides et peuvent considérablement
diminuer la qualité du résultat.

2.6.3 Familles de polynéme exponentiel

La matrice de variance covariance ¥ a pour entrées x(1), -+, x(N), les incré-
ments de la courbe forward. En diagonalisant la matrice ¥ (non singuliere), nous
retrouvons les valeurs propres et les vecteurs propres. On constate généralement
que les trois premieres valeurs propres expliquent a elles seules plus de 95% de
la variation totale. Empiriquement, nous pouvons interpréter ces trois facteurs
comme suit :

— Le premier facteur a une forme relativement plate, il donne le niveau moyen

de la courbe.

— Le second donne les inversions de la courbe autour d’un point, il s’agit d'un

facteur de pente.

— Le troisieme facteur est un facteur de courbure.

Cela nous permet d’avoir une idée pour proposer une forme paramétrique de la
courbe des taux.

Alexis Fauth 67



Modele de Taux

Les polyndémes exponentiels sont des fonctions du type

2} (:E)e_alm + ... +pn(m)e—0¢1$7

ou les p;, 2 =1,--- ,n sont des polynémes de degré n,.

L'un des premiers modeles est celui de Neslon-Siegel [NeSig7], la courbe des
taux forward est

m

F(tt+m) = Bo+ Brexp (-T) 4 ﬁz* exp (-ﬁ)
Les parametres 3y et 7; sont supposés positifs. Le taux forward a donc trois compo-
sants. Le premier correspond au niveau moyen, le second est un terme exponentiel
décroissant si f; < 0 (croissant si f; > 0) jusque zéro comme une fonction du
temps de livraison. Le troisieme terme nous donne la courbure, votitée dans le cas
ol By > 0, en U si négatif. Svensson [Sv94], propose de rajouter un 4éme terme
pour laisser plus de flexibilité lors de la calibration

T T T
f@t,T) = Bo+ Brexp <—) + 52* exp <—T) + 53* exp <—T)
2
Le modele comprend donc non plus 4 parametres a estimer mais 6 et la courbure
est donnée par 52— exp (——) + Bg— exp (——) La courbe des taux est alors

T T T
l—e n l—e n T l—e T
R(t,T):50+517+62 (T—e *1) + B3 (T—e T2).

T1 T1 T2

La différence a retenir entre les deux modeles est donc que le premier, celui de
Neslon-Neigel a 'une courbure’ (one-hump) tandis que celui de Sevensson a ’deux
courbures’ (two-hump). Nous présentons sur la figure (3) I'influence du premier et
second /troisieme terme, i.e. respectivement [ exp (—%) et 52 - exp ( ) Sur la
figure (4), nous présentons la calibration des deux modeles sur les donnees réelles
des taux gouvernementaux américains le 09/03/13.

En fait, cette famille n’est pas simplement présente dans la théorie des modeles
de taux pour reconstruire la courbe de taux, elle est beaucoup plus large que cela.
Les modeles que nous avons vus précédemment, nous avons supposé que la solution
du zéro-coupon était du type

B(t,T) = A(T — t)e T,
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FIGURE 3 — A gauche, influence du parameétre 7; sur le premier terme, & droite, influence de

71 sur le second terme de I’équation de Svensson.

cela ne sort pas d’un chapeau. Il est possible de montrer que le type de diffusion
que nous avons étudié (pour les modeles a un facteur) ont toutes une solution de
cette forme. Cette forme et donc, cette classe de modele, est dites de structure par
terme affine. En effet, le YTM est alors du type

R(,T) =~ (n(A(T — 1)) — (T ),
soit, une fonction affine. La famille de modele polyndéme exponentiel propose donc
des modeles a structure par terme polynomiale exponentiel. Cela étant relative-
ment 'long’” a expliquer correctement, mais néanmoins tres intéressant, nous ren-
voyons au lecteur a [Fi00] ou [Pr12]. Cette théorie est également relativement
récente, comme nous l’avons notifiée tout au long de ce cours, il est loin d’exister
un consensus sur quel modele utiliser, a la différence des produits sur equity avec
les modeles de Black & Scholes et Heston qui se taillent une bonne part du lion
pour les modeles de pricing & temps continu, ou GARCH pour les modeles discrets.

2.6.4 Meéthodes utilisées par pays

Toutes les banques centrales n’estiment pas leur courbe de taux ni par la méme
méthode, ni avec le méme spectre, c¢’est-a-dire I’éventail de maturités prisent en
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FIGURE 4 — En bleue, équation de Svensson, en rouge celle de Neslon-Siegel, les points noirs
correspondent aux taux gouvernementaux américains de tenor 1m, 3m, 6m, 1Y, 2Y, 3Y, 5Y, 7Y,
10Y, 20Y, 30Y en date du 09/03/13.

compte. Nous présentons les différents modeles utilisés selon les pays sur le tableau
(2). Cela a au moins le mérite de nous montrer qu’il n’existe pas encore de consen-
sus sur ce type de probleme (et sur les modeles de taux tout court d’ailleurs).
Méme si certains choix sont discutables, il n’y a pas véritablement un pays qui a
plus raison qu’un autre.

3 Valorisation sur action

Commencons par un rapide rappel sur le modeéle de Black and Scholes (B&S).

3.1 Modele a volatilité constante
3.1.1 Modéele de Black and Scholes

Notons r le taux sans risque constant sur le marché, p la tendance de 'actif .S
et o sa volatilité, P la probabilité historique et Q la probabilité risque-neutre. La
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Banque Centrale H Méthode Maturité min | Maturité max

Belgique Svensson ou quelques jours 16 ans
Nelson-Siegel

Canada Merrill Lynch 1 mois 30 ans

Exponential Spline

Finlande Nelson-Siegel 1 jour 12 ans

France Svensson ou 1 mois 10 ans
Nelson-Siegel

Allemagne Svensson 3 mois 10 ans

Italie Nelson-Siegel 1 mois 30 ans

Japon Splines 1 jour 10 ans

Norvege Svensson 1 mois 10 ans

Espagne Svensson 1 jour 10 ans

Suede Spline ou 1 jour 10 ans

Svensson

Suisse Svensson 1 jour 30 ans

Royaume-Uni VRP* 1 semaine 30 ans

Etats-Unis Spline multiples 1 ans 10 ans

TABLE 2 — Méthodologie utilisée par pays. Source : BIS, 2005. * Variable Rough-
ness penalty (VRP), il s’agit d’'une méthode de splines proposée par Waggoner
[Wa97].

diffusion de B&S est
dSt = ,uStdt + O'Stth

ou Wy est un P - mouvement brownien standard. Pour passer en univers risque
neutre, nous introduisons la quantité A tel que W, = W, — At soit un QQ - mouvement
brownien standard (Formule Cameron-Martin 6.1). Ainsi

dSt = (,LL - )\O')Stdt + O'Stth.

Comme nous sommes en univers risque-neutre, les rendements doivent avoir une
espérance égale au taux sans risque, la prime de risque A est donc choisie comme
w—r
A= ,

o

soit, le ratio de Sharpe. Apres avoir appliqué le lemme d’It6 a la fonction In(.S;)
nous trouvons la solution de la diffusion

S, — Ste(r—§> (T—t)-l—aWT_t.
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Le prix d'un call de maturité T et de strike K sur S; est donné par
C(t, ) = E¢e " T(Sy — K) | Fi]
=E%e TSl g | Fi) — Ke " T E 1 g2 k| F]
= StIE@[e"WT‘t_L;(T_t)]lspK] — Ke "I VE Y 1g, . k]
Pour calculer le premier terme, nous introduisons la densité

I — @foT L odW—3 OT’to%ls

Alors si Q' est la probabilité de densité L par rapport a Q, Wt/ = W, — ot est
mouvement brownien sous Q'. Ainsi,

C(t,S;) =S,EQ[Llg,~x] — Ke " T9Q(Sy > K)
5,0 (Ste(r#’z)(T )+ Wr_, N K>

2 ~
— Ke"T9Q (Ste( B )(T_tHUWT*t > K)

On obtient donc
C(t,S) = S;N(dy) — Ke "IN (d_) (3.1)

avec IV la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite et
log (%) + (r + %2> (T —1t)
B oVT —1t '

En plus de la formule fermée du prix d’un call obtenue par martingale, nous avons
également la possibilité de valoriser ce produit avec 'EDP de B&S.

Notons V; un portefeuille constitué d’un call de maturité 7', de strike K sur
S; et une quantité A de lactif S; qui servira a couvrir (hedger) le portefeuille. En
appliquant le lemme d’It6 a ce portefeuille

‘/;f = C(t, St) - ASt
60 ocC 10*C

ac ac - ac )y 2C
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Le probléme ici est que nous avons un terme d’aléa dW,, pour pouvoir le supprimer
ty

nous choisissons A = % (on est alors delta-hedgé). Le portefeuille devient

oC 1 0?C
dV, = ——dt + =0 S*—_dt. 3.3
T 277 a8 (3:3)
Comme nous sommes en univers risque-neutre, le portefeuille ne devrait pas pou-
voir faire plus qu’'un investissement dans le taux sans risque, c’est-a-dire le porte-
feuille
dVy = rVidt. (3.4)

En égalisant (3.3) et (3.4), nous obtenons 'EDP de Black and Scholes

oC  OC 1, ,0°C

3.1.2 Grecques et hedging

Comme nous 'avons vu sur les équations (3.2) et (3.3), la stratégie de base
consiste a ce delta-hedger. Il est possible d’aller plus loin. Notons tout de méme
que théoriquement nous devrions nous delta-hedger de maniére constante. Reba-
lancer le portefeuille constamment est impossible, ne serait-ce que les cofits de
transactions nous absorberaient tout profit éventuel et engendreraient des pertes
colossal tres rapidement. Il existe des travaux sur ce point, on parle de rebalance-
ment optimal voir e.g. [MaPa99], [Full] et [GoLal4] pour le lecteur intéressé. Nous
commengons par présenter les grecques (pour le cas d’un call toujours), c’est a dire
différentes sensibilités du call par rapport aux variations de ses parametres. Pour
pouvoir calculer ces quantités nous utilisons la formule de B&S (3.1), supposons
pour simplifier les calculs que t = 0 et remarquons que

SerT

n(d-) = =n(dy), dy=d —oVT

oun=N"

Le delta est la sensibilité du call par rapport a une petite variation du sous-
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jacent :

oC

a5
N(dy) + S

oS

0 ON(d_) 0d_
dd_

+ Ke

S

(

g
tons la forme du delta en fonction de 7" — ¢ est de

ON(d.) dd,
ad,
N(d.)

+

)

od_
oS

ad,
aS

ad
ON(d,

)
N(dy)+ S,

)

d(—ovT)
oS

ad,

+ Sy

dy.)

(

’

nous presen

Sur la figure (5)

N

N

N

TOSS

log(S/K) pour r = 0.02 et 0 = 0.3.

FIGURE 5 — Graphe du delta d’un call européen en fonction de 7' — ¢ et log(S/K)

Nous déduisons directement que la valeur du gamma (figure (6)), c’est-a-dire

74
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FIGURE 6 — Graphe du gamma d’un call européen en fonction de T' — t et log(S/K)

la dérivée de I'option par rapport a son sous-jacent est

_C n(dy)

052 SovVT

Nous pouvons interpréter la valeur du gamma comme suit. Si sa valeur est faible,
cela implique que le delta varie peu et donc que nous n’avons pas besoin de re-
balancer notre portefeuille pour étre delta-neutre. En revanche, s’il est élevé, le
delta est tres sensible aux variations du sous-jacent, il conviendra de réajuster sa
position régulierement. Pour faire le lien avec la physique, la dérivée seconde cor-
respond a l'accélération. Pour pouvoir utiliser le gamma dans notre portefeuille,
nous pouvons constater qu’en effectuant un développement de Taylor sur notre
portefeuille, en supposant qu’il n’est assujetti qu’aux variations en temps et en
sous-jacent

r

% oV 1%V 1 92V 1 2V
VAN Wpg 1OV g2 1OV L
AV = 5585+ 5yl + 555 2% T o A+ 5 55m

ASAt---.  (3.6)
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Si nous négligeons les termes (At)” pour z > 1. Si le portefeuille est gamma neutre,
nous avons alors

1
dV = OAt + ;TAS”. (3.7)

ou © = %—‘t/ est le theta de l'option, la variation par rapport au temps, figure (7).

FIGURE 7 — Graphe du theta d'un call européen en fonction de 7' — t et log(S/K)

Par les mémes astuces que précédemment nous avons

oC  Son(dy)
O=_——="""""4+rKe""N(d_).
oT 2T (d-)
Pour avoir une position gamma neutre, il faut avoir en portefeuille une quantité
d’options m annulant le gamma du portefeuille. Si le portefeuille initial a un gamma

de I'y et l'option I'; le gamma total du portefeuille sera de
el + Fv.

Pour étre gamma neutre il faudra alors avoir une quantité 7* = —T'y,/T" d’option en
portefeuille. Bien siir, cela va modifier la quantité de sous-jacent sous gestion pour
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rester delta-neutre car I'ajout d’une autre quantité va modifier le delta. D’apres
I’équation (3.7) nous pouvons également remarquer que le theta peut se substituer
au gamma dans la gestion du portefeuille.

Si nous supposons maintenant que la volatilité est non constante, nous pouvons
introduire la sensibilité de I'option par rapport a la volatilité, le vega, figure (8)

FIGURE 8 — Graphe du vega d'un call européen en fonction de T — t et log(S/K)

V=7r=

Sn(d )VT. (3.8)
Bien entendu, plus le niveau de la volatilité est important, plus la variation de
I'option et donc du portefeuille sera importante. Nous devons donc nous couvrir
également contre ce risque. Cela peut ce faire de la méme maniere que pour le
gamma, 7 = =V /V. Néanmoins, il est trés compliqué du fait de la liquidité et
des fonds nécessaires de maintenir une position a la fois delta, vega et gamma
hedgé. 1l faut avoir plusieurs types d’options en portefeuille pour avoir ce résultat.
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Notons que si nous négligeons toujours les termes At* pour x > 1, ’équation (3.6)
devient
ov ov ov 10*V 10*V
dV ~ —AS+ —At+ —A T ASP
95" T o M T 927 T2 T 202
La derniere sensibilité courante est le p, la sensibilité de I'option par rapport au
taux d’intérét.
oC

p=5= TKe "™ N(d,).

Dans un monde pas trop chaotique, les taux d’intéréts varient peu, la priorité n’est
donc pas sur cette couverture.

Ac?.

Nous allons maintenant présenter ce que 1’on appelle la robustesse de Black &
Scholes [[KaJeSh9g]. La vraie diffusion du sous-jacent sous Q est

ds

—L = rdt 4 ordW,

Sy
ou o; peut étre stochastique. En supposant que I'investisseur utilise la formule de
Black & Scholes pour valoriser un call, nous avons en appliquant la formule d’Ito

aC Cps 1 4.40°C
dCps(t, S;) = ( afs + 7S ags + 50150 S’?) dt
aC
+UtSt agdet

D’un autre coté rappelons que 'EDP de Black & Scholes (3.5), est

dCps 1 , _,0°Chgs

0Cps
ot T as

En combinant les deux équations nous avons

= T’CBS.

8(}35 1 82035
dCcp(t, Sy) = rCpsdt + UtStW + B (UQBS - Ut2) 952

1
= rCpgdt + 0,S;A + 5 (01235 - U?) SEF
La dynamique du portefeuille V; de couverture A de I'agent est

AV, = vV, + A(dS, — rS,dt), Vi = Cps(0, Sp).
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L’erreur de couverture de I'agent est donc
er = Vr — Cps(T, St)
1 /T
= /0 e (o%s — o) SPTdt.
Le gamma de 'option mesure donc ’exposition de l'agent a une mauvaise estima-
tion de la volatilité. Si la volatilité choisie est supérieure a la vraie, ogg > o; alors
le portefeuille de couverture Black & Scholes domine le vrai prix. Inversement si

ops < ;. Le modele de Black & Scholes permet donc d’obtenir des bornes du vrai
prix de l'option.

3.2 Surface de volatilité

3.2.1 Définition et probleme de calibration

Dans le modele de B&S, la volatilité o est supposée constante or, si nous
cherchons la valeur de o telle que le prix de B&S soit le méme que le prix du
marché pour différentes maturités et différents strike, nous constatons que la valeur
retournée n’est pas constante. Notons CM* (¢, S, T, K) le prix du call observé sur
le marché, alors la volatilité implicite, I(t,S;, T, K) est donnée par :

CB3(t,8,T,K,I(t, S, T,K)) = CM*'(¢t, S, T, K).

De plus, elle est unique. Elle est donc obtenue en inversant la valeur du call. Il
n’est pas possible d’obtenir une formule explicite pour la déterminer, on va donc
utiliser un algorithme d’optimisation. Posons par exemple le probleme comme un
probléme de recherche de zéro d’une fonction :

f(I) _ CBS o CMkt = 0.

L’un des algorithmes de recherche le plus simple est la méthode de Newton, 1'idée
est de faire le développement limite d’une fonction g de x en xy, :

9(x) = g(zx) + (x — 1) g'(21)
en égalisant en zéro, on trouve alors

g(wy)
g'(wp)

T =Tk = T —
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Pour notre probleme :

CMkt o CBS(Ik)
dCBS (1) )
oIy,

Ly = I — (3.9)

Le dénominateur est le vega de I'option (3.8).

Il est important de notifier quelques points sur la volatilité implicite. Notons
déja qu’elle est toujours supérieure a la volatilité du sous-jacent et qu’elle differe
selon les maturités et strikes sur un méme sous-jacent.

Les 'mots clés’ a savoir lorsque 1'on parle de volatilité implicite sont le skew
et le smile. Le phénomene de skew correspond a la décroissance de la volatilité
implicite par rapport au strike. Le phénomene de smile correspond quant a lui a
la remontée de la volatilité implicite pour des strikes tres lointains.

Pourquoi la volatilité historique, définie comme les accroissements au carrée
du sous-jacent, est-elle différente de la volatilité implicite 7 Sur le marché, la cou-
verture d’une option est plus chere que dans le modele de Black & Scholes, frais
de transaction, bid-ask spread, market impact et, bien sir la volatilité supposée
constante ainsi qu'une loi gaussienne sous-jacente donc, peu de 'gros’ mouvements.
Le phénomene de skew, i.e. la premiere partie de la volatilité par rapport au strike,
s’explique par le fait que les agents surestiment le prix par rapport au modele de
Black & Scholes pour se prémunir d’'un mouvement contraire lorsque 1’on est dans
la monnaie (ITM). Le smile s’explique quant a lui pour compenser la faible liqui-
dité des options loin de la monnaie a strike tres lointain (OTM). Nous présentons
sur la figure (9) la volatilité implicite du call sur I'indice SPY le 9 septembre 2013.

3.2.2 Volatilité implicite forward

Nous avons vu comment & partir des prix des call et put européens nous dé-
duisions la volatilité implicite, mais cela ne nous indiquent pas comment est-ce
qu’elle évolue. La valorisation d’option européenne ne requiert pas de connaitre la
volatilité implicite future, en revanche, pour des options path-dependant, i.e. que
le payoff dépend de toute la trajectoire du sous-jacent et non uniquement de sa
valeur terminale, comme les options barriere ou forward-start. On cherche donc
a savoir a quoi correspondra la volatilité implicite en fonction du niveau du prix
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FIGURE 9 — Surface de volatilité du SPY, le 9 septembre 2013, ~ 1668, interpolation par spline.

futur. Tous les parametres du modele n’influent pas le niveau de la volatilité a
court-terme, cela pourrait étre plus simple de considérer ce probleme comme un
probléme invariant. En finance on parle plutét de probléme ’sticky’ (épineux) et
comme dit précédemment, ils portent sur le modele et non sur le sous-jacent lui
méme. Les deux sticky rules les plus connues sont :

— Sticky strike rule.
Pour un certain niveau de skew sur la volatilité implicite, il est possible que
méme si le sous-jacent bouge, les options cotés sur celui ci avec des niveaux
de strike inchangés gardent leur volatilité initiale. C’est ce que 1'on appelle
la regle sticky strike. Bien entendu, en cas de grosse variation de S;, par
exemple durant des périodes de crise, la volatilité implicite sera modifiée.

On a
I(t+6t, K)=1(t,K)
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— Sticky delta/moneyness rule.
La regle de moneyness correspond a la dépendance entre la volatilité et la
moneyness de 'option m = K/,

I(t+dt,m) = I(t,m)

Pour pouvoir déterminer concretement la volatilité implicite future, nous avons
besoin de travailler sur des options a paiement différé, ’exemple le plus courant est
celui d’une option forward-start. Un option forward-start est une option contractée
a l'instant ¢, recevant une proportion du sous-jacent a I'instant 7} > ¢ a la maturité
Ty > T}. Le payoff d'une telle option est

¢(ST2) = (STQ - KST1)+'

Le pricing est donc
C(t,Ty) = e "MYE[(Sy, — KSp,)|F).

Supposons que le sous-jacent soit diffusé par un mouvement brownien géométrique
de volatilité constante sous la probabilité risque-neutre, alors

C<t7T2) = e_r(Tl_t)E[EKSTQ - KSTI)"FTIH‘Ft]
— ¢ "MOR[Sy N(dy) — Ke " "TIN(d_)|F)
= e "MIN(d,) - Ke " 7ON(d),
avec
g ln(Ke—r(Tz—Tl)) n O-Bsm
+ — = )
opsvVI2—T1 2
ou nous avons utilisé le fait que E[E[X|F|G] = E[X|G] pour toute v.a.r. X et les
filtrations telles que G C F et que le résultat de Black & Scholes est déterministe.

La dynamique de la volatilité implicite est déduite de tel produit. En fait, on
va plutot utiliser les options cliquets. Il s’agit d’'une somme d’option forward-start,
le payoff est alors simplement

n

(b(Sn) = Z(STiJrl - KSTZ')Jr

i=1

ou le tenor 17, --- ,T, est fixé a I'avance. La valorisation se déduit de la formule
donnée pour les options forward-start.
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3.3 Modele a volatilité locale

Pour 'aspect historique, nous pouvons citer Breeden and Litzenberger, [Br[Li78],
faisant apparaitre la relation entre la densité du stock et le prix des options. En-
suite, Dupire [Du94] et Derman et Kani [Del<a94] ont montré que sous la probabi-
lité risque neutre, il existe une unique diffusion consistante avec cette distribution.
Dans [Del<a94], la volatilité locale est construite de manieére discréte avec des mé-
thodes d’arbres. Ici, nous nous intéresserons seulement au temps continu avec la
formule de Dupire. Avant de donner la formulation pour les caplets, nous donnons
les équations pour le prix de call sur stock. L'unique coefficient correspondant
o(T, K) consistant avec le prix des options européennes est la fonction de volati-
lité implicite. Les modeles a volatilité locale proposent une méthodologie simplifiée
pour valoriser des produits exotiques a partir de produits vanilles.

3.3.1 Diffusion de Dupire

La diffusion de driftless du stock S; est donnée pour tout ¢ > 0 par
dSt == O'(t, St)Stth,

avec o une fonction déterministe positive. Le prix d'un call de maturité T" et de
strike K en t =0 est

(T, K) = /K (s = K)pr(s)ds (3.10)

avec @ la densité risque neutre de I'actif. Avant de continuer, rappelons I’équation
de Fokker Planck (ou Kolmogorov forward).

Proposition 3.1. (Equation de Fokker Planck) Soit (Xi)ier, un processus
de diffusion
dXt = M(t, Xt)dt + U(t, Xt)th

avec (Wi)er, un mouvement Brownien standard. Alors

a (t,x) = _ﬁ< (t,z)g(t, x)) + 1872(02(25 z)g(t, x))
dtg7 - 3x'u7 gv 28372 ) g:
ot g est la densité de probabilité de X, g(t,z) = P(X; € dz) et pour condition au
bord,
g(t,x)dx|i=o = d(z — Xo).
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La densité ¢ de (3.10) doit vérifier cette équation, ainsi

10%(a*s*pr)  Opr

= . 3.11
2 0s? ot (3.11)
En dérivant deux fois I’équation (3.10) par rapport au strike K nous obtenons
0?C(T, K)
K)y=——-1*.
SOT( ) OK2

En injectant cela dans I’équation (3.11),

182(021(2@)_ 9 92C
2 OK?2 COT \OK2 )"

En intégrant deux fois par rapport a K

1, oC

—0’K?pp = —.

27 T or

En remplacant a nouveau @7 par la dérivée seconde du call par rapport a K
1, ,0°C oC
—0°K =—.
27 " 9K T or

Nous obtenons la volatilité locale définie par

(3.12)

Quel est I'intérét de 'EDP de Dupire par rapport a celle de Black & Scholes ?
Rappelons que cette derniere est donnée pour un call C' sur S de méme diffusion
que précédemment, de strike K et de maturité T" par

oC oc 1 0*C

ov ov 1L 2200
5 +7“Sas + 20(75,5) S 532 rC.
La volatilité de Black & Scholes est donc
rC — %? — rsgg
o(t,S) = |2 e . (3.13)
052
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Les dérivées sont par rapport a t et .S, or, ces deux quantités sont fixées, nous
ne pouvons pas calculer ou approximer ces dérivées. L'’EDP de Dupire 3.12 tient
seulement compte des dérivées par rapport a la maturité et au strike. Sur le mar-
ché, chaque call/put suffisamment liquide est vendu a des strikes et maturités
différentes, il est donc possible en collectant ces données de calculer les dérivées et
donc, d’obtenir la volatilité implicite.

Nous allons maintenant regarder le lien entre volatilité locale et volatilité ins-
tantanée.

3.3.2 Volatilité implicite dans le modele de Dupire
Le prix d'un call (non actualisé) est donnée par
C= ]E[(ST - K)Jr]’

en dérivant par rapport au strike K nous obtenons

oC

aiK = —]E[]].ST>K].
En dérivant une nouvelle fois par rapport a K
0?C
=E|[6(ST — K)|. 3.14
OK?2 [ ( T )] ( )

avec 0 la fonction de Dirac.

Appliquons maintenant le lemme d’It6 & la fonction (Sy — K), avec dS; =
VS dWy
1
d(ST — K)+ = ]lST>KdST -+ i’UTSjQw(S(ST - K)dT
En passant 'opérateur espérance, nous avons

dE[(Sr — K),] = dE[;vTS%(S(ST  K)dT

avec en utilisant (3.14)

1 1
E[§UTS%5(ST — K)] = E[v|Sy = K]§K2E[6(ST — K)]
e (3.15)
== E[Ut|ST = K]aK aKQ
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En mixant la formulation de la volatilité locale (3.13) avec le résultat précédent
(3.15) nous obtenons la représentation suivante :

o*(T, K) = E[v| St = K]. (3.16)

Dans ce cas, la volatilité locale est donc l'espérance de la volatilité instantanée
conditionnellement au fait que le prix final est égal au strike.

Considérons maintenant le cas ou la diffusion de 'actif S dans 'univers risque
neutre est
05,

— =rdt + o(t,S;)dW,,
St

ou r est le taux sans risque. En appliquant a nouveau I’équation de Fokker-Planck
pour cette diffusion nous avons

dpr _(97“Sg0 n 0?0252

orT 08 05?2

Avec le méme raisonnement que précédemment (3.11), nous obtenons en évaluant
en Sy =K oC le}

oA (T, K) =2 BT[;;?(;fgaK

K2

Il est possible de lier le volatilité locale avec la volatilité implicite. Les prix C'
sont les 'vrais’ prix du marché de volatilité locale o, ils doivent donc correspondre
au prix des calls marché calculés avec la volatilité implicite, soit : C(T, K) =
CBS(T, K, I(T, K)) ou I est la volatilité implicite. En appliquant la formule de
dérivation en chaine, nous obtenons

ar " oo or "\ ax T a0 oK
K? (82035 0*CPS 91 0*CPS <8I>2 aCPs &1\

oCBS 90B5 91 K <8C’BS oCBs 8[)

(T, K) =2

ok? T Poxos ok T a0? \ok) T o0 oK
(3.17)
Il est possible d’aller un peu plus loin en supposant que la valeur du strike K
n’influe pas la volatilité implicite, en d’autre terme nous supposons que

oI

ok~
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En injectant les dérivées du call de Black and Scholes calculées dans la section
précédente avec en plus

oC . 02C e ™p(d.)

— =—e " N(d_ = 3.18
8K € ( )’ aKQ Kg\/T Y ( )

I’expression de la volatilité locale précédente se réduit alors a

o*(T) =2 2v'T or

+rKe " TN(d—) + Sn(dy)VT

e "Tn(d.)
KIVT

+—rKe™'N(d.)

K2 (3.19)

ol
=I(I)?+2TI1(T)—.
(1) +2T1(T) o
La volatilité implicite dans le cas ou elle n’est pas influencée par le strike est alors
égale a la moyenne quadratique de la volatilité locale sur toute la vie de 'option

(T = ; | " o2(s)ds. (3.20)

Nous avons maintenant quelques formules, mais tout cela reste assez théorique
et pas forcément trivial de les mettre en oeuvre. En ce qui concerne le calcul de la
volatilité implicite, nous pouvons appliquer la formule (3.9), ce n’est pas forcément
optimal, mais c¢’est un bon début. Pour pouvoir estimer la volatilité locale, c¢’est
une autre histoire.

3.3.3 Probléme de calibration

N’ayant qu'un ensemble fini d’observations (75, K;)o<i<no<j<m il est évident
que méme si une solution au probleme existe, elle ne sera pas unique puisqu’un
ensemble de courbes vont pouvoir passer par les prix du marché. De plus, em-
piriquement, la moindre petite variation des prix va completement modifier la
volatilité implicite trouvée, la solution n’est absolument pas stable. Nous avons
deux approches pour pouvoir ’estimer’ notre volatilité locale, soit par régularisa-
tion, soit en supposant une forme paramétrique de la volatilité implicite. Nous
commencons par la premiere.

On parle de calibration lorsque 'on cherche numériquement les valeurs des
parametres d’'un modele en fonction des prix actuels et non passés. Le terme d’es-
timation est réservé a la recherche des parametres en fonction de I’historique des
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données, par exemple par maximum de vraisemblance. On parlera donc de pro-
cessus forward-looking pour la calibration et de processus backward-looking pour
I’estimation.

Le probleme de calibration est donc un probleme inverse. En effet, dans le cadre
le plus simple du modele de Black & Scholes nous utilisons la formule de pricing
pour déterminer le parametre de volatilité en fonction des prix observés plutot que
de déterminer le prix des options en fonction de la volatilité. Dans 1'univers risque
neutre, le drift disparait au profit du taux sans risque, disponible sur le marché, le
seul parametre restant a trouver est bien la volatilité. Néanmoins, pour un modele
plus sophistiqué comme pour notre volatilité locale au sens de Dupire, cela est bien
plus compliqué. Les problemes inverses sont souvent plus difficiles a résoudre car
ils sont bien souvent 'mal posés’ (ill-posed).

Rappelons qu’au sens de Hadamard, un probléeme est bien posé (well-posed) si
ces conditions sont remplies :

— Le probléeme admet une solution
— Le probleme admet une solution et, elle est unique
— La solution dépend continiiment des données.

Pour obtenir un probleme bien posé, nous avons besoin de le régulariser. L’une
des méthodes les plus connues est la régularisation de Tikhonov.

Notons CM* (K T) les prix des options observés sur le marché, C(0,T, K) les
prix du modele a volatilité locale et § € © € H le vecteur de parametres a estimer
dans le sous-espace convexe ©, H étant un espace de Hilbert. Le probleme de
calibration s’écrit comme un probleme de moindre carré non-linéaire

é = arg min@e@HCMkt(Ka T) - C(Q7T7 K)H2>

cela nous permet de s’assurer de l'existence d’une solution, || - || étant une norme
sur H. Supposons maintenant que nous ayons un a priori sur # disons 6y, nous
introduisons une pénalisation (de Tikhonov) sur la fonctionnelle pour régulariser
le probleme

Ja(0) = ||CY*(K, T) = C(0, T, K)|* + allo| |3, (3.21)

a > 0 va influencer le niveau de régularité pour assurer la stabilité. Il s’agit donc
de faire un compromis entre précision et stabilité. Plus « sera choisi grand, plus
la solution sera stable mais loin de la réalité. A l'inverse, plus nous choisirons un
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a proche de zéro, plus les parametres trouvés (dont la volatilité locale) reprodui-
ront rigoureusement le marché mais ils seront tres instables rendant le modele
inutilisable. Pour le terme de pénalisation, on peut montrer que

|wﬁﬂzljﬂﬂﬁ&ﬁ%%CZ@SO?+C£@ﬁO%ﬁM%

Le probleme (3.21) peut étre résolu numériquement par un algorithme de descente
(voir appendix). Remarquons un point faible de cette procédure, la régularisation,
allo]3«, est la méme quelque soit la région dans laquelle on se trouve, que la
volatilité influe sur les prix ou non. Il est préférable de ne pas chercher a mini-
miser 'erreur quadratique mais plutot 'erreur quadratique pondérée par l'inverse
du bid-ask spread. Cette pondération s’interprete comme un controle du résultat
pour des produits peu liquides avec un spread élevé. Pour plus de détails sur ces
probléemes de calibrations nous renvoyons a [Cr03] et [LaOs97].

L’autre approche que nous présentons consiste a calculer la volatilité locale a
partir de la volatilité implicite avec 1’équation reliant ces deux quantités (3.17).
Plutot que de prendre la 'vraie’ volatilité implicite, J. Gatheral [Ga04] propose
une forme paramétrique de la volatilité implicite, comme cela nous n’avons pas de
probléeme de grille de discrétisation et de bruit. Il s’agit du modele SVI (Stochastic
Volatility Inspired). Inspiré des modeles a volatilité stochastique car il vérifie cer-
taines des propriétés de volatilité implicite asymptotique vérifiées par les modeles
a volatilité stochastiques comme celui de Heston [LecO4]. La forme paramétrique
de la volatilité implicite est

mﬂm:;QHb@@—m+ @—muwﬂ> (3.22)

avec k le log-strike, k = logg —rT,a>0,b>0,0>0,p€[-1,1] et m € R. Les
différents parametres ont les influences suivantes :

a détermine le niveau de la volatilité implicite
b détermine les pentes a droite et gauche de la volatilité implicite

p détermine 'asymétrie de la volatilité implicite
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m détermine le moment auquel on observe la volatilité implicite remonte (smile
apres skew)

o détermine la convexité a la monnaie.

Apres avoir estimé les paramétres par rapport aux prix marchés CM* (T, K;); ;
nous obtenons une surface de volatilité implicite lisse, non bruitée. C’est celle ci
que nous allons injecter dans I’équation de la volatilité locale (3.17) qui d’ailleurs
devient plus précisément que (3.19), apres quelques calculs fastidieux, dans le cas
ou la volatilité implicite est influencée par le strike

I ol ol
L4122l 4 ork 2L

2 _
o (T K) = Koo 2 g_di_of | ded_ (012 021
P2\ ®emr T 4R ok 0 ((TK) + ok

Connaissant une version plus 'propre’ de la volatilité implicite avec le modele SVI
(3.22), a tous les points (7}, K;) avec j notre indice de grille de discrétisation, nous
pouvons alors estimer la valeur de la volatilité locale. Pour plus de détails sur la
calibration nous renvoyons par exemple a [Ga04] et [GaJal2] pour un modele plus
élaboré.

Des méthodes pour estimer la volatilité locale par splines ont également été pro-
posées. Nous ne rentrerons pas dans ces détails pour ce cours et nous renvoyons
e.g. a [JaSuHo99] pour le lecteur intéressé.

3.3.4 Modele shifted-lognormal

Un exemple de modele que nous allons étudier est le modele shifted-lognormal.
La diffusion du taux forward FV associée a la mesure T;-forward est

dF] = B(t)(F} — )dW,, t<T;,

olt « est une constante réelle, (5(t))icr, une fonction déterministe par rapport au
temps et (W;)ier, un mouvement Brownien standard. Pour tout ¢ < 7T < Tj nous
avons o .

Fh— ot (B — aye b I et [ st
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Conditionnellement a th , la densité de F% est pour tout t <71 < T}

] | (e U )N
U(t,T) ’

fF%|Fg'($) =

pour x > « et
Ut,T) = /t " 82(u)du.
Remarquons que nous pouvons réécrire le modele
Fl =X} +a
dth = B(t)thth,
et donc

B(t, T))E, ((Ff.

j—1

— k)| F) = B(taﬂ)Ej(<X%j,l + o — k)| F)
= B(t, TH)E; (X7, , — (k — @))+|F).

X étant un mouvement Brownien géométrique, nous avons simplement pour la
valeur d’un caplet

Cpl(t, Tj_1,Tj,0,k) = 6;B(t, T;))Bl(k — a, F} — o, U(t,Tj_1)).
La volatilité implicite, (K, «v), est alors obtenue en résolvant numériquement

8, B(t, T;)Bl(k, F,6(K,a)\/T;_1 —t) = §; B(t,T;)Bl(k — o, F} — o, U(t, Tj_1)).

3.3.5 Modéele CEV

Le modele CEV pour Constant Elasticity of Variance a été introduit par [Co75]
et appliqué au marché des taux d’intéréts par [AnAn00]. La dynamique du taux
forward est sous la mesure Tj-forward

dF} = o;(t)(F})dW,, 0<~<1. (3.23)

Le cas v = 1 correspond bien entendu au modele de Black & Scholes, i.e. lognormal,
et a — 0 au cas gaussien (Bachelier). 0 est la barriere absorbante, si F; = 0 alors
Fy, = 0 pour tout s > t. Il est possible de montrer que pour tout 0 < v < 1 le
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processus est une vraie martingale (locale si >1). La valorisation d’un caplet de
maturité 7T; a 'instant ¢ de strike x est

1
— kX% 2u; ——; 2Kk 3,
I

ot x2(-,r, p) est la fonction de répartition d’'un chi-deux décentré de r degrés de
liberté et de parametre de décentrage p et
B 1

- 20t T)(1 =)

Cpl(t, Ty, 0) = 5B(t,Tj){Fg’ [1 —x? (25”; : ! + 2; 2u>]
v

k

u = k(F})2(=7),
Preuve 3.1. On peut montrer qu’il s’agit d’un processus de Bessel, voir
[AnAn00].

Les auteurs de ([[1aWe0g]) ont montré par perturbation singuliére que la vola-
tilité implicite d'un caplet de maturité 7 est donnée par

o) = 2 {1 g (Bf) s fa- ),

ul=" 24 24 u2=2v

avec 1
u = §(F(] + /f).

Nous présentons sur la figure (10) un exemple de surface de volatilité avec le
modele CEV.

3.4 Volatilité stochastique

Avant de discuter des modeles a volatilité stochastique pour les produits de
taux d’intéréts nous posons la forme générale des équations régissant le prix du
sous-jacent et de sa volatilité

dSt = ,U(t)Stdt + \/U_tStdZtl
dvy = a(S, v, t)dt +np(S,v,t)dZ}

avec (dZ}dZ?) = pdt. u(t) est une fonction déterministe. Nous allons essayer de
retrouver I’EDP de valorisation pour les modeles a volatilité stochastique. Dans le
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FIGURE 10 — Surface de volatilité simulée & I’aide du modele CEV avec F = 100.

cadre du modele de Black & Scholes, il n’y a qu’une seule source d’aléa, de risque,
le prix du sous-jacent et, cela peut étre couvert en achetant A sous-jacent (pour
un call). Ici, nous avons deux sources d’aléa, le prix du sous-jacent et sa volatilité,
il n’est plus possible de se couvrir a I'aide d’un seul actif. La seconde source de
risque a elle aussi besoin d’étre couverte. Ainsi, nous construisons un portefeuille
V constitué d'un produit C; de sous-jacent S, une quantité —A du stock (comme
avec le modele de Black and Scholes) et une quantité —© d’un autre produit Cy
écrit toujours sur S qui dépend donc de la volatilité v. Nous avons alors

V=0 —-AS—-00,.
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En considérant un portefeuille auto-financant et a 1’aide de la formule d’It6 mul-
tidimensionnelle pour V', dépendant de t, v et .S, nous obtenons

dV =dCy — AdS — ©dC,

_Jocy oCh oCy 0*Cy 190%*C, 10%*C,
—{atdt + %dS + v dv + asavd<5,v> + 57852 d<S, S> + 5761)2 d<U,U>
— AdS
802 802 802
0?C, 10%C, 10%C,
+ 7asavd<5,1}> + 5 852 d<S, S> + 5 802 d( s >
_Jocy oC oC 0*Cy
1 _,0°C, 1 0*Cy
+ §”US 632 dt + 57)776 81}2 dt
— AdS
9Cy . 90y dCy ?Cy
1 _,0%C, 1 9°Ch
+ 51}5 557 dt + 50776 502 dt
[ oCy 0*Cc, 1 ,0°C, 1 0?C,
—{ BT —Hﬁvaasav + 51}5 552 + 50776 502 dt » dt
0Cy 0?Cy 1 ,0°Cy 1 0?C,
-9 {at TIPS Geay T2 age T g M
oC 0C%
+ {85 — @W — A} ds
oC 0C5
{81} B @av} v
Pour éliminer les sources d’aléas nous mettons a 0 les termes en dS et dv, soit,
oC 0C5 B
“ oc, _aC
1 2
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Ainsi,
oCy 9*Cy ,0°C, 1 9°Cy
dV, = {at+ nBpv SaSa + vS 552 +§vn58 dt
dC, 8202 1 ,0°Cy 1 9%Ch (3.26)
— . 2 -
@{ 5 T nBpv S&S(‘? t3 vS 552 T myﬁ 902 }dt

Le portefeuille étant maintenant sans risque, son rendement devrait étre égal a
celui du taux sans risque 7,

dV, = rV.dt

3.27

En égalisant les équations (3.26) et (3.27), et en utilisant les équations (3.24) et
(3.25), nous avons

e PO 1 L0, 1 PC  IC
20; (875 I T T R T S R
T ac, PC, 1,002 1 ac: .9
3 ( or TS han, VS g T3l g TS Gg — 10

Le terme de gauche dépend uniquement de C}, le terme de droite de Cs, sans
perte de généralité, nous pouvons alors supposer qu’ils sont égaux a une certaine
fonction f des variables S, v et t. Ainsi

e, PO 1 G0C 1
ot TS gens T3 ge

oC 80
2,0°Y ov oL
B rS 5 rC = f (3.28)

Pour des considérations économiques que nous ne détaillons pas ici, la fonction f
est choisie tel que f(S,v,t) = (—a(S,v,t) — ¢(S,v,t)/v;) ot #(S,v,t) est appelé
le prix du risque de volatilité.

3.4.1 Lien avec la volatilité implicite

Considérons un modele a volatilité stochastique ou les processus de prix et de
volatilité sont non corrélés. Le pricing d'une option de payoff ¢(Sr, or) a la forme
générique

Vav(t.T) = e [ [ o(a,y)aP(Sr = 2,00 = y).
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ou SV ou pour valorisation sous un modele a volatilité stochastique. En appliquant
simplement la formule de Bayes nous avons

Ve (t,T) = e / / é(z, y)dP(Sr = z|or = y)P(or = y)
= [{e ™ [ fssimrms@)la,y)da | dB(or = y)

= [ fur () Vas(t. T, or)dy.

La derniere équation se déduit de fait que si la volatilité est fixée alors on se
retrouve dans le cadre de Black and Scholes. Le modele de Black and Scholes est
une variable déterministe, la seule variable aléatoire est o7, la derniere équation
est en fait ’espérance du modele de Black and Scholes sous o

st(t, T) =E [VBS(UT)] . (329)

Valoriser une option avec un modele a volatilité stochastique correspond donc a
faire une moyenne des prix de Black and Scholes pour toutes les valeurs possibles
de op. Ce résultat est connu sous le terme de formule de mélange. Nous allons
maintenant en déduire une approximation de la volatilité implicite dans le cadre
d’un modele a volatilité stochastique ainsi qu’une correspondance entre la sensibi-
lité de la volatilité implicite par rapport au sous-jacent et par rapport au strike.

Notons Vsy = Vgy(or). En faisant un développement limité de Vs (or) au
voisinage de o7 = E[or] nous avons

_ OVgg(o _ 10?Vgs(o _
Vsy = / [VBS(UT) + gi(TUT)(UT —or) + 2;52<UT)(UT - UT)2 + - ] f(or)dor
T
—~ — aVYBS(5T) _ 1 82V33(5'T) — \2
~ VBS(O'T) + W(E[O’T] — UT) + §W]E |:(O'T — O'T) :|
10%Vgg(o
= Vgs(or) +0+ ,M ar(or).

2 Jo

(3.30)
Si nous supposons maintenant que valoriser une option avec un modele a volatilité
stochastique correspond a la méme chose que valoriser une option avec le modele de
Black and Scholes mais en prenant en compte la volatilité implicite plutot qu’une
volatilité constante, nous avons

Vsy = Vps(2)

55 (0T ~ 3.31
~ Vps(or) + W&T(T)(E —or). 330
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oll Nous avons supposé que 8VB§E(”T) = ngEFUT) . Il ne reste plus qu’a égaliser les

équations (3.30) et (3.31) pour obtenir une approximation de la volatilité implicite

1 0*Ves(ar)
vaar(UT>

9Ves(aT)
dor

E%&T—i—

Notons qu'’il est possible de raffiner I'approximation en faisant un développement
plus lointain de (3.30), incorporant skewness et kurtosis par exemple. Dans le cas
simple ou le produit est une option européenne, ou certaines exotiques, nous pou-
vons calculer explicitement les dérivées du produit.

Pour montrer la correspondance entre la sensibilité de la volatilité implicite
par rapport au sous-jacent et par rapport au strike, rappelons que la formule de
Black and Scholes d’un call européen est homogene en S et K, Cps(t,T,5, K,0) =
SCps(t, T,1,K/S, o). Si nous revenons a notre formule de mélange (3.29), un call
sous volatilité stochastique correspond a la moyenne des call de Black and Sholes
pour différentes volatilités. Si nous n’avons que deux volatilités a disposition, la
plus faible oy, et la plus haute, og, (3.29) devient

1
Csv = 5 [Cus(S. K. 01) + 0p3(S, K, o)
1 K K
— 55 Cps(1,—=,01) + Cps(1, S’UH)}

()

pour f une fonction ne dépendant que de K/S. Nous avons ainsi

Csy =Sf <IS{) = SCps (1, 57 E)

s=s(

pour une fonction g de K/S. Ainsi

et donc

om K,

s~ 527

[

oK 57
oY %
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Si nous sommes proche de la monnaie (K ~ S), nous avons alors

% o2
0S T OK’

3.4.2 Modéle de Heston

Dans le modele de Heston, les équations de diffusions sous la probabilité risque
neutre sont donc
dSt = /LtStdt + \/U_tstdZtl
dvy = k(0 — v,)dt + o/ v, dZ2,

avec (dZ', dZ*) = pdt.

En reprenant (3.28),

oc o°C —|— vSQaQ—C—F lva 82—C+TSO—C—TC

(v —0) = 0) %

Il parait justifié de choisir le prix marché du risque de volatilité comme fonction
de la volatilité. Plus précisément, nous choisissons un risque proportionnel a la
variance v, ¢ = A\y/v avec A une constante. Définissons les parameétres ajustés au
risque £’ et 0’ tel que k' = k — X et K'0/ = k. L’équation (3.32) devient alors

oC 620 820 1 020 oC

— 2 — —_— —_—
B 0P G+ 505 g5 + 37 gy + 555 € (3.33)
o 2. |
v ov

Posons

(P8

T
avec F'(t,T) le prix forward de Sy, F'(t,T) = Steft "5 T valeur d'un call européen
C est alors

oCc 1 1
5 + UCH + vC’l + 39 2004 + pov(t) Oy — k(v(t) — 0)Cy =0, (3.34)
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ou T =T —t et les parametres k et 6 sont risque-ajustés (nous avons retiré les
primes pour simplifier). Nous allons maintenant chercher une solution a la 'Black
& Scholes’. Plus particulierement, nous posons

C(z,v,7) =€e"Pi(x,v,7) — Py(z,v,7). (3.35)

Substituant (3.35) dans (3.34), nous obtenons,

0P, 1 0P, 1 oP; 1 (32 0*P; OP;
——jlv=—+= —b; =0 (3.36
~or T2Var +< J)aﬁ Vg T gy ) Gy =0 (336)
pour 3 =0,1, a = kb, b = kK — jpo et, comme condition terminale
PJ'(:U? v, 0) =T1.>0 (337)

Pour pouvoir résoudre 1'équation (3.36) avec la condition terminale (3.37), nous
utilisons la transformée de Fourrier. La transformée de Fourrier (ou fonction ca-
ractéristique) de P est définie par

P(k,v,7) :/ e *dg P(x,v,T)

son inverse étant

00 dk
P(z,v,7) :/ ezkxP(k,v,T)Q—. (3.38)
—00 m
En substituant a nouveau dans (3.36)
OP; ) 1 1, 0P OP; OP;
_W_ik vPj — (2 )ZkvP + ~o? Vo pazkva——l—( b])a—vj:().
Pour simplifier ’expression, nous introduisons les notations
kK? ik
_ M
7 5 + 1)
B =kK—poj — poik
_ e
’7 - 2 °
Nous obtenons ainsi
oP; oP; 0P
P, — I =1 =0 3.39
(O‘ P ) “ouo " or (3:39)
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Posons, une nouvelle fois, I’ansatz suivante

Pi(k,v,7) = exp{C;(k, )0 + D;(k, 7)v}P(k,v,0)
1

- exp{C;(k,7)0 + D;(k,T)v},
i
ot les fonctions C; et D; sont ce que I'on recherche. Les dérivées sont

op; (Qacj +UaDj> 5

or or or
OP: -

a0 = Db

rP .

81}2] = Dij.

L’équation (3.39) devient ainsi
~ - 0D, - ~ oC;
v (an — BD;P; +yD}P; + aTJPa> +aD;P; -0~

On annule maintenant les termes en v et les termes ne dépendant pas de v, on
obtient le systeme

GCE a
or g

:Zﬁl)j
oD,

(3.40)

a7 ZZOf—-ﬁlzj+‘71)2
=y(Dj —ry)(Dj —1-)

= VB2 —day

Il ne reste plus qu’a intégrer le systeme (3.40) avec les conditions terminales
Cj(k,0) =0 et D;(k,0) =0 (correspondant a (3.37). Apres calculs

2 1—ge @
C(k,T) =K lT_T — ;h’l <1-g>]

avec

_ Bd

T+ 5 d
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ou g = r_/ry. Il ne reste plus qu’a inverser la transformée de Fourrier pour trou-
ver le résultat voulu. En utilisant (3.38), les pseudo-probabilités P;, j = 1,2 sont
données par

. 11 e fexp{C;(k,7)0 + Dk, T)v + ikx}
B(:E,U,T)—Q-f—ﬂ_/o §R{ T dk,

Equation que I'on peut estimer par des méthodes numériques classiques comme la
quadrature de Gauss - Laguerre pour résoudre le probleme de I'intégrale infinie.

Nous allons maintenant essayer d’extraire la volatilité implicite du modele de
Heston. Notons z; le log-strike a l'instant ¢, x; = log(S;/K) et supposons que le
drift du sous-jacent est nul p = 0, le modele de Heston devient alors

d; = —%dt + \/ordZ

dvy = — (v, — 0)dt + pn/5rdZ, + /1 — PP /5dW,

olt nous avons posé Z} = Z; et Z2 = pZ; + /1 — p*W; avec W; un mouvement
brownien indépendant de Z;. En appliquant 'opérateur espérance conditionnelle
a vy, nous avons en notant o, = E(v|zr)

1
doy = k(0 — oy)dt + pn (dIE(a;t|a:T) + 20t> + /1 — p?nE(\/vy dWizr).  (3.41)
Nous assumons que la derniere espérance est égale a zéro et que

fg E(vg)ds S¢

E =rp—t—
(wiler) foOT]E(vS)ds TST

(la derniere égalité est juste une notation). En injectant cela dans (3.41)

T 1
doy = k(0 — oy)dt + pn—Lds, — = po.
ST 2
Dans le cas particulier ou nous conditionnons par x7 = 0, soit K = S, o, est la
volatilité locale comme il a été montré (3.16). La volatilité locale de Heston vérifie
donc

1
doy = k(0 — oy)dt + 5PNt
=K' (0" — oy)dt
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avec k' = k — pn/2 et 8’ = kf/k. La solution de ce processus est
Oy = €_H/t(0'0 - 9,) + 6),

Ainsi, dans le cas particulier ou la volatilité implicite ne dépend pas du strike
(3.20) nous en déduisons la formule suivante

I?—Ieston T/ 7Ht O' - 0) e)d

=0 + 70— 0" (1—6_”).

/‘i/

3.4.3 Modele de Wu et Zhang

Le papier de Wu et Zang, [WuZh02], prolonge le modele de Heston pour le
marché Libor. Les équations de diffusions d’'un forward sous la probabilité risque
neutre sont

dfi = fI\Vird - (dZy — \/Vio 41 dt)

(3.42)
dV, = k(0 — Vi) + e/ Vid Wi,

on fl = f (t,T;,Tj+1). La volatilité (stochastique) suit donc un processus d’Orn-
stein Ulhenbeck, € est habituellement appelé le parametre volvol, il contrdle la
courbure du smile. - est le produit scalaire, Z est un vecteur de Q-mouvements
Brownien standard indépendants et (W;);cr, un mouvement Brownien standard

tel que 4
(V] - Zy)dW,

[edl

Les fonctions ('ytj )ter, donnent le niveau de courbure du smile. Elles sont données
par

= pldt.

= L+ (Tj1 — )ft
(G -T)f

mme précédemment pour les mesur rward nous introduison mouvemen

Comme précédemment pour les mesures forward nous introduisons les mouvements
. j+1 i+1

browniens Z!™" et W7 sous la mesure T4 -forward tel que

(0(t, Tjr) — o, T5)).

dZ]™ = dZ, — V'V ,o7 T (t)dt
AW{T = aw, + & \/V,dt,
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ou

J_ g (Tj1 —Tj) tpt||%||
O = T~ T (3.43)

Les équations de diffusions (3.42) sous la mesure T} ;-forward sont alors

dft ft Viv; - d ZjH
AV, = (K — (k + €€)V,)dt + e/ VidWi ™.

Malheureusement, & dépend de la dynamique des taux forward ( ft.)t>0, il n’est pas
possible d’obtenir des formules ’a la Heston’. Utilisant la propriété de martingale
de (f{)i>0 sous la mesure T}, -forward, nous avons E; i (f/|Fy) = f3 et nous
approximons (3.43) par

EJ: i1 — 15) tpt||7t||

= 1+ (T — T fF

nous avons donc 'freezé’ les coefficients. Posons maintenant {f = 14 ££/, alors,

AV = k(0 — EV;)dt + ey/VidWi+!,

Maintenant que les équations régissant la dynamique des taux forward et de sa
volatilité sont posées sous la mesure forward neutre, nous pouvons nous intéresser
a la valorisation d’un caplet en ¢ = 0 de maturité 7;,; et commencant en 7} de
strike K

Cpl(0, T}, Tj11) =B(0, Tj11)(Tj41 — Tj)EjH[(fj — K)|Fo(t)]
. K
— =)+ | F]
A
; In(f. /f3
=B(0, Tj11) Ty — T) R[50, | 7]
+ B(0, Tj11)(Tj41 — @)KEj+1[]lfg>K|f?]-

=B(0,Tj11)(Tj1 — Tj) 3B [(=F

Les deux espérances peuvent étre évaluées en utilisant la fonction génératrice des
moments du taux forward

qb(Xt;‘/;;t)Z) [ ZXT |ft] S C,
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avec X = In( f%j /f3). Par définition de la fonction caractéristique (voir e.g. [DuPaSi00]),
nous obtenons

In(fJ 11 oo (e /) (i
Byl 5, ) = Ly L),

T (e ) (1 + i)

Ej+1[ In(f;(T5)/£;(0) fg>K|ft0] = — du7

u
ou ¢r(z) = ¢(0, V4,0, 2z) et I(x) dénote la partie imaginaire de x. Les deux espé-
rances peuvent ainsi étre approximées par des méthodes numériques usuelles. 11
est tout de méme possible d’obtenir une formule fermée. Par simple application
du théoréme de Feyman-Kac multi - dimentionnel,

a¢ 8qz5 1 cb ¢
2 82¢ ( . )
+ €p; 3V8x+f||%|| V =0
avec comme condition terminale
oz, VT, z) = . (3.45)

De la méme maniere que Heston, nous posons I'ansatz,

¢(x,Vit,z) = (]3(3:, V,T,z2) = A2 +B(1,2)V 22
avec T = 141 — t. En substituant dans les équations (3.44) et (3.45)

dA

— = kOB

dr "

aB 1, < 1., .
Py L N — k€ENVB 4+ Z114712(22 —
1B 2B+ el — 8B + LI - 2)

avec comme conditions initiales
A(0,2) =0, B(0,2)=0.

On reconnait alors la forme des équations différentielles de Ricatti. Dans le cas
ou les fonctions p] et 77 sont constantes par morceaux, apreés résolution (voir
[WuZh02]), nous obtenons pour tout 7; < 7 < 7,41 les équations de récurrences

0 , 1 — g.edm="9)
A(T,Z):A(Tj,Z)—i-% (a+d)(tr—71")—2In (19]_69' )]
i

(a+d—€*B(1;,2))(1 — ed(T_Tj))

— J
B<T7 Z) - B(T 7Z> + 62(1 _ gjed(T_Tj)) )
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ou

a+d—eB(1,2)
a—d—e?B(17,z)

a=ré — pellrillz, d=1/a2 —|i|]2e2(z2 — 2), g =

3.4.4 Modéle SABR

Nous passons au modele de Hagan et al., [HalKulLeWo02], SABR, pour "Sto-
chastique, Alpha, Beta, Rho. Il s’agit d’'un modele a volatilité stochastique carac-
térisant la dynamique d’un forward sous la probabilité risque neutre par

dF,; = ViF} (t)dZ],
AV, = eV, dW?
Vo=«

avec (7]

Li)ter, et (W})er, deux mouvements Brownien standard vérifiant

(dZ] ;aW}) = pdt,

et 8 € (0, 1], € et a deux constantes réelles positives et p € [—1, 1] Le taux forward
F,; est donc type CEV avec une volatilité stochastique suivant un mouvement
Brownien géométrique sans drift. Il s’agit d’'un des modeles les plus populaires
actuellement pour sa simplicité a mettre en oeuvre et ses approximations pour les
volatilités implicites. Depuis, des résultats plus généraux ont été montrés, nous
renvoyons par exemple a [La05] ou [LLa08] pour quelque chose de plus complet.
Notons que les prémisses de cette théorie ont été instiguées par [BeBull104], abor-
dable par un étudiant un peu motivé.

Les auteurs de [HalluL.eWo02] démontrent par perturbation singuliere que le
prix en ¢ = 0 d’un caplet est

Cpl(0, 11, Tj, k) = (T; = T;-1) B(0, T}) (Fo,;¢(dy) — Ko(d-))

ol .
. IH(FOJ‘/K) + %Ulmp</€, FO,j)2T‘j71

dy = :
o (r, Fo j)*\ /T

et 0™P(k, F') est la volatilité implicite vérifiant I’approximation

im — @ -
o p(li,F)—(Fﬁ)% [1+%1n2 (§)+(11;25341n4 (§>+}x(2)

3.46
{1+ (1_6)2a2+ pBGOé 22_3p2 7}_1+...}7 ( )

5 +e€
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avec

(F:‘i) “In <F>

K

V1I=2pz+224+2—p
z(z) =1In :
1—p
Dans le cas particulier ot nous sommes a la monnaie (ATM), i.e. k = F' = F;,
nous avons

OATM — O_imp(FvOJ7 FO,j)

(1—-0)%*  pBea  ,2—3p?
1 T,
" ( T Y IS TR

. e}
-
Fy

1+...] (3.47)

Le terme principal de I'équation (3.47) est 1 —f-7, les parameétres o et 3 vont influer

sur la courbure comme sur le niveau de la Volamhte implicite ATM.

Pour comprendre le role de chacun des parametres, les auteurs de [Hal<ulLeWo(2]
proposent une nouvelle approximation de (3.46),

) a 1 K
O'lmp(K’ Fo,j) :W{l — *(1 - 6 - pA) 11’17

: 2 Fy .
0791 03 (3.48)
1— 2 — A2 1n?
12[( B)?+(2—-3p")A°In Fo,]+ ]
avec
A= Fo,”
(6%

Le premier terme de (3.48) correspond a celui de la volatilité implicite ATM, en
d’autres termes, celui approximant au plus la volatilité implicite ATM. Le terme
In K/ Fp j nous donne le niveau de la volatilité implicite par rapport au strike. Il est
lui méme amplifié par deux termes, —(1 — 5)/2, que l'on appelle habituellement
le "beta skew’, et pA/2, le 'vanna skew. La partie associée a In> ﬁ nous donne
la convexité de la volatilité implicite. Le premier terme amplifiant son importance
est appele naturellement le beta skew au carré, le second est 'volga’ (volatility-
gamma). Nous présentons la figure (11) une surface de volatilité simulée a 1'aide
du modele, ainsi que sur (3.4.4) I'influence des parametres 5 et « sur le smile de

volatilité en fonction du strike.
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1.5-
g
=y
©1.0-
3
=1
=}
&

0.5 -1

FIGURE 11 — Surface de volatilité simulée & I’aide du modéle SABR.

L) LK)

FIGURE 12 — A gauche, influence du parametre 3 sur le smile, & droite, influence du parametre
a.
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3.5 Dérivées sur volatilité

Il existe des produits dérivés sur des prix d’equity, taux, forex, commodities,
inflation, etc., et également, sur la volatilité de ces produits. En effet, il est possible
d’acheter de la volatilité sur les marchés.

3.5.1 Swap de variance

Il est possible de faire un pari sur le niveau de la volatilité dans X jours, ou
de se hedger, selon le point de vue. L’exemple basique est le swap de variance. Le
payoff d'un tel produit est

SV = NAZ(M &l ) — Nog,

noi3 Sz'—l

ou N est le nominal, n le nombre de jours avant la maturité 7', A = 251 le nombre
de jours dans une année, o2 le strike de variance.

Dans le cas ol nous travaillons en temps continu, le swap de variance devient

SV =N 1/T 24s — 2
B T—t) 7 ST

Comme pour les swap de taux vu précédemment ou nous échangions un taux
fixe contre un taux variable, nous échangeons cette fois une volatilité fixe o contre
une volatilité flottante log®(S;/S;_1). Nous avons deux possibilités pour valoriser
ce produit, soit nous calculons simplement la valeur de la volatilité intégrée, soit
nous la répliquons par un portefeuille d’option.

Avec le modele de Heston, la volatilité est donnée par
doy = —k(oy — 0)dt + n+/o dW,.

La variance intégrée est donc

1 T 1 — efn(Tft)
—FE / dt| = ——— (0, —0)+ 06
T—t L o ] K(T —t) (00 =6) +

pour une preuve de ce résultat on peut regarder les résultats sur le processus CIR
vu précédemment.
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Plutot que de travailler sur la volatilité en elle-méme, nous pouvons essayer de
la répliquer par un portefeuille d’option cela peut par exemple nous permettre de
hedger le portefeuille par des techniques classiques. On suppose le modele général

sous Q

L& =rdt + Utth-
St

En appliquant le lemme d’Ttd & In(S;) nous avons
1
dIn(Sy) = (r — §af)dt + o dW;

et donc
oldt = rdt + o,dW; — dIn(S;)

ds;

;fdt—st—dln(st)
/T s—/ /len(S
—/ 5—/ ln—

La valeur d’un investissement en o; est ainsi

1 /T T
e_T(T_t), / E(O’S|.Ft)d$ _ e—r(T—t)]E / dSs
2 Ji t S

W, étant un processus de Wiener, pour le premier terme nous avons

T dS
~r (T / E
¢ ( t S

Pour répliquer le second terme, nous avons besoin d’introduire le résultat suivant.
Tout payoff ¢p(Sr) avec Sy > 0 peut étre décomposé en une somme infinie de call
et de put a différent strikes

S
_ —r(T-1) ]E T
.Ft> (& (St

)

7)o —n) (349

8(Sr) =0(F) + & (F)(Sr — F) + [ ¢'(K)(K — Sr),d
0 (3.50)
+ / &' (K)(Sy — K),dK

ou F = S,e" T le forward. Pour prouver ce résultat rappelons que

max(z — K,0) = 1,_g, 1, =0(r—K).
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Pour toute fonction f : R% — R,

= [ f<K>6<K — 2)dK

0o O?
_ / aK2 — @) dK + [ (K)o (K — @), dE,

ol nous avons simplement appliquer le théoreme de Chasles pour les intégrales, les
deux dérivées secondes sont égales. En faisant deux intégrations par parties avec
r* = F et x = Sy on trouve le résultat voulu. En multipliant (3.50) par e="(7—*)
et en passant sous l'espérance risque neutre on obtient pour toute valorisation
d’option de payoff ¢(St)

T TOR((SF) =e T Op(F) + [ " (K)Put(T, K)dK

(3.51)
+ / ¢ (K)Call(T, K)dK.
F
En appliquant (3.51) au payoff ¢(z) = log (s%) nous avons
FPut(T, K
e_’"(T_t)IE(ln< )|]—"t) =TT — ) - | UtE(Z’)dK
C ll T K) 0 (3:52)
- / CalllT, K) e

La variance intégrée peut donc s’écrire comme la somme de (3.49) et (3.52), soit

F Put( T K)
2
—t Wl = t/ (3.53)
/ Call (T.K) .
t K? '

3.5.2 Option sur volatilité

Pour proposer un framework généraliste d’option ayant pour sous-jacent la
volatilité d’un actif nous avons besoin de faire un calcul auparavant. Supposons
pour simplifier que le taux sans risque est égal a zéro et que les processus de prix
et de volatilité sont indépendants, (3.50) devient alors

E(¢(S7)|F) = 6(F) + /0 " () Putps (K, T)dK + /F (K Callgs (K, T)dK.
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Considérons maintenant le cas particulier du payoff ¢(S7) = S%, il s’agit d’une
option power. Une telle option peut donc étre répliquée par

F 00
E(SE|F) = FP+p(p—1) /0 KP=2Put(K, T)dK +p(p—1) /F KP2Call(K, T)dK.

Pour simplifier cette expression nous allons faire le changement de variable k =
log(K/F'), la parité call/put devient

Put(k) = e *Call(—k).
Ainsi,

B(SpF) = F7 (1400 1) |

—00

. 1
_pr (1 L op(p — 1)/0 keb cosh (p - 2) Call(k, T)dk) .

0 00
PPPut(k, T)dk + p(p — 1) / P Call(k, T)dk:)
0

(3.54)

Considérons maintenant la diffusion du log-prix générale avec toujours les taux
d’intéréts égaux a zéro
s 5
xr =log | —
T g S,
T 1
= / o dWy — = (x)r.
0 2

Le processus zr est une loi normale de moyenne —1/2(z)r et de variance (z)r, sa
transformée de Laplace est donc

E (e"7) = e~ 3P(@) 50 (@)

Ainsi
E (e"7) = E (6(p2/2—p/2)<96>T)

— (6)‘<I>T)
ol A = p?/2 — p/2. En d’autres termes
E (ex\(wh) - <6p(>\)1’T>
avec p(A) = 1 + /% + 2X. En utilisant la formule (3.54)
E (6>\<1‘>T) - (GP(A)IT)
E (S7(N)
o0 1
Ja (1 +2p()(p(N) = 1) | ket cosh (p()\) - 2) Call(k:,T)dk>
0
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ce que 'on peut simplifier en remarquant que p(\)(p(A) — 1) = 2X. Pour conclure
et avoir une formule de valorisation générale nous n’avons plus qu’a remarquer que

B (o)) = 38 (1)

A=0
Ainsi,

E ((x)r) = ai (1 4 /O " ket/? cosh (p(/\) - ;) Call(k:,T)dk)

A=0

00 1
= k/2 —_ =
4/0 ke™= cosh (p(O) 2) Call(k, T)dk (355)

_ 2/00(1 + M Call(k, T)dk
0

—9 (/0 Put(k, T)dk + /OOO Call(k,T)dk) .

—00

On retrouve ainsi le méme résultat que (3.53).

3.5.3 VIX

L’indice VIX est la volatilité de I'indice S&P500. Aujourd’hui (les méthodes de
calculs ont changé au fil des ans), il est déterminé par

2¢'T L SK; 1 /F 2
¢ i ( ) (3.56)

2
ou (); est le prix de 'option, call ou put, hors de la monnaie de strike K;, F' est
le forward, Ky = min{sup F'} et K la différence entre deux strikes consécutifs. A
I'origine, le VIX était calculé pour reproduire la volatilité implicite a la monnaie
de maturité 1 mois. Il s’agissait d’'une moyenne sur 8 options, des calls et des
puts proches de ’ATM. Le nouveau calcul prend en compte plus de maturité
pour pouvoir représenter la skew, également une moyenne de bandelette d’option
pondérée, enfin, initialement, le VIX etait calculé sur le S&P 100 et non sur le 500,
la vision du marché est donc plus large et consistante.

Il est possible de retrouver I’équation (3.56) a I’aide de la formule (3.53) et donc
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(3.55), on suppose toujours le taux sans risque égal a zéro

dK

VIX; /F Put(K,T) K + / Call(K,T)
0

2 K2 K?
ja K _
_/ PutKT ) a4 / CallKT)dK Put(K,T) - Call(K.T)
K? Fo K?
K- F
_ @ FE-F)
0 Fo k2
1(Ky— F)?
_/ Q dK_fM.
2 2

I1 ne reste alors plus qu’a discrétiser pour retomber sur (3.56).

Il n’y a pas que le VIX comme indice de volatilité, on peut par exemple penser
au Russell 2000 Daily Volatility, Corn Volatility Index, DJIA Volatility et au NVX
pour le Nasdaq.

3.6 Calcul de Malliavin

Nous faisons ici une introduction au calcul de Malliavin, cela nous permettra
entre autre de calculer des grecques pour des options a payoff compliquées. Le
calcul de Malliavin est une théorie de calcul infiniment différentiel sur I’espace de
Wiener. Il ne s’agit certainement pas de la chose la plus simple, nous ne ferons
donc pas toutes les preuves. Pour aider a la compréhension, nous rajoutons des
exemples de calculs corrigés. Pour plus de détails sur la partie théorique, nous
renvoyons a [Nu06], [Ok97] ou [Wag4].

3.6.1 Eléments de théorie

Définition 3.1. (Processus gaussien isonormal). Soit H un espace de Hil-
bert. Un processus stochastique W = {W(h),h € H} sur l'espace de probabilité

(Q, F, P) est un processus gaussien isonormal si W est gaussien et vérifie pour
tout h,g € H E(W(h)W(g)) = (h,9)u

Remarquons que la fonction h — W (h) est linéaire, en effet, pour tout A\, u € R
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et hge H

E[(W (X + ug) — AW (h) — uW (9))*] =|[A + gl + N[|RI [ + 12|95
— 20+ pg, h) g — 2p(Ah + g, g) i
+ 2\ulh, g) i
=0 P.S..

Ainsi, la fonction donne une isométrie entre H est un sous-espace H; C L*(Q, F, P)
contenant les variables aléatoires isonormales.

Un exemple bien connu de processus gaussien isonormal est 'intégrale de Wie-

ner. Avec B; = (B}, -+, BY) un mouvement brownien d-dimensionnel sur (2, F, P)
et pour tout h € H = L*(R,,R%), I'intégrale de Wiener

W) =3 [ hi(s)aB;

est un processus gaussien isonormal. Il est clair que W (h) est gaussien par définition
de l'intégrale stochastique et en simplifiant avec d = 1,

E(W (MW (9)) = [ gls)h(s)ds = (g, ).
3.6.1.1 Chaos de Wiener

Nous allons maintenant montrer I'un des résultat fondamental de cette théo-
rie, la décomposition en chaos de Wiener de toute fonction de L2. Pour ce faire
nous avons besoin d’introduire les polyndémes d’Hermite. Il s’agit de polynomes

2
orthogonaux pour la mesure p de densité % = ¢ 2 Pour tout z € R et A > 0

dx VT
HQ(CE, )\) =1
Hulw, A) = (_n>;) e din (e75), n>1.

Remarquons que nous avons le développement en série entiere

) &
exp |t — -5 = >t H,(z, N).

n=0
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Pour tout n > 1 nous définissons le chaos de Wiener d’ordre n, H,,, comme la
fermeture du sous-espace linéaire de £3(Q, F, P) générée par

{H,(W(h)),h € H,||h||z =1}

avec Hp un ensemble de constante. Le lemme suivant nous permet de montrer que
les ensembles H,, sont orthogonaux entre eux pour tout n # m

Lemme 3.1. Soit X etY deux variables gaussiennes centrées réduites, alors
pour tout n,m >0

N
[N
3

E(H,(X)Hn(Y)) = { 01:(]E(XY))", n

Preuve 3.2. Pour tout s,t € R,

E (exp (SX - 8;) exp (tY - t;)) = exp (stE(XY)).

En prenant les dérivées o ndTm en s =t =0 de chaque coté de I’équation précédente
nous avons
0 n#m
| | = ’
E(n!H,(X)m!H,,(Y)) { W EXY)", n=m

Nous pouvons maintenant montrer la décomposition de L?(G) en chaos de
Wiener ou G est la o—algebre générée par W.

Théoréme 3.1. L’espace L*(G) peut étre décomposé en une somme infinie
de sous-espaces orthogonaux

L*(Q,G,P) = @H

Preuve 3.3. Nous avons déja montré ['orthogonalité des sous-espaces H.,, il
ne nous reste plus qu’a montrer que si X € L*(Q, G, P) tel que E(XH,, (W (h))) =0
alors X = 0. Notons déja qu’il est possible d’exprimer x™ par une combinai-
son linéaire de polynomes d’Hermite d’ordres inférieures ou égaux a n, ainsi,
E(XW™(h)) = 0. Le développement en série entiére de la fonction exponentielle
nous permet d’écrire E(W exp(W(h))) = 0 et la linéarité de W

e (o (Zewm)) -0
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avec pour m > 1, ty, - t, € R et hy---  hy,, € H tel que ||h;||g = 1. Cette
équation peut se voir comme la transformée de Laplace de la mesure

v(B) = E(X1(W(hi),-- W (ha))), B € B(R™.

Si la transformée de v est zéro, alors la mesure doit étre elle méme-égale a zéro
pour tout G € G, soit, E(X1g) =0 et donc X = 0.

Nous avons un moyen de décomposer l'espace L?(G). Le prochain but est de
déterminer un moyen de décomposer une variable aléatoire en une somme de va-
riables aléatoires orthogonales.

3.6.1.2 Intégrale multiple stochastique

Nous allons définir I'intégrale multiple stochastique d'une fonction f € L?(T™),

/Tn [ty ta, -+ t,)dB(t1)dB(ty) - - - dB(t,,).

Nous définissons 'espace &, contenant les fonctions élémentaires sur 7"

f(th T 7tn) = Z ail,---,inﬂ[nl—l,nl[ X X ﬂ[Tin—l,Tin[(tla T 7tn)
il’ ’in—l
avec a = 1) < 1 < -+ < T = b tel que a;,...;, = 0 i i, =i, Pour tout f € &,
nous définissons
k
L(f)= > ai.ii &,
i1, ,in=1

) ou&;, = B(r;,) — B(r;, — 1) pour p = 1,--- ,n. Rappelons que la symétrisation
f de f est

~ 1
f(tla to 7tn) - M Z f(ta(l)a o 7t0(n))
n!
0cESH
ou S, est I'ensemble des permutations possibles sur {1,--- ,n}. Par exemple

f(z1,29) = coszy — x;’

~ 1
f(xy,20) = §(cosx1 + cos g — x5 — a3).
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Lemme 3.2. Si f € &,, alors L,(f) = L,(f)
Preuve 3.4. Par linéarité de f, nous pouvons montrer le résultat simplement

pour la fonction
flt, o tn) = Lo 1@ @ 42

51)’ tl( )[C T sont disjoints. Nous avons
L =11 (5(#) - 5(x"))

1 n

3 S LB 0R) -5 0)

En observant que pour toutes les permutations o € S, 11", (B (t§2)) - B (tl(»l)))
ol (B (tf()z)) - B <tgl()z))), nous obtenons le résultat voulu.
Lemme 3.3. Pour tout f € €, et g € &y, ny,n > 1, alors E(L,(f)) =0 et
0 sin#m
E(L,(f)I,, = 5 )
(In(£)Im(9)) { n!(f, G2y sin =m.

Preuve 3.5. La preuve pour l’espérance est triviale. Considérons donc f €
O x [t O] qvec pour

ot les intervalles [t

L(f) =

E, et g € &, partageant la méme partition [t(l) t
coefficients respectifs aj, ... ;,, €t b, .. ;... Nous avons

L(f)=n! > ay.i,& &,

le méme résultat s’obtient pour g. Ainsi

E([n(f>[ ( _n'm‘ Z Z Qi i, 21 “in (&1' 'ginéjl'

11 << j1<<jn

&)

ot
Sim=m,iy = J1, " ,in = Jn.

E(&, - “&iniy fym) = { (1;[ 1(% - sz_l) sinon

Ainst, sin #m, BE(1,(f).(g9)) =0 et sin=m
E(L.(f)Im(g)) = (n!)2 ’ Z . Qi i Oy iy 1:[1(Tip - Tipfl)

_ n!/ Fltrs oo b gt -+ bty - - dt,,

117
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Notons qu’il est possible d’étendre ces deux derniers résultats pour le cas ou
feL*T") et g € L*(T™). Nous avons également le résultat suivant.

Théoréme 3.2. Soit f € L*(T™), n > 1, alors

L(f) = n! /ab - /t (/t by, ,tn)dB(tn)) AB(t, 1) ---dB(t).

Preuve 3.6. Considérons le cas simple et suffisant ou f est donné par
f(tl, - ,tn) = ]l[t(ll),t?)[x---x[tﬁbl),tLQ)[(tl’ <. ,tn)

outh <2<l <<t <tV <P Alors
= 2 1
() =118 (67) - B (")
i=1
D’un autre coté f = %f Sttty <th_1 <---<ty, ainsi

tn—1 1
/ f(t, - tn)dB(t,) = ﬁ]l[tgl)’t(f)[X"'X[tgll,tfll[(tl’ e tn)(B (tg))—B (tng))).

Notons qu’il s’agil clairement d’une variable F o) mesurable. Nous obtenons alors
n—1

par itérations

[ ([" Ftn o 00)aB) ) dB(t ) - dB(t) = - H (B(1?) - B (1))

Il est possible de relier les polynomes d’Hermite avec 'intégrale multiple sto-
chastique.

Proposition 3.2. Soit H,,(x) le m-iéme polynéme d’Hermite, f € H =
IL2(T), alors
L(f*") = ntH, (W (f), || f1[E2r))
Preuve 3.7. Nous allons montrer la proposition par récurrence. Le casm = 1

se déduit du fait que & est dense dans L*(T). Supposons a 'ordre m et montrons
a lordre m + 1. Notons f&" 1 = f(t1) - f(tm), par (5.2)

[m+1 (hEBerl) = (m —+ 1)'[m /bf(tl)thdB(h)

avec

Xo= [ ([ 400 ftn)aBlt ) ) - dB(ea).

Alexis Fauth 118



Modele de Taux

Théoréme 3.3. Toute variable aléatoire F' € 1.2(G) symétrique peut étre
décomposée en une série unique d’intégrale multiple stochastique

F = i L,(fn)

Passons a quelques exemples pour clarifier les choses sur la décomposition en
chaos de Wiener. Dans tous les cas, (Wt)te[o,T] est un mouvement brownien.
- F=W(t).

W est un processus gaussien isonormal, il s’agit en fait d'une intégrale sto-
chastique par rapport au mouvement brownien,

W) = [ Tgqls)ai.
On en déduit directement que fo =0, fi = Ly et f, =0,n > 2.
— F = [ g(s)dW, oti g est une fonction déterministe.
On a de maniére évidente fo =0, fi=get f, =0,n > 2.
- F=W?2().

Il y a une petite astuce cette fois, il faut remarquer que

: 1,1
/ W.dW, = ~W2(t) — ~t.
0 2 2

On a donc A
W2(t) = t + 2/ / AW, dW,
0 Jo

T rs
:t+/() /o Ljo.q(u) Lo, (s) AW, W,
=t+ Ir(fs).
Ainsi, fo=1t, f1 =0, fo =1g(u)ly(s), fn =0,n> 3.

3.6.1.3 Dérivée de Malliavin
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Nous passons maintenant a 1'un des objets qui va nous étre utile pour dé-
terminer les sensibilités d’options. Introduisons I'espace Cp°(R") des fonctions
f:R* = R, C et avec des dérivées partielles a croissances polynomiales et
I’ensemble S des fonctions régulieres

S={F=fW(h), - ,W(hy)), f € C*(R"), n > 1} .
Nous noterons Sy, pour l'espace des fonctions f € Cp°(R™) a dérivées bornées. Nous
avons donc S, C S.
Définition 3.2. Pour tout F' € S, nous définissons la dérivée de F', DF' par
la variable aléatoire

DiF = 3 0 f (W (ha). -+ W (b)) (3.57)

La dérivée de Malliavin peut également s’écrire comme une dérivée direction-
nelle

(DUF, By =t~ ((FW (k) + £Cha, Rir, = FOV () + (o B ) — F).

Pour bien comprendre les choses prenons comme exemple un mouvement brow-
nien défini sur [0, 7], (By)iep,r), et Uespace de Hilbert H = L2([0, 77, B([0,T7), A)
ou A est la mesure de Lebesgue. Pour tout h € H posons F' = W (h(t)), alors

D,F = D (h(t))
= h(t).
Il est sous entendu que nous avons posé f(W (h(t))) = W(h(t)), soit f(z) = = qui
a pour dérivée f'(z) = 1. En utilisant (3.57), on obtient le résultat.

L’un des éléments importants lorsque l'on souhaite introduire une théorie de

dérivation est la formule d’intégration par partie.
Lemme 3.4. Soit F € S et h € H, alors
E[(D,F, h)u] = E[FW (k)]

Preuve 3.8. Considérons le cas ||h||g = 1 et une base orthonormale de H,
{er, - ,en} tel que h = ey et ' = f(W(ei), -, W(e,)) ot f € CXR"). En
notant n(x) la densité d’une gaussienne multivariée sur R,

n(z) = (27) ™% exp (—; ix?) .
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Alors,

of (z)
R 01
= /Rn f(z)n(x)x dx
= E[FWV(e))]
=E[FW (h)].

E{D:F, h)u] =

n(z)dz

En utilisant la propriété (la régle du produit)
D\(FG) = D,FG+ FD,G,
on en déduit une seconde version de la formule d’intégration par partie,
E[G(D.F,h)y| = —E[F(D,G,h)y| + E[FGW (h)].

En plus de la formule d’intégration par partie, nous avons la formule de dé-
rivation en chaine. Introduisons d’abord l'espace complet de S, D'? muni de la
semi-norme

1
1F |1 = {E(FP) +E(|D.F|f5)}
pour tout p > 1 et notons D sa fermeture.

Lemme 3.5. Soit g une fonction C* de R? dans R d dérivées partielles bor-
nées F = (F',--- | F%) un vecteur aléatoire tel que F* € DY pour tout i. Alors
g(F) € D' et

d
Dy(g(F)) = > dig(F)D,F". (3.58)
i=1
De la méme maniere que pour la variable aléatoire F', nous avons une décom-
position en chaos de Wiener de la dérivée de Malliavin.

Proposition 3.3. Soit F' une variable aléatoire de carré intégrale admettant
la décomposition de Wiener F = 302 I.(f,) avec f, € L*(T™). Alors F € D'?
881

)
> || ful [E2ny < 00,
n=1

et dans ce cas nous avons

DiF = ¥ nlys(ful11)) (3.59)

n=1
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Passons maintenant a quelques exemples de calcul de dérivées. Dans tous les
cas, (Wi)iepo,r) est un mouvement brownien.

- F=W()

Remarquons que

t
W(t) = / AW, = / Lo (s)dW,
0
— W(IL[OJ])
On a donc
DtW(t) = ]l[gjt](s)
~ F = [ s2dW,

On remarque directement que h(t) = ¢, donc D, F = {2.
— F = [ [2In(ty + to)dW,, dW,,.

Il s’agit d’une intégrale double, on est donc amené a appliquer la formule
(3.59). On a [y [ In(t; + to)dWy, dW,, = L(In(t, +t5)), ainsi,

1
T

— / In(t, + t)dW,,.
0

— F =exp(W(t) + W(s)?).

DyF = exp(W(t) + W(s)*) L + 2W(s) exp(W (t) + W (s)*) Lo
3.6.1.4 Intégrale de Skorohod

Nous allons introduire 'opérateur dual de la dérivée de Malliavin, appelé 'opé-
rateur de divergence et dans le cas gaussien, l'intégrale de Skorohod.

L’opérateur de divergence d et donc l'adjoint de D, vérifiant la relation de
dualité pour tout £ € D2

E[F§(u)] = E[(DF, u)y] (3.60)
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ol u appartient au domaine de §, Dom(d) tel que
Dom(8) = {u € LA, H); [E[(DF,uu]] < cul|Fllzaoy}.

Nous avons également une représentation différente de l'opérateur de diver-
gence. En prenant toujours F' € D2 et uw € Dom(§) tel que Fu € L*(Q, H) et
Fé(u) — (DF,u)g € L*(Q) alors Fu € Dom(9) et

0(Fu) = Fé(u) — (DF,u)g. (3.61)

La preuve de ce résultat se déduit directement de (3.60). En effet, en considérant
une variable G € S,

E[(Fu, DG)y] = E[{u, D(FG) — GDF) ]
= E[(Fo(u) = (u, DF))G].

Nous avons les propriétés suivantes :

— Siu € Dom(6), alors E[§(u)] = 0.
— ¢ est opérateur linéaire et fermé de Dom(J).
— Siu e Dom(6),

ZFW — Y (DFj, hy)

J=1

Comme dit précédemment, dans le cas gaussien, nous parlons d’intégrale de
Skorohod pour l'opérateur de divergence é(u). Nous allons nous restreindre main-
tenant & W(h) = [, h(s)dB, pour tout h € H = L*(T) avec donc T = [a, b].

Remarquons que dans le cas particulier on u € L*(T x Q) est un processus
adapté alors u € Dom(6) et § coincide avec 'intégrale d’Itd par rapport au mou-
vement brownien

b
d(u) = / usdBs.
a
En effet, u est un processus élémentaire adapté pouvant s’écrire sous la forme

Uy = Z Fj]lltjvtﬁl](t)?

J=1
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avec F; € L2(Q, Fi,) pour a <t < -+ < tpyy < b. Alors en appliquant la formule
de l'opérateur de divergence (3.61), nous obtenons,

5(Fj]1]tj¢j+1]) = Fj7'5<]l]tj:tj+l]> - /tDtFj]I]tj:th](t)dt
= 'F}(Btj+1 - B(t]))

On conclut par la linéarité de § en passant a la limite.

Il est bien entendu possible de lier I'intégrale de Skorohod avec I'intégrale mul-
tiple. En supposant que le processus stochastique v admet la décomposition

o0

u(t) = Z ]n(fn("t))7
n=0
son intégrale de Skorohod vérifie
n=0

ol f est la symétrisation de f comme précédemment.
Pour conclure cette section, donnons la dérivée de 'intégrale de Skorohod. Pour
tout u € DY?(H) tel que Dyus € Dom(d) et 6(Dyu,) € L*(T x Q) alors

Dy(6(u)) = ue + 6(Dyu) (3.63)

Encore une fois, faisons quelques exemples.
- F=W(t)

Il est clair que W (t) est F; - adapté, I'intégrale de Skorohod coincide donc
avec 'intégrale d’'Ito et

T

S () = [ WBew
- /O " waw e
= 1WZ(T) Lr

2 2

— F = [T W2(ty) oW (t).
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Nous avons
| wEew @) = [t + L)W ()

ol fa(ty,ta,t) = Lpose)(t1)Lj0,)(t2). 11 faut maintenant déterminer f pour
pouvoir utiliser (3.62).

fQ(tthJt) - ;)[f2(t17t27t) + f2<t7t27t1) + f2(t17t7t2>]

1
= g[]l[o,tg]tl]l[o,to]tQ + Lo 40t L1001t + Lio,t01t1 L j0,0)1]

1
= g[]ltl,t2<t0 + Lt ty<ty + Ly <to)
1
=1yt to<cto + g]ltl,t2<to<t + g]lt,t2<to<t1 + g]lt,t1<to<t2-
Ainsi,
T 9 T
/O W2(t0)6W (£) =tgW (£) + /0 L(f>)sW (#)
=toW (T) + I3(f>)
T rts to
—toW (T) + 6 / / / (L oge) (1, £, )2 AW (£2)dW (£) AWV (t5)

t3 t21
+6 / / [ S tasto<t WV (0)AW (12) AW (1)

W (T) + 2, (thi ) o [U [0 [ awaaw ) aw
=toW (T) + W?(to) — 3W (to) + (W?(to) — to) (W (T) — W (ty))

=W2(to)W(T) — 2toW (o).

3.6.2 Application a la finance
Considérons la diffusion générale d’un actif financier (S;)¢>o,

ou (Wi)i>o est un mouvement brownien et p et o sont des fonctions adaptées
vérifiant de 'bonnes propriétés’. Par bonnes, nous sous-entendons qu’il n’y a pas
que les conditions usuelles a vérifier sur les deux processus mais un peu plus afin
de pouvoir déterminer la dérivée de Malliavin de S;. Pour tout r < t, nous avons

DyS; = o(X (1)) + / do(X X(s))dW, + / ou(X(s))ds.  (3.65)
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Procédons étape par étape pour montrer ce résultat. Réécrivons déja (3.64)

t t
S, = /0 (X,)ds + /0 (X, dW,

Pour calculer les dérivées des processus i et o, nous appliquons la formule de
dérivation en chaine (3.58),

Dy (1(X)) = 0u(X(s)) Dr(X(8))Lr<s
D, (0(Xs)) = 00(X(8)) D (X (5))Lr<s.

Pour l'intégrale de p, il n’y a pas de probleme, par linéarité on a directement

D, ([ w(x(o)ds) = [ Du(x))as.

Pour l'intégrale de o, nous avons une intégrale d’Ito et donc, de Skorohod, nous
appliquons la formule de dérivation de l'intégrale de Skorohod (3.63)

t t
D, (/ a(X(s))dWs) = o(X,) + [ Dilo(X.)dW.,
0 T
En réunissant tous les résultats, on obtient le résultat voulu.

3.6.2.1 Calcul des sensibilités

Il s’agit de I'un des principaux points d’application du calcul de Malliavin a
la finance quantitative. Son utilisation va nous permettre de calculer ’simplement’
les grecques (ou sensibilités) de n’importe quelle option. En fait, nous n’obtenons
pas forcément une formule fermée quelque soit la forme du payoff, mais cela per-
met de minimiser les erreurs d’approximation du Monte Carlo du fait que nous
n’avons plus a estimer la dérivée de différentes espérances, l'erreur d’approxima-
tion de I'espérance se répercute donc dans I'approximation de la dérivée. Avec le
calcul de Malliavin, nous pouvons oter ’étape de 'approximation de la dérivée, le
probleme se réduit donc a un probleme d’approximation d’espérance. Nous ren-
voyant a [FolLal.elLiTo99] et [FolLaleLiOl] pour plus de détails que ce que nous
allons présenter.

La proposition suivante joue un réle clé dans ce calcul.
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Proposition 3.4. Soit F' et G deuz variables aléatoires tel que F' € D2 et
(DF,u) # 0 et Gu{(DF,u)~' € Dom(d). Alors pour toute fonction f différentiable
a dérivées bornées,

E[f'(F)G] = E[f(F)H (F,G)], (3.66)

ot
Gu

H(F,G) = <<mw) .

Preuve 3.9. Avec la formule de dérivation en chaine (3.58), on a

(Df(F), f) = f(F)(DF,u),
alors en utilisant (3.60)

E[f'(F)G] = E[(Df(F),u) - (DF,u)~'G)]
(Df(F), u((DF,u))™") - G]

[f(F)6(Gu(DF,u))™].

F
F

E
E

On peut maintenant passer au calcul des grecques. Pour les sensibilités du
premier ordre sur une option V' de payoff ¢, nous avons en supposant que nous
sommes sous la probabilité risque neutre et que le modele dépend d’un parametre
o

oV 0

g %EW(S%)]
ae(s2)
=k laa]
—E|ssn5r |

En appliquant le résultat (3.66) on peut alors écrire pour tout payoff ¢ dérivable

ov B 1 o OS5 B o S&
Eria [¢ 1) Ba ] -F [‘MST)(S (foT DtSTdt)] '

Comme nous travaillons sous la probabilité risque neutre, nous avons dans le cadre

du modéle de Black and Scholes

dSt = TStdt + O'Stth (367)
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ol r est le taux sans risque et sigma la volatilité constante. Pour calculer la dérivée
de Malliavin de ce processus, nous reprenons le résultat obtenu précédemment
(3.65) et en déduisons que

D, Sy = gl 0= 30%dst [T oaw
S =

et que
DtST = O'ST.

2
DSt = D, (SO exp ((r — 02> T) + CTWT>

2

_ Syexp ( - ‘;) TDy(exp(oWr))

En effet,

o? T
= Spexp <7“ — 2) Texp(oWT)Dt/ odW,
0
= O'ST]lt<T.

Choisissons maintenant le cas particulier du delta A, c’est-a-dire la dérivée du
produit par rapport au sous-jacent a l'instant ¢. Pour simplifier on va supposer
que t = 0, la solution de (3.67) est

St = SoefoT (T_%“2>d5+foT odWs

Alinsi,
_ 0 soy] _ o1y | 99(57°)
A= 8SOE[¢(ST )| =e E[ T
oS et
=T / SO T . So
=c El¢(T)aSO]— SOE[¢/<ST>ST]
—rT i
N e So 88’]“
s s, 25
e—rT I 95t
- E |6(550) | ——95
So _¢( 7) ( fTTDTSTdt)
—rT -
el ()
=SB o570 (5
= i[@ [(b(SSO)W }
O'TSO T T
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ou sur la derniere égalité nous avons utilisé le fait que l'intégrale de Skorohod
porte sur un processus adapté, il s’agit donc d'une intégrale d’It6. Maintenant on
se pose la question du comment faire pour les dérivées secondes, ou troisiemes si
on veut plus de raffinement. Le gamma, la dérivée seconde d’une option, est 1'une
des sensibilités les plus connues et utilisés. En dehors de se couvrir par rapport au
gamma comme nous l'avons expliqué dans la section sur les grecques, elle permet
aussi d’adapter sa stratégie de delta-hedging, la plus fondamentale en pratique.
En effet, on ne peut pas se delta hedger correctement en temps continu, le delta
bouge sans cesse, avoir un delta nul tout le temps est illusoire, c’est possible d’un
point de vue pratique mais les cofits de transactions pour maintenir cette posi-
tion impliqueraient une stratégie perdant de ’argent. Le gamma peut étre compris
comme la réponse a de grande variation du sous-jacent, on peut donc en déduire
grace au gamma les moments auxquels il est plus 'important’ de rebalancer son
portefeuille pour étre delta-neutre.

Pour le calcul de gamma,

r—em g (6(57)]
- 0% !
e—rT

= — E[¢"(57")S7].
S0
On applique une nouvelle fois le résultat (3.66) avec G = S%, F = Sy et u = 1,
'astuce est simplement de poser ¢” = (¢')’, 'intégrale de Skorohod est

s St :5(%)
Jif Dy Srdt ol

— WT
=5 (w)

[ (557)53) = Bl (5857 (- 1))

On reprend encore une fois le résultat (3.66), avec G = Sr (% — ) F = Sr et
u = 1, I'intégrale de Skorohod est

ST(Y,VTT—l)):(S(WT 1)

(ﬁm&ﬁ

ainsi,
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et donc,

e’ Wz 1
V=S WT) (w . WT)] '

Pour le vega, nous avons

0
9= o-e " E[6(S7)]

=eTE [QS(ST) (Yﬁ“ - i — WTﬂ :

Le rho,
a b T
pP= 56 TE[¢<ST)]

s(sr) (F )]

3.6.2.2 Sensibilité pour option asiatique

— e—TTE

Dans la section précédente nous avons considéré uniquement des payoff opérant
sur la valeur terminale de 'actif, cela ne couvre pas tous les cas de figure. Prenons
par exemple les options asiatiques, il s’agit d’option ne prenant en compte la
moyenne du sous-jacent au court de la durée de vie de 'option. Le payoff est du
type pour toute fonction ¢

V=ecTE |6 1/TSdt
N TJ) ™ '
Dans ce cas, le delta d'une option est
2e T 1 /T ST — So
A= E —/Sdt PTTO0 (rg2/2) )]
0285y lqb (T o ) (foTStdt (r=o’/ )ﬂ

La preuve est purement calculatoire. Nous assumons comme toujours que ¢ est
une fonction continue différentiable a dérivées bornées. Nous avons,

_ a —rT l T
A= gee B l¢ (T/O Stdtﬂ
1 T 1 [T 88 =T 1 T 1T
_ T = il t — N el
— o TE [¢ (T/O Stdt> -/ asodt] o E [qb <T/O Stdt> T/O Stdt].
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En posant F' = %fg Ssds, G = %fOT Ssds, nous avons,

- 17 LS, [ S.d
A= IE(;S(/ Stdt>5 1otk 5uds .
So T Jo Jy SuDu (% J3 Sadsdu)
Alors,
1 /T o
D <T /0 Ssds) -2 /u S.ds
ot T T T
o o s
T/o Su<u5'sds>du-T/0 SS(/O Sudu>ds
o T1 s 2
_T/o 2(/0 Sudu> ds
ol T 2

On peut maintenant calculer I'intégrale de Skorohod,
5 18, Jo Ssds s Iy Sud.S,
S SuDu (5 T Sudsdu) 2 (J Sudu)’

2 ( Sy )
=0\ o
o \ [, Sudu

z fOT Stth U)

_cr(fOTStdt 2

(S-S 1 o
o \ofI'Sdt o 2
2Sr—So)  2r

o2 [I'Sidt o2

e T 1 /T St — So o?
A=2 _E f/ S, dt e+ 2.
Sy MTO t><foTStdt "

Il est également possible de trouver des résultats pour les options dépendant
du maximum ou du minimum, comme les options barrieres ou lookback, voir e.g.
[GolKo03] et [BeDolKo03]. Egalement, pour des modeles a diffusion plus complexe

7

comme a volatilité stochastique, [AIEw07] ou [DeGaRi05] entre autre.

Alinsi,

Alexis Fauth 131



Modele de Taux

3.6.2.3 Raffinement du hedging

4 Introduction au risque de crédit

Le risque de défaut est de plus en plus pris en compte dans les modeles de
pricing. Quand un dérivé sur un produit OTC (over-the-counter) est pricé, nous
devrions naturellement prendre en compte le risque de défaut de contrepartie. A
I'instant ou I'entité en face du détenteur du produit fait défaut, le détenteur de ’ac-
tif financier ne recevra pas la totalité de ses paiements comme initialement prévu,
mais une fraction. La problématique de cette partie va donc consister a introduire
ce risque de défaut dans nos modeles de valorisation. Nous allons considérer des
obligations pour lesquelles il est possible d’avoir un défaut de I’émetteur au temps
aléatoire 7.

4.1 Processus ponctuel

Soit 7 la durée de vie aléatoire et P(7 > t),t > 0 la probabilité de survivre au
moins jusqu’a l'instant ¢. Le premier point a introduire est la notion de processus
ponctuel.

Définition 4.1 (Processus Ponctuel). Soitt le temps physique et {t;}icq1,2,.y
une suite croissante aléatoire de temps d’arrivée, 0 < t; < t;1q, Vi. Alors la sé-
quence est un processus ponctuel sur le segment [0, 00).

Définition 4.2 (Processus de Comptage). Soit (N;);>0 un processus stochas-
tique a valeurs réelles tel que Ny = 37,51 1yy,<iy. On dit que N est un processus de
comptage si p.s., N(0) =0, N est continu d droite et N est croissant.

L’exemple certainement le plus connu est le processus de Poisson, qui en plus
des propriétés énoncées vérifie,
— pour tout t,s > 0, Ny s — Ny suit une loi de Poisson de parametre \s (sta-
tionnarité)
— pour tout t,s > 0, les variables aléatoires Ny, — N, indépendant de la sigma-
algebre o(N,,u < s), (accroissement indépendant)
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La probabilité conditionnelle que I’émetteur ne fasse pas défaut jusqu’a 'instant

T sachant qu’il n’est pas encore en défaut en t est
Pl(r>Tetr>1
P(r>T|r>t) = (r 7>
P(r > t)

P(r>1T) 0<t<T

T P(r>t)’
Nous définissons maintenant I'intensité conditionnelle par
P(r <t+dtjt >t
M7y = =
dt
La F;-intensité caractérise 1’évolution du processus N, conditionnellement a sa
filtration naturelle. On peut l'interpréter comme la probabilité conditionnelle de

faire défaut au prochain instant. Nous avons également

B 1 Plr>Tet1>1)
AltF) = P(r > t) dt
1 P(r>t)—P(r>t+dt)

T P(r>1) dt
= —:;tlnIP)(T > ).

Ainsi, nous obtenons une équation différentielle de condition initiale P(7 >

0) = 1. La solution est
P(r >t) = e Jo Awdu € Ry,

ou par abus de notation nous avons noté Ag pour A(s|F) avec F; la filtration

naturelle engendrée par \. Nous en déduisons directement

m e e g<p<T (4.1)
Posons maintenant 17" = ¢ + dt, il vient, pour dt tendant vers 0,
P(r >t +dt|r > t) = e~ M
~1— \dt.
La probabilité de défaut sur [t,¢ + dt] est donc
P(r <t+dtlr>t)=1—e "
~ \dt.
133
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4.2 Obligation en cas de défaut

Nous supposerons maintenant que (\;)¢cr, est un processus aléatoire réel adapté
a une certaine filtration. Le prix d’une obligation de maturité T" et d’instant de
défaut 7 est donné a l'instant ¢ par
i

T
B(t,T) =E []I{QT} exp (—/ rsds>
t

T
+E [Rec]l{TST} exp <—/ rsds>
t

avec Rec € [0, 1] le taux de recouvrement et G, = FyVo{{7 < u},0 < wu <t} laplus
petite sigma-algebre contenant I'historique des taux ainsi que la connaissance de
la probabilité de défaut ou non de la contrepartie. Nous allons calculer le premier
terme. Soit F' une variable aléatoire adaptée a Fr, nous avons

E[F1ro1y|Gi] = E[F Loy 1750 |G]
= ]1{T>t}E[F]1{T>T}|ft VAT > t}]
-1 E[F]I{T>T}|ft]
0P > 4 F)
_ 1, ElE[FLiory [ Fr]| 7]
TR s F)
_ ¢, EIFE[Liory [ Fr]| 7]
=07 S | F)
_ 1, BB > T|Fr)| 7]
TR SR
ﬂ] |

P(r>T
e [T
Le choix F' = exp (— I 'r’sds) avec (4.1) nous permet de conclure

P(r > t|.F)
T T
E []l{DT} exp (—/t rsd:;) Qt] =1inE lexp (—/t (rs + )\S)ds>

ainsi,

gt]a OStSTa

Fi C Fr

-

B(th) :]1{7>T}E [exp <_ /tT(rS + )‘S)d5> E]

T
+E [Rec]l{TST} exp <—/ rsds>
t
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Dans le cas ou Rec = 0, c’est-a-dire qu’il n’y a pas de recouvrement possible, nous
avons,

B@ﬂvzﬂhy”Ekmp<—¢T&y+AQ%>

EL 0<t<T.  (4.2)

L’équation (4.2) est intuitivement correcte. En effet, plus l'intensité A, c¢’est-a-dire
la probabilité d’avoir un défaut, est importante, plus le prix de l'obligation va
baisser.

Nous allons présenter le cas ou le taux comme l'intensité sont diffusés par un
processus d’Ornstein Ulhenbeck, il s’agit du modele de Vasicek.

Proposition 4.1. Soit B(t,T) une obligation de maturité T avec (ry)icr, et
(At)ter, modélisés par des processus d’Ornstein Ulhenbeck

dry = —arudt + O'thl
d)\y = —bA\dt +ndWE,

avec (W})ier, et (W2)ier, deuz mouvements browniens standards tel que
(W} dW?) = pdt,
alors,

B(t,T) = 1 (s> exp(—Cla, t, T)r, — C(b,t, T) )

2
- exp (2/ C*(a,s, T)ds + — " / C2(b,s,T)e T~ s)ds>

- exp (pan/t C(a,s,T)C(b,s,T)ds) ,

avec C(r,t,T) = B[] r,ds|F] = —Lie=nT=0 1),

Preuve 4.1. Nous allons procéder comme pour le pricing par martingale des
zéros-coupons. Calculons les quantités ftT reds et ftT AsdS.

t 1 1
/o reds = — (OWt — rt)
(Wl / —a(t— s)dwl>
0

7/ —a(t s) dWl
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Ainst,

T T t
/ reds :/ reds —/ reds
t 0 0

T t
=7 / (1— e a@=Nqwt - 7 / (1 — e-at=)) gy}
0 a Jo

t T
— _g (/ (e—a(T—s) . e—a(t—s))dwsl +/ (e—a(T—s) . 1)dW81>
0 t

a

_ _g(e—a(T—t) B 1) /t e_a(t_s)dWsl o /T<€_a(T—s) _ 1)dW81
a 0 a Jt
1 T

_ _7(€—a(T—t) _ 1)Tt _ g/ (e—a(T—S) _ 1)dW51

Nous avons le méme résultat pour Ay naturellement. Il est clair que nous avons
T T
E V rsds+/ /\sds‘Ft] — C(a,t, T)re + C(b,t, TN,
t t

pour C(k,t,T) une fonction dépendant de t, T et du drift k. La variance est quant
a elle donnée par

Var( /tT reds + /tT /\Sds‘]:t>

T T T T
=Var (/ rsds‘}"t> + Var (/ )\Sds’]-"t) + 2Cow (/ rsds,/ )\Sds‘]:t>
t t t t

2

o (T, _ on (T, _ o (T
_ a(T—s) _ 1)2 a(T—s)—1 b(T—s)
=z (e 1) ds—|—2p—ab t (e )(e 1)ds
2 T
+ 27 t (e 79 _1)%ds

T T T
202/ C?(a,s, T)ds + 2/)077/ C(a,s, T)C(b,s, T)ds + 772/ C?(b, s, T)ds.
¢ ¢ ¢

1l est clair que la quantité ftT rs+ ftT Asds est une gaussienne, fort de nos résultats
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précédents, nous avons donc

T T
B(t,T) = 1oy E [exp (— /t rods — /t )\s> ]-“t]

1 T T
- exp [Var <—/ reds —/ /\S> ‘]:t]
2 t ¢
=1 (s exp(=Cla,t,T)ry — C(b,t,T)\;)

. ex o T02 T)d U T02b T)e ?T=5)q
p 2 t (a/78’ ) S+ 2 t (787 )6 8

T
- exp (pan/t C’(a,s,T)C’(b,s,T)ds) .

4.3 Modéle de firme

Il s’agit maintenant de poser le probleme légerement différemment, mais fi-
nalement les hypotheses restent les mémes. Nous considérons une firme avec une
unique dette de payoff terminal promit L, en d’autre terme, il s’agit d'un zéro-
coupon de maturité 7" et de valeur faciale L > 0. La capacité a rembourser la
dette est déterminée pour la valeur totale des actifs de la firme en T, V. Nous
supposerons que le défaut peut se produire en 7' uniquement, i.e. {Vpr < L}. Le
temps d’arrét associé est donc

T=T1y,«r +o00ly, >
La valeur de recouvrement est donc
Recr = Vrlvpcry + Llpy>y
Le payoff d'un tel produit est donc
g(T) =min(Vp, L) = L —max(L — Vp,0) = L — (L — Vr)4.

Le dernier terme nous montre que dans ce framework, le probleme est équivalent
au pricing d’un put écrit sur la valeur de 'entreprise, de strike L et de maturité
T. Notons maintenant D(¢,T) le prix a l'instant ¢ < 7" de I'obligation

D(t,T) = LB(t,T) — P(t), (4.3)

ou P est le prix d'un put de strike L et de maturité T'. (4.3) peut également étre
vu que la valeur de la dette de I'entreprise.
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4.3.1 Modéle de Merton

Dans le modele de Merton [Me74], nous supposons que la valeur de la firme est
diffusée sous la probabilité risque neutre QQ par

AV, = (r — k)Vidt + cdW,.

Le pricing de I'obligation se ramenant au pricing d’un put (4.3), nous avons direc-
tement,

D(t,T) = Vie""D¢(dy) + LB(t, T)¢(d-), 0<t<T,

" L (k=) BT — 1) - (VD)
£ = VT —1 '

4.3.2 Modéle de Black et Cox

Par construction, le modele de Merton suppose uniquement que le défaut peut
intervenir a maturité, or, ce n’est pas le cas. Le modele de Black et Cox [BICo70]
est un prolongement du modele de Merton. Le modele prend en compte plusieurs
points : I'engagement du vendeur, la subordination de la dette et les restrictions
sur la vente d’actifs. La diffusion de la valeur de la firme reste inchangée

AV, = Vi((r — r)dt + odW,).

La clause d’engagement permet aux détenteurs de la dette de forcer I'entreprise a
déposer le bilan ou se réorganiser en fonction du standard établi. Ce ’standard’ est
défini dans le modeéle de Black et Cox par une barriere v, = Ke 7"~ pour K une
constante positive. Tant que la valeur de la firme est au dessus de cette barriere,
la firme continue de plein de droit, le cas contraire, les actionnaires prennent le
relais et le défaut a lieu. Notons plus généralement

vy pour t < T
Vs =
! Lpourt=T.

L’instant de défaut est donc donné par
T=inf{t € [0,T],V; < v;}.

Nous avons trois cas, le premier correspondant a I’émetteur ne fait pas défaut
et nous touchons L, le second, I’émetteur passe sous la barriere et nous touchons
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B2V, enfin, I’émetteur ne peut pas recouvrir sa dette en T' et nous touchons 3, Vr,
avec f31, o deux constantes dans [0, 1]. L’équation de valorisation prend alors la
forme

D(t,T) =E(Le”" " M rorvrspy| Fi)
+EBV(T)e "M rarvr<ny | F)
+ E(K Boe T e ™y 1y | ).
Dans le cas particulier ou f; = o = 1, les auteurs de [BIC076] montrent que
D(t,T)=1,(t,T) + I(t,T) avec
Li(t,T) = LB(t,T)[¢(d1) — V72a¢(d2)]
Lt,T) = Vi[V{ ™ ¢(ds) — V™ ¢(da)],

ou
In(V;/L) 4+ v(T —t)
LL(t,T) =
W61 VT 1
Iz(t’T):ln@f—ln(Lvt)—I—y(T—t)
oI —t
In(v 2T —t
I3(t,T): H(Ut/‘/t)—i—CO'( )
oI —t
_ o
I4(t,T)ln(Ut/%) Co*(T t)’
oV —t
et 1
vV=r—kK——0°
2
m=1r—kK— L2
= ¥ 20‘
1
(= g\/mQ +202%(r — )
m

4.4 Credit Defaut Swap

Un Crédit Défaut Swap (CDS) est un produit visant a couvrir les risques de
crédit. Il s’agit d’un instrument fondamental sur le marché des dérivés de crédit.
Les CDS que nous considérerons sont single name, i.e. qu’ils sont écrits sur un
seul sous-jacent et, permettent donc de se couvrir du risque de défaut de celui
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ci, de maniere dynamique. A l'instar des notes publiées par les agences de rating,
les CDS jouent également un role d’indicateur sur la probabilité de défaut de la
firme ou de I'Etat émettant de la dette. L’acheteur du produit de couverture va
payer régulierement un montant fixé a 'avance jusqu’a l'instant défaut, celui ci
n’arrivant pas, il payera jusqu’a maturité de produit. Le cas contraire, i.e. I'instant
défaut arrivant avant 7T, c’est I’émetteur du contrat de couverture que va payer
selon des criteres définis lors de la signature du contrat, selon 1’état de défaut de
Ientité, il s’agit de la partie flottante.

Il se compose de deux jambes. La premiere (premium leg) correspond a l’ache-
teur de la protection a l'instant ¢ contre un défaut possible a I'instant 7;,,. L’agent
paye un montant fixe S; aux instants T q,--- , T, = T. La valeur actualisée de la
premiere jambe est donc

1

— _ ka‘H rsds
Ve, T)=E|> e ) St(Terr — Ti) Lir>m 0
1

|

y

ou

est le prix d’une obligation pouvant faire défaut.

Le seconde jambe est appelée la jambe de protection, il s’agit donc de la partie
incombant au vendeur du produit. Le vendeur du contrat paye 1 — Rec; 1 en cas
de défaut a l'instant 7T;,,. La valeur de cette partie est

i

ou Recgy; est le taux de recouvrement en Tjy.;. Dans le cas ol ce taux n’est
pas aléatoire mais déterminé a ’avance et constant, la valeur de cette protection
devient

i)
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L’inconnue principale de ce probléme est quel montant S; payé par ’acheteur est
‘juste’. En égalisant les deux jambes, nous avons
i)

Si 7 prend une valeur dans le tenor {77, -+ ,T,} et que le taux de recouvrement
est déterministe et constant, la valeur a 1’équilibre se réduit a

).

Un CVA (Credit Valuation Adjustment) correspond a la différence entre la
valorisation d’un produit pour lequel on suppose qu’il n’y a pas de risque de défaut
de la contrepartie contre la valorisation dans le cas d’'un défaut possible, la vraie
valeur. En notant V' la valeur actuelle d’un produit financier

1 n—1 T s
St = >]E [Z e ft trsd H(TvakJrl](T)(l — R,QCZ'_H)

B(t, T, T,)  [iZ

1 — Rec n-! Th41
S=— " E = [ radsy
t B(t,E,Tn) l; € [t.T7] (T)

4.5 Credit Valuation Adjustment

COVA(E) = Vi treo(t) — V(1) (4.4)

Si V' est une dérivée de maturité 1" et de payoff ¢ elle est donnée théoriquement
par

V(tv T) = EQ[Z; ¢(U)D(t7 u) |]:t]

ou D est le facteur d’actualisation et Q la probabilité risque-neutre. Il existe plu-
sieurs types de CVA, si nous considérons que c’est la contrepartie qui fait défaut,
on parle bien de CVA. S’il s’agit de I'investisseur qui fait défaut, qu’il n’est pas
capable de rembourser la contrepartie, on parle de DVA pour Debit Valuation Ad-
justement. Les CVA et DVA supposent donc qu'un seul défaut est possible avant
la date de livraison 7', on parle de CVA unilatéral. Si le défaut peut se produire
des deux cotés, on parle de CVA bilatéral.

Nous nous placons dans le cas d’un défaut possible de la contrepartie a 'instant
T. < T, nous allons déterminer la forme générale d’'un CVA unilatéral. Commen-
¢ons par remarquer que la valeur du produit peut s’écrire

VP (t, T) :V(t> T)]ITC>T
+ V(t, 7e)Licrcr + Licro<r [D(E, 7)) (Ree(V(7e, T)) 4 + (V(7e, T))-)] -
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Le premier terme correspond a ce que ’on touche si le défaut n’a pas lieu. Le second
a la somme que I'on touche avant que le défaut se produise. Le troisieme a ce que
I’on touche une fois que le défaut est intervenu, Rec est le taux de recouvrement,
soit la contrepartie a encore des liquidités pour rembourser une proportion Rec,
soit rien du tout. Enfin, le dernier terme avec le min correspond a ce que va devoir
payer 'investisseur si la valeur est négative. Si cela peut aider le lecteur remarquons
que (z)- = —(—x)+. On passe maintenant sous I'espérance risque neutre ot 'on
note pour alléger E = Eq

V(1) =E{v<z, TVt 4Vt 1) encr

+ Licrecr [D(t, ) (Ree(V (e, T)) 1 + (V(7e, T)) )]

)

+ Licrocr [D(t, 7) (= (1 = Ree)(V(7e, T)) 4 + V(7e, T))]

)

_E[V(1,T)|F] - E [nm@D(t, (1= Ree)(V(ra T)),

:E{V(t, T)]ch>T + V(tu Tc>]lt<Tc§T

gt} (45)
:E{V(t, T)Y1rsr + Licro<r)

= LicrcrD(t, 7)(1 = Ree)(V(7e, 1))+

]

En comparant les équations (4.4) et (4.5), on en déduit que le CVA unilatéral est

]

Il s’agit donc de l'espérance du Loss Given Default (LGD = 1-Rec) de I'exposition
actualisée en cas de défaut.

UCVA() = E [L@gmt, 7)1 = Re)(V (7., )

Pour le cas d’'un DVA unilatéral, nous notons 7; I'instant de défaut de 'inves-
tisseur et déduisons des résultats précédents sur le UCVA que

|/ (t7 T) :V(t’ T)]17-1>T
+V(t, )< <r + Licry<r [D(#,71) (V(7e, T)) 4 + Ree(V (17, T)) )]
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et done
UDVA(t) = E |1icr, <2 D(t,77)(1 — Rec)(V (7., T)) -

i)

Passons maintenant au cas le plus intéressant, le plus réaliste finalement, celui
ol tout le monde peut faire défaut. Nos avons trois cas possibles :

— La contrepartie et 'investisseur ne font pas défaut avant la maturité.

— La contrepartie fait défaut a l'instant 7., avant I'investisseur.

— L’investisseur fait défaut a I'instant 77, avant la contrepartie.

En se servant des résultats sur les CVA et DVA, nous pouvons écrire pour chacun
de ces trois cas les correspondances

‘/T(;>T/\T[>T - V(t; T)~

V.

c

<Trreer; = V(t, 1) + D(t, 7.)(Rec(V (7, T))+ + (V (7, T))-).

Vey<ram<r, =V (t,71) + D7) (V (71, T))+ + Reer (V (7, T))-).
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En passant sous I'espérance risque neutre
VD(ta T) :E{V(ta T)ﬂTC>TAT1>T
+ Lro<rnrear, [V 7e) + D(E, 7e) (Rece(V(7e, T))+ + (V(7e, T)) - )]

+ ]lTIST/\TI<7’c [V(tv TI) + D(t’ TI)((V(TD T))-i— + ReCI(V(TIv T))—)]

o)
:E{HTC>T/\TI>TV(757 T)
+ Lrcrnrear, V(5 7e) + (V(7e, T) — (1 = Rece) (V(7e, T))4+-D(¢, 7e) )]

+ Ly <onmen V(6 71) + (V7 T) = (1 = Reey)(V(71, T))-D(t, 7))

)

:E{<]1TC>T/\T]>T + ]chgT/\‘rc<n + ]ITIST/\TI<TC)V(t7 T)
- ILTCST/\TC<TI(1 - ReCC)(V(Tm T))+D(t7 TC)

~yzryen 1 = Reen)(V (1, 7)- Dt ) 6

=E(V(t,T)|F)

— E[LGD Lr <rnrecr, (V(7e, T)) 1+ D(t, 7) |Ge]

— E[LGD 1 <rpr < (V (71, T))-D(t, 77)|Gi] -
On en déduit qu'un CVA bilatéral est

BCVA(t) =E [LGDC]ITCST/\TC<TI (V(ch T))+D(t, Tc) ’gt]
E[LGD/1,,<rpar<r.(V (71, T))-D(t, 71)|G] -

5 Mesure de risque

Avant de rentrer dans le vif du sujet, nous présentons la notion de mesure de
risque monétaire. Il s’agit d'une fonction p vérifiant les deux propriétés suivantes
pour tout X et Y deux v.a.r., la valeur de deux portefeuilles

— Monotone : Si X <Y, alors p(X) > p(Y).
— Invariant : Si m € R, alors p(X +m) = p(X) —m.
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La monotonicité implique que le risque décroit a mesure que le payoff du por-
tefeuille croit. Pour expliquer la propriété d’invariance supposons que m est le
montant correspondant a un investissement sur un taux sans risque, alors le risque
du portefeuille X + m est réduit de m.

Ce n’est pas tout a fait suffisant pour avoir une ’bonne’ mesure de risque, ce que
I’'on appelle une mesure cohérente du risque, il nous faut rajouter deux propriétés

— Convexe : Pour tout 0 < A <1
PAX + (1 = N)Y) < p(X) + (1 = A)p(Y).

— Homogene : Pour tout A > 0, p(AX) = Ap(X).

La propriété de convexité se comprend comme une minimisation du risque par
diversification. L’homogénéité est simplement qu’en valeur, le portefeuille présente
méme les risques.

5.1 Value At Risk

Quelle est la perte maximale de mon portefeuille? C’est en résumé ce a quoi
la VaR, pour Value at Risk, tente de répondre. Il s’agit d’'une mesure de risque,
la plus connue. Concretement on détermine le niveau de perte d'un actif ou d’'un
portefeuille pour un certain niveau de probabilité pré-fixé sur une période bien
définie. Par exemple, si la Var sur un portefeuille est de 1M$ sur une semaine a
un niveau de confiance de 99%, alors, nous avons une chance sur cent d’avoir une
telle perte la semaine a venir. Formellement, en notant « le risque, ou 1 — « le
niveau de confiance, la Var d’horizon T' sur I'actif/portefeuille de rendements rr
est (les deux équations sont équivalentes)

P(ry <VaR(a,T)) = «
P(VaR(a,T) <rp)=1-a.

Il a trois moyens de déterminer la VaR, historiquement, par Monte-Carlo ou pa-
ramétriquement.

— VaR historique. Pour déterminer la Var par cette méthode, il suffit de prendre
en compte I'historique des rendements r;. Supposons par exemple que nous
cherchons la VaR a 99% sur 7" = 1000 jours, nous n’avons qu’a trouver le
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quantile correspondant. En triant les données, r¢y < r@e) < -+ < r(1000),
nous avons VaR2(0.01,1000) = 7).

C’est une méthode non paramétrique, c’est-a-dire que nous n’avons fait
aucune hypothese de distribution sur les rendements et que nous prenons
en compte toutes les caractéristiques réelles de la série financiere prise en
compte. Néanmoins, pour calculer la VaR historique, nous ne prenons qu’'un
échantillon, la statistique n’est pas forcément représentative de ce qu’il va se
passer dans le futur. Prendre un historique ’grand’ pour avoir plus d’informa-
tion et donc avoir 'estimateur convergeant vers la valeur théorique n’est pas
forcément une bonne idée, en effet, les variations tres lointaines (par exemple
d’il y a plus de 30ans) ne sont pas forcément significatives. Pour améliorer ce
moyen de calculer la VaR nous pouvons affecter des poids aux observations,
plus les données sont récentes, plus on leur donne de I'importance dans le
calcul. Egalement, nous pouvons tirer des échantillons bootstrap.

— VaR paramétrique. Avec la méthode précédente, nous n’avions qu’'une sta-
tistique issue d’un échantillon, qui ne converge pas forcément vers la valeur
théorique. Nous allons donc supposer que les données suivent une loi bien
particuliere. Supposons que la variable r¢ soit de moyenne u1" et de variance
o?T, alors

T T) - uT
P(rTgvaR(a,T))zlP(TT T Var(a,T) “)

ovT ~— ovT

= a.
Il n’y a plus qu’a inverser la probabilité
VaR(o,T) = uT + z,0VT. (5.1)

ol z, = F~1(a) avec F la fonction de répartition de r7. On pourra regarder
dans des tables statistiques la valeur de F'~!. Notons que la VaR est princi-
palement fonction de la volatilité puisque les rendements sont en moyenne
proches de zéro. De la on peut en déduire une sorte de formule de récurrence
en temps, en effet, d’apres (5.1)

VaR(a,Th) = zo04\/T1
VaR(a,Ty) = zo04/Ts.
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De la on en déduit

T
VaR(a,Ty) = QV@R(a, Ty).

v1i
La connaissance de la VaR a 1 jour nous permet donc de connaitre la Var
sur 10 jours par exemple. Cela peut simplifier les calculs.

Par le méme principe que (5.1), on en déduit le résultat pour un portefeuille
de N actifs. En fait, on peut avoir un résultat aussi simple seulement pour le
cas gaussien multivarié de matrice de covariance X, c¢’est pour cela que par
abus de langage, on parle de méthode variance/covariance, vrai uniquement
dans le cas gaussien, malheureusement trop utilisé. Dans le cas de variables
corrélés, il n’existe pas forcément de distribution jointe comme pour le cas
gaussien et nous avons besoin de sortir 'artillerie des copules, cela sera vu
dans un autre cours.

Cette méthode présente deux risques d’erreur. La premiere est de considé-
rer une distribution non réaliste, par exemple une distribution gaussienne.
La VaR dans ce cas sera sous-estimée car la loi normale ne présente pas de
queue épaisse. Le second risque porte sur I'estimateur de la variance/cova-
riance. Comme nous l'avons vu, la VaR est principalement décrite par la
variance de la série financiere, non-constante, une mauvaise estimation de
celle-ci induira une VaR non cohérente.

— VaR Monte-Carlo. Pour résumer, il s’agit d’un mix des deux méthodes précé-
dentes. La VaR historique se confronte au probleme des données disponibles
et de leurs significativités. La VaR paramétrique suppose quant a elle de
connaitre la distribution des données et surtout de pouvoir inverser la distri-
bution pour faire le calcul. Si 'on suppose que les données sont gaussiennes,
pas de probleme, mais cela n’est pas réaliste avec les faits stylisés. Si ’on sup-
pose une distribution plus complexe, nous ne connaissons pas forcément la
densité, par exemple avec le modele de marche aléatoire multifractal (MRW).
Supposons que notre choix de distribution porte sur la MRW, pour estimer
la VaR dans ce cas, la seule possibilité est de générer n réalisations, et de
déterminer la VaR pour chacune d’entre elles, le résultat étant la moyenne

1 & ,
VaR(e,T) = => Var'(a,T)

ni4

Alexis Fauth 147



Modele de Taux

ot Var® correspond a la Var de la i — éme réalisation d’une trajectoire. Le
point noir de cette méthode est la complexité de mise en oeuvre, le choix
de la distribution, ’estimation des parametres correspondants et, le cofit de
calcul. Enfin, le choix de la distribution est basé sur des données passées, il
n’est pas improbable que la distribution ainsi que les parametres changent
dans le futur. Ce dernier point est valable pour les deux autres méthodes.

La VaR n’est pas une mesure de cohérente, elle ne vérifie pas I’hypothese de
convexité. La diversification des positions ne va pas forcément diminuer le risque.
Comme nous 'avons déja dit, la VaR ne donne aucune information sur le niveau de
la perte, seulement la probabilité d’occurrence. Il existe d’autre mesure de risque,
plus ou moins intéressante, la plus connue est l'expected shortfall qui prend en
compte ces deux derniers points.

5.2 Expected Shortfall

L’expected shortfall, également appelé conditional value at risk est une mesure
de risque cohérente, elle vérifie les propriétés suffisantes. Notons ES(«,T) 'expected
shortfall de niveau « sur 7', alors

ES(a,T) = ;/a Var(z,T)dz.
0

Il s’agit donc d’'une moyenne de VaR pour différent niveau . Dans le cas ou la
variable aléatoire considérée est continue, nous pouvons montrer que

ES(a,T) =E(rplre > Var(a,T)).

Pour étre complet sur cette partie il faudrait introduire des notions de décision
dans 'incertain, d’intégrale de Choquet par exemple. Dans tous les cas, cela reste
tres théorique, il faut backtester les résultats et que le niveau « est bien souvent
imposé, entre autre, par votre futur management.

5.3 Backtesting

Comme pour une stratégie de trading, nous avons besoin de backtester notre
mesure de risque, est-ce qu’elle est correcte ou non. L’idée est de déterminer notre
mesure on line, pour un certain niveau de risque « est-ce que nous avons bien
les dépassements prévus. Graphiquement, si nous tracons les rendements avec les
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intervalles des VaR par exemple, il s’agit de voir si les rendements dépassent,
comme prévu, ces intervalles. Si nous avons choisi de prendre une distribution
gaussienne, nous allons sous-estimer les dépassements. Si nous avons choisi une
loi trop ’extréme’, nous allons sur-estimer les dépassements, mais finalement, cela
n’est pas forcément plus mal.

Remarquons tout de méme un gros inconvénient de ce type de mesure. Suppo-
sons que tout cela fonctionne bien, nous avons la probabilité exacte de passer sous
une certaine perte, mais, de combien va étre la perte, cela est une autre question.

5.4 Drawdown

Le drawdown représente la perte de richesse par rapport au plus haut niveau
de richesse atteint par la stratégie. Si nous notons (V;)¢>o la valeur du portefeuille,
le drawdown est défini par

D, = max Vy — V..

0<s<

Nous représentons graphiquement cette quantité sur (13).

Il faudrait des drawdowns les plus faibles possible, cela reviendrait a dire que
la stratégie ne cesse d’empocher des gains. Un drawdown positif est donc équi-
valent a une perte et le maximum drawdown peut étre vu comme une mesure
de risque. Pour pouvoir modéliser cette quantité et donc de pouvoir déterminer
des probabilités de perte, il faut dans un premier temps trouver la distribution.
Pour ce faire, nous pouvons appliquer ce que I'on appelle un test d’adéquation,
il en existe énormément. Nous pouvons différencier les tests paramétriques des
tests non paramétriques. La différence est que dans le premier cas nous suppo-
sons une distribution, par exemple si nous supposons que les rendements sont
gaussiens, nous pouvons utiliser le test de Jarque Bera, Lilliefors ou Shapiro-Wilk
entre autres. Nous présentons ici des tests non paramétriques, c¢’est-a-dire que nous
ne supposons aucune distribution en particulier. L'un des plus connu est le test de
Kolmogorov-Smirnov. Il s’appuie sur la distance D définie par,

D, = \/ﬁmgx |F.(x) — F(x)|

ou F,(x) = % "1 1,,<, est la fonction de répartition empirique de la série
(1, ,2,) et F est la fonction de répartition a laquelle on souhaite comparer

notre échantillon. Sous 'hypothese Hy : F,, = F, la statistique D,, converge vers
la loi de Kolmogorov-Smirnov,

Alexis Fauth 149



Modele de Taux

PnL

[ gl T T

0 200 400 600 800 1000

time

FIGURE 13 — En noir la valeur du portefeuille, en rouge les drawdowns (négatif) correspondants.

oo
P(D, >c) =23 (—1)" e 2"
n=1
Par la construction de D,,, on voit bien que le test est happé par les valeurs
centrales et que les queues de distributions ne sont pas bien prises en compte par
ce test. Le test suivant est graphique, cela permet de prendre en compte les valeurs
extrémes, mais la contrepartie est que cela reste subjectif.

Soit (Y;,0 < t < n) une série d’observations. On souhaite vérifier si elle suit
une certaine loi £ de parametre 6 = (6y,---,0;) € R On génére un échantillon
(1,22, -+ ,x,) deloi L et de méme parametres 6 que ceux trouvés sur I’échantillon
(Y1,92, -+ ,Yn). Le qg-plot est le graphique formé par les couples Q; = (g, ,qy,) olt
qu; est le quantile a 'ordre j de la variable u. Si les deux séries ont la méme loi sous
jacente, alors les (); décrivent une droite. Pour faire simple, il s’agit simplement
du graphe des quantiles de 1’échantillon observé sur un axe et des quantiles d’une
loi de probabilité bien choisie sur 'autre axe. Naturellement, si les deux lois sous
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jacentes aux observations sont les mémes, nous devrions avoir une droite comme
graphe.

On présente le qg-plot des log-rendements du S&P 500 sur la figure (5.4) en
prenant la loi normale comme loi de référence.

Quantiles Théoriq
Quantiles Theoriques

—o.08

—o.10
L

Quantes - Log-Rendements Quantles - Log-Rendements

FIGURE 14 — qg-plot des log-rendements du S&P 500 du 13/07/1998 au 16/03/2012, & gauche
avec 7 = 1 et a droite avec 7 = 251, soit les rendements sur des lags d’une année. Le trait plein est
la droite d’Henry, si les observations suivaient une loi gaussienne, les quantiles devraient étre par
dessus cette droite. On constate donc que plus la fréquence choisie est basse, plus la distribution

des rendements se rapproche de la loi normale, un ’bon’ modele devra donc avoir cette propriété.

Un autre moyen de regarder la distribution des rendements financiers est sim-
plement de tracer la distribution empirique (5.4),

1 n
=1

Supposons maintenant pour simplifier que les drawdowns sont gaussien et plus
particulierement qu’ils ont comme diffusion un mouvement brownien géométrique,
soit le modele de Black and Scholes. Par exemple nous pouvons supposer pour
simplifier que le portefeuille est constitué d’un seul actif de diffusion de Black and
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FIGURE 15 — Distribution cumulée empirique, P(6, X > z), des log-rendements du S&P 500,
du du 13/07/1998 au 16/03/2012, échelle log, a gauche 7 = 1, & droite 7 = 251. En noir les
rendements positifs, en rouge les rendements négatifs en valeurs absolues. Trait plein pour le fit

gaussien.

Scholes. Pour déterminer la probabilité maximum des drawdowns, nous avons be-
soin de faire des calculs. Cela repose principalement sur le principe de réflexivité
du mouvement brownien.

Notons My = maxo<;<r S; avec
dSt = St(llldt + Uth),

ot (W})ier un mouvement brownien standard issu de zéro. Notons déja que si

Xr = gmax Wy
alors
Xr>0 p.s.

comme Wy = 0 par hypothese. Introduisons maintenant le temps d’arrét

7, = inf{t € Ry : W; = a}.
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Il s’agit donc du premier instant ou le mouvement brownien passe par a > Wj.
Wr étant centré, —Wr a la méme loi que Wr. Par symétrie de la loi nous avons
donc

1
P(Wr—=W;, > 0|7 <T) =P(Wr —W,, <0]7, <T) = 3.

En multipliant de part et d’autre par P(7, < T) (formule de Bayes)
2P(Wyp =W, >0& 7, <T)=2P(Wyr —-W,, <0&7,<T)=P(1, <T).

Il est clair que si X7 > a alors I'instant de passage 7, a eu lieu avant T soit
{X7 >a} ={7, < T} et donc,

2P<WT_WTa >0&XTZG):2]P(WT—WTQ <O&XTZG>:P(XTZG)

Si I'instant de passage a lieu avant T comme c’est le cas ici, nous avons W, = a
et nous pouvons conclure

P(Xr >a) =2P(Wr >a& X7 > a)
=2P(Wr > a)
=P(Wr >a)+P(—Wr > a)
=P(|Wr| > a).

La distribution du maximum du mouvement brownien est la méme que celle de la
valeur absolue du mouvement brownien

IP)(XT S CL) = IP)(|WT| S (I)

e 227, ageR;.

La densité est,
dP( Xt < a
fXT (a) — g

2

]1[0700)<a>67;7, a € R.

Pour notre problématique nous n’avons pas besoin du maximum du mouvement
brownien mais du maximum de son exponentiel

dSt = Stadm
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(nous faisons le cas sans drift pour commencer). Cela ne change pas grand chose

en fait

Mpr = max S;
0<t<T
= Sy max e’V
0<t<T

— Soea' maxOStST Wt — Soeo'XT

La densité ne change donc pas, c¢’est toujours celle du maximum du brownien.

Rajoutons maintenant le drift, nous pouvons par exemple par une astuce consi-
dérer le processus

Wi = pt + W,
Pour le maximum nous avons
My = max S,
0<t<T
= S, max (2o We
0<t<T
= S, max et
0<t<T
— Soemaxogth Wt
= S()GUXT

u=—o/2+r/o.

Pour conclure, notons que la principale mesure de performance est le ratio de
Sharpe, avec ses défauts. Le ratio de Sortino est également tres connu, il s’agit
du ratio de Sharpe mais ne considérant que les variations négatives pour le dé-
nominateur, la volatilité. Le ratio de Calmar est quant a lui calculer avec le max
drawdowns.
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6 Appendix

6.1 Equation différentielle

Nous avons souvent besoin de savoir résoudre des équations différentielles,
d’ordre 1 comme 2, nous allons faire quelques rappels sans rentrer dans la théorie.
6.1.1 Equation du premier ordre

Supposons que nous cherchons la solution de 1’équation
y' —a(z)y = b(x). (6.1)
La premiere étape consiste a écrire 1’équation homogene (EH) associée
y —alz)y=0

et la résoudre
y(z) = A

ou A est la primitive de a en z. Si nous trouvons ’de téte’ la solution de (6.1)
en prenant en compte le second membre b, alors il n'y a qu’a faire la somme
de la solution de 1’équation homogene avec celle-ci. Il s’agit de la méthode de
superposition. Si nous n’avons pas d’idée, on peut faire la méthode de variation de
la constante, i.e. poser A = A\(x) et faire la dérivée de la solution précédente

Y (x) = N(z)e® + \(z)a(z)e@
alors en réinjectant cela dans (6.1)

N (2)e®™ 4 A(z)a(2)e™ — a(z)\(z)e™ =
N (z)ed® =

Az) = / Tb(t)e O,

Nous en déduisons le résultat final.

6.1.2 Equation d’ordre n

Pour les équations du second ordre, c¢’est-a-dire du type

Y (@) + ana (2)y" D (@) + -y (@) + agy(a) = b(x)
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cela est un peu plus compliqué. Nous ne considérons ici que les cas ot les coefficients

sont constants, a;(x) = a(x) pour tout ¢ = 0,--- ,n. La premiere étape consiste a

considérer I’équation homogene a écrire I’équation caractéristique correspondante
Z(n) + an_lz(n_l) + e+ a1z + ag = O’

et a trouver les racines 7, - -+ , 71 (m < n) complexe de multiplicité respective \;.
L’espace vectoriel solution est alors

H = {}i Pu(z)eM®, Q€ Crkl[Z]}

en d’autre terme,
y(x) =Ry (2)e™® + -+ + Ry(z)e™*
+ (C11 cos (I(21)x) + Craosin (S(z1)x)) €M7 4. ..
+ (Cy1 cos (I(z)x) + Cyasin ((z,))) ¥
ou x;, © = 1,---,p sont les racines réelles de multiplicité ¢;, z;, ¢ = 1,--- ,q les

racines complexes de multiplicité m; et R; des polynomes réels de degré ¢; — 1 et
Ci1,Cio des polyndmes réels de degré m; — 1.

Pour prendre en compte le second membre, deux possibilités, soit il a une "bon-
ne’ forme, soit pas, auquel cas on fait la méthode de variation des constantes. Si
bonne forme, i.e. du type b(x) = P(x) cos(fz)e*x ou b(x) = P(z)sin(fz)e*” avec
P un polyndme de degré d alors on va chercher une solution particuliere du type
y(x) = (Q(z) cos(fx) + R(z) sin(fzx)) e* ou Q et R sont des polyndomes de degré
d + m avec d la multiplicité de la racine complexe de 1’équation caractéristique
(donc égal a 0 si a + i85 n’est pas solution).

6.1.3 Equation de Riccati
Les équations dites de Riccati sont du type
Y = a(z) + b(a)y + c(z)y”.

Avec les coefficients a et ¢ différents de zéro. Par les méthodes usuelles, nous ne
pouvons pas la résoudre, il faut un peu travailler dessus. La premiere étape est de
faire le changement v = ¢(z)y, on obtient alors

v =0 + (b(x) + d(2)/c(z)).
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En posant ensuite v = —u'/u
u” — (b(z) + ' (x)/c(x))u' + a(x)c(z)u = 0.

Cette derniere équation est soluble simplement par les méthodes habituelles. On
peut alors retrouver la solution de I’équation initiale y = —u’/(c(z)u). Cette équa-
tion est entre autre utile pour le modele CIR dans la valorisation de zéro-coupon
ainsi que dans le modele a volatilité stochastique de Heston.

6.2 Calcul stochastique et applications
6.2.1 Théoreme de Girsanov

Le théoréeme de Girsanov nous indique qu’un mouvement Brownien B; par
rapport a la probabilité P, de drift \t, i.e. B; + At, est un mouvement brownien
sans drift sous une autre probabilité.

Soit L > 0 est une variable aléatoire positive sur l’espace de probabilité
(Q, F,P) tel que E(L) = 1. Alors

Q=E(14L)

est une nouvelle probabilité. On dira que L est la densité de Q par rapport a P et

aQ _

= L.
dpP

Si I'on considére une variable aléatoire X définit sur (2, F,Q), nous avons

Eq(X) = [ XdQ
Q
- / X LdP
Q
— E(XL).
En particulier, si L; est une Fi-martingale sous P, i.e. Ep(Ly|F;) = L, alors
Qr(A) = Ep(Ep(Lp|F)1a) = Ep(Ly14).

Lemme 6.1. Soit (M;)er, , c’est une Fy-martingale sous Q ssi (L¢My)er.,
est Fy-martingale sous P.
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Preuve 6.1. Supposons que M soit une Q-martingale. Pour tout s <t < T
et pour tout A € Fg on

Ep(L:M14) = Eo(Mi14) = Eg(M14) = Ep(Zs M1 4),
ainsi, ZM est une P-martingale, la preuve de la réciproque étant similaire.

Considérons la suite (Xi,---,X,) de variables gaussiennes centrées réduites
indépendantes sur (€2, F,P). Pour tout (puq,- -, p,) € R",

E (eXPZNin) T E(exp(1:X;) Hexp (Z) = exp (Zm) :
i=1 i=1

=1

E <expz <M7;Xi - 5)) =1.
i=1

_eXpZ<,U/Z i Iu;):

alors nous avons une nouvelle probabilité Q sur (2, F), Q(dw) = Z(w)P(dw), soit,

ainsi,

Posons

QA) = Ex(Z1,) = [ Z()P(dw).

La mesure Q est bien une probabilité sur (€2, F;) puisque Ep(Z) = 1. Pour toute

la suite, nous posons
m2
t
Z" = exp (th — 2) .

Théoréme 6.1. (Formule Cameron-Martin) Sous la mesure Q, le processus
W, t—W,—mt, t<T
est un mouvement Brownien.

Preuve 6.2. Remarquons que les filtrations F)V et .EW sont identiques pour
toutt <T'. Fizons X\ € R et posons

L} = exp( AW, — \t/2).
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Pour tout s <t < T et pour A€ FYV,

Eo(LM ) = Ep(L} Z,1 )

= Ep(exp (AW, — A*t/2 + mW, — m?t/2) 1.4)

= Ep(exp (AW, — Amt — At/2 + mW, — m*t/2) 1)
= Ep(exp (A +m)W; — (A +m)*t/2) 1)

= Ep(exp (A +m)W, = (A +m)’s/2) 1.4)

= Ep(LZ,1,)

= Eqo(L)14).

Ainst,
Eo(LMFY) =1, s<t<T.

L* est donc une (F}V )-martingale pour tout X € R. Le théoréme de caractérisation
de Paul Lévy nous permet de conclure.

D’apres le résultat précédent, on sait que 'EDS

7, - :1+/0t0(s)stWs
_ exp (/Ot 0(s)dW, — ;/Ot 92(s)ds)

est une (F}V)-martingale.

Théoréme 6.2. (Girsanov) Sous la probabilité Q, le processus
. T
W, :Wt—/ O(s)ds, t<T
0

est un mouvement brownien.

Preuve 6.3. D’aprés (6.1), on montre que SW est une martingale sous P et
par application du lemme, W est une martingale sous Q. De plus, il est clair que
nous avons (Wt> = t. On en déduit que sous Q, W est une martingale continue de
crochet (W,) = t, soit un mouvement Brownien.
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6.2.2 Changement de numéraire

Nous allons rappeler succinctement 1'un des principaux résultats en terme de
valorisation de produits dérivés, le changement de numéraire.

Un numéraire est un processus stochastique positif (NV;);cr, adapté a la filtra-
tion (F})ier, qui peut étre vu comme une unité de référence. Le prix d'un actif .S,
de numéraire N; est en général donné par

- 5

Sp=—, t>0.
t Nt’ el

L’un des exemples les plus connus et les plus utilisés est ’actualisation

t
N; = exp (/ Tsd8>
0

ou 7y est le taux d’intérét sans risque, déterministe ou aléatoire. Dans ce cas,

~ t
Sy = ;S\z = exp </0 —7“st> Sy

est le prix actualisé de 'actif en ¢ = 0.
Sur le marché des changes, nous pouvons par exemple prendre N; = R;, la monnaie
étrangere. Sur le marché des taux, nous prendrons le numéraire-forward.

L’un des objectifs quand on fait un changement de numéraire est de trouver
la probabilité risque neutre Q telle que sous cette mesure, S, = S; /Ny soit une
martingale.

On associe a un numéraire N le changement de probabilité suivant : Soit QQ la
probabilité risque-neutre telle que le processus (NyR;)icr, est une Q-martingale.
Soit QN définie par QV |z, = (N;R)Q|#,.

Proposition 6.1. Soit (Si)icr, le priz d’un actif financier et N un nu-
méraire. Le priz de S dans le numéraire N, (S;/Ny,0 < t < T) est une QV-
martingale.

Preuve 6.4. Si S est un processus de priz, le processus actualisé S, := S, R,
est une Q-martingale. Ainsi, S;/M; est une QN -martingale si (S;/N;) N;R; = R:S;
est une Q-martingale.

Un exemple d’utilisation du changement de numéraire apparait dans le calcul
d’une option avec le modeéle Black & Scholes. Le terme Eq(Spe "1 4) se détermine
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tres facilement. Sous Q, le processus N; = Sie™" /Sy est une martingale positive
d’espérance 1, en posant dQ = N,dQ, nous avons

EQ(STG_TT]IA) = E@(So]lA)
= 50Q(Sr > A).

Bien entendu, sous Q ou Q, la dynamique de S n’est plus la méme, nous devons
donc la déterminer.

6.2.3 Théoréme de Feynman-Kac

Théoréme 6.3. Soit & une fonction continue et u une fonction de classe
CY? a dérivée en x bornée sur [0,T] x R solution du probléme,

Ou (9u 1 ,0%
u(T, p) = ®(p)
Alors ,
M, = ul(t,p)e” Jo Peds € [0,T]
est une martingale locale. De plus, si
1. %W € L2[0,T], ou
2. M uniformément bornée,

alors M est une (vraie) martingale et la solution de ce probléme est donnée par,
" ped
u(t,p) =B [~ a(rr) ).
Preuve 6.5 (Preuve). Il est clair que M est de classe C*2, alors,

a
Ou
dp

1 82 7ftpds
(1) +“a (t.p) + 50 ap 2(t pe) — pru(t, pr) | e Jo P dt
+ 22t pe)e oo (t, p)dB,

_u

9, e ~Jor B (t, p,)dB;.
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Ainsi, M est bien une martingale locale. En rajoutant ['une des deux conditions,
nous avons une martingale. Ensuite, comme

T
My = ®(pr)e” Jo pud

nous avons,

ult, pe Jo et = By [exp(— /OT pudu)®(pr)| F].

t
On termine la preuve en multipliant par eJo pudu

6.3 Pricing d’option par transformée de Fourier

La transformée de Fourier Ff d’une fonction intégrable f de R dans R est
définie pour tout k par
oo .
Ff(k)= / e* f(z)da.
—0oQ
La fonction caractéristique d’une variable aléatoire X est la transformée de Fourier
de sa densité p

(k) = E(exp(ikX)) = / ¥ dkp(o)dr, k€ R.

—00

Dans l'espace de Fourier, 'opérateur de différentiation devient une multiplication
par ik, pour une fonction f différentiable, nous avons,

Ffm(k) = (—ik)"F(k), keR.

Enfin, la transformée de Fourier inverse est donnée par

1
o

0o )
[@)=o [ e Ff(k)ak

—00

Il est possible de montrer que toute variable aléatoire X intégrable au sens de
Fourier et de fonction caractéristique ¢, admet une densité de probabilité faible
donnée pour tout £ > 0 par

B 1 —&it+oo ik Ve
p) =g [ e Mok
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En terme de cette probabilité p, nous pouvons donc écrire pour tout ¢ suffisamment
régulier

BO(X) = 5= [ otk ([T e oty ar

N % —&i—o0
Si nous prenons le cas particulier de ¢(y) = 1. pour z € R nous avons alors

P(X > z) = 21 / T k) ( /x ” e—ikydy) dk

T J—&i—o0

1 —&ito0 efikx
=51 L O

En faisant tendre & vers 0%, par application du théoréme des résidus de Cauchy
nous avons

1 e~ *rp (k)
BOC>0) =g+ g tim [ Bk

En remarquant que

—ikx %) —ikx
lim/ e o qim [ g (0R) dk,
|k|>e

e—0t ik e—=0t Je ik

nous avons . gb(lg)
1 1 foo e
< = — — i .
P(X <) 2+7T/0 §R< T )dk: (6.2)

Proposition 6.2. Soit (S;)cr, le priz d’un actif financier. Nous considérons
un call européen de maturité T et de strike K de sous-jacent S. En notant x; =
In(S:), la valeur du call a linstant t = 0 est donnée par

C(0,S,T,K) = Spll; — Ke "™1l,

ot les pseudo-probabilités 11, et 11y sont données par
11 oo (e ™ pr(u—1i)
M=+ / R d
tT o * m Jo ( iugr(—1i) “
L1 e (e ()
H2 = =+ */ §R — du
2 7o 10

ot ¢y = Elexp(iuxr)].
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Preuve 6.6. Revenons en arriére dans le calcul. Nous avons directement
C(0,S, T, K) =E (e e Uiy, nny ) — Ke ""P(ar > k)

otk =1In K. Alors, par (6.2),

1 1 oo —iuz
HQ:P(J:T>]€):§+;/O %(W)du

Pour déterminer le premier terme, nous introduisons une nouvelle mesure Q tel

que dQ/dP = St /Sy. Ainsi

E (e_rTe”"Tﬂ{xTM}) = /te]R e_’"tex(T)]le>kdIP’(x)
Q

= e e M, pdSo—(x
teR >k OST( )

= S(0)Q(zr > k)

Comme nous 'avons expliqué lors des changements de numéraire, nous avons be-
soin de déterminer les changements de caractéristiques du processus sous la nou-
velle mesure. Ce qui nous intéresse ici va donc étre de déterminer la forme de la
fonction caractéristique de (%)tg& sous Q ent =T

Eq(e™") = [ __e™TdQ(a)
_E(eTen ) gru—i)
E(er)  — or(—i)

Toujours par (6.2),

M= -4 1/0009% <€_mk¢T(“ - i)> du.

2 ™ zuqu(—z)

Pour plus de précisions sur cette méthode et d’évaluation des options et des
approches alternatives, nous renvoyons a [CalMa99].

6.4 Approximation d’intégrale

Pour pouvoir appliquer les résultats précédents, nous avons besoin d’approxi-
mer des intégrales infinies, ce qui n’est pas intuitivement trivial. Pour des intégrales
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définies entre a et b, deux réels différents de 00 nous avons pour une intégrale de
Riemann la discrétisation

[ 1@~ > (k)

ol a = ky,---,k, = b. La méthode générale d’estimation d’intégrale est la qua-
drature de Gauss. Pour tout a < b € R,

[ v e~ 3wt )

ou w est une fonction de pondération, w; les coefficients de quadrature et les x;
sont les noeuds, les racines de polynémes orthogonaux choisies judicieusement. Ces
deux coefficients sont choisis en fonction du domaine d’intégration. Bien entendu,
la fonction que 1'on cherche & intégrer n’a pas toujours la forme en w(z)f(x), il

suffit de poser f(x) = w(x) j; ((?) On présente quelques configurations connues.

— Sur [-1,1] nous pouvons appliquer la méthode de Gauss-Legendre. Les poids
sont simplement w(x) = 1. Les coefficients w; sont données par
2
(1= a7) P (2s)?

ou les P, sont les polynomes de Legendre vérifiant la relation de récurrence

Ww; =

(n+1)Pi1(x) = 2n+ 1)zP,(z) —nP,_1(z), n >0,
avec Py(z) = 1 et Pi(z) = . Les premiers polynémes sont donc
Pi(x) ==z

Pyfa) = 5(32 — 1)
1

Py(z) = 5(5353 — 3z).

Ainsi, les racines sont respectivement {0}, {—\/g, \/g} et {—\/g,O, \/g}
Apres calcul des w;, nous avons les approximations suivantes en fonction
du choix de n

(n=1) S5 f(a)do 2/(0)
Jof Lf

(n=2) ! (/D +1f(/L)

(n=3) S f@)de = 3f(=2)+5£0) + 2F(/2).

Q

=
IS
8

2
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— Sur R, nous appliquons la quadrature de Gauss-Laguerre. Les poids sont
w(z) = e~ *. L’approximation se fera donc sur g(z) = e”f(z) pour tenir
compte des poids. Les coefficients w; sont donnés par

1
O DI (@) L (1)

ou les L,, sont les polynémes de Laguerre vérifiant 1’équation de récurrence
(n+1)Lyp1(z) = 2n+1—2)L,(z) — nly—1(xz), n>0
avec Lo(x) =1 et Li(x) = —x + 1. Les premiers polynémes sont donc
Li(x) =—x+1

Ly(z) = ;(xQ — 4z 4 2)

1
Ls(z) = 6(—303 + 92 — 187 + 6).

Le calcul des racines et des w; est laissé au lecteur.

— Sur R nous appliquons la quadrature de Gauss-Hermite. Les poids sont
w(zx) = e~**. L’approximation se fera donc sur e® f (z) pour tenir compte
des poids. Les coefficients w; sont donnés par

_2vtinly/m
T TH ()2

ou les H,, sont les polynéomes d’Hermite vérifiant 1’équation de récurrence
Hyi(x) =2H,(x) —nH,—1(x), n>0

avec Hy(x) = 1 et Hi(x) = z. Les premiers polynémes sont donc

Hi(x) ==z
Ly(z) = 2% — 1
Psy(z) = 2* — 3z.

Le calcul des racines et des w; est laissé au lecteur.
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6.5 Optimisation non linéaire
6.5.1 Descente de gradient
Définition 6.1 (descente de gradient). Soit f : RY — R une fonction C* a

minimiser. La dérivée partielle de f s’écrit,

0 dx) —
= L e 63

0
cela nous indique comment un changement de x affecte f. Si 8f < 0 cela signifie
'I‘A

qu’une augmentation infinitésimale du paramétre x; ferait baisser la fonction f.
On cherche donc a changer x dans la direction du vecteur de gradient V f,

{l‘oERd

6.4
Thir = T — Vi f (6:4)

a > 0 est le pas de déplacement, s’il est assez petit on sera assuré d’avoir une
réduction de f a chaque itération, mais si trop petit, la convergence sera trés lente
vers un minimum local, si trop grand, divergence possible.

On peut proposer une autre interprétation de cet algorithme, si on écrit le
développement de Taylor de f a 'ordre 1 par rapport a x; on obtient,

F() = fo) + VF ) = ) + 5l — il (65

Comme on aboutit a une forme quadratique, on peut chercher & minimiser sim-
plement (6.5),

1 1
Vi (f(aw) + Vo) —an) + 5 -[lr — wil[?) = V f(a) + (@) (6.6)
On cherche donc a résoudre,

Vi(zg)+ ;(:1: —x) =0

Tyl = T — OéVf(xk)

On retrouve bien I'algorithme de descente du gradient.

Alexis Fauth 167



Modele de Taux

Il s’agit d’'un exemple simple d’un algorithme de descente. Les idées générales
d’un algorithme de descente sont les suivantes :

— Recherche d’une direction de descente di, direction dans laquelle il est pos-
sible de faire décroitre f
— Recherche d'un certain a qui permet une décroissance significative

La forme usuelle est,

Tl = Ty -+ Oédk. (68)

Une fois la direction dj déterminée, il faut s’occuper de déterminer le pas
de déplacement optimal, . Comme on cherche a minimiser f, on peut vouloir
minimiser le critere le long de dj et donc de déterminer le aj comme solution du
probléme,

ay, = argmin f(zx + ady). (6.9)

Il s’agit de la regle de Cauchy. La regle suivante s’appelle la regle de Curry,

ap = inf{a > 0: f/(l’k + Oédk) = O, f(&lk + Oédk> < f(&?k)} (610)

Dans ce cas, a4 est donc choisi parmi les points stationnaires.

Ces deux manieres de déterminer le pas optimal ay sont dites de recherche
exacte. Prenons le cas d’'une fonction quadratique, i.e. Vf(x) = Az + b, nous
avons simplement,

dp (Azy + b+ apAdy) = d] V f(z1) + apd] A(dy) = 0, (6.11)

si A est définie positive, et donc que la fonction est convexe, la valeur du pas de
déplacement est simplement donnée par,

& V()

el

Si la fonction a minimiser n’a pas toutes les ’bonnes propriétés’ requises, alors
il se peut que les regles (et donc les pas fournis) de Cauchy ou Curry n’existent
pas. De plus, la détermination exacte de ay, (au sens de Cauchy ou Curry) peut
s’avérer treés cotiteuse en temps de calcul, ce qui n’est pas forcément compensé
par le gain de temps dans la minimisation de f. On va naturellement essayer de
construire des algorithmes peu gourmands approchant au moins 'une des deux

ay, = (6.12)
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équations (6.9), (6.10).
Pour essayer d’approcher la condition de Cauchy on peut rechercher o, tel que,

ou wy €0, 1[. Il s’agit de la condition d’Armijo. Pour arriver a trouver un pas de
déplacement qui vérifie ’équation précédente on applique I'algorithme suivant,

Algorithme : Recherche Linéaire approchée - Armijo
Initialisation : o > 0, 7 €]0, 1]

Tant que (6.13) n’est pas vérifiée i.e.,

fl@p + ady) > f(we) + wio,V f(2,)d] .
(1) On prend

att € [rad, (1 — 7)ad].
(2) i=it1

Le pas déterminé par cet algorithme a la facheuse tendance a étre trop petit et
donné une convergence trop lente. La regle de Goldstein est,

flae + ondy) > f(ar) + wya,V f(z)d] . (6.14)

ol w; € [wy,1]. Cette régle permet de ne pas choisir de ay, trop petit. Les conditions
de Wolfe permettent également d’avoir un pas de déplacement pas trop “petit” et
vérifient la condition de décroissance linéaire (6.13),

f(n + ardy) < f(zr) + w0V f(z1)d] .
Vf(zg + andy) > wagrd,

Pour déterminer « vérifiant les conditions de Wolfe, on peut appliquer 1’algo-
rithme de Fletcher-Lemaréchal

Précédemment nous avions montré que dy pouvait étre égal & —V f(zy,), si nous
faisons maintenant le développement de Taylor de f au second ordre (on doit donc
avoir une fonction f de classe C?) nous obtenons,

(6.15)

F(e) = fa) + VI @) =) + 50— ) Hf @) —a), (616)
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Algorithme : Recherche Linéaire approchée - Fletcher-Lemaréchal
Initialisation : aj, = 0, Soient a'=0, @' = oo, 7 €]0, 5[ et 7. > 1

(1) Si

n’est pas vérifiée, alors @' = o' et,

a' €l —7)a' +7a', ot + (1 —7)a'].
(2) Sinon,
(2.1) Si
V f(xr + ajdy) > wagrdy, .
est vérifiée, alors stop.
(2.2) Sinon, o' = o'

(2.3) Si @ = 400, alors prendre o' € [r.a', cc], sinon,

o€ (1—-1)a’ +ral, ral + (1 — 7).

ou H f(x) est le hessien de f au point x. Les conditions d’optimalité sont,

Vf($k) + Hf(l’k)(xk+1 — l'k) =0. (617)
Et donc, la mise a jour est donnée par,
Tpt1 = T — Hf(l’k)_1Vf([L'k) (618)

Il s’agit de la méthode de Newton. Le probleme ici est le temps de calcul de la
matrice hessienne H f, on essaye d’approximer H f, ou directement H~'f,

T+l = T — OéBka(ZL’k), (619)

ot By, est 'approximation de H~!f (on parle alors de quasi Newton).

Pour toute la suite on pose yp = Vf(zrs1) — Vf(zk) et sp = g1 — xp.
L’approximation de Broyden est donnée par,

(sx — Bryr)(sx — Bryr) "

Biiy = By +
e ‘ (s — Bryr) "y

(6.20)
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Algorithme : Quasi Newton - Broyden
Initialisation : g =1, Hy = 1
pour k=1,2,---

(1) Calcul de la direction de descente, dy = — BV f(zy)

(2) On détermine a4, en appliquant une recherche linéaire de Wolfe.
(3) On calcule

(sk — Biy)(sk — Biye) "

(1 — Bryr) "y
(4) Stop si ||V f(zg)|| <€, alors * = x4, sinon, retour a 'étape 1.

Bry1 = By +

Le probleme ici est que les By ne sont pas forcément définis positifs. La mise
a jour de Davidson, Fletcher et Powell permet de pallier a ce probleme, elle est
donnée par,

sksy  Bryryy Br
SKYk Yp Biyk

Nous présentons enfin la méthode de Broyden, Fletcher, Goldfard et Shanno
(BFGS),

Algorithme : Quasi Newton - BFGS
Initialisation : g = 1, Hy = 1
pour k=1,2 ---

(1) Calcule de la direction de descente, dj, = —H,, 'V f ()
(2) On détermine oy, en appliquant une recherche linéaire de Wolfe.

(3) On calcul

TB B T TB T

Biiy = By — SkYy Dk + DrYrsy I <1 g Tkyk:> Sl_crsk ‘
Yk T Sk k Yy, Sk

(4) Stop si ||V f(zr)]| <€, alors * = x4, sinon, retour a 'étape 1.

On peut montrer dans ce cas que la convergence est superlinéaire, i.e. que,

lim Ve =Wl (6.22)

= [[wy, — w|
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Notons qu’il existe une version modifiée de l'algorithme BFGS ne nécessitant
pas de calculer explicitement H f et donc d’avoir a stocker un trop grand nombre
de données, il s’agit de I'algorithme Low Memory BFGS.

6.5.2 Algorithme génétique

L’algorithme génétique appartient a la classe des recherches heuristiques. Un
algorithme génétique est une fonction d’optimisation pour les cas extrémes ou le
maximum (minimum) ne peut pas étre déterminé analytiquement. L’idée est de
reprendre la théorie de I’évolution : sélection naturelle, croisement et mutation.
L’avantage de ce type d’algorithme est qu’il va converger tres rapidement dans le
voisinage du maximum global, si les parametres a optimiser sont correctement ini-
tialisé, il y a peu de chance que I'on soit bloquer vers un locale. Il existe beaucoup
de versions différentes des algorithmes génétiques (il s’agit en fait d’une classe d’al-
gorithme), on présente ici un algorithme appartenant a cette classe pour minimiser
une fonction f(z) avec x = (x1, -+, zq)
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Algorithme Génétique

Parametres : ¢, p, p'.

Initialisation : On génére une population de possibilités x* = (¢, -+, 2¢ ),
1=1,---, P avec m le nombre de parametres a optimiser et P la taille de la
population. Chacun des x° est appelé un chromosome.

(1) Opérateur de sélection. On sélectionne les [P/2] chromosomes donnant les
meilleurs résultats par rapport a la fonction d’évaluation, pour nous, la fonction
d’utilité. Les autres chromosomes sont enlevés de la population.

(2) Opérateur de croisement. Soit x! = (x},--- ,zl) et x> = (23,--- ,22)) deux
chromosomes (en tout ¢% de chromosomes sont croisés), on choisit un entier
aléatoirement tel que 0 < r < m et,

1

1 1 g i< ] A . 2
x ={z;|sij<r, alors z; € x', sinon z; € x°}

x¥ = {x;| si j <r, alors z; € X, sinon x; € x'}.
(3) Opérateur de mutation. Soit x* = (z],--- ,x! ) un chromosome (en tout p%
de chromosomes sont mutés), on choisit de muter p’ % du chromosome, on tire
alors mp’ /100 = r entiers aléatoirement compris entre 0 et N et,

x" = {wj| si j #r, alors x; = 2, sinon ; = random}.

(4) on régénere [P/2] nouveaux chromosomes et on répete les étapes 2 a 3 jusqu’a
convergence.
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