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1. Rappels Et Compléments.
1.1. Premieéeres Définitions.

Définition 1.1.1. On dira que f est de classe C? sur un ensemble I si elle admet des dérivées partielles
secondes au voisinage de X € I qui sont continues en X. On notera alors f € C?(I).

Soit E un ouvert de R™ et, soit f une fonction de classe C? sur FE.

Définition 1.1.2. (extrema local) Soit f : E € R” — R. On dit que f présente en X* € F un extremum
local, ssi il existe un voisinage V(X*) = B(X*, p), p € R de X* tel que,

VX € B(X*,p)NE, f(X*) < f(X) X* sera alors appelé minimum local de f sur £
VX € B(X*,p)NE, f(X*) > f(X) X" sera alors appelé maximum local de f sur £

On dira qu’il s’agit d’un extrema local strict si les inégalités précedentes sont strict pour tout X* # X.

Définition 1.1.3. (extrema global) On dit que X* € E est un extremum global de f: E € R" — R si,

VX € E, f(X") < f(X) X" sera alors appelée minimum global de f sur E
VX € E, f(X") > f(X) X" sera alors appelée maximum global de f sur E

On dira qu’il s’agit d’un extrema local strict si les inégalités précedentes sont strict pour tout X* # X

Définition 1.1.4. (Convexe, concave) Une fonction f sur I € R™ est convexe (resp concave) si pour tout
X,Yel, xelol],
FOX + (1 =AY)) S A(X)+ (1= ) f(Y)

resp F(AX + (1= AY)) > Af(X) + (1= N F(Y)

Définition 1.1.5. (Strict convexité, concavité) Une fonction f sur I € R" est strictement convexe (resp
concave) si pour tout X #Y € I, X €]0,1],

JAX + (1 =XY)) < Af(X)+ 1 =N)f(Y)
resp fAX + (1= AY)) > Af(X)+ (1 =N f(Y)

Proposition 1.1.1. Une fonction f de classe C? sur I € R est dite convexe (resp concave) si pour tout X € I,
F7(X) > 0 (resp f"(X) < 0).

1.2. Optimisation Dans R.
On rappel ici la méthodologie pour trouver les extremas d’une fonction f: R — R,

1. La fonction est-elle de classe C1?
2. Détermination des extremas en résolvant f’(z) = 0.
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3. On cherche la nature de(s) extrema(s) — Tableau de variation, la fonction est-elle concave, convexe ?

Exemple de Cobb Douglas :

R — -«
f(ﬂc)zaza(pplx> R>0,p1 >0,p2>0,2>0,a€]—1,1]
2
f est de classe C'! pour = > 0 et R-pe > 0,
2]
— 1-o _ -
(@) = az® <R plfﬁ) S P gy <R pw)
p2 b2 b2
On résout f'(x) =0,
_ 1-a _ —Q
R (RW) C Pl e (RW) _ 0
P2 b2 \ P2
o az! W) Pl gy =g
p2
PN ( pw) :x&(l—a)
P2 A P2
& art =a(a®)+ 21 a))
2;% D2 P2
A ot =P,
P2 P2
a *
= — ==z
p1

Je vous laisse determiner si cette fonction est convexe ou concave.
2. Optimisation Dans R".
2.1. Condition Necessaire du Premier Ordre.

Théoréme 2.1.1. (CN1) Soit f de classe C'(E). Si f admet un extremum local au point X* = (21, -+ ,zy)
de l'ouvert E, alors X* vérifie
Vf(X7) = Opn

ou vf(X*)t= (af(X*) e 6f(X*)). X* sera appelé point candidat ou point critique.

oxr1 o Oxp

Preuve. (sur R?) par hypothése, f admet un extremum local en X* = (z*,y*) sur la boule ouverte centrée
en X* et de rayon o, on VX € B(X*, a), f(X) < f(X™) (resp f(X*) < f(X)) si optimum est un maximum (resp
minimum) local.

Soit H(h1, h2) un élément quelconque de R2. Considérons la fonction g de la variable réelle ¢ définie comme
suit : V¢t € R, g(t) = f(X* + tH). Elle vérifie donc,

* g(0) = f(X7)

e Elle admet un extremum local en ¢ = 0. En effet, pour tout ¢ tel que X* +tH € B(X*, ), autrement dit
pour tout ¢ tel que [t| < T on a g(t) = f(X*+tH) < g(0) = f(X*).

e Comme f est de classe C! sur E, a fortiori sur B(X*, a), alors g est dérivable au voisinage de 0 et on a, pour

tout ¢ de 'ouvert }—ﬁ; ﬁ [7 g(t) = whl + %;tmhg. En particulier ¢’(0) = 8féz*)h1 + 8fé§*)h2.

Puisque g admet un maximum local en 0 et est de classe C!' au voisinage de 0, on peut appliquer la condition

du premier ordre ¢’(0) = 0. D’ou, 8féf*)h1 + 8f((9‘;{*)h2 = 0. Comme 1’égalité est vraie pour tout H = (hq, h2), on
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en déduit, By

Remarque 2.1.1. La CN1 signifie géométriquement que le plan tangent a la surface d’équation y = f(x1,x2)
au point X* de coordonées (x7, x5, f(27,23)) est horizontal. On peut donc avoir trois cas possible, Fig[1], Fig[2]
et Fig[3]. On a ainsi besoin d’une condition du second ordre pour caractériser la nature des points critiques.

2.2. Condition Nécessaire Du Second Ordre.

Les conditions du second ordre permettent de distinguer les cas d’'un maximum local et d’un minimum local

Théoréme 2.2.1. (Schwartz) Soit f une fonction de classe C? sur un ensemble ouvert E € R”. Le théoréme
de Schwartz nous assure que

an(CCl, o al‘n) _ agf(l'l, e ,IEn)
8:@8@ 85638:61

VZ,] € {17 7n}

Contre exemple :
2

2
foy) = { Yl (,y) # (0,0)
0 (z,y) = (0,0)
Définition 2.2.1. (Hessien) Soit f une fonction de classe C? sur un ensemble ouvert E € R™. On définit la
matrice hessienne, H(f, X), de f au point X = (x1,--- ,x,) € R" par,

f(x1,mn)  O2f(mi,ymn) . OPf(@1,,Tn)
ox1 0x10x2 0x10xn
Pf(@1,mn)  Pf(@i,mn) 0 O%f(x1,,wn)
H(f, X) _ 8x2'd;t1 8.x2 ‘ 8352.8mn
82f(I17"'7$n) . . 82f(5017"',$n)
Oz, 0z 02

D’apres le théoréeme de Schwartz, la matrice hessienne est symétrique.

Définition 2.2.2. Une fonction f : R" — R de classe C? sur R" est convexe (resp concave) si sa matrice
Hessiene est semi-définie postive (resp négative) pour tout = € R"™.

Définition 2.2.3. Une fonction f : R” — R™ de classe C? sur R" est strictement convexe (resp concave) si sa
matrice hessiene est définie postive (resp négative) pour tout = € R™.

Théoréme 2.2.2. (CN2 pour un max local) Soit f de classe C? sur E et soit X* de I'ouvert E. Si f

admet un maximum local en X*, alors on a, VH = (hq,--- ,hy) € R,
32f(x1,~-' 7$TL) 2 82f($17”' ’xn) aZf(x:h”' 7xn) a2f(xla”' 7$TL) 2
h 2 hih 2 hih . hz <0
0z? Lt 0z10x9 1z + Ox10x3 gt ox2 n=

Soit sous forme matricielle, VZ € R"™,
Z'H(f,X*)Z <0

Soit encore, la matrice hessienne au point X* est semi-définie négative.

Preuve. (Dans R?) La démonstration et la suite directe de celle donnée pour la condition nécessaire du
premier ordre. La fonction d’une variable réelle g est de classe C? dans un voisinage de 0 puisque f est de classe

2 * 2 * 2 *
C? au voisinage de B(X*,a) de X*. On a, ¢"(t) = Wh% + 2%Jmh1h2 + Wh% Comme g
atteint un max local en 0, la condition nécessaire du second ordre pour une fonction d’une variable réelle est

vérifiée en ce point. On a donc : g”(0) < 0, soit VH = (hy, hg) € R?, 82£g*)h% + Qanfr(;i/*)hlhg + %h% < 0.
]
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FIG. 1 - Fonction convexe d’équation f(x,y) = 22 +y? et son plan tangent d’équation z = x +y. Le point critique
est ici un minimun global strict.

2

FiG. 2 — Fonction concave d’équation g(x,y) = —x? — y? et son plan tangent d’équation z = x + y. Le point

critique est ici un maximum global strict.

FIG. 3 — Fonction d’équation h(z,y) = —z% + y? et son plan tangent d’équation z = x + y. Le point critique est
ici un point selle (ni minimum, ni maximum.
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Théoréme 2.2.3. (CN2 pour un min local) Sous les méme hypotheses que celles du Th 2.2.2.; on obtient
alors, VH = (hy,--- ,hy) € R,

82f($1,"' 7:1:71) 82f($1,"' 7xn) a2f(f1?1,"‘ 71:71) 82f(:1:17”' 7:1:71)
oz? 0x10x2 frrhz +2 0x10x3 fhs &+ ox2

h? + 2 hZ >0

Soit sous forme matricielle, VZ € R"™,
Z'H(f, X*)Z >0

soit encore, la matrice hessienne au point X* est semi-définie positive.

Théoréme 2.2.4. (CN2) Les théoremes 2.2.2. et 2.2.3. s’etendent pour des extremas globaux si les matrices
hessienne sont définies de la méme maniere pour tout X € R"™ et non, seulement au point X*. Et de maniere
évidente, les extremas globaux ou locaux seront strict si les hessiens sont définis positifs pour un minimum et
définis négatifs pour un maximum.

2.3. Condition Suffisante du Second Ordre.

Théoréme 2.3.1. (CS2 pour un max local) Si l'une des conditions suivantes est vérifiée,

v(f)=0,VZeR" Z'H(f,X*)Z <0

e X* est un point candidat et, la matrice hessienne au point X* est semi def négative

Alors f admet un max local au point X*

Théoréme 2.3.2. (CS2 pour un max local strict) Si I'une des conditions suivantes est vérifiée,
e X* est un point candidat et, VZ € R" — {Ogn }, Z'H(f, X*)Z < 0

e X* est un point candidat et, la matrice hessienne au point X* est def négative

Alors f admet un max local strict au point X*

Preuve. (Dans R?) La fonction f étant de classe C? sur E, elle admet un devellopement de Taylor a 1'ordre
2 en X*. Pour tout H = (hy, hs) € R?, on a,
* * ’ ! * 1 1" * 1" "
FOC 4 H) = F(X7) 4+ S X0+ £y (X + 5 [F (X + 245, (X 7 haho + fo(X)R3] + ||| )
avec limpy_o€e(H) = 0.
Comme X* est un point candidat, on a,

FIX* 4 H) = f(X) = o [ F2(X)hE + 2£5,(X*)haho + f,2(X*)h3] + || H|[Pe(H)

N |

avec limpy_0€e(H) = 0.

Considérons tout d’abord la forme quadratique sur R? : ¢(H) = f;; (X*)h2 + 2f;y(X*)h1h2 + f;/; (X*)h3. Par
hypothese elle est définie négative. Elle vérifie donc q(H) < —a||H||> avec o > 0 (le nombre —a est la borne
supérieure de la fonction continue ¢(H) sur 'ensemble {H € R"/||H|| = 1}).

D’autre part, comme limpy .o €e(H) = 0, il existe n > 0 tel que [|H|| <n = |e(H)| < §. Puisque a > 0, on en
déduit : [|H|| <n = €(H) < §.

En définitive, pour ||H|| < n, on a,

(£ 00 + 20,0 Whaha + 063 + || PeCE) < =S 11AIP + |11 PeC) = |1HIP (e(H) = 5 ) <0

N | —
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Par conséquent, VH tel que ||H|| <7, f(X*+ H) — f(X*) < 0. X* est donc bien max local strict. [ |

Théoréme 2.3.3. (CS2 pour un max global) Si I'une des conditions suivantes est vérifiée,

e X* est un point candidat et, VZ € R", Z'H(f, X)Z <0

e X* est un point candidat et, la matrice hessienne pour tout X € E est semi def négative

Alors f admet un max global au point X*

Théoréme 2.3.4. (CS2 pour un max global strict) Si 'une des conditions suivantes est vérifiée,

e X* est un point candidat et, VZ € R" — {0%}, Z'H(f,X)Z < 0

e X* est un point candidat et, la matrice hessienne pour tout X € F est définie négative

Alors f admet un max global strict au point X*

Théoréme 2.3.5. (CS2 pour un point selle) Considérons un point X* vérifiant la condition du premier
ordre d’optimalité et non celles du second ordre, i.e. que la matrice H n’est pas définie, aussi bien pour tout X € F
que pour X*, on ne peut donc pas le caracteriser comme maximum ou minimum, local, global, strict, non-strict.

On dira alors que X™* est un point selle.

2.4. La Simplification Dans R?.

Proposition 2.4.1. Soit A une matrice de M,,»,(R) diagonalisable de valeurs propres \; avec i = {1,--- ,n}.
Alors,
n
Det(A) = H Ai
i=1
n
t?"(A) = Z )\1

@
Il
._.

Proposition 2.4.2. Dans le cas d’'une fonction définie sur R? cette proposition simplifie les calculs. En effet, il
n’est pas necessaire de determiner de maniere explicite les valeurs propres du hessien, par exemple, si Det(H) > 0
alors necessairement les vaps sont de méme signes, ont est donc en présence d’un max ou d’un min, et si la trace
est positive, les vap sont positives, le hessien est donc défini positif, il s’agit d’un min strict (global si Det(H)>0
pour tout X € E).

3. Applications.
Exercice 1. Soit la fonction f définie par,

fz,y) =22 +3y* +day + 20—y +6

Déterminer le(s) extrema(s) de f et le(s) caracteriser.

Correction. La fonction est de classe C* sur I'ouvert R? en tant que fonction polynémiale, on peut donc
determiner son gradient et son hessien,

Vi, y) = (4z + 4y + 2,6y + 4z — 1)
Résolvons 7 f(x,y) = (0,0) pour déterminer le(s) point(s) critique(s), X™* = (x*, y*),

dr+4y+2 =0
dr+6y—1 =0
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Ainsi, X* = (—2,3/2). Déterminons maintenant la nature de ce point critique. Pour cela on écrit le hessien,

H(f,X>=<fl ;‘)

La matrice hessienne étant de taille 2 X 2 pour avoir le signe des valeurs propres il suffit de regarder son détermi-
nant. Det(H )=8 donc les vaps sont de méme signes et differentes de 0 et, tr(H)=10 donc les vaps sont positives
strictement. On est donc en présence d’un minimum strict, et comme ces résultats ont été trouvé pour tout X € R?
il s’agit d’'un minimum global strict.

Exercice 2. Soit f la fonction définie sur 'ouvert |0, 1[x]0, 1[ de R? par,

fley)=(1-2)"+(A—-y)"+(@+y)" n=2

1. Déterminer les dérivées partielles d’ordre 1 de f.
2. En déduire que le seul point en lesquelles les dérivées partielles d’ordre 1 de f s’annulent simultanément est
11
le point ( =, = .
P (3 3)

3. Démontrer que f présente un minimum local en ce point.

Correction.

1. Tl est clair que la fonction f est de classe C? sur 'ouvert ]0, 1[x]0, 1[ en tant que fonction polynomiale, on
peut donc déterminer son gradient et sa matrice hessienne.

gi@, D =-n(=or e+ ) = —nll -y ol g
insi,
V) = (=n(l = 2" +n(z+y)" " —n(l = y)" " +n(z+y)" )

2. On résout directement le systéme, en tenant compte que a® ' = "~ < a = b lorsque a et b sont positifs
(ce qui est le cas pour x et y), on a

of
ai(xay) =0 ] 1
x N —n(l—z)" +n(z+y)" 0
8—f(x,y) —0 —n(l—y)" n(+y)" =0
Ay
o O T @y =0 a)l = ()]
~(I=y)" (@) =0 (=gt =(@+y"
1
=
o l—z=z+y o 3z =1 o 3
l—y=z+y 3y=1 y— L
3

11
3. Le point <3, 3) étant un point critique de f (il annule les deux dérivées partielles d’ordre 1), et |0, 1[x]0, 1]

11
étant un ouvert de R2, on doit déterminer les dérivées partielles du second ordre au point (3, 3)

2
O L ) =n(n— (1~ 2)"2 4 nln — 1)z +y)"2

it
) 0 (0

S @) = 5 (5 ) (@) = nln = 1)(z +5)"
0*f

2@ y) =nln =D - )"t nn - 1)(@+y)"
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"
= ¢ gy (33) =m0 ()

() e )”

2n(n —1) (;)n—2 n(n—1) (;)n_2

11
" <f <37 3)> - n(n —1) <2>n2 2n(n —1) <§)n2

ot (1 (5)p = frn 0.5 7 - o0 )]

e () e ()

9 2n—4
=3n2(n—1)>2 (3) >0

Par conséquent,

et donc,

2 2

11
ce qui implique que le point <3, 3> est un extrémum local de f sur 'ouvert |0, 1[x]0, 1]

. 11 2\" 2 . 11 .
Ensuite, T'r (H (f <§, 5))) =4n(n —1) 3 > 0 donc le point 3'3 est un minimum local de f sur
Pouvert |0, 1[x]0, 1[.

Exercice 3. Soit g(z) =Inlnz.
1. Donner le domaine de définition de g.

2. Montrer que g est concave sur son domaine de définition.

3. En déduire I'inégalité

b
Ya>0b>1, lna;_ > Vinalnb.

Correction.
1. Dy =|1,400].
2. La fonction g est une composé de fonction In elle est donc dérivable sur I'ouvert D, et,
Jd@)=—+—. ¢"(z) = % <0 carIn(z)+1>1>0. Donc g est strictement concave sur |1, 4o0].

3. Par concavité, on a g (aTer) > L;rg(b), autrement dit In (In GTH’) > w = In((Inalnb)'/?). On

prend ’exponentielle et on obtient In (QT‘H’) > (Inaln b)l/z.

4. Optimisation Sous Contraintes, Ouverture.

Un programme d’optimisation sous contrainte est de la forme, pour E un sous ensemble de R" dévrivant

(‘rhx?)”' 7xn)7
minXeE f X) maxxep f(X)
sc g(X) <0 sc gi(X) <0
g2(X) <0 ou g2(X) <0
gg(X) =0 gg(X) =0

Pour des cas simple, on pourra utiliser la méthode de subsitution, on reprend ’exemple de Cobb Douglas,

[e7

maX(m,y)EEXanyl_
scxpy +yp2 = R
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ce programme d’optimisation équivaut a résoudre le méme programme que celui proposé dans la premiere partie
avec une seule variable.

l1—o
o, l—a o [ R—p1zx
max X m —_
{ e, * had AX(zy)ery T ( P2 )

= — B—piz
scxpr +yp2 = R scy ==
On trouve donc, z* = ozp% et en reprenant la contrainte d’équation g(x,y) = xp; + yp2 = R on trouve,
yr=(1-a)t
D2

De maniere évidente, on ne peut pas toujours utiliser cette méthode, par exemple si I’on a un nombre élevé
de contraintes, s’il ne s’agit pas de contraintes d’égalité mais d’inégalités... Heureusement, il existe des outils plus
puissants, les méthodes de Programmation Linéaire comme, par exemple, la méthode du Simplexe si la fonction
a optimiser est linéaire (cette méthode a déja été entrevue par ceux qui ont fait un bac ES). Pour d’autres
programmes plus complexes, les méthodes du Lagrangien ou de Karush, Kuhn and Tucker (KKT) semblent
appropriées. Ces deux dernieres méthodes sont présentés sur la brochure de cours distribué en début de semestre.
Enfin, notons que les méthodes proposé dans ce mini cours d’optimisation libre sur R™ ainsi que les méthodes du
Lagrangien et de KK'T imposent de pouvoir dériver les fonctions, on peut donc se poser une question, comment
optimiser une fonction s’il elle n’est pas différentiable ?
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