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Introduction

Fractales...

Figure: Deux célebres exemples de fractales
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Introduction

Fractales...

Figure: Autre vision d'une fractale
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— Fractale = dimension non entiére
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Introduction

Un exemple géographique

Figure: Réseau du Moulin extrait a partir d'un MNT & 1 m (bassins expérimentaux de
Draix, systéme de coordonnées Lambert 3)

o 921520 921600 921680 921760 921840 921920 922000 922080 922160
=
z T
2
&4 N
= i &
!
o
bt i
£
&~
i
o
g
=
z
&
o
5 ;
=
z
&~
g 160 m
g I L
&~

Jean-Marc Bardet, SAMM, Université i QMLE for causal models



Introduction

Quelques noms associés a la notion de fractale

@ Georg Cantor (1845-1918)
@ Gaston Julia (1893-1978), puis Adrien Douady (1935-2006),...

@ Benoit Mandelbrot (1924-2010)
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Introduction

Objectifs de I'exposé

Problemes: plusieurs dimensions fractales + difficultés de calcul!

Objectifs:
@ Présenter des dimensions fractales “théoriques’ et “empiriques”
© Mettre en place une méthode adaptative de calcul des dimensions empiriques
© Mesurer la robustesse de |'estimation

@ Appliquer sur des fractales simulées et sur des réseaux de talwegs de ravines
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© Deux dimensions fractales “théoriques”
@ Dimension de Hausdorff
@ Dimension de Kolmogorov (ou de Minkowski-Bouligand)
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Deux dimensions fractales “théoriques” Dimension de Hausdorff
Dimension de Kolmogorov (ou de Minkowski-Bouligand)

Définition de la dimension de Hausdorff

Soit A un ensemble de points.

Definition

Pour r > 0, et 0 = (0p)nen Un recouvrement dénombrable de A tel que
sup ey diam(o,) < r, pour tout o > 0, on appelle définit:

m*(A) = rlm m(A) avec m*(A) = il;fz diam(o,)“.
n

La dimension de Hausdorff de A, dimy(A), vérifie:

dimy(A) = sup{a € R tel que m{*(A) > 0} = inf{a € R tel que m{*(A) = 0}
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Deux dimensions fractales “théoriques” Dimension de Hausdorff
Dimension de Kolmogorov (ou de Minkowski-Bouligand)

Quelques propriétés

Propriété

o dim(A) est un réel positif qui existe pour tout ensemble A

e A fini=> dim(A) =0

@ Pour une C!-sous-variété F de R" de dimension m < n, alors dimy(F) = m

o Détermination théorique de dim(A) uniquement possible dans des cas simples
(invariance par changement d'échelle, voir Falconer, 1990)

Jean-Marc Bardet, SAMM, Université Paris 1 QMLE for causal models



Deux dimensions fractales “théoriques” Dimension de Hausdorff
Dimension de Kolmogorov (ou de Minkowski-Bouligand)

Définition et propriétés

Soit N(r,A) le nombre minimum de boules fermées de rayon r nécessaire pour
recouvrir A (on pourrait aussi considérer des pavés de longueur r). Alors:

Definition

La dimension de Kolmogorov de A, dim(A) est définie par:

dimy(A) = lim 28IV A)]

: limi <te).
N og(/n) (si cette limite existe)

Proposition

@ cette limite n'existe pas toujours = limite supérieure et inférieure.
e pour tout F C R", dimy(F) < diminfx(F) < limsupy(F).
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Deux dimensions fractales “théoriques” Dimension de Hausdorff
Dimension de Kolmogorov (ou de Minkowski-Bouligand)

Un exemple géographique célebre

Figure: Calcul de la dimension de Kolmogorov de la cote de la Grande-Bretagne
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Deux dimensions fractales “empiriques”

© Deux dimensions fractales “empiriques”
@ Dimension de comptage de boites
@ Dimension de corrélation
@ Un probléme commun: le choix de I'intervalle de fractalité
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Deux dimensions fractales “empiriques”

Définition de la dimension de comptage de boites

A: ensemble dont on observe un nombre fini de points ou de segments (arbre)

Definition

Pour0 < ri <r <---<rp, ladimension de comptage de boites

—_—
(box-counting dimension) de A, dimk(A) est I'estimateur par moindres carrés
ordinaires 3 du modéle linéaire:

log[N(ri,A)] = axlog(1l/r;)+b  pouri=1,---,p

Remarque: si A infini et r, — 0, dm) — dimg(A) (si existence).
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Un probléme commun: le choix de I'intervalle de fractalité

Deux dimensions fractales “empiriques”

Définition de la dimension de corrélation

Proposée par Grassberger et Proccacia (1983), version probabiliste (Renyi, 1970)

On suppose A = {xy, -, xn}

Definition

|

Pour0 < r <rn <---<rp, ladimension de corrélation de A, dimc(A) est
I'estimateur par moindres carrés ordinaires a2 du modéle linéaire:

log[C(ri, A)] = axlog(1l/r;))+ b pouri=1---p

2
; C(r,A) = ——— Iy ili<r-
ou (r’ ) N(N . 1) 1<§<N ”XI XjHSf

Remarque: estimation de dim¢(A) (si existence) ou % — dimc(A) (r — 0)

avec P(r, A) proportion de couples de A dont interdistance < r.
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Dimension de corrélation

Deux dimensions fractales “empiriques” A q 7 5 v
pinq Un probléme commun: le choix de I'intervalle de fractalité

Relations entre dimensions

Proposition
Pour A ensemble, dimy(A) < dimc(A) < dimg(A) (si existence).

—_—

Remarque: On aura donc souvent dim¢(A) < dimg(A), mais pas toujours...

Jean-Marc Bardet, SAMM, Université Paris 1 QMLE for causal models



Dimension de comptage de boites
Dimension de corrélation

Deux dimensions fractales “empiriques” = . - v
pinq Un probléme commun: le choix de I'intervalle de fractalité

e e

Comment calculer dim¢(A) et dimg(A)

Probleme: Comment choisir (r1,--- ,1p)?

Comme A est est fini:
@ Si les r; sont trop "petits”, dmA) ~1let C(r;,A)=0
@ Si les r; sont trop “grands”, N(r;, A) ~ 1 et C(r;, A) — 1 (sautent par paliers)

Objectif: Trouver la “bonne zone” pour (ry,--- ,r,): intervalle de fractalité
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Dimension de compt:
Dimension de corr n
Un probléme commun: le choix de I'intervalle de fractalité

Deux dimensions fractales “empiriques”

—

Exemple sur le réseau de talwegs pour dimg(A)

Figure: Nuage de points (log(1/r;), log(N(r:, A)))
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Dimension de compt

Dimension de corréla
Un probléme commun: le choix de I'intervalle de fractalité

Exemple sur le réseau de talwegs pour dim¢(A)

Deux dimensions fractales “empiriques”

LL[25:200]

Lr[25:200]
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Plan

@ Estimation adaptative de I'intervalle de fractalité

—

@ Cadre de I'estimation de dim(A)

—

@ Cadre de I'estimation de dim¢(A)
@ Résultats numériques
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Cadre de I'estimation de dim/K\(A)
Cadre de I'est on de dim(A)

. . . I " Résultat:
Estimation adaptative de I'intervalle de fractalité csuitats num

Trois zones de linéarités différentes

Trois zones se distinguent assez nettement:

@ Une zone linéaire avec a ~ 1

-

@ Une zone linéaire avec a = dimk(A)

@ Une zone linéaire avec a > 0
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Cadre de I'estimation de dim/K\(A)
Cadre de I'estimation de dim ~(A)

. . . I " Résultat: Bril
Estimation adaptative de I'intervalle de fractalité esultats numeriques

Détection de ruptures dans modeles linéaires

On utilise le contraste suivant:

Pour t; < t, des entiers positifs:

51

(?1,?2) = Argmin1<tl<t2<p<z (Iog(N(rt)) — 30 + Iog(rt))2
+3 " (log(N(rt)) — bo — by log(r))% > (log(N(r)) — & — & Iog(rt))2>
t=t;+1 t=tr+1

ol 3o (resp. (b, by) et (Go,@1)) est I'estimateur MCO sur {1,--- , 1;} (resp.
{tl+17"' 7t2} et {t2+17 7p})
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Cadre de I'estimation de dim/K\(A)
Cadre de I'e tion de dim (A)
Résultats numériques

Estimation adaptative de I'intervalle de fractalité

Remarque théorique

Proposition

D’aprés Bai et Perron (1998) ou Lavielle et Moulines (2000), sous certaines
hypothéses assez faibles,

(&%) — (&, &) = Op(1).
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Cadre de I'estimation de dimy(A)
Cadre de I'esti on de dim(A)

. . . I " Résultat: éri
Estimation adaptative de I'intervalle de fractalité esultats numeriques

Une “grande zone linéaire”

On observe:
@ Une “grande zone linéaire” centrale avec a = dim¢(A)
@ Pour r petit, la méme linéarité plus bruitée
@ Pour r grand, une rupture “douce” (non abrupte)

—

= Difficultés pour utiliser la méme détection que pour dimg(A)
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Cadre de I'estimation de dimy(A)
Cadre de I'estimation de dim¢(A)

. . . I " Résultat: Bril
Estimation adaptative de I'intervalle de fractalité esultats numeriques

Technique de type sélection de modeles

On suppose le modéle:
Y, = f(t) + & te{l,---,p}
avec f(t) =at+ bpourte {tf+1,---,t5}.

Avec C > 2, on pose le contraste pénalisé suivant:

1 2 C
J(t, b)) = ———M— A21 _—

= (1, 1) = Argmin; ., (11, 1)

Remarque: En pratique, nous avons choisi C = ,/p (on suppose t; = [11n] et
ty = [m2n]).
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Cadre de I'estimation de dimyc(A)
Cadre de I'estimation de dim ¢ (A)

N ° M s Résul o
Estimation adaptative de I'intervalle de fractalité €ésultats numeriques

Résultats sur le réseau de talwegs de ravines

dimk(A) Intervalle de R? dim¢(A) Intervalle de
fractalité fractalité
Moulin 1 m 1.70 [5.3 m, 44.3 m] | 0.9998 1.81 [10.6 m, 32.2 m]
Moulin 2 m 1.57 [8.7 m, 40.5 m] | 0.9997 1.81 [15.3 m, 41.3 m]
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Cadre de I'estimation de dimyc(A)
Cadre de I'estimation de dim ¢ (A)

N ° M s Résul o
Estimation adaptative de I'intervalle de fractalité esultats numériques

Résultats pour des arbres simulés

Pour des arbres binaires bruités avec angle de 60° et rapport 1/\/§i 0.03:

Ordre d@) IC dm) dim) IC dm)
5 127 | [1.141.40] | 1.02 | [0.97-1.07]
6 131 | [1.24-1.41] | 1.01 | [1.08-1.29]
7 138 | [1.28-1.45] | 1.14 | [1.05-1.22]
8 140 | [1.35-1.43] | 1.33 | [1.29-1.37]
9 141 | [1381.43] | 134 | [1.31-1.37]
10 141 | [1.39-1.43] | 1.42 | [1.35-1.49]
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Cadre de I'estimation de dim (A)
ation de dim - (A)
Résultats numériques

Estimation adaptative de I'intervalle de fractalité

Sur des arbres simulés: réseau de Scheidegger

Figure: Nuage de points (log(1/r;), log(N(r:, A)))
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Estimation adaptative de I'intervalle de fractalité

Résultats

Cadre de I'estimation de dimyc(A)
Cadre de I'estimation de dim ¢ (A)

Résultats numériques

Ordre d@) IC dm) dm) IC dm)
3 126 | [0.07-153] | 2.28 | [1.60-2.96]
4 139 | [110-1.74] | 1.68 | [1.50-1.86]
5 147 | [124171] | 177 | [1.73-1.81]
6 167 | [1.49-1.77) | 178 | [1.73-1.83]
7 1.80 [1.79-1.81] 1.85 [1.85-1.86]
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