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Exercice 1. Loi normale

La dé�nition de Xi peut s'écrire comme suit

Xi = fi(εi), où fi(x) = θi2 + x. (∗)

1. D'après (*) Xi ne dépend que de εi. Puisque les εi sont indépendantes, les Xi sont

indépendantes. Puisque IE(Xi) = θi2, les espérances de Xi sont di�érentes. Donc les Xi ne

sont pas identiquement distribuées.

2. Puisque la fonction fi(x) dans (*) est linéaire et εi est gaussienne, la loi de Xi est

gaussienne. On a VarXi = Var εi = 1 donc Xi ∼ N (θi2, 1). On a donc la vraisemblance

donnée dans la question.

3. On calcule d'abord la log-vraisemblance H(θ)

H(θ) = lnL(θ) = −n
2
ln(2π)− 1

2

n∑
i=1

(xi − θi2)2.

On a ensuite

H ′(θ) =
n∑
i=1

i2(xi − θi2) = 0⇔ θ =

∑
i2xi∑
i4

,

et H ′′(θ) = −
∑
i4 < 0. Donc θ̂ =

∑
i2xi∑
i4

.

4.

IE(θ̂) =

∑
i2IEXi∑
i4

= θ,

Var (θ̂) =

∑
i4VarXi

(
∑
i4)2

=
1∑
i4
.

5. On a θ̂−θ√
1∑
i4

∼ N (0, 1) et IP(|N (0, 1)| < 1, 96) = 0, 95. Donc l'intervalle de con�ance

à 95% pour θ et [θ̂ − 1,96√∑
i4
, θ̂ + 1,96√∑

i4
].

Exercice 2. Loi uniforme

1. Puisque IP(Y ≤ y) = IP(2 − X ≤ y) = IP(X ≥ 2 − y) = 1 − (2 − y) = y − 1, la
fonction de répartition de Y est

G(y) =


0, y < 1,

y − 1, 1 ≤ y ≤ 2,
1, y > 2.

2.

g(y) = G′(y) =


0, y < 1,
1, 1 ≤ y ≤ 2,
0, y > 2.

3. IEY =
∫ 2
1 ydy = 3/2, IEY 2 =

∫ 2
1 y

2dy = 7/3, VarY = 7/3− 9/4 = 1/12.

Exercice 3. Moments de la loi gaussienne standard
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La densité de X est f(x) = 1√
2π
e−x

2/2.

1. La fonction f(x) est paire, i.e. f(−x) = f(x),∀x ∈ R. Puisque l'intégrande x2n+1f(x)
est impair, IEX2n+1 =

∫∞
−∞ x

2n+1f(x)dx = 0. (Par changement de variable x = −t on peut

prouver
∫ 0
−∞ x

2n+1f(x)dx = −
∫∞
0 t2n+1f(t)dt.)

2. En intégrant par partie on obtient∫ ∞
−∞

x2n+2

√
2π

e−x
2/2dx = − 1√

2π
([x2n+1e−x

2/2]∞−∞−
∫ ∞
−∞

e−x
2/2(2n+1)x2ndx) = (2n+1)

∫ ∞
−∞

x2n√
2π
e−x

2/2dx,

d'où vient

cn+1 = IEX2n+2 = (2n+ 1)IEX2n = (2n+ 1)cn.

D'après la relation précédente on a IEX4 = 3IEX2 = 3, IEX6 = 5IEX4 = 5 · 3,... ainsi

IEX2n = (2n− 1)(2n− 3) · · · 3 · 1 = (2n− 1)!!.
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Exercice 1. Loi uniforme

1. Puisque IP(Y ≤ y) = IP(3 − X ≤ y) = IP(X ≥ 3 − y) = 1 − (3 − y) = y − 2, la
fonction de répartition de Y est

G(y) =


0, y < 2,

y − 2, 2 ≤ y ≤ 3,
1, y > 3.

2.

g(y) = G′(y) =


0, y < 2,
1, 2 ≤ y ≤ 3,
0, y > 3.

3. IEY =
∫ 3
2 ydy = 5/2, IEY 2 =

∫ 3
2 y

2dy = 19/3, VarY = 19/3− 25/4 = 1/12.

Exercice 2. Moments de la loi gaussienne standard

La densité de X est f(x) = 1
σ
√
2π
e−x

2/(2σ2).

1. La fonction f(x) est paire, i.e. f(−x) = f(x),∀x ∈ R. Puisque l'intégrande x2n+1f(x)
est impair, IEX2n+1 =

∫∞
−∞ x

2n+1f(x)dx = 0. (Par changement de variable x = −t on peut

prouver
∫ 0
−∞ x

2n+1f(x)dx = −
∫∞
0 t2n+1f(t)dt.)

2. En intégrant par partie on obtient∫ ∞
−∞

x2n+2

σ
√
2π
e−

x2

2σ2 dx = − σ√
2π

([x2n+1e−
x2

2σ2 ]∞−∞−
∫ ∞
−∞

e−
x2

2σ2 (2n+1)x2ndx) = σ2(2n+1)

∫ ∞
−∞

x2n

σ
√
2π
e−

x2

2σ2 dx,

d'où vient

an+1 = IEX2n+2 = σ2(2n+ 1)IEX2n = σ2(2n+ 1)an.

D'après la relation précédente on a IEX4 = 3σ2IEX2 = σ43, IEX6 = 5σ2IEX4 = σ65 · 3,...
ainsi

IEX2n = σ2n(2n− 1)(2n− 3) · · · 3 · 1 = σ2n(2n− 1)!!.

(Comme il y a une erreur dans l'énoncé, on donne les points complets pour les

réponses à σ2 près, c.a.d. celles comme dans AM.)

Exercice 3. Loi normale

La dé�nition de Xi peut s'écrire comme suit

Xi = fi(εi), où fi(x) = θ/i+ x. (∗)

1. D'après (*) Xi ne dépend que de εi. Puisque les εi sont indépendantes, les Xi sont

indépendantes. Puisque IE(Xi) = θ/i, les espérances de Xi sont di�érentes. Donc les Xi ne

sont pas identiquement distribuées.

2. Puisque la fonction fi(x) dans (*) est linéaire et εi est gaussienne, la loi de Xi est

gaussienne. On a VarXi = Var εi = 1 donc Xi ∼ N (θ/i, 1). On a donc la vraisemblance

donnée dans la question.

3. On calcule d'abord la log-vraisemblance H(θ)

H(θ) = lnL(θ) = −n
2
ln(2π)− 1

2

n∑
i=1

(xi − θ/i)2.
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On a ensuite

H ′(θ) =
n∑
i=1

(xi − θ/i)/i = 0⇔ θ =

∑
xi/i∑
1/i2

,

et H ′′(θ) = −
∑

1/i2 < 0. Donc θ̂ =
∑
xi/i∑
1/i2

.

4.

IE(θ̂) =

∑
1/iIEXi∑
1/i2

= θ,

Var (θ̂) =

∑
1/i2VarXi

(
∑

1/i2)2
=

1∑
1/i2

.

5. On a θ̂−θ√
1∑
1/i2

∼ N (0, 1) et IP(|N (0, 1)| < 1, 64) = 0, 90. Donc l'intervalle de con�ance

à 90% pour θ et [θ̂ − 1,64√∑
1/i2

, θ̂ + 1,64√∑
1/i2

].
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Exercice 1. Loi uniforme

1. La vraisemblance est

L(θ) =

n∏
i=1

f(xi) =

n∏
i=1

1

θ
1I[0,θ](xi) =

1

θn

n∏
i=1

1I[0,θ](xi).

Si les xi sont tous inférieurs à θ, i.e. max(x1, . . . , xn) ≤ θ, alors L(θ) = 1
θn et L(θ) est

maximisée, sinon L(θ) = 0. Donc l'estimateur du maximum de vraisemblance de θ est

max(x1, . . . , xn).
2. La fonction de répartition de Xi est

F (x) =


0, x < 0,∫ x

0
1
θdt =

x
θ , 0 ≤ x ≤ θ,
1, x > θ.

La fonction de répartition de Zn est

FZn(z) = F (z)n =


0, z < 0,
zn

θn , 0 ≤ z ≤ θ,
1, z > θ.

3. La densité de Zn est

fZn(z) = F ′Zn(z) =


0, z < 0,

n
θn z

n−1, 0 ≤ z ≤ θ,
0, z > θ.

4. IEZn =
∫ θ
0

n
θn z

ndz = n
n+1θ. IEZ2

n =
∫ θ
0

n
θn z

n+1dz = n
n+2θ

2. VarZn = n
n+2θ

2 −
( n
n+1θ)

2 = n
(n+1)2(n+2)

θ2.
5.

lim
n→∞

FZn(z) =

{
0, z < θ,
1, z ≥ θ.

On en déduit que IP(Z = θ) = 1, Z est la constante θ.
6. IP(|Zn − θ| > ε) = IP(Zn < θ − ε) = ( θ−εθ )n. On en déduit que

∑∞
n=1 IP(|Zn − θ| >

ε) =
∑∞

n=1(
θ−ε
θ )n <∞ car 0 < θ−ε

θ < 1.

Exercice 2. Loi exponentielle

1. IP(Y = 1) = IP(1 ≤ X < 2) = F (2)− F (1) = e−3 − e−6.
2. Y ∈ {0, 1, 2, . . .} = N. IP(Y = k) = IP(k ≤ X < k + 1) = F (k + 1) − F (k) =

e−3k − e−3(k+1).

3. On a d'abord IP(Z ≤ z) =
∑∞

y=0 IP(y ≤ X ≤ y + z), ensuite
∑∞

y=0 IP(y ≤ X ≤
y + z) =

∑∞
y=0 e

−3y − e−3(y+z) = 1−exp(−3z)
1−exp(−3) .

4. La densité de Z est f(z) = (1−exp(−3z)1−exp(−3) )
′ = 3 exp(−3z)

1−exp(−3) .

5. On a d'abord IE(Z) =
∫ 1
0 zf(z)dz = 3

1−e−3

∫ 1
0 ze

−3zdz. En intégrant par parties on

a
∫ 1
0 ze

−3zdz = e3−4
9e3

. Donc IE(Z) = e3−4
3(e3−1) =

1
3 −

1
e3−1 .
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Exercice 1. Loi exponentielle

1. IP(Y = 0) = IP(X < 1) = F (1) = 1− e−2.
2. Y ∈ {0, 1, 2, . . .} = N. IP(Y = k) = IP(k ≤ X < k + 1) = F (k + 1) − F (k) =

e−2k − e−2(k+1).

3. On a d'abord IP(Z ≤ z) =
∑∞

y=0 IP(y ≤ X ≤ y + z), ensuite
∑∞

y=0 IP(y ≤ X ≤
y + z) =

∑∞
y=0 e

−2y − e−2(y+z) = 1−exp(−2z)
1−exp(−2) .

4. La densité de Z est f(z) = (1−exp(−2z)1−exp(−2) )
′ = 2 exp(−2z)

1−exp(−2) .

5. On a d'abord IE(Z) =
∫ 1
0 zf(z)dz = 2

1−e−2

∫ 1
0 ze

−2zdz. En intégrant par parties on

a
∫ 1
0 ze

−2zdz = e2−3
4e2

. Donc IE(Z) = e2−3
2(e2−1) =

1
2 −

1
e2−1 .

Exercice 2. Loi uniforme

1. La vraisemblance est

L(λ) =

n∏
i=1

f(xi) =

n∏
i=1

1

λ
1I[0,λ](xi) =

1

λn

n∏
i=1

1I[0,λ](xi).

Si les xi sont tous inférieurs à λ, i.e. max(x1, . . . , xn) ≤ λ, alors L(λ) = 1
λn et L(λ) est

maximisée, sinon L(λ) = 0. Donc l'estimateur du maximum de vraisemblance de λ est

max(x1, . . . , xn).
2. La fonction de répartition de Xi est

F (x) =


0, x < 0,∫ x

0
1
λdt =

x
λ , 0 ≤ x ≤ λ,
1, x > λ.

La fonction de répartition de Zn est

FZn(z) = F (z)n =


0, z < 0,
zn

λn , 0 ≤ z ≤ λ,
1, z > λ.

3. La densité de Zn est

fZn(z) = F ′Zn(z) =


0, z < 0,

n
λn z

n−1, 0 ≤ z ≤ λ,
0, z > λ.

4. IEZn =
∫ λ
0

n
λn z

ndz = n
n+1λ. IEZ

2
n =

∫ λ
0

n
λn z

n+1dz = n
n+2λ

2. VarZn = n
n+2λ

2 −
( n
n+1λ)

2 = n
(n+1)2(n+2)

λ2.
5.

lim
n→∞

FZn(z) =

{
0, z < λ,
1, z ≥ λ.

On en déduit que IP(Z = λ) = 1, Z est la constante λ.
6. IP(|Zn − λ| > ε) = IP(Zn < λ− ε) = (λ−ελ )n. On en déduit que

∑∞
n=1 IP(|Zn − λ| >

ε) =
∑∞

n=1(
λ−ε
λ )n <∞ car 0 < λ−ε

λ < 1.
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