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Exercice 1. Lol normale

La définition de X; peut s’écrire comme suit
Xi = fi(es), ou fi(x) = 0i% + z. ()

1. D’apres (*) X; ne dépend que de ¢;. Puisque les €; sont indépendantes, les X; sont
indépendantes. Puisque IE(X;) = 0i?, les espérances de X; sont différentes. Donc les X; ne
sont pas identiquement distribuées.

2. Puisque la fonction f;(xz) dans (*) est linéaire et &; est gaussienne, la loi de X est
gaussienne. On a Var X; = Vare; = 1 donc X; ~ N(6i2,1). On a donc la vraisemblance
donnée dans la question.

3. On calcule d’abord la log-vraisemblance H(6)

n

H(0) =InL(#) = —g In(27) — ;Z(x — 0i%)2.

=1
On a ensuite . ,
H(0) =S (2 — 02) = 0 5 6 = 2= iy
=1 ZZ
17 -4 ) iz,
et H'(0) = —> i* < 0. Donc 0 = S~
4.
A ’IEX;
E(§) ZZZ iy,
7
-4 )
Var(ﬁ):ZZ Var X; 1

it X
5.0n a 9_10 ~ N(0,1) et P(JN(0,1)] < 1,96) = 0,95. Donc 'intervalle de confiance
=
. 5196 5, 1,9
a 95% pour 6 et [0 m,@—&- \/ﬁ]
Exercice 2. Loi uniforme
l. Puisque P(Y <y) =P2-X<y)=PX>2-y)=1-2—-y)=y—1,1a
fonction de répartition de Y est

0, y<1,
Glyy=4q y—1, 1<y<2
1, y>2
2.
0, y<1,
gy) =Gy =K 1, 1<y<2,
0, y>2

3. EY = [[ydy =3/2, BY? = [} y2dy =7/3, VarY =7/3 —9/4 = 1/12.
Exercice 3. Moments de la loi gaussienne standard

1



La densité de X est f(z) = —=e /2,

Var©
1. La fonction f(x) est paire, i.e. f(—z) = f(x),Vx € R. Puisque l'intégrande 22"+ f(z)
est impair, X"+ = [% g2t f(3)de = 0. (Par changement de variable 2 = —¢ on peut

prouver fEOO e f(z)de = — [0t f(t)dt.)
2. En intégrant par partie on obtient

00 x2n+2 00 2n

1

—w2/2d _ 2n+1 _—x2 /2100 _/OO —x2/2 92 2n _ / £ —x2/2

e x = x e i e n+1)z“"dz) = (2n+1 e dz,
T 5l ] . (2n+1) ) = (2n+1) .-

d’ott vient

cni1 = EX?T2 = (2n + 1)EX? = (2n + 1)cy.
D’aprés la relation précédente on a IEX? = 3IEX? = 3, IEX® =5IEX* =5-3,... ainsi

EX? =2n—-1)(2n—3)---3-1= (2n — 1)IL.
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Exercice 1. Loi uniforme
L. Puisque P(Y <y) =PB-X<y)=PX >3-y)=1-3-y) =y—2,1a
fonction de répartition de Y est

0, y<2
1, y>3.
2.
0, y<2,
gly) =G'(y) =4 1, 2<y<3,
0, y>3.

3. Y = [; ydy =5/2, EY? = [} y?dy = 19/3, VarY = 19/3 — 25/4 = 1/12.

Exercice 2. Moments de la loi ga;uss;enne standard

La densité de X est f(z) = ﬁe_z /(207),

1. La fonction f(x) est paire, i.e. f(—z) = f(x),Vx € R. Puisque l'intégrande 22"+ f(z)
est impair, X"+ = [% 220 f(2)de = 0. (Par changement de variable z = —t on peut
prouver ono T f(x)de = — [[° 2T f(t)dt.)

2. En intégrant par partie on obtient

(o) g;2”+2 22 o Il 22 o0 22 9 5 0 1,271 22
e 202dr = ———([z*"" e 22| —/ e 22 (2n+1)r*"dx) = o“(2n+1 / e 22d,
| ~( P [ e = ) [
d’ol vient

ans1 = EX?"2 = 02(2n + )EX?* = 6%(2n 4 1)a,.

D’aprés la relation précédente on a IEX? = 302IEX? = ¢%3,IEX® = 502IEX? = 055 - 3,...
ainsi
EX? =o?(2n —1)(2n —3)---3-1=c>"(2n — 1)!L.

(Comme il y a une erreur dans I’énoncé, on donne les points complets pour les
réponses a o2 prés, c.a.d. celles comme dans AM.)

Exercice 3. Loi normale
La définition de X; peut s’écrire comme suit

Xi = filei), ou fi(x)=0/i+z. (¥

1. D’apreés (*) X; ne dépend que de ¢;. Puisque les €; sont indépendantes, les X; sont
indépendantes. Puisque IE(X;) = 0/1, les espérances de X; sont différentes. Donc les X; ne
sont pas identiquement distribuées.

2. Puisque la fonction f;(x) dans (*) est linéaire et ¢; est gaussienne, la loi de X; est
gaussienne. On a Var X; = Vare; = 1 donc X; ~ N(0/i,1). On a donc la vraisemblance
donnée dans la question.

3. On calcule d’abord la log-vraisemblance H ()

n

H(0) =InL(6) = — 2 In(2r) - % S (i — 0/

=1



On a ensuite

Z i—0/))i=0&60= 2 Tifi

2 1/
et I—i” 9) = —>.1/i? < 0. Donc é:%l;{g
' ; 1/iEX;
E()) = L — 9,
2.1/
~ Y 1/i?Var X; 1
Var () = -
(127~ L1/
5.0n a \/7 ~ N(0,1) et IP(IN(0,1)] < 1,64) = 0,90. Donc I'intervalle de confiance
T 1/i2
4 90% pour 6 et [0 16 g4 L8
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Exercice 1. Loi uniforme
1. La vraisemblance est

L) =[] fa H@ 0.0 (@) = 77 Hﬂ[oa] ().
=1 =1

Si les x; sont tous inférieurs a 6, i.e. max(z1,...,2,) < 6, alors L(#) = ;= et L(f) est
maximisée, sinon L(#) = 0. Donc l'estimateur du maximum de vraisemblance de 0 est
max(x1,...,Tp)-

2. La fonction de répartition de X; est

0, =<0,
Flz)=} [ysdt=2% 0<z<0,
1, x>06.
La fonction de répartition de Z,, est
0, z<0,
Fz,(2)=F(z)"={ &, 0<2<9,
1, z>0.
3. La densité de Z,, est
0, z<0,
f2.(2) = Fp (2) = gnz"', 0<2<0,
0, z>0.
4 BZ, = s wdz = o EZ2 = [) mztlde = 5607 VarZ, = %5607 —
n —
(T-HG) — (n+1)2 (n+2)9

0, z<4,
i Fz, (2 )_{ 1, 2>0.
On en déduit que IP(Z = 6) = 1, Z est la constante 6.

6. P(|Z, — 0] > e) =P(Z, < 0 —¢) = (%55)". On en déduit que 300, P(|Z, — 0] >
e) =30 (455" < oo car 0 < %55 < 1.

n=1

Exercice 2. Loi exponentielle

LPY=1)=P(1<X<2)=F2)-F1)=e3-¢5

22Y €{0,1,2,..} =N.PY =k)= IP(k<X<k:+ 1) =F(k+1) - F(k) =
e—3k _ 6—3(143-‘1-1)'

3. On a d’abord P(Z < 2) = 72, P(y < X < y+ 2), ensuite 35 2 P(y < X <
y+2) =30 e=3Y _ o—3(y+z) — Loexp(=32)

1—exp(—3) -
4. La densité de Z est f( ) = (11—6;%(—33?)/ - il”eig;ﬁ?)

5.0n a d’ abord E(Z fo 2f(2)dz = == fo ze 3%dz. En intégrant par parties on

a fy e % dz = < (Z)—g(Tfu %—63%1-
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Exercice 1. Loi exponentielle

LPY=0)=P(X<1)=F1)=1-¢e2

22Y €{0,1,2,..} =NPY =k =Pk <X <k+1) =Fk+1) - F(k) =
o2k _ o—2(k+1)

3. On a d’abord P(Z < 2) = >7 2 P(y < X < y+ 2), ensuite 35 2 P(y < X <

_ — 1—exp(—2
y+2) =3 lge W — e 2w+ = oe(Ed

4. La densité de Z est f(z) = (11__6;1;((__222)))’ = ff’;il()i;))

5. On a d’abord E(Z) = fol 2f(2)dz = —2 fol ze~??*dz. En intégrant par parties on

1—e—2
1 225 _ €2-3 _ -3 1 1
a [y ze"**dz = §3*. Donc E(Z) = ST =3~ E1

Exercice 2. Loi uniforme
1. La vraisemblance est

n

n n
1 1
L) =[] () = XH[O,/\](xi) = T 1o ().
i=1 i=1 i=1
Si les z; sont tous inférieurs a A, i.e. max(zy,...,2,) < A, alors L(A) = 5= et L()) est
maximisée, sinon L(A) = 0. Donc l'estimateur du maximum de vraisemblance de A est
max (&1, ...,Tn)-
2. La fonction de répartition de X; est
0, =<0,
Flz)=1Q [i3dt=%, 0<z <A,
1, =z> A\
La fonction de répartition de Z,, est
0, z<0,
Fz (2)=F(2)"={ %, 0<z<),
1, z> A
3. La densité de Z,, est
0, z<0,
on(Z):Fén(Z): )\%Zn—l’ 0<z<A,
0, z>2A
4 BZ, = IR Fradz = EZ2 = [ &2z = 1502 VarZ, = 1502 —
(A = (n+1)g(n+2))\ :
5.
. 0, z<A\,
Aim Fz,(2) = { 1, 2>\

On en déduit que IP(Z = X\) =1, Z est la constante \.
6. IP(|Z, — A| > e) =P(Z, < A —¢) = (255)". On en déduit que > 02, IP(|Z, — A| >
g)=> "> ()‘;5)" < oo car 0 < /\;5 < 1.

n=1




