Corrections, Partiel, 01,/2019

Exercice 1. Variables uniformes
1. Les densités de X et Y sont fx(x) = fy(z) = %H[O,g] (). La densité du couple est

flzy) = fx (@) - fy(y) = 00 32(2, 1)

2. Puisque E(X) = E(Y) = [%_zfx(z)dz = 3/2, Pespérance du couple est (3/2,3/2).
OnalE(X?) =IE(Y?) = [ 2?fx(z)dz = 3, donc Var (X) = Var (V) = 3—(3/2)* = 3/4.
Par I'indépendance on a Cov (X,Y) = 0. La matrice de variance-covariance est

(0" )

3. Le support de la loi de Z et [0, 6]. La densité de Z est

1/9]02 1dx—z/9, 0<2<3,

3
fz(2) = /f(x,z—fv)dx = 1/9/O o5 (2 —2)dw = { 1/9 7 41de = (6—2)/9, 3<2<6.

4. Le support de la loi de U et [—3,3]. La densité de U est

1/9f3+"1d (3+u)/9, —3<u<0,

3
fu(u) = /f(x,x—u)da: = 1/9/0 g 3 (z—u)dz = { U9 [P lde = (3 — w)9,  0<u<d

Exercice 2. Estimation paramétrique
1. La vraisemblance est

= ﬁIP(X =
1=1

On calcule le log-vraisemblance

n & x— 1 n 1 noxi—n
PII0 - b= G e

i=1

%\H

H(p) = log L(p) = —nlogp + (Z a; — n)(log(p-1) — log p).



La premiére dérivée de H(p) est H'(p) = %(%_111; — ;% Ona H'(p) = 0sip =
0 _
S win=zet Hp)d 0 PST Donep=S", z/n.
<0, p>=z
2. Le biais est b = [E(p) — p = IE(X;) — p = 0. Le risque quadratique moyen est
RQM (p) = Var (p) + b? = YA _ pl=1)

n
N N . —1) Pr.
3. D’apreés la loi des grands nombres on a (3. | X;/n —p)/ % — N(0,1).
4. Pour n suffisamment grand la loi de p peut étre approximée par la loi gaussienne
d’espérance p et de variance Iw. Donc pour g, vérifiant P(JAV(0,1)] < go) = «, on a

P(|(p —p)// 222 | < ¢,) = a. Dot vient ICy = [p — gar/ BB p + goy/ BEL).

5.0n ap =3, n = 600 et \/@ = \/% = %. Par la symétrie de la densité
de N(0,1), on a P(JN(0,1)] < 1.64) = 0.9, c.a.d. ¢o = 1.64. On obtient ICpg9 = [3 —
=2

1.64/10,3 + 1.64/10] = [2.836, 3.164].

Exercice 3. Chaine de Markov
1. récurrents : e, es, transitoire : es
2.1/2-1/2-2/3-2/5
3.(10/19,0,9/19)T



