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Exercice 1. Urne
1. X()={0,1,2} et Y(Q2) =
2. Il y a quatre couples (z,y)
(0,0) (1,3) (2,2) et (2,3).
3. La loi du couple est la suivante.
X\Y 0 1 2 3
0 0 3/35 | 6/35 | 1/35
1 2/35 | 12/35 | 6/35 0
2 2/35 | 3/35 0 0
En faisant la convention Cﬁ = 0 lorsque k < 0 ou k > n on peut calculer les probabilités
suivantes

3}

{0,1,2
€ X(Q ) Y (Q) tels que P(X = 2,Y = y) = 0. IIs sont

Exercice 2. Bernoulli

L.a=P(T €{0}|Hy) =P(X1=0,Xo=0p=3) =32 =1,
=P(T ¢ {0} |H)=1-P(T=0H)=1~-7 =15

2. L’espace d’états est E = {a, —a}.

D’aprés la définition de Y11 on a

P(Yo+1 =alY, =0a) =P(Yp41 = —alY,, = —a) = ]P( =0)=1-

et P(Yo41 = —alY,=a) =P (Y1 =a|Y, =—a) = =1)=

Donc la matrice de transition est M = < 1- )
3. La mesure invariante est u = (1/2,1/2)7.
4. 0On a

L(paylv"'ayn-l—l) - ]P(Yn-i-l:yn—‘rl;‘--v}/l:yl)

n
= J[Pir = vialVi = )PV = 1 = a)
i=1
> iyyip1y Wivien) > Mpymy, 1y (wiinn)
e pz:l (]_ — p)z:l ,
d’ou vient 'expression dans 1’énoncée.
n

5. Notons m = »_ Ty, 2. 1(¥i, ¥it1). La log-vraisemblance devient
i=1

H(p) =log L(p) = mlogp + (n — m)log(1 — p).

On a H'(p) = % — ’i_f; =0<=p=2ct H'(p) = —]% — (71‘ ;')12 < 0. L’estimateur du

n
maximum de vraisemblance p est donc Y Wgy 2o 3 (435 Yir1)/n
i=1

Exercice 3. Couple aléatoire continu



1. 5i f(x est la densité d’un couple de variables aléatoires réelles, elle doit vérifier
Y p

[oo0 Jo5 fa,y)dady = 1 et f(z,y) > 0. On a

/ / fxyd:cdy—C// 2xala:dy—C’/[ _2:8] dy—C’/ —dy=0C =1,

d’ou vient C = 1/6. Comme 6 > 0, on a C > 0.
2. La densité marginale de X est

0o 0
1 _ T —2x
=/ f(rv,y)dyZ/e@e psop(@)dy =27, x> 0.

Donc X ~ £(2).
La densité marginale de Y est

:/_Oo f(f’:’y)dx:/o 7¢ Lyeroay)de =5 [— 5 ]0 =55
Donc Y ~ U[-6,0).

Comme f(z,y) = fx(z) - fy(y), X et Y sont indépendantes.

3. Puisque X ~ £(2), EX = 1/2. Puisque Y ~ U[-0,0], IEY = 0. L’espérance du

couple E(X,Y) = (EX,EY) = (1/2,0).



