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Exercice 1. Urne

1. X(Ω) = {0, 1, 2} et Y (Ω) = {0, 1, 2, 3}.
2. Il y a quatre couples (x, y) ∈ X(Ω)× Y (Ω) tels que IP(X = x, Y = y) = 0. Ils sont

(0, 0) (1, 3) (2, 2) et (2, 3).
3. La loi du couple est la suivante.
X\Y 0 1 2 3

0 0 3/35 6/35 1/35

1 2/35 12/35 6/35 0

2 2/35 3/35 0 0

En faisant la convention Ckn = 0 lorsque k < 0 ou k > n on peut calculer les probabilités
suivantes

IP(X = i, Y = j) = IP(i bleues, j vertes, 3-i-j rouges) =
Ci2C

j
3C

3−i−j
2

C3
7

.

4. IP(X > Y ) = IP((X,Y ) ∈ {(1, 0), (2, 0), (2, 1)}) = 2
35 + 2

35 + 3
35 = 7

35 = 1
5 ,

IP(X = Y ) = IP((X,Y ) ∈ {(0, 0), (1, 1), (2, 2)}) = 0 + 12
35 + 0 = 12

35 ,
IP(2 rouges) = IP(X + Y = 1) = IP((X,Y ) ∈ {(1, 0), (0, 1)}) = 2

35 + 3
35 = 5

35 = 1
7 .

Exercice 2. Bernoulli

1. α = IP(T ∈ {0} |H0) = IP(X1 = 0, X2 = 0|p = 1
2) = 1

2 ·
1
2 = 1

4 ,
β = IP(T /∈ {0} |H1) = 1− IP(T = 0|H1) = 1− 3

4 ·
3
4 = 7

16 .
2. L'espace d'états est E = {a,−a}.
D'après la dé�nition de Yn+1 on a
IP(Yn+1 = a|Yn = a) = IP(Yn+1 = −a|Yn = −a) = IP(Xn = 0) = 1− p
et IP(Yn+1 = −a|Yn = a) = IP(Yn+1 = a|Yn = −a) = IP(Xn = 1) = p.

Donc la matrice de transition est M =

(
1− p p
p 1− p

)
.

3. La mesure invariante est µ = (1/2, 1/2)T .
4. On a

L(p, y1, . . . , yn+1) = IP(Yn+1 = yn+1, . . . , Y1 = y1)

=

n∏
i=1

IP(Yi+1 = yi+1|Yi = yi)IP(Y1 = y1 = a)

= p

n∑
i=1

1I{yi 6=yi+1}(yi,yi+1)
(1− p)

n∑
i=1

1I{yi=yi+1}(yi,yi+1)
,

d'où vient l'expression dans l'énoncée.

5. Notons m =
n∑
i=1

1I{yi 6=yi+1}(yi, yi+1). La log-vraisemblance devient

H(p) = logL(p) = m log p+ (n−m) log(1− p).

On a H ′(p) = m
p −

n−m
1−p = 0 ⇐⇒ p = m

n , et H
′′(p) = −m

p2
− n−m

(1−p)2 < 0. L'estimateur du

maximum de vraisemblance p̂ est donc
n∑
i=1

1I{yi 6=yi+1}(yi, yi+1)/n.

Exercice 3. Couple aléatoire continu
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1. Si f(x, y) est la densité d'un couple de variables aléatoires réelles, elle doit véri�er∫∞
−∞

∫∞
−∞ f(x, y)dxdy = 1 et f(x, y) ≥ 0. On a∫ ∞

−∞

∫ ∞
−∞

f(x, y)dxdy = C

∫ θ

−θ

∫ ∞
0

e−2xdxdy = C

∫ θ

−θ

[
−e
−2x

2

]∞
0

dy = C

∫ θ

−θ

1

2
dy = θC = 1,

d'où vient C = 1/θ. Comme θ > 0, on a C > 0.
2. La densité marginale de X est

fX(x) =

∫ ∞
−∞

f(x, y)dy =

∫ θ

−θ

1

θ
e−2x1I{x≥0}(x)dy = 2e−2x, x ≥ 0.

Donc X ∼ E(2).
La densité marginale de Y est

fY (y) =

∫ ∞
−∞

f(x, y)dx =

∫ ∞
0

1

θ
e−2x1I{y∈[−θ,θ]}(y)dx =

1

θ

[
−e
−2x

2

]∞
0

=
1

2θ
, y ∈ [−θ, θ].

Donc Y ∼ U [−θ, θ].
Comme f(x, y) = fX(x) · fY (y), X et Y sont indépendantes.
3. Puisque X ∼ E(2), IEX = 1/2. Puisque Y ∼ U [−θ, θ], IEY = 0. L'espérance du

couple IE(X,Y ) = (IEX, IEY ) = (1/2, 0).
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