Correction Partiel 2015-2016

Questions de cours

1.a =1P(T € W | Hy) ot W est la région de rejet. a est la probabilité de choisir H; /rejeter Hy
sachant que Hy est vraie.

2. 86=P(T ¢ W | Hy) ou W est la région de rejet. 8 est la probabilité de choisir Hy sachant que H;
est vraie.

Exercice : Couple de variables aléatoires discretes

1. Le nombre total de signatures Y est inférieur ou égal au nombre de personnes qu’il peut contacter X

0 >k
Lorsque X est fixé, Y suit une loi binomiale. DonconalP(Y =j | X = k) = ; L j -
Ckp7(1 —p)¥I, <k
2. La loi jointe est IP(X = k,Y = j) = P(Y :j\X:k)JP(jX: k) =Clpi(1—p)k- Je*wc,,g <k.
3.Laloide Yest P(Y=75)=) 1 (P(X =k Y =j) = %e”‘p, Y ~ Pois(Ap).

X et Y ne sont pas 1ndependantes. Contre-exemple : IP(X =2,V = 3) = 0 mais IP(X = 2) - P(Y
3) #0.

Exercice : Chaine de Markov

nvari — (P _4\T
1. La mesure invariante est pn = (4, 1)

3 1—g¢q P 1 1—g+p
2.a)LalmdeXgestL(Xg):M-Xl:( . 1p>(§):(1%+q
b) On calcule d’abord la loi jointe IP(X; = e1, X3 = e3) = IP(

D’apres le résultat de la question a) on a la probabilité de Xo = €9, P(Xy = e3) = —2H4
P(Xi=e1,X2=¢€
P(X1 =1 | Xz = e2) = Sy = .
¢) On en déduit la vraisemblance :

L(p,q) =

l\:JM—l

H 1—q) H((q ey (Tit1,2i) o qH{<e2 e} (@it1,2i) o pH{<e1 eo)} (Tit1,23) o (1-— )H{<e2 o)} (Tit1,2i)

La log-vraisemblance est

n—1

n—1
log L(p,q) = —log2+1log(l—q)x > (e, e (@is1, o) +10g8q X > M(eyeryy (it, ;)
i=1 i=1
n—1 n—1
+log p x Z H{(el,eg)}(xi+1a x;) +log(1 —p) x Z ]I{(ez,eQ)}(fUz’H,x')
i=1 i=1
On cherche . .
a% log L(p,q) =0 <= p~" % 300 Moy ey (i1, i) — (1= p) 7" X 30T Wiy )y (Ti1,23) = 0

_ n—1 _ n—1
ZlogL(p,q) =0 <= —(1—q)™" x 200 Wigey ey (@irns ) + 471 X 200 Wiy en)y (@igr, i) = 0
soit
p o= S Wiy enyy (@i n,wi)
e | P 52>}(1i+11$ D+ Wiy ey (igr,mi)
i = St ey, el)}(wl+17$b)

i H{<e1,n1>}(Ii+1@z)+Zl,1 H{(eZ,el)}(thwi)

1



car

{ 83—1; g L(p,q) =~ % S0 Wtey oy (@ig1, i) = g2 X Soimy Wi(en )y (i1, 33) < 0
SzlogL(p,a) = —gige X S ey ey (@i, @) — & X S Mg ey (T 1, 2) < 0

et %gq log L(p,q) = 0.

Exercice : Estimation paramétrique

1. En utilisant 'intégration par partie on a

b n b z—a)" ! n b b n —a)"t?
J@=a)"(b=a)de = [, (b-2)d TP = Z3 ([0~ 2)(@ - )] + [ (@ —a)" o) = Bty

2. On a fRf(x)da::6fab(33—a)(b—x)da?: (b—a)>=1etb>a,donchb=a-+1.

3. En utilisant la relation de la question 1, on a IB(X1—a) = [, (z—a)f(z)dz =6 fab(x—a)Q(b—x)dx =1
ot E[(X) — a)?] = [o(z — a)?f(z)de =6 [ (z — a)3(b— x)dz = 3.

Puisque IE(X; —a) =IEX; —a, EX; = E(X; —a)+a=

% + a. On a ainsi

VarX,; = IE[(X; —IEX;)?
1
= E[(X; - 5 a)?]
= X0~ (X a) )
= E[(X,-a)? -E(X, —a)+ i
_ 1
T2

4. Le biaisest b = IEa—a = [EX; — % —a = 0. Le risque quadratique moyen est RQM (a) = Var a+b? =
Vara = 20%'
5. La vraisemblance est

n

L(a,x1,...,2,) = H 6(x; —a)(b — x;)1M}g ) (24)
i=1
= 6"[J(xi—a)(a+1—2) 144y (,max (2;))1lq 041)( min (z;))
pale} Jeeey =1,..., n
B 6™ H?Zl(xi —a)(a+1—x;), sia+1>max=i  n(z;) et a <ming— _,(z;)
B 0, sinon.

Pour maximiser la vraisemblance, a doit vérifier max;—1, . n(x;)—1 < a < min;—1 . ,(x;). L’estimateur
G peut étre supérieur & min;—q ., (x;) ou inférieur & max;—1,_,(z;) —1, donc il n’est pas 'estimateur du
maximum de vraisemblance.



