Sujet A

1 Loi normale

On considére une suite(ey, - - -, €n) ii.d. A (0, 1) et une suite (X1, - ,Xr) de variables aléatoires
telles que X; = @ % i + &;, ol # est un paramétre réel.
1. Comme les (e1,---,&n) sont indépendants, les variables (X1, -+, X») le seront. Comme elle

n'est pas la méme espérance, elles ne peuvent pas étre identiquement distribuées.
2. Comme X; ~ N (8 x 4,1), la densité de X; sera f(z) = 7%;&“%(""9")2, par indépendance des
X;, on en déduit la vraisemblance : :

n

L9($1,--~,.‘rn)= —
b Ve

—3(zi—0 x1)?

3. La log vraisemblance vaudra :

1 n
zg(ml,...,mn)=_gtog(zfr)—§Z(x,-—9xé)2

i=1
On cherche : 5 s
2 - j o fn=lt R &
8859 (.’L’l, ) $n) 0& E;;l 2
En vérifiant que
i =
%'2‘19(331, ,mn)—-*‘“222<0
=

4. On aura E (é) =fet V(é) = f{?y
5. Comme F (é) =6fetV (é) "2%° 0, par une application immédiate de I'inégalité de Bienaymeé-

Tchebychev, on aura g Py
6. On aura l'intervalle 4 95% pour § :

- [ 1 - [ 1

2 Loi uniforme

On considére un échantillon (X1,---, Xp) i.i.d., avec X;, une variable aléatoire définie sur un

ensemble £, qui suit la loi uniforme Up1). On pose Z, = MaXie(1,...,n} Xi-

1. Pour 0 <& <1, on aura P(Z, <€) =[[iL, P(X; <€) = " = Fyz, (€). On aura de plus, si

e<0:F(e)=0etsie>1:F(eg)=1.
2. On en déduit densité de Z, fz, () = £F3z, (2) = nz" 11,5 (2).
3. On aura F (Z,) = fﬂl nz"dz = ;27 . De plus E (Z%) = fol nz"tldz = 1, d'ou

n+1l °
vz = " _( n )2=n(n+1)2—n2(n+'2)_ n
n+2 \n+l1 (n+2)(n+1)°  (n+2)(n+1)°

4, On. aura lim,_,o Fz, (&) = 1(13 (), on en déduit que la variable Z = lim,_,o Zn
variable constamment égale 4 1).

5 OnaP(|Z,-1|>€e)=P(Zpn<l-€)=(1-¢€)",onendéduitque Y oo, P(|Z, - 1| > &) =

S (l—e)"<oocar|l-¢g| < 1.



Sujet B

1 Loi normale

" On considére une suite(e, - -+, €n) 1i.d. M (0, 1) et une suite (X1, -+, Xn) de variables aléatoires
telles que X; = 8 * /i + €;, ot 8 est un paramétre réel.
1. Comme les (g1, -,€n) sont indépendants, les variables (X1, --,Xn) le seront. Comme elle

n'est pas la méme espérance, elles ne peuvent pas étre identiquement distribuées.
4
2. Comme X; ~ N(ﬂ X '\/5, 1), la densité de X; sera f(CL') = ﬁe—é(z—ﬂﬁ) , par indépendance
des X;, on en déduit la vraisemblance :

n
1 —i(m-6xvA)

Ly (zl,---,xﬂ)znﬁe

=1

3. La log vraisemblance vaudra :

lg(Z1, 1 Zn) = —glog(zfr)——;-Z(a:,-—ex \/2_)2

On cherche : 5 oy \/_ ;
Z ! X I;
=2, g s §= L=l VEXTE
8919 (3:1: » T ) 0+ Z?:li
En vérifiant que
8% =Ny
W‘lé (‘Tll“':zﬂ) = = E 1:3 <0
i=

4. On aura B (9) =fetV (é) = ETI-;_*
5. Comme E (é) =fetV (9) "2 ), par une application immédiate de 'inégalité de Bienaymé-

Tchebychev, on aura & 5
6. On aura I'intervalle & 95% pour 6 : °

. [ 1 [ 1
1095% = [6 —1.96 f?;;,g‘i‘ 1.96 MZ:%:’;

2 Lol uniforme

1. Pour 0 < e <1, on aura
P(Z,<e)=1-P(Zp,>e)=1-[[L; P(Xi >e)=1—(1—¢)" = Fgz,(e). On aura de plus, si

e<0:Fz,(e)=0etsie>1: Fg, (c) =1
2. On en déduit la densité de Zn, fz,(2) = 2 Fz,(z) =n(l - 2)" 1 q(2).

3. On aura

1 1 1 1
E(Zy,) = /0 an(1-2)""dz :fo (1—w)nu" " du 2/ nun-ldu_/ nuldu = 1— :L_I = 41rl'
0 0 n n

De plus

1 1 1 1 1 :
E(Zﬁ) = / zzn(l—z)”_ldz = / (l—u)znunfldu = / nun_ldu—/ 2nu”du+/ nu™Hdu = _____2
0- 0 Jo 0 Jo (n+1)(n+2)’

2

= "I Ty

dod V(Zn) = rnry ~ (m51)

4. On aura limgy_,o0 Fz,(€) = 1(g,00)(€), on en déduit que la variable Z = 0 (la variable égale

constamment & 0).
5.0n a P(|Zy| > ¢€) = P(Z, >¢) = (1 —&)", on en déduit que > -2, P(|Z,| > €) =3 oo (1—
e <oocar|l—g| <1 2n=1 P (|Zn] )= Dot



