
Statistiques 2 M1

Cours de Séries temporelles

4 mai 2020



Table des matières

1 Introduction aux chaînes de Markov à espace d'états �ni 4
1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2 Exemple : le hamster . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2.1 La chaîne de Markov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2.2 La matrice de transition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.3 Classe de récurrence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.3.1 Graphe associé à une matrice de transition . . . . . . . . 5

1.4 Mesure invariante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.5 Période, chaîne apériodique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2 Séries temporelles à observations réelles 10
2.1 Quelques séries temporelles simples. . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.1.1 Modèle d'espérance nulle . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.1.1.1 Bruit i.i.d. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.1.1.2 Processus binaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.1.1.3 Marche aléatoire . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.1.2 Modèles avec tendance et saisonnalité . . . . . . . . . . . 11
2.1.2.1 Tendance déterministe . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.1.2.2 Régression harmonique . . . . . . . . . . . . . . 11

2.1.3 Une approche générale de la modélisation des séries tem-
porelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.2 Séries stationnaires et fonction d'auto-corrélation . . . . . . . . . 12
2.2.1 Quelques dé�nitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.2.2 Quelques exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.2.2.1 Bruit i.i.d. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.2.2.2 La marche aléatoire . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.2.2.3 Moyenne mobile d'ordre 1 . . . . . . . . . . . . . 13
2.2.2.4 Modèle auto-régressif d'ordre 1 . . . . . . . . . . 13

2.2.3 La fonction d'auto-corrélation empirique . . . . . . . . . . 14
2.3 Estimation et élimination de la tendance et de la saisonnalité . . 14

2.3.1 Estimation et élimination de la tendance en absence de
saisonnalité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.3.1.1 Estimation de la tendance . . . . . . . . . . . . 15

1



TABLE DES MATIÈRES 2

2.3.1.2 Estimation et élimination de la tendance et la
saisonnalité en même temps . . . . . . . . . . . 16

2.4 Tester les résidus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3 Equations récurrentes linéaires 18
3.1 Suite sans second membre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.2 Suite avec second membre constant . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

4 Modèles ARMA 23
4.1 Processus ARMA(p, q) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

4.1.1 Dé�nition : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
4.1.2 Existence et unicité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

4.2 ACF et PACF d'un ARMA(p, q) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
4.2.1 Calcul de ACVF et ACF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
4.2.2 La fonction d'auto-corrélation partielle (PACF) . . . . . . 25

4.3 Prévisions d'un processus ARMA . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
4.3.1 Algorithme de Durbin-Levinson . . . . . . . . . . . . . . . 27
4.3.2 Algorithme d'innovation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
4.3.3 Prévision d'un ARMA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
4.3.4 Prédictions à h pas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
4.3.5 Intervalle de con�ance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

5 Analyse spectrale 31
5.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
5.2 Densité spectrale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
5.3 Le périodogramme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
5.4 Filtres linéaires invariants dans le temps . . . . . . . . . . . . . . 38
5.5 Densité spectrale d'un processus ARMA . . . . . . . . . . . . . . 40

6 Modélisation et prévision d'un processus ARMA 41
6.1 Estimation préliminaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

6.1.1 Estimation de Yule-Walker . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
6.1.2 Algorithme de Burg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
6.1.3 L'algorithme de Hannan-Rissanen . . . . . . . . . . . . . 43

6.2 Estimation par maximum de vraisemblance . . . . . . . . . . . . 44
6.2.1 Contraste de Whittle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
6.2.2 Régions de con�ance pour les coe�cients . . . . . . . . . 45

6.3 Sélection de l'ordre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
6.3.1 Critère AICC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
6.3.2 Critère BIC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

7 Modèle SARIMA 48
7.1 Modèles ARIMA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

7.1.1 Dé�nition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
7.1.2 Racine unitaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

7.1.2.1 Racine unitaire pour la partie autorégressive . . 49



TABLE DES MATIÈRES 3

7.1.3 Prédiction des modèles ARIMA . . . . . . . . . . . . . . . 50
7.1.4 Fonction de prédiction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

7.2 Modèles SARIMA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
7.2.1 Dé�nition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
7.2.2 Prédiction des SARIMA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53



Chapitre 1

Introduction aux chaînes de

Markov à espace d'états �ni

1.1 Introduction

On considère un ensemble E �ni, par exemple E = {1, · · · , N}, où N ∈ N.
Une chaîne de Markov (homogène) à espace d'états �ni est une suite de va-
riables aléatoires (X1, · · · , Xn, · · · ) ∈ EN, telles que : P (Xn+1 |Xn, · · · , X0 ) =
P (Xn+1 |Xn ), i.e. la loi deXn+1 conditionnellement à tout le passé du processus
ne dépend que du passé immédiat Xn.

Le processus (Xn)n∈N, est donc dé�nit par toutes les probabilités condition-
nelles dé�nies sur E2 : P (Xn+1 = i |Xn = j ) := pij .

Si on représente tous les états possible sur le simplexe de RN , c'est-à-dire
l'état i sera représenté par (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0) avec le 1 en ième position,

on pourra noter E (Xn+1 |Xn )
T

= (P (Xn+1 = ei |Xn ))
T
1≤i≤N = MXn, avec

M =

 p11 · · · p1N

...
. . .

...
pN1 · · · pNN

. On appellera M la matrice de transition de la

chaîne de Markov (Xn)n∈N. On remarquera queM est �stochastique� c'est-à-dire

que la somme sur des lignes sur une colonne vaudra toujours 1 (
∑N
i=1 pij = 1),

ainsi P (Xn+1 |Xn = j ) est bien une probabilité.

1.2 Exemple : le hamster

1.2.1 La chaîne de Markov

le hamster paresseux ne connaît que 3 endroits dans sa cage :

1. Les copeaux où il dort (état (1, 0, 0))

2. La mangeoire où il mange (état (0, 1, 0))

4
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3. La roue où il fait de l'exercice (état (0, 0, 1)).

Ses journées sont semblables les unes aux autres et on représente son activité
par une chaîne de Markov. Toutes les minutes, il peut soit changer d'activité,
soit continuer celle qu'il était en train de faire :

� Quand il dort, il a 9 chances sur 10 de ne pas se réveiller la minute
suivante

� Quand il se réveille, il y a 1 chance sur 2 qu'il aille manger et 1 chance
sur 2 qu'il parte faire de l'exercice.

� Le repas ne dure qu'une minute, après il fait autre chose.
� Après avoir mangé, il y a 3 chances sur 10 qu'il parte courir dans sa roue,

mais surtout 7 chances sur 10 qu'il retourne dormir.
� Courir est fatigant, il a donc 8 chances sur 10 de retourner dormi au bout

d'une minute, sinon (avec 2 chances sur 10) il continue en oubliant qu'il
est déjà un peu fatigué.

1.2.2 La matrice de transition

Si on note (Xn)n∈N, la suite des états du hamster, la matrice de transition

sera M =

 0.9 0.7 0.8
0.05 0 0
0.05 0.3 0.2

. Cette matrice de transition nous permet de

faire facilement des prévisions sur les états futurs. Prenons l'hypothèse que le
hamster dort lors de la première minute de l'étude. X1 = (1, 0, 0)

T
, au bout

d'une minute on peut prédire :

X̂1 = MX0 =

 0.9 0.7 0.8
0.05 0 0
0.05 0.3 0.2

 1
0
0

 =

 0.9
0.05
0.05


Ainsi, après une minute, on a 90% de chance que le hamster dorme encore, 5%
qu'il mange et 5% qu'il coure dans sa roue. On sait de plus que E (X2 |X0 ) =
E (E (X2 |X1 ) |X0 ) d'où

X̂2 = MX1 = MMX0 =

 0.9 0.7 0.8
0.05 0 0
0.05 0.3 0.2

 0.9 0.7 0.8
0.05 0 0
0.05 0.3 0.2

 1
0
0


=

 0.9 0.7 0.8
0.05 0 0
0.05 0.3 0.2

 0.9
0.05
0.05

 =

 0.885
0.045
0.045


1.3 Classe de récurrence

1.3.1 Graphe associé à une matrice de transition

On peut dessiner sur un graphe toutes les �liaisons� entre les états, c'est-à-dire
les coordonnées strictement positive de la matrice de transition. Ainsi dans

l'exemple précédent on aura :
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ROUE COPEAUX

MANGEOIRE

0.05

0.05

0.7

0.3

0.8

0.2

On dira que l'état y est accessible par x si il existe une suite �nie de points
de E : x = x0, · · · , xn = y et telle que pour tout k ∈ {0, · · · , n− 1}, pxk+1xk > 0,
c'est-à-dire que la probabilité de passer de l'état xk+1 en venant de l'état xk est
strictement positive. On notera alors x→ y.

Dé�nition : Nous dirons qu'un point est récurrent si ∀y ∈ E, x→ y ⇒ y → x.
Un point x non récurrent sera dit transitoire.

Remarques :
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� Pour tout x ∈ E, il y a au moins un point y tel que x→ y, car
∑
y pyx = 1.

� x → y si et seulement si il existe une entier n ≥ 1tel que la coordonnée
yx de Mn := Mn(x, y) > 0. En e�et,

Mn (x, y) =
∑

(xi1 ,··· ,xin−1)∈En−1

pxi1xpxi2xi1 · · · pyxin−1
.

Dans la somme précédente, tous les termes sont positifs ou nuls ; la somme
n'est donc non nulle que si un des termes au moins ne l'est pas : c'est la
dé�nition de x→ y.

� Lorsque Mn (x, y) > 0, nous dirons qu'il existe un chemin de longueur n
qui va de x à y.

� La relation x→ y est transitive. En e�et, si Mn (x, y) > 0 et Mq (y, z) >
0, alors Mn+q (x, z) > 0 puisque

Mn+q (x, z) =
∑
y1

Mn (x, y1)Mq (y1, z) ≥Mn (x, y)Mq (y, z) > 0

� On peut avoir ou non x→ x, mais si le point x est récurrent, alors il existe
au moins un point y tel que x→ y alors y → x et par transitivité x→ x.
Par contre un point transitoire peut ou non satisfaire x→ x : considérons
les deux matrices de transition suivantes sur les points {1, 2} :

M1 =

(
1 1
0 0

)
etM2 =

(
0.5 0
0.5 1

)
Dans les deux cas, le point 1 est transitoire, mais la relation 1 → 1 est
fausse pour M1 et vraie pour M2.

� Si x→ y et si x est récurrent, alors y est récurrent : il su�t d'appliquer
la propriété de transitivité de la relation .→ .

L'ensemble des points transitoires peut être vide, mais pas l'ensemble des points
récurrents si l'ensemble E est non vide. On en déduit la proposition suivante :

Proposition : Sur l'ensemble R des points récurrents, la relation x → y est
une relation d'équivalence.

Dé�nition : On appelle classe de récurrence les classes d'équivalence deRpour
cette relation d'équivalence. Nous dirons qu'une matrice markovienne est ré-
currente irréductible s'il n'y a pas de point transitoire et une seule classe de
récurrence. Par abus de langage on dit qu'une chaîne de Markov homogène est
récurrente irréductible si sa matrice l'est.

Remarque :
� Une matrice markovienne est récurrente irréductible si et seulement si

pour tout couple de points (x, y)on a x→ y.
� Si R est une classe de récurrence et x ∈ R, alors M (x, y) = 0, ∀y /∈ R.

Par conséquent la matrice MR dé�nie sur R × R comme la restriction
de la matrice M à la classe R est encore une matrice markovienne.
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1.4 Mesure invariante

Une mesure de probabilité µ sur E pourra toujours être représentée par
un vecteur µ := (µ1, · · · , µN )

T
tel que les µi soient tous positifs ou nuls et∑N

i=1 µi = 1 i.e. µi = P (X = i). La mesure µ sera dite invariante pour M si
et seulement si µ = Mµ. Pour une matrice de transition, il existe toujours une
mesure invariante. En e�et , pour une mesure µ0quelconque considérons la suite
µn := 1

n+1

∑n
i=0M

iµ, c'est une suite de probabilités, donc de points dans le

compact [0, 1]
N
, elle admet donc une sous-suite convergente µnk

k→∞→ µ. Mais
alors

Mµnk =
1

nk + 1

nk∑
i=0

M i+1µ = µnk +
Mnk+1µ0 − µ0

nk + 1

et lorsque k → ∞,
(Pnk+1µ0−µ0)

nk+1 → 0, puisqu'il s'agit de la di�érence de deux
mesures de probabilité divisée par nk + 1. Alors, nous voyons en passant à la
limite que Mµ = µ .

On aura de plus le résultat suivant (admis)

Théorème SoitM une matrice markovienne ; la mesure invariante est unique
si et seulement si il n'y a qu'une seule classe de récurrence.

1.5 Période, chaîne apériodique

Dans la section précédente, nous avons vu que si la chaîne est récurrente
irréductible, alors la suite µn = µ0+Mµ0+···+Mnµ0

n converge vers l'unique mesure
invariante µ. Nous nous préoccupons dans ce chapitre de la convergence de la
loi de Xn vers µ. Un premier exemple élémentaire montre que le simple fait
pour M d'être récurrente irréductible n'est pas su�sant. Considérons pour cela

la matrice M =

(
0 1
1 0

)
, matrice d'une chaîne de Markov sur deux points

{1, 2}. Si la loi de X0est δ{1}, alors la loi de X2p est δ{1} et celle de X2p+1 est
δ{2}, donc la loi de Xn ne converge pas vers l'unique mesure invariante qui est
la loi uniforme.

Pour traiter ce problème de convergence, nous introduisons une nouvelle
notion : la période.

Dé�nition : Soit x un point de E et N (x) = {n |Mn (x, x) > 0}. La période
p (x) est le plus grand diviseur commun (PGCD) de N (x).

On a la première remarque importante suivante :

Proposition Dans une classe de récurrence, tous les points ont même période.
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Preuve Soient x et y deux points de la même classe de récurrence. Il su�t de
démontrer que p(x) est un diviseur de N(y) et par symétrie on aura p(x) = p(y).
Soit m un élément de N (y) c'est-à-dire que Mn (y, y) > 0. x et y étant dans la
même classe de récurrence, il existe deux entier n1 et n2 tels que Mn1 (x, y) > 0
et Mn2 (y, x) > 0. Alors, n1 + n2 et n1 + n2 +m appartiennent tous les deux à
N (x) car

Mn1+n2+m (x, x) ≥Mn1 (x, y)Mm (y, y)Mn2 (y, x) > 0

donc p (x) divise n1 + n2 +m, n1 + n2 et par di�érence m �
On peut alors énoncé alors la dé�nition suivante :

Dé�nition On dira qu'une matrice markovienne récurrente est apériodique
si la période d'un point quelconque de E est égale à 1.

On déduit de la proposition précédente que si une matrice est récurrente
irréductible et s'il existe un point x pour lequel P (x, x) > 0 alors elle est
apériodique. La propriété fondamentale des matrices récurrentes irréductibles
apériodiques est la suivante :

Proposition (admise) Si la chaîne est irréductible récurrente et apériodique,
on aura Mn qui convergera vers une matrice dont chaque ligne est l'unique
distribution invariante µ : limn→∞Mnµ0 = µ.

Cette importante propriété permet d'établir la loi des grands nombres et le
théorème de la limite centrale pour la chaîne de Markov (Xn) ce qui permet de
faire des statistiques :

Loi des grands nombres (admise) Soit (Xn) une chaîne de Markov dé�-
nie sur un espace �ni E homogène irréductible et apériodique d'unique mesure
stationnaire µ, alors quelle que soit la loi de X0 et quelle que soit la fonction
f : E → R,

1

n+ 1
(f (X0) + · · ·+ f (Xn))

p.s.→
∑
x∈E

f (x)µ (x)

qui peut se généraliser en

1

n+ 1
(f (X0, X1) + · · ·+ f (Xn−1, Xn))

p.s.→
∑

(x,y)∈E2

f (x, y)µ (x)Mx (y)

où Mx (.) est la probabilité de transition P (X1 = . |X0 = x ).



Chapitre 2

Séries temporelles à

observations réelles

2.1 Quelques séries temporelles simples.

Un modèle de séries temporelles pour les observations (xt)1≤t≤n est la spé-
ci�cation d'une probabilité (ou d'une moyenne et d'une covariance) pour les
variables (Xt)t∈N∗ , pour lesquelles (xt)1≤t≤n sont supposées être une réalisa-
tion. Une détermination complète du modèle demanderai de spéci�er toutes les
probabilité

P [X1 ≤ x1, · · · ,≤ Xn ≤ xn] , −∞ < x1, · · ·xn <∞, n ∈ N∗

En générale cette question est trop di�cile ou demande des hypothèses fortes
(gaussianité). On s'intéressera surtout à la spéci�cation des premiers et seconds
moments de la distribution, c'est-à-dire (E (Xt))t∈N∗ et (E (Xt+hXt))t∈N∗,h∈N
ce qui reviendra à déterminer la loi jointe de (Xt)t∈N∗ , si on suppose que le
processus est gaussien.

2.1.1 Modèle d'espérance nulle

2.1.1.1 Bruit i.i.d.

C'est certainement le modèle le plus simple de série temporelle.

2.1.1.2 Processus binaire

Comme exemple de bruit i.i.d. on peut considérer la séquence de bruit

(Xt)t∈N∗ ∈ {−1, 1}N
∗
, avec P (Xt = 1) = 1

2 .

10
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2.1.1.3 Marche aléatoire

La marche aléatoire (St)t∈N, commençant à zéro, est obtenue en sommant
cumulativement une variable aléatoire i.i.d. de moyenne nulle. ainsi la marche
aléatoire est dé�nie par S0 = 0 et St =

∑t
k=1Xk.

2.1.2 Modèles avec tendance et saisonnalité

2.1.2.1 Tendance déterministe

Il arrive souvent que des séries semblent avoir une tendance haussière ou
baissière (par exemple les séries de PIB). On peut alors essayer de modéliser
les séries par une équation de la forme : Xt = mt + Yt, où mt est une fonction
variant lentement, (appelée tendance) et Yt est de moyenne nulle. On peut, par
exemple supposer que la tendance à une forme polynomiale :mt = a0+a1t+a2t

2

et déterminer les paramètres a0, a1, a2 par régression linéaire, c'est-à-dire en
minimisant en (a0, a1, a2) :

∑n
i=1 (xt −mt)

2
.

2.1.2.2 Régression harmonique

Beaucoup de séries temporelles sont in�uencées par des facteurs saisonniers,
comme le temps ou les jours de la semaine. A�n de représenter de tels modèles
saisonniers on peut utiliser le modèle simple : Xt = st+Yt, où st est une fonction
périodique de t de période d (st+d = st). On pourra par exemple choisir

st = a0 +

k∑
j=1

aj cos (λjt) + bj sin (λjt)

où a0, a1, · · · , ak et b1, · · · , bk sont des paramètres inconnus et λ1, · · · , λk sont
des fréquences �xées, chacune étant un multiple entier de 2π

d .

2.1.3 Une approche générale de la modélisation des séries
temporelles

L'étude d'une série temporelle se déroule selon le processus suivante
� A�chage de la série a�n de repérer :

� Une tendance
� Une composante saisonnière
� Une changement brusque de comportement
� Des observations aberrantes

� Enlever la tendance et la saison a�n d'obtenir une série de résidus sta-
tionnaires. Il peut être aussi nécessaire d'appliquer des transformations
au données. Par exemple, si l'amplitude des données semble �uctuer li-
néairement il pourra être préférable d'étudier la série

(
ln (Xt)t∈N

)
, ou

plus généralement la transformation de Box-Cox :{
Xλt −1
λ si λ 6= 0

ln (Xt) si λ = 0
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� Choisir un modèle pour modéliser les résidus. En utilisant les di�érentes
statistiques calculables sur cette série.

� La prévision sera faite en prévoyant les résidus et en inversant les trans-
formations décrites ci-dessus pour obtenir les prévisions de la série origi-
nelle.

2.2 Séries stationnaires et fonction d'auto-corrélation

2.2.1 Quelques dé�nitions

Une série (Xt)t∈Z est dîte stationnaire si, pour tout entier h, elle a les mêmes
propriétés statistiques que la série décalée dans le temps (Xt+h)t∈Z. On peut
aussi restreindre la stationnarité aux moments d'ordre 1 et 2 (on parlera alors
de série faiblement stationnaire).

Dé�nition Soit (Xt)t∈Z une série avec E
(
X2
t

)
<∞. La fonction moyenne de

(Xt)t∈Z est µX (t) = E (Xt). La fonction covariance de (Xt)t∈Z est

γX (r, s) = Cov (Xr, Xs) = E [(Xr − µX (r)) (Xs − µX (s))]

pour tout entier r et s.

Dé�nition On dira que (Xt)t∈Z est faiblement stationnaire si

1. µX (t) est indépendante de t.

2. γX (t+ h, t) est indépendante de t pour tout h.

On dira que (Xt)t∈Z est fortement stationnaire si (X1, · · · , Xn) et (X1+h, · · · , Xn+h)
on la même loi pour tout entier h et n > 0.

Remarques Une séries strictement stationnaire telle que E
(
X2
t

)
< +∞,

est faiblement stationnaire. Quand on fera référence à une série stationnaire la
fonction d'auto-covariance sera dé�nie par γX (h) := γX (h, 0) = γX (t+ h, t).

Dé�nition Soit (Xt)t∈Z, une série stationnaire. La fonction d'auto-covariance
(ACVF) de Xt au pas h est

γX (h) = Cov (Xt+h, Xt)

La fonction d'auto-corrélation (ACF) de Xt au pas h est

ρX (h) :=
γX (h)

γX (0)
= Corr (Xt+h, Xt)

2.2.2 Quelques exemples

2.2.2.1 Bruit i.i.d.

Si (Xt)t∈Z est un bruit i.i.d. et E
(
X2
t

)
< ∞, alors γX (h) = σ21{0} (h) et

ρX (h) = 1{0} (h).
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2.2.2.2 La marche aléatoire

Si (St)t∈N est une marche aléatoire, alors E (St) = 0 et E
(
S2
t

)
= tσ2. De

plus γS (t+ h, t) = Cov (St+h, St) = Cov (St, St) = tσ2. Puisque γS (t+ h, t)
dépend de t la série n'est pas stationnaire.

2.2.2.3 Moyenne mobile d'ordre 1

On considère la série dé�nie par les équations

Xt = εt + θεt−1, t ∈ Z

où (εt)t∈Z est i.i.d. N
(
0, σ2

)
. On aura alors E (Xt) = 0, E

(
X2
t

)
= σ2

(
1 + θ2

)
et

γX (t+ h, t) =

 σ2
(
1 + θ2

)
si h = 0

σ2θ si h = 1
0 si |h| > 1

la série est donc stationnaire, on aura de plus

ρX (t+ h, t) =


1 si h = 0
θ

1+θ2 si h = 1

0 si |h| > 1

2.2.2.4 Modèle auto-régressif d'ordre 1

Soit a ∈ R, |a| < 1, supposons que (Xt)t∈Z soit une série stationnaire qui
satisfait les équations

Xt = aXt−1 + εt

où(εt)t∈Z est i.i.d. N
(
0, σ2

)
et εt est indépendant de Xs pour s < t. On voit

que
E (Xt) = aE (Xt−1)⇔ (1− a)E (Xt) = 0⇔ E (Xt) = 0

Pour trouver la fonction de covariance, il faut multiplier chaque coté de l'équa-
tion du modèle par Xt−h, h > 0 et prendre l'espérance. On a alors

γX (h) = Cov (Xt, Xt−h) =
Cov (aXt−1, Xt−h) = aγX (h− 1)
= · · · = ahγX (0)

en observant que γX (h) = γX (−h) , on trouvera aussi ρX (h) = γX(h)
γX(0) = a|h|.

Finalement pour trouver γX (0) on aura

γX (0) = Cov (Xt, Xt) = Cov (aXt−1 + εt, aXt−1 + εt) = a2γX (0) + σ2

Ainsi γX (0) = σ2

(1−a2) .
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2.2.3 La fonction d'auto-corrélation empirique

Pour déterminer le degré de dépendance des données pour des données obser-
vées (x1, · · · , xn) on calcule la fonction d'auto-corrélation empirique qui nous
renseignera sur les propriétés de la série. Par exemple, une fonction d'auto-
corrélation empirique proche de 0 pour tous les retards di�érents de 0 suggère
que le modèle approprié pour la série est le bruit i.i.d.

Dé�nition : Soit x1, · · · , xn des observations d'une série temporelle.
� La moyenne empirique est x̄ := 1

n

∑n
i=1 xi.

� La covariance empirique est

γ̂ (h) :=
1

n

n−|h|∑
t=1

(
xt+|h| − x̄

)
(xt − x̄) , −n < h < n

Pour que cette quantité soit proche de la covariance théorique, il faut
que h soit petit devant n, par exemple h < 10 et n > 100. En e�et,
cet estimateur est biaisé, mais on peut montrer qu'alors la matrice de
covariance empirique :

Γ̂n =

 γ̂ (0) · · · γ̂ (n− 1)
...

. . .
...

γ̂ (n− 1) · · · γ̂ (0)


est positive, comme il se doit.

� L'auto-corrélation empirique est

ρ̂ (h) :=
γ̂ (h)

γ̂ (0)
, −n < h < n

2.3 Estimation et élimination de la tendance et

de la saisonnalité

Le première chose à faire dans l'analyse d'une série temporelle est d'a�cher
les données pour repérer d'éventuelles tendances et saisonnalités. Cela peut sug-
gérer une représentation des données de la forme

Xt = mt + st + Yt

où mtest la fonction tendance, stla composante saisonnière et Yt est un bruit
stationnaire. Notre but est d'estimer et d'extraire les composantes déterministes
mtet st dans l'espoir que le résidu Yt sera une série temporelle stationnaire. Une
autre approche est de di�érencier la série jusqu'à obtenir la réalisation d'une
série stationnaire Wt.
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2.3.1 Estimation et élimination de la tendance en absence
de saisonnalité

En absence de saisonnalité le modèle devient le suivant : Xt = mt +Yt, avec
E (Yt) = 0.

2.3.1.1 Estimation de la tendance

Lissage avec un �ltre moyenne mobile Soit q un entier strictement positif,
considérons la moyenne mobile

Wt =
1

2q + 1

q∑
j=−q

Xt−j

alors pour q + 1 ≤ t ≤ n− q :

Wt =
1

2q + 1

q∑
j=−q

mt−j +
1

2q + 1

q∑
j=−q

Yt−j ' mt

Si on suppose quemt est approximativement linéaire sur l'intervalle [t− q, t+ q]
et que la moyenne des termes d'erreur sur cet intervalle est proche de zéro, la
moyenne mobile nous fournit alors l'estimation

m̂t =
1

2q + 1

q∑
j=−q

Xt−j , q + 1 ≤ t ≤ n− q

Puisque Xt n'est pas observé pour t ≤ 0 ou t > n, on peut dé�nir Xt := X1

pour t < 1 et Xt := Xn, pour t > n.

Élimination de la tendance par di�érentiation On essaye ici d'enlever
la tendance sans l'estimer. On dé�nit l'opérateur de di�érentiation d'ordre 1 ∇,
par

∇Xt := Xt −Xt−1 := (1−B)Xt

où B est l'opérateur de retard : BXt := Xt−1. Les puissances des opérateurs B
et ∇ sont dé�nis de manière naturelle. par exemple

∇2Xt = ∇ (∇Xt) = (1−B) (1−B)Xt =
(
1− 2B +B2

)
Xt = Xt−2Xt−1+Xt−2

Si l'opérateur ∇ est appliqué à une série avec une tendance linéaire : mt =
c0 + c1t, alors on obtient la fonction constante

∇mt = mt −mt−1 = c0 + c1t− (c0 + c1 (t− 1)) = c1

De la même manière on peut éliminer une tendance polynomiale de degrée k en
appliquant l'opérateur ∇k.
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2.3.1.2 Estimation et élimination de la tendance et la saisonnalité
en même temps

Le modèle est spéci�é ainsi :

Xt = mt + st + Yt

où E (Yt) = 0, st+d = st et
∑d
j=1 sj = 0

Estimation de la tendance et de la saison Soit les observations x1, · · · , xn
la tendance est alors estimée par une moyenne mobile choisie pour éliminer la
composante saisonnière et le bruit. Si la période est paire, d = 2q alors on utilise

m̂t =
(0.5xt−q + xt−q+1 + · · ·+ xt+q−1 + 0.5xt+q)

d
, q < t ≤ n− q

Si la période est impaire d = 2q+1 alors on utilise la moyenne mobile classique :

m̂t =
1

2q + 1

q∑
j=−q

Xt−j , q + 1 ≤ t ≤ n− q

La seconde étape est d'estimer la composante saisonnière. Pour k = 1, · · · , d,
on calcule la moyenne wk des déviations

{(xk+jd − m̂k+jd) , q < k + jd ≤ n− q}

Puisque les moyennes des déviations ne somment pas nécessairement à 0, on
estime alors le composant sk de la saison comme

ŝk = wk −
∑d
i=1 wi
d

et ŝk = ŝk−d, k > d. Les données désaisonnalisées sont alors dé�nies comme
dt := xt− ŝt. Finalement on réestime la tendance avec la méthode de la section
précédente.

Élimination de la tendance et de la saisonnalité par di�érentiation
On peut aussi di�érencier la série pour enlever la saisonnalité. Pour enlever une
saisonnalité d'ordre d on introduit la di�érence d'ordre d :
∇d :=

(
1−Bd

)
. En appliquant cet opérateur au modèle on trouve :

∇dXt = mt −mt−d + Yt − Yt−d

S'il est non nul, le terme (mt −mt−d) peut être enlevé en utilisant une des
techniques vues à la section précédente.
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2.4 Tester les résidus

L'objectif des traitements des précédentes sections est de produire une série
stationnaire. En supposant que c'est fait, l'étape suivante est de modéliser les
résidus Yt. Si il n'y a pas de dépendance parmi ces résidus alors on peut consi-
dérer qu'ils sont i.i.d. et la modélisation de la série temporelle est achevée. On
peut tester si les résidus observés sont i.i.d. à l'aide des statistiques suivantes :

1. La fonction de corrélation empirique : Pour n grand, on peut montrer
que les fonctions de corrélation empiriques sont approximativement i.i.d.
N
(
0, 1

n

)
. Ainsi 95% de ces auto-corrélations doivent être comprises entre

−1.96
√
n et 1.96

√
n.

2. Le test du portemanteau : On considère la statistique

Q = n×
h∑
j=1

ρ̂2 (j)

alors si les Ytsont i.i.d. on aura Q ∼ χ2 (h)



Chapitre 3

Equations récurrentes

linéaires

3.1 Suite sans second membre

On considère la suite ht, t ∈ Z� solution de l'équation récurrente d'ordre k :

ht + α1ht−1 + · · ·+ αkht−k = 0, (3.1)

où α1, · · · , αk sont des réels constants avec αk 6= 0. En introduisant l'opérateur
B (ht) = ht−1, cette équation peut se noter α (B)ht = 0, où α (B) = 1 +α1B+
· · ·+ αkB

k.

Dé�nition Un ensemble dem ≤ k solutions de l'équation (3.1)(3.1),
{
h

(1)
t , · · · , h(m)

t

}
seront dîtes linéairement indépendantes si

c1h
(1)
t + · · ·+ cmh

(m)
t = 0∀t ∈ {0, · · · , k − 1} ⇔ c1 = · · · = cm = 0.

On note que si h
(1)
t et h

(2)
t deux solutions de l'équation (3.1), alors c1h

(1)
t +c2h

(2)
t

sera aussi solution. De plus, toutes valeurs initiales h0, · · · , hk−1 déterminera

de façon unique ht. Ainsi, si on peut trouver k solutions
{
h

(1)
t , · · · , h(k)

t

}
li-

néairement indépendantes, il existera un uniquement ensemble de coe�cients
c1, · · · , cktelle que la solution

ht = c1h
(1)
t + · · ·+ ckh

(k)
t

a pour valeurs initiales h0, · · · , hk−1. Il su�t donc de trouver k solutions de
(3.1) linéairement indépendantes.

Pour identi�er la forme des solutions on peut utiliser les deux théorèmes
suivants :

18
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Théorème 1 Si ht =
(
a0 + a1t+ · · ·+ ajt

j
)
mt, avec a0, · · · , aj ,m des constantes

possiblement dans C, alors il existe b0, · · · , bj−1 tels que

(1−mB)ht =
(
b0 + b1t+ · · ·+ bj−1t

j−1
)
mt.

Preuve

(1−mB)ht =
(
a0 + a1t+ · · ·+ ajt

j
)
mt−m

(
a0 + a1 (t− 1) + · · ·+ aj (t− 1)

j
)
mt−1,

ainsi

(1−mB)ht = mt

(
j∑
r=0

ar (tr − (t− 1)
r
)

)
qui est clairement de degré polynomial j − 1�

On en déduit le corollaire

Corollaire Les fonctions h
(j)
t = tjξ−t,j ∈ {0, · · · , k − 1} sont k solutions

linéairement indépendantes de l'équation(
1− ξ−1B

)k
ht = 0.

Preuve On remarque que la fonction ht = 0 est solution de l'équation. Ainsi,

pour toute constante C possiblement complexe, Ch
(1)
t est solution de l'équation

dès que k ≥ 1. De plus, par le théorème précédent, on aura∀j ∈ {0, · · · , k − 1} ,(
1− ξ−1B

)j
h

(j)
t = C (j)h

(1)
t , où C (j) est une constante complexe et ∀j ∈

{0, · · · , k − 1} h(j)
t sera solution de l'équation. Finalement, si(

c0 + c1t+ · · ·+ ck−1t
k−1
)
ξ−t = 0, pour t ∈ {0, · · · , k − 1} ,

alors le polynôme
(
c0 + c1t+ · · ·+ ck−1t

k−1
)
a pour k zéros z1 = 0, · · · , zk =

k−1, mais comme il est de degré k−1 ce n'est possible que s'il est identiquement
nul, donc c0 = · · · = ck−1 = 0.

Solution de l'équation générale Pour l'équation (3.1), l'opérateur α (B)

peut d'écrire α (B) =
∏j
i=1

(
1− ξ−1

i B
)ri

, où ξi, i ∈ {1, · · · , j} sont des zéros
distincts de α (z) et ri est la multiplicité de la racine ξi. Par le corollaire pré-
cédent, tnξ−ti , n ∈ {0, · · · , ri − 1} , i ∈ {1, · · · , j} sont k solutions de l'équation
(3.1). On peut montrer que ces solutions sont linéairement indépendantes (cf
théorème et corollaire suivant), ainsi une solution générale de l'équation (3.1),
sera

ht =

j∑
i=1

ri−1∑
n=0

cint
nξ−ti .

Pour que ht soit réelle, les coe�cients correspondant à une paire de racines
complexes conjuguées doivent eux mêmes être conjugués. Plus spéci�quement,
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si
(
ξj , ξ̄j

)
est une paire de racines conjuguées de α (z) et ξj = ρ exp (iθj), alors

le terme correspondant dans ht sera

ri−1∑
n=0

cint
nξ−ti +

ri−1∑
n=0

c̄int
nξ̄−ti ,

qui peut être ré-écrit

ri−1∑
n=0

2 (Re (cin) cos (θit) + Im (cin) sin (θit)) t
nρ−t =

ri−1∑
n=0

ain (cos (bin) cos (θit)− sin (bin) sin (θit)) t
nρ−t

avec tan (bin) = Im(cin)
Re(cin) et ain = 2

√
Re (cin)

2
+ Im (cin)

2
. Ainsi

ri−1∑
n=0

aint
nρ−t cos (θit+ bin) .

Il reste à prouver la linéaire indépendance des solutions tnξ−ti , n ∈ {0, · · · , ri − 1} , i ∈
{1, · · · , j} .

Théorème Si
q∑
l=1

p∑
j=0

cljt
jmt

l = 0, t ∈ N, (3.2)

où m1, · · · ,mq sont des nombres distincts, alors clj = 0 pour l ∈ {1, · · · , q} , j ∈
{0, · · · , p} .

Preuve Sans perte de généralités, on peut supposer que |m1| ≥ |m2| ≥ · · · ≥
|mq| > 0. Il su�t donc de montrer que c1j = 0, j = 0, · · · , p car, dans ce cas
l'équation (3.2) revient à

q∑
l=2

p∑
j=0

cljt
jmt

l = 0, t ∈ N,

ce qui impliquera que c2j = 0, j = 0, · · · , p et par une récurrence immédiate
clj = 0 pour l ∈ {1, · · · , q} , j ∈ {0, · · · , p} . Pour prouver que c1j = 0, j =
0, · · · , p, on doit séparer deux cas :

1. Si |m1| > |m2| : En divisant l'équation (3.2) par tpmt
1 et en considérant

t → ∞, on trouve que c1p = 0. En remplaçant celui -ci dans l'équation
(3.2), en divisant cette équation par tp−1mt

1 et en considérant t→∞, on
obtiendra c2p = 0 et de proche en proche, on aura c1j = 0, j = 0, · · · , p.
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2. Si |m1| = |m2| = · · · = |ms| > |ms+1| > 0, où s ≤ q. Dans ce cas, on
peut écrire mj = reiθj , où −π < θj ≤ π et θ1, · · · , θs tous di�érents. En
divisant l'équation (3.2) par tprt et en considérant t→∞ on trouve que

s∑
l=1

clpe
iθlt → 0.

Montrons que ce n'est possible que si c1p = · · · = csp = 0. Soit gt =∑s
l=1 clpe

iθlt et soit An, n ∈ N la matrice

An =


eiθ1n eiθ2n eiθsn

eiθ1(n+1) eiθ2(n+1) eiθs(n+1)

...
...

...

eiθ1(n+s−1) eiθ2(n+s−1) · · · eiθs(n+s−1)


Comme le déterminant est multilinéaire, on aura detAn = ei(θ1+···+θs)n detA0

et |detAn| = |detA0| > 0 car la matrice A0 est une matrice de Vander-
monde et a un déterminant non nul. En appliquant la règle de Cramer à
l'équation

An

 c1p
...
csp

 =

 gn
...

gn+s−1


on aura

c1p =
detM

detAn
où

M =

 gn eiθ2n eiθsn

...
... · · ·

...

gn+s−1 eiθ2(n+s−1) eiθs(n+s−1)


puisque gn → 0 quand n → 0, on devra avoir c1p = 0. En appliquant le
même argument à c2p, · · · , csp on trouvera c1p = · · · = csp = 0.
Maintenant, en divisant (3.2) par tp−1rt et en répétant l'argument pré-
cédent, on trouvera c1,p−1 = · · · = cs,p−1 = 0 . Finalement, de proche en
proche on trouvera clj = 0 pour l ∈ {1, · · · , q} , j ∈ {0, · · · , p}�

On en déduit alors

Corollaire Les k solutions tnξ−ti , n = 0, · · · , ri− 1, i = 1, · · · , j de l'équation
(3.1) sont linéairement indépendantes.

Preuve On doit montrer que si ht =
∑j
i=1

∑ri−1
n=0 cint

nξ−ti = 0, pour t =
0, · · · , k − 1, alors tous les cin sont nuls. Par dé�nition, on a pour tout t,
α (B)ht = 0 et h0 = · · · = hk−1 = 0. Mais par les récursions ht = −α1ht−1 −
· · ·−αkht−k, t = k, k+1, · · · et αkht = −ht+k−α1ht+k−1−· · ·−αk−1ht+1, t =
−1,−2, · · · on aura nécessairement ht = 0 pour tout t ∈ Z et il su�t d'appliquer
le théorème précédent avec p = max {r1, · · · , rj}.
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3.2 Suite avec second membre constant

On considère maintenant la suite ht, t ∈ Z� solution de l'équation récurrente
d'ordre k avec second membre constant :

ht + α1ht−1 + · · ·+ αkht−k = α0

On considère deux cas :

1. Si 1 n'est pas racine de P (z) = 1 + α1z + · · · + αkz
k, alors il su�t de

trouver une constant λ telle que

λ+ α1λ+ · · ·+ αkλ = α0

et la solution générale sera de la forme ht +λ = c1h
(1)
t + · · ·+ ckh

(k)
t +λ,

où h
(j)
t est de la forme tnξ−ti .

2. Si 1 est racine d'ordre m, P (z) = 1 +α1z+ · · ·+αkz
k = Q (z) (1− z)m,

et il su�t que λ soit tel que λtm+α1λ (t− 1)
m

+ · · ·+αkλ (t− k)
m

= α0

pour que la solution générale soit de la forme ht + λtm = c1h
(1)
t + · · ·+

ckh
(k)
t + λtm, où h

(j)
t est de la forme tnξ−ti .



Chapitre 4

Modèles ARMA

Dans ce chapitre on introduit une famille importante de séries temporelles
stationnaires les modèle �Autoregressive moving-average� (ARMA). Ces mo-
dèles sont relativement faciles à étudier car ils sont linéaires. De plus pour une
large classe de fonction d'auto-covariance γ (.), il existera un processus ARMA
(Xt)t∈Z, tel que γX (.) = γ (.).

4.1 Processus ARMA(p, q)

4.1.1 Dé�nition :

Un processus (Xt)t∈Z, est un processus ARMA(p, q) si pour tout t ∈ Z,

Xt − a1Xt−1 − · · · − apXt−p = εt + b1εt−1 + · · ·+ bqεt−q (4.1)

où εt est i.i.d.N
(
0, σ2

)
et les polynômes (1− a1z − · · · − apzp) et (1 + b1z + · · ·+ bqz

q)
n'ont pas de facteurs communs. On dira aussi que (Xt)t∈Z, est un ARMA(p, q)
de moyenne µ si (Xt − µ)t∈Z, est un ARMA(p, q).

4.1.2 Existence et unicité

Une solution stationnaire (Xt)t∈Z à l'équation (4.1) existe et est unique si et
seulement si

P (z) = 1− a1z − · · · − apzp 6= 0 pour tout z, tel que |z| = 1

Causalité Un ARMA(p, q) (Xt)t∈Z, sera dit causal si et seulement si

P (z) = 1− a1z − · · · − apzp 6= 0 pour tout z, tel que |z| ≤ 1

23
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Inversibilité Un processus ARMA(p, q) sera dit inversible si et seulement si

P (z) = 1 + b1z + · · ·+ bqz
q 6= 0 pour tout z, tel que |z| ≤ 1

Dans la suite on ne considérera que des ARMA(p, q) inversibles et cau-
saux. Dans ce cas la solution stationnaire peut s'écrire sous la forme Xt =∑∞
j=0 ψjεt−j . La suite (ψj)j∈N est déterminer par la relation

(1− a1z + · · ·+ apz
p)
(∑∞

j=0 ψjz
j
)

= 1 + b1z + · · ·+ bqz
q ⇒∑∞

j=0 ψjz
j =

1+b1z+···+bqzq
(1−a1z+···+apzp) , pour |z| ≤ 1

ce qui revient à dire :
1 = ψ0

b1 = ψ1 − ψ0a1

b2 = ψ2 − ψ1a1 − ψ0a2

...

où de manière équivalente :

ψj −
p∑
k=1

akψj−k = bj , j = 0, 1, · · ·

où b0 := 1, bj := 0 pour j > q et ψj := 0 pour j < 0.
D'une manière plus générale les coe�cients ψn véri�ent l'équation de récur-

rence pour n > q :

ψn −
p∑
k=1

akψn−k = 0

Son polynôme caractéristique est

P (z) = zp − a1z
p−1 − · · · − ap = 0

Supposons que λ soit une racine de ce polynôme de multiplicité r, c'est -à-dire
que (z − λ)

r
divise p (z). On aura la propriété suivante :

� chacune des suites λn, nλn, · · · , nr−1λn satisfait la récurrence.
� Toute suite véri�ant la récurrence peut être écrite de façon unique comme

une combinaison linéaire des solution dé�nies ci-dessus.
� Les coe�cients de la combinaison sont données par les équations initiales.

4.2 ACF et PACF d'un ARMA(p, q)

4.2.1 Calcul de ACVF et ACF

Comme on considère que le processus est causal on auraXt =
∑∞
j=0 ψtεt−j ,

d'où

γ (h) = E (Xt+hXt) = σ2
∞∑
j=0

ψjψj+|h| (4.2)
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La fonction d'auto-corrélation s'en déduit par la relation ρ (h) = γ(h)
γ(0) .

Exemple On considère le processus stationnaire véri�ant l'équation Xt −
aXt−1 = εt + bεt−1, avec |a| < 1 et |b| < 1. L'unique solution stationnaire
véri�era pour |z| ≤ 1 :

∞∑
j=0

ψjz
j =

1 + bz

1− az
=
(
1 + az + a2z2 + · · ·

)
(1 + bz)

par conséquent ψ0 = 1 et ψj = (a+ b) aj−1 pour j ≥ 1. En substituant cette
forme dans l'équation (4.2), on trouve que

γ (0) = σ2
∑∞
j=0 ψ

2
j

= σ2
[
1 + (b+ a)

2∑∞
j=0 a

2j
]

= σ2
[
1 + (b+a)2

1−a2

]
De plus

γ (1) = σ2
∑∞
j=0 ψj+1ψj

= σ2
[
a+ b+ (b+ a)

2
a
∑∞
j=0 a

2j
]

= σ2
[
b+ a+ a(b+a)2

1−a2

]
et

γ (h) = ah−1γ (1) , h ≥ 2

4.2.2 La fonction d'auto-corrélation partielle (PACF)

La fonction d'auto-corrélation partielle d'un processus ARMA (Xt)t∈Z est
la fonction α (.) dé�nie par les équations α (0) = 1 et α (h) = φhh, où φhh est le
dernier composant de

φh = Γ−1
h γh,

Γh = [γ (i− j)]hi,j=1 et γh = [γ (1) , · · · , γ (h)]
T
. De même, pour les observations

(x1, · · · , xn) avec xi 6= xj pour tout i et j la fonction d'auto-corrélation partielle

empirique sera : α̂ (0) = 1 et α̂ (h) = φ̂hh, h ≥ 1, où φ̂hh est le dernier composant
de

φ̂h = Γ̂−1
h γ̂h, (4.3)

Γ̂h = [γ̂ (i− j)]hi,j=1 et γ̂h = [γ̂ (1) , · · · , γ̂ (h)]
T
. Cette fonction est calculée

par la machine, car son calcul algébrique est plutôt compliqué, sauf quand q
est nul ou p et q sont tous les deux petits. Il peut être montrer que α (h)
est la corrélation entre l'erreur de prédiction Xh − E (Xh |X1, · · · , Xh−1 ) et
X0−E (X0 |X1, · · · , Xh−1 ). Cette fonction donne une idée de l'ordre p à utiliser
pour la modélisation d'un ARMA(p, q).
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Exemple : PACF d'un AR(p) Pour un AR(p) causal dé�nie par

Xt − a1Xt−1 − · · · − apXt−p = εt

alors le meilleur prédicteur de Xh+1 en fonction de 1, X1, · · · , Xh est

X̂h+1 = a1Xh + · · ·+ apXh+1−p

comme le coe�cient φhh de X1 est ap si h = p et 0 si h > p, on en déduit
que la PACF α (.) du processus Xt aura la propriété α (p) = ap et α (h) = 0 si
h > p. Pour h < p la valeur de α (h) peut être facilement calculée en utilisant
la relation (4.3).

On aura �nalement la proposition suivante qui donne la fonction de cova-
riance d'un processus obtenue par �ltrage linéaire appliqué à une série station-
naire :

Proposition Soit Yt une série stationnaire centrée ayant pour fonction de
covariance γY . Si

∑∞
j=−∞ |ψj | <∞, alors la série temporelle

Xt =

∞∑
j=−∞

ψjYt−j := Ψ (B)Yt

est stationnaire de moyenne 0 et de fonction d'auto-covariance

γX (h) =

∞∑
j=−∞

∞∑
k=−∞

ψjψkγY (h+ k − j) (4.4)

Preuve On a

E (Xt) = E

 ∞∑
j=−∞

ψjYt−j

 =

∞∑
j=−∞

ψjE (Yt−j) = 0

et

E (Xt+hXt) = E
[(∑∞

j=−∞ ψjYt−j

) (∑∞
k=−∞ ψkYt−k

)]
=
∑∞
j=−∞

∑∞
k=−∞ ψjψkE (Yt+h−jYt−k)

=
∑∞
j=−∞

∑∞
k=−∞ ψjψkγY (h− j + k)

�

4.3 Prévisions d'un processus ARMA

On considère le problème de prédire les valeurs Xn+h, h > 0 d'une sé-
rie temporelle stationnaire et centrée, de fonction d'autocovariance γX (.) en
fonction de (X1, · · · , Xn). Notre but est de trouver une combinaison linéaire
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de (X1, · · · , Xn) pour prévoir Xn+h en minimisant l'erreur quadratique. Ce
meilleur prédicteur linéaire sera noté PnXn+h et aura la forme :

PnXn+h = δ1Xn + · · ·+ δnX1

Les coe�cients (δ1, · · · , δn) seront déterminés en minimisant

S (δ1, · · · , δn) = E (Xn+h − δ1Xn − · · · − δnX1)
2

En dérivant cette équation, alors les coe�cients (δ1, · · · , δn) véri�ent fatale-
ment :

E

[(
Xn+h −

n∑
i=1

δiXn+1−i

)
Xn+1−j

]
= 0, j = 1, · · · , n

Ces équations se résument à

Γnδ (n) = γn (h)

où δ (n) = (δ1, · · · , δn)
T
, Γn = [γ (i− j)]ni,j=1 et γn (h) = (γ (h) , · · · , γ (h+ n− 1)).

L'erreur de prédiction véri�era alors

E (Xn+h − PnXn+h)
2

= γ (0)− δT (n) γn (h)

Propriétés de PnXn+h

1. PnXn+h =
∑n
i=1 δiXn+1−i où δ (n) = (δ1, · · · , δn)

T
véri�e Γnδ (n) =

γn (h).

2. E (Xn+h − PnXn+h)
2

= γ (0)− δT (n) γn (h)

3. E [(Xn+h −
∑n
i=1 δiXn+1−i)Xn+1−j ] = 0, j = 1, · · · , n

Pour résoudre le problème de la meilleur prédiction linéaire, il faut résoudre un
système à n équations linéaires. Il peut aussi être intéressant de construire la
meilleure prédiction PnXn+2 sur celle à 1 pas : PnXn+1 (algorithme récursif).
C'est le cas des deux algorithmes suivants :

4.3.1 Algorithme de Durbin-Levinson

On sait que d'après la dé�nition de l'autocorrélation partielle que :

PnXn+1 = φTnX (n)

où X (n) = (Xn, · · ·X1) et φn = (φn1, · · · , φnn)
T

= Γ−1
n γn .

L'erreur quadratique correspondante sera :

vn = E (Xn+1 − PnXn+1)
2

= γ (0)− φTnγn
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et on aura l'algorithme de Durbin-Levinson qui calculera les coe�cients φn1, · · · , φnn
de la façon suivante :

φnn =
(
γ (n)−

∑n−1
j=1 φn−1,jγ (n− j)

)
v−1
n−1 φn1

...
φn,n−1

 =

 φn−1,1

...
φn−1,n−1

− φnn
 φn−1,n−1

...
φn−1,1


vn = vn−1

[
1− φ2

nn

]
où φ11 = γ(1)

γ(0) et v0 = γ (0).

4.3.2 Algorithme d'innovation

Cet algorithme permet d'exprimer la meilleure prédiction linéaire en fonction
de la fonction d'autocovariance. Il est valide même si la série n'est pas station-
naire. Notons PnXn+1 la meilleure prédiction linéaire de Xn+1 en fonction de
1, Xn, Xn−1, · · · , X1 .

PnXn+1 = α0 + α1Xn + · · ·+ αnX1

Soit

X̂n =

{
0, si n = 1
Pn−1Xn , si n = 2, 3, · · ·

et νn = E (Xn+1 − PnXn+1)
2
, les innovations sont Un = Xn − X̂n. En vectori-

sant : Un := (U1, · · · , Un)
T
et Xn := (X1, · · · , Xn)

T
, on peut écrire

Un = AnXn

où An est la matrice de la forme

An =


1 0 0 · · · 0
−α1 1 0 · · · 0
−α2 −α1 1 · · · 0
...

...
...

. . . 0
−αn−1 −αn−2 −αn−3 · · · 1


An est non singulière et a pour inverse

Cn =


1 0 0 · · · 0
θ11 1 0 · · · 0
θ22 θ21 1 · · · 0
...

...
...

. . . 0
θn−1,n−1 θn−1,n−2 θn−1,n−3 · · · 1

 (4.5)

Le vecteur des prévisions à un pas X̂n := (X1, P1X2, · · · , Pn−1Xn)
T
peut ainsi

être exprimer :

X̂n = Xn − Un = CnUn − Un = Θn

(
Xn − X̂n

)
(4.6)
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où

Θn =


0 0 0 · · · 0
θ11 0 0 · · · 0
θ22 θ21 0 · · · 0
...

...
...

. . . 0
θn−1,n−1 θn−1,n−2 θn−1,n−3 · · · 0


L'équation (4.6), peut alors être réécrite :

X̂n+1 =

{
0, si n = 0∑n
j=1 θnj

(
Xn+1−j − X̂n+1−j

)
, si n = 1, 2, · · ·

L'algorithme d'innovation calcule les coe�cients θij , et les erreurs quadratiques

moyennes νi = E
(
Xi+1 − X̂i+1

)2

, en partant des covariance en partant des

covariances γ (i, j) :

Algorithme d'innovation pour un processus éventuellement non-stationnaire :
Les coe�cient θn1, · · · , θnn peuvent être calculer récursivement par les équa-

tions
ν0 = V (X1)

θn,n−k = ν−1
k

γ (n+ 1, k + 1)−
k−1∑
j=0

θk,k−jθn,n−jνj

 , 0 ≤ k < n (4.7)

et

νn = γ (n+ 1, n+ 1)−
n−1∑
j=0

θ2
n,n−jνj

4.3.3 Prévision d'un ARMA

Introduisons un processus transformé, en notant m = max (p, q) :{
Wt = 1

σXt, t = 1, · · · ,m
Wt = 1

σ (Xt − a1Xt−1 − · · · − apXt−p) , t > m

De plus, on dé�nit b0 := 1 et bj := 0 pour j > q. On supposera aussi p ≥ 1 et
q ≥ 1 quitte à choisir des coe�cients égaux à 0. Supposons aussi qu'on ait calculé
la fonction d'auto-covariance de (Xt)t∈Z, dans la pratique, on approxime cette
fonction par l'auto-covariance empirique. L'auto-covariance κ (i, j) = E (WiWj),
i, j ≥ 1 est alors :

κ (i, j) =


1
σ2 γX (i− j) , 1 ≤ i, j ≤ m
1
σ2 (γX (i− j)−

∑p
r=1 arγX (r − |i− j|)) , min (i, j) ≤ m < max (i, j) ≤ 2m∑q

r=0 brbr+|i−j|, min (i, j) > m
0, sinon

(4.8)
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Appliquant l'algorithme d'innovation à Wt, on trouve Ŵn+1 =
∑n
j=1 θnj

(
Wn+1−j − Ŵn+1−j

)
, 1 ≤ n < m

Ŵn+1 =
∑q
j=1 θnj

(
Wn+1−j − Ŵn+1−j

)
, n ≥ m

où les coe�cients θnj et les erreurs quadratiques moyennes rn = E
(
Wn+1 − Ŵn+1

)2

sont calculés récursivement par l'algorithme d'innovation. On notera que θnj = 0
si n ≥ m et j > q. C'est la conséquence de κ (r, s) = 0 si r > m et |r − s| > q.

Maintenant, comme Xt − X̂t = σ
(
Wt − Ŵt

)
, pour tout t ≥ 1, on aura

�nalement X̂n+1 =
∑n
j=1 θnj

(
Xn+1−j − X̂n+1−j

)
, 1 ≤ n < m

X̂n+1 = a1Xn + · · ·+ apXn+1−p +
∑q
j=1 θnj

(
Xn+1−j − X̂n+1−j

)
, n ≥ m

4.3.4 Prédictions à h pas

On peut montrer que le prédicteur linéaire à h pas PnXn+h en fonction de
1, Xn, · · · , X1 sera PnXn+h =

∑n+h−1
j=h θn+h−1,j

(
Xn+h−j − X̂n+h−j

)
, 1 ≤ h ≤ m− n

PnXn+h =
∑p
i=1 aiPnXn+h−i +

∑n+h−1
j=h θn+h−1,j

(
Xn+h−j − X̂n+h−j

)
, h ≥ m− n

Si, comme c'est souvent le cas� n > m = max (p, q), alors pour h ≥ 1 :

PnXn+h =

p∑
i=1

aiPnXn+h−i +

q∑
j=h

θn+h−1,j

(
Xn+h−j − X̂n+h−j

)

4.3.5 Intervalle de con�ance

En considérant la décomposition Xt =
∑∞
j=0 ψjεt−j et en notant σ2 (h) =

σ2
∑h−1
j=0 ψ

2
j , on aura l'erreur de prédiction Xn+h − PnXn+h qui sera distribuée

selon N
(
0, σ2 (h)

)
, ce qui permet de construire des intervalles de con�ance.



Chapitre 5

Analyse spectrale

5.1 Introduction

La représentation spectrale de la série stationnaire (Xt)t∈Z, décompose cette
série en une somme de composantes sinusoïdales avec des coe�cients aléatoires
non-corrélés. Il y a une décomposition correspondante pour la fonction d'auto-
covariance de (Xt)t∈Z. La décomposition spectrale est l'analogue, pour les pro-
cessus stationnaire, de la représentation de Fourier des fonctions déterministes.

5.2 Densité spectrale

Soit (Xt)t∈Z, un processus stationnaire centré avec pour fonction d'auto-
covariance γ (.), satisfaisant

∑∞
h=−∞ |γ (h)| <∞. La densité spectrale de (Xt)t∈Z

est la fonction f (.) dé�nie par

f (λ) =
1

2π

∞∑
h=−∞

e−ihλγ (h) , −∞ < λ <∞ (5.1)

où eiλ = cos (λ) + i sin (λ). La sommabilité de |γ (.)|, implique que la série
converge absolument.

Propriété de f :
� f est paire, i.e. f (λ) = f (−λ)
� f (λ) ≥ 0 pour tout λ ∈]− π, π]
�

γ (k) =

∫ π

−π
eikλf (λ) dλ =

∫ π

−π
cos (kλ) f (λ) dλ (5.2)

31
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Preuve Puisque sin (.) est une fonction impaire et que cos (.) et γ (.) sont des
fonctions paires, on a

f (λ) = 1
2π

∑∞
h=−∞ (cos (hλ)− i sin (hλ)) γ (h)

= 1
2π

∑∞
h=−∞ cos (hλ) γ (h) + 0

= 1
2π

∑∞
h=−∞ cos (−hλ) γ (h) = f (−λ)

Pour chaque entier positif N dé�nissons :

fN (λ) =
1

2πN
E

∣∣∣∣∣
N∑
r=1

Xre
−irλ

∣∣∣∣∣
2
 ≥ 0

On aura

fN (λ) = 1
2πNE

(∣∣∣∑N
r=1Xre

−irλ
∣∣∣2)

= 1
2πNE

(∑N
r=1Xre

−irλ∑N
s=1Xse

isλ
)

= 1
2πN

∑
|h|<N (N − |h|) e−ihλγ (h)

comme
∑∞
h=−∞ |γ (h)| <∞ , pour tout ε2 il existera h0 tel que

∑
|h|>h0

|γ (h)| <
ε
2 et pour N > N0 on aura∣∣∣∣∣∣ 1

2πN

∑
|h|<h0

(N − |h|) e−ihλγ (h)− 1

2π

∑
|h|<h0

e−ihλγ (h)

∣∣∣∣∣∣ < ε

2

donc pour N > N0∣∣∣∣∣∣ 1

2πN

∑
|h|<h0

(N − |h|) e−ihλγ (h)− 1

2π

∞∑
h=−∞

e−ihλγ (h)

∣∣∣∣∣∣ < ε

ce qui prouve que fN (λ) → 1
2π

∑∞
h=−∞ eihλγ (h) = f (λ) ≥ 0. Finalement, on

aura ∫ π
−π e

ikλf (λ) dλ =
∫ π
−π

1
2π

∑∞
h=−∞ ei(k−h)λγ (h) dλ

= 1
2π

∑∞
h=−∞ γ (h)

∫ π
−π e

i(k−h)λdλ = γ (k)

puisque les intégrales
∫ π
−π e

i(k−h)λdλ sont toutes nulles, sauf pour k = h.
L'équation (5.2) exprime les auto-covariances d'une série stationnaire avec

des auto-covariances absolument sommable comme les coe�cients de Fourier
d'une fonction paire et positive sur ]−π;π]. Cependant, même si

∑∞
h=−∞ |γ (h)| =

∞, il peut exister une densité spectrale dé�nit ainsi :

Dé�nition Une fonction f est une densité spectrale d'une série stationnaire
(Xt) avec une fonction d'auto-covariance γ (.) si

1. f (λ) ≥ 0 pour tout λ ∈]0, π]

2. γ (h) =
∫ π
−π e

ihλf (λ) dλ pour tout entier h.
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Remarque La densité spectrale est unique pour le sens suivant : Si f et g
sont deux densités spectrales correspondants à une fonction d'auto-covariance
γ (.) : γ (h) =

∫ π
−π e

ihλf (λ) dλ =
∫ π
−π e

ihλg (λ) dλ, pour tout entier h. alors f et
g ont les mêmes coe�cients de Fourier et ainsi, sont égales.

La proposition suivante caractérise les densités spectrales :

Proposition Une fonction à valeurs réelles, dé�nie sur ]−π, π], est la densité
spectrale d'une processus stationnaire si et seulement si

1. f (λ) = f (−λ)

2. f (λ) ≥ 0

3.
∫ π
−π f (λ) dλ <∞

Preuve Si γ (.) est absolument sommable, alors 1), 2) et 3) est une consé-
quence des propriétés basiques de f , on peut aussi le montrer dans un cas plus
général (cf TSTM).

Réciproquement, supposons que f satisfait 1), 2) et 3).
En utilisant 1) la fonction dé�nie par γ (h) =

∫ π
−π e

ihλf (λ) dλ est paire. De
plus, si ar ∈ R, r = 1, · · · , n, alors∑n

r,s=1 arγ (r − s) as =
∫ π
−π
∑n
r,s=1 arase

iλ(r−s)f (λ) dλ

=
∫ π
−π

∣∣∑n
r=1 are

iλr
∣∣2 f (λ) dλ ≥ 0

Ainsi γ (.) est positive et peut donc être vue comme une fonction de covariance.

Corollaire Une fonction absolument sommable γ (.) est la fonction d'auto-
covariance d'une série stationnaire si et seulement si elle est paire et

f (λ) =
1

2π

∞∑
h=−∞

e−ihλγ (h) ≥ 0, pour tout λ ∈]− π, π]

f (λ) est alors la densité spectrale de γ (.).

Preuve La nécessité de la positivité de f a déjà été établie. Il su�t d'appliquer
la proposition précédente pour conclure que f est la densité spectrale d'une
fonction d'auto-covariance. Mais cette fonction doit être γ (.) puisque

γ (k) =

∫ π

−π
eikλf (λ) dλ

pour tout entier k.
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Exemple En utilisant le corollaire précédent, il est simple de montrer que la
fonction dé�nie par

κ (h) =

 1, si h = 0
ρ, si h = 1 ou − 1
0 sinon

et une fonction d'auto-covariance si et seulement si |ρ| ≤ 1
2 . En e�et κ (.) est

une ACVF si et seulement si la fonction

f (λ) =
1

2π

∞∑
k=−∞

e−ihλγ (h) =
1

2π
[1 + 2ρ cosλ]

est positive pour tout λ ∈]− π, π] si et seulement si |ρ| ≤ 1
2 .

Ainsi, le corollaire, précédent fournit un outil puissant pour véri�er si une
fonction absolument sommable est une fonction d'auto-covariance.

Théorème (Représentation spectrale d'une fonction d'auto-corrélation)
Une fonction γ (.) dé�nie sur les entiers est la fonction d'auto-covariance d'une
série stationnaire, si et seulement si il existe une fonction bornée, croissante et
continue à droite sur ]− π, π] avec F (−π) = 0 telle que

γ (h) =

∫
]−π;π]

eihλdF (λ)

pour tout entier h. F est symétrique dans le sens où
∫

]a,b]
dF (x) =

∫
[−b,−a[

dF (x)

pour tout a et b tels que 0 < a < b.

Remarque_ La fonction F est une fonction de distribution généralisée dans

le sens où G (λ) = F (λ)
F (π) , est une distribution de probabilité sur ]−π, π]. Comme

F (π) = γ (0) = V ar (X1), la fonction d'auto-corrélation aura la représentation
spectrale

ρ (h) =

∫
]−π,π]

eihλdG (λ)

La fonction F est appelée la distribution spectrale de γ (.). Si on peut écrire

F (λ) =
∫ λ
−π f (λ) dλ, pour tout λ ∈ [−π, π], alors f est la densité spectrale et la

série temporelle a un spectre continue. Si F est une distribution discrète (i.e. G
est la distribution d'une loi de probabilité discrète) alors la série temporelle est
dîtes avoir un spectre discret. Par exemple, la série temporelle Xt = A cos (ωt)+
B sin (ωt), où A et B sont non-corrélés avec moyenne 0 et variance 1 a pour
distribution spectrale :

F (λ) =

 0 si λ < −ω
0.5 si − ω ≤ λ < ω
1 si λ ≥ ω
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Exemple : Combinaison linéaire de sinusoïdes Considérons le processus :

Xt =

k∑
j=1

(Aj cos (ωjt) +Bj sin (ωjt)) , 0 < ω1 < · · · < ωk < π

où les variables A1, B1, · · · , Ak, Bk sont non-corrélées, E (Aj) = E (Bj) = 0
et V ar (Aj) = V ar (Bj) = σ2. La fonction d'auto-covariance de cette série

temporelle est γ (h) =
∑k
j=1 σ

2
j cos (ωjh)., Malheureusement, on ne peut pas

calculer directement sa densité spectrale car en général
∑∞
h=−∞ |γ (h)| = ∞.

Cependant, en utilisant la théorie des distributions (qui dépasse largement le
cadre de ce cours) on peut dé�nir sa fonction de distribution spectrale F (λ) =∑k
j=1 σ

2
jFj (λ), où

Fj (λ) =

 0 si λ < −ωj
0.5 si − ωj ≤ λ < ωj
1.0 si ωj ≤ λ

Et on aura bien

γ (h) =

∫ π

−π
eihλdF (λ) =

k∑
j=1

σ2
j

(
0.5e−ihωj + 0.5ehωj

)
=

k∑
j=1

σ2
j cos (ωjh) .

On peut donc généraliser la dé�nition de la densité spectrale à des fonc-
tions d'auto-covariance non sommables, en posant pour la cas des combinaisons
aléatoires de sinusoïdes :

f (λ) =

k∑
j=1

σ2
j

(
0.5δ{−ωj} (λ) + 0.5δ{ωj} (λ)

)
.

En fait, tout processus centré stationnaire peut s'écrire comme le superpo-
sition de sinusoïdes non corrélées, mais en général il s'agit d'un nombre in�ni
de sinusoïdes plutôt qu'un nombre �ni. La généralisation de cette exemple est
l�intégrale stochastique� suivante :

Xt =

∫
]−π;π]

eihλdZ (λ)

où {Z (λ) ,−π < λ ≤ π} est un processus complexe avec des incrément non-
corrélés. Cette représentation est appelée représentation spectrale de Xt. Les
intégrales stochastiques sont au-delà du programme de ce cours, mais pour
l'exemple des combinaisons linéaire de sinusoïdes, on peut l'écrire de la façon
suivante :

dZ (λ) =


Aj+iBj

2 , si λ = −ωj et j ∈ {1, · · · , k}
Aj−iBj

2 , si λ = ωj et j ∈ {1, · · · , k}
0, sinon
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On aura ainsi

E
(
dZ (λ) ¯dZ (λ)

)
=

{
σ2
j

2 , si λ = ±ωj
0, sinon

En général, le lien entre dZ (λ) et la fonction de distribution spectrale peut être
écrite :

E
(
dZ (λ) ¯dZ (λ)

)
=

{
F (λ)− F (λ−) pour un spectre discret
f (λ) dλ, pour un spectre continu

Cette relation montre qu'un grand saut de la fonction de distribution spectrale
(ou un grand pic dans la densité spectrale) à une fréquence ±ω, indique la
présence dans la série temporelle d'une composante sinusoïdale forte proche de
ω.

Exemple : Bruit blanc Si Xt ∼ N
(
0, σ2

)
, i.i.d. alors γ (0) = σ2 et γ (h) = 0

pour |h| > 0. On montre alors que f (λ) = σ2

2π , −π ≤ λ ≤ π. Un tel processus
est appelé un bruit blanc, car chaque fréquence du spectre contribue également
à la variance.

Exemple : AR(1) Si Xt = aXt−1 + εt, où εt est i.i.d. N
(
0, σ2

)
, alors par la

formule (5.1), on aura

f (λ) = σ2

2π(1−a2)

(
1 +

∑∞
h=1 a

h
(
e−ihλ + eihλ

))
= σ2

2π(1−a2)

(
1 + aeiλ

1−aeiλ + aeiλ

1−ae−iλ

)
= σ2

2π

(
1− 2a cosλ+ a2

)−1

Exemple : MA(1) Si Xt = εt + bεt−1, où εt est i.i.d. N
(
0, σ2

)
, alors par la

formule (5.1), on aura

f (λ) = σ2

2π

(
1 + b2 + b

(
e−iλ + eiλ

))
= σ2

2π

(
1 + 2b cosλ+ b2

)
5.3 Le périodogramme

Si Xt est une série stationnaire, avec pour fonction de covariance γ (.) et une
densité spectrale f (.) alors le périodogramme In (.), fonction des observations

x1, · · · , xn, estime 2πf (.). Considérons le vecteur de Cn : x = (x1, · · · , xn)
T
.

Soit ωk = 2πk
n , k = −

[
n−1

2

]
, · · · ,

[
n
2

]
, on dira que e1, · · · , en sont orthonormaux

si

ēTj ei =

{
1, si j = k
0, sinon

Cela implique que (e1, · · · , en) est une base pour Cn, donc le vecteur x peut

s'écrire x =
∑[n2 ]
k=−[ (n−1)

2 ]
akek. On peut facilement trouver les coe�cients ak en
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écrivant ak = ēTk x. On aura alors

ak = ēTk x =
1√
n

n∑
t=1

xte
−itωk

La suite (ak)1≤k≤n est appelée la transformé de Fourier discrète de la suite
x1, · · · , xn.

Dé�nition Le périodogramme de {x1, · · · , xn} est la fonction

In (λ) =
1

n

∣∣∣∣∣
n∑
t=1

xte
−itλ

∣∣∣∣∣
2

Remarque Si λ est une des séquence de Fourier ωk alors In (ωk) = |ak|2 et
la longueur au carré de x sera

n∑
t=1

|xt|2 = x̄Tx =

[n]∑
k=−[n−1

2 ]

|ak|2 =

[n]∑
k=−[n−1

2 ]

In (ωk)

La valeur du périodogramme à la fréquence ωk est donc la contribution de la
fréquence ωk à cette somme des carrés.

La proposition suivante montre que In (λ) peut être vu comme l'estimateur
de 2πf (λ) =

∑∞
−∞ γ (h) e−ihλ.

Proposition Si x1, · · · , xn sont des nombres réels et ωk = 2πk
n les fréquences

de Fourier non nulles alors

In (ωk) =
∑
|h|<n

γ̂ (h) e−ihωk

où γ̂ (h) est la fonction de covariance empirique de x1, · · · , xn.

Preuve Puisque
∑n
t=1 e

−itωk = 0 si ωk 6= 0, on peut soustraire la moyenne
empirique de x dans la dé�nition de In (λ) :

In (ωk) =
1

n

∣∣∣∣∣
n∑
t=1

(xt − x̄) e−itωk

∣∣∣∣∣
2

=
1

n

n∑
s=1

n∑
t=1

(xs − x̄) (xt − x̄) e−i(s−t)ωk

d'où
In (ωk) =

∑
|h|<n

γ̂ (h) e−ihωk

�
On peut montrer que In (λ) n'est malheureusement pas un estimateur consis-

tant de 2πf (λ), cependant on peut obtenir un estimateur consistant de f (λ) en
moyennant le périodogramme dans un petit intervalle de fréquence contenant
λ. On aura ainsi
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Dé�nition Un estimateur moyennés de la densité spectrale f (λ) a la forme

f̂ (λ) =
1

2π

∑
|j|≤mn

Wn (j) In

(
g (n, λ) +

2πj

n

)

ou la fenêtre mn satisfait, pour n→∞, mn →∞ et mn
n → 0. Les fonctions de

poids Wn (.) satisfont par contre

Wn (j) = Wn (−j) ≥ 0, pour tout j,∑
|j|≤mn

Wn (j) = 1

et ∑
|j|≤mn

W 2
n (j)→ 0 pour n→∞

Remarque Les conditions imposées sur les suitesmnetWn assurent la consis-
tance de f̂ (λ). Les conditions sur mnsigni�ent simplement que le nombre de
termes tend vers l'in�ni lorsque n → ∞, mais que la largeur de l'intervalle des
fréquences sur lequel on moyenne tend vers 0. Les conditions sur Wn assure que
f̂n (λ) est asymptotiquement sans biais et que sa variance converge vers 0.

Exemple Un estimateur véri�ant les conditions précédentes sera

f̃ (λ) =
1

2π

∑
|j|≤m

1

2m+ 1
In

(
g (n, λ) +

2πj

n

)

avec m =
√
n et g (n, λ) le multiple de 2π

n le plus proche de λ.

5.4 Filtres linéaires invariants dans le temps

On a déjà vu l'utilité des Filtres linéaires invariants dans le temps (TLF) pour
lisser les données, estimer les tendances ou les composante saisonnière. Un pro-
cessus linéaire est le résultat d'un TLF appliqué à une bruit blanc. Plus générale-
ment, on dit que Yt est le résultat du �ltre linéaire C = {ct,t−k, t, k = 0± 1, · · · }
appliqué au processus Xt si

Yt =

∞∑
k=−∞

ct,t−kXk, t = 0± 1, · · ·

Le �ltre C est dit être invariant dans le temps si les poids ct,t−k sont indé-
pendants de t i.e. ct,t−k = ψk. De plus, le �ltre est dit causal si ψj = 0 pour
j < 0.
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Exemple
� Le �ltre dé�nie par

Yt = aX−t

est linéaire mais n'est pas invariant dans le temps car ct,t−k = 0 sauf si
2t = k, donc ct,t−k dépend de t.

� Le �ltre

Yt =
1

2q + 1

∑
|j|≤q

Xt−j

est invariant dans le temps. En e�et ψj = 1
2q+1 si j = −q, · · · , q et ψj = 0

sinon.
La méthode spectrale est particulièrement utile pour décrire le comportement
des TLF, grâce à la proposition suivante :

Proposition Soit Xt un série temporelle stationnaire centrée de densité spec-
trale fX (λ). Soit Ψ = {ψj , j = 0± 1, · · · }, un TLF tel que

∑∞
j=−∞ |ψj | < ∞,

alors la série temporelle

Yt =

∞∑
j=−∞

ψjXt−j

est stationnaire centrée et a pour densité spectrale

fY (λ) =
∣∣Ψ (e−iλ)∣∣2 fX (λ) = Ψ

(
e−iλ

)
Ψ
(
eiλ
)
fX (λ)

où Ψ
(
eiλ
)

=
∑∞
j=−∞ ψje

−ijλ. La fonction Ψ
(
eiλ
)
est appelée : fonction de

transfert du �ltre et le module au carré
∣∣Ψ (eiλ)∣∣2 la fonction puissance du

�ltre.

Preuve En appliquant la formule (4.4), on voit que Yt est stationnaire centré
et de fonction d'auto-covariance

γY (h) =

∞∑
j,k=−∞

ψjψkγX (h+ k − j)

Puisque Xt a la densité spectrale fX (λ), on a

γX (h+ k − j) =

∫ π

−π
ei(h−j+k)λfX (λ) dλ

en substituant cette égalité dans l'égalité précédente, on aura

γY (h) =
∑∞
j,k=−∞ ψjψk

∫ π
−π e

i(h−j+k)λfX (λ) dλ

=
∫ π
−π

(∑∞
j=−∞ ψje

−ijλ
) (∑∞

k=−∞ ψke
−ikλ) eihλfX (λ) dλ

=
∫ π
−π e

ihλ
∣∣∣∑∞j=−∞ ψje

−ijλ
∣∣∣2 fX (λ) dλ
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Cette dernière expression identi�e la densité spectrale de Yt comme

fγ (λ) =
∣∣Ψ (e−iλ)∣∣2 fX (λ) = Ψ

(
e−iλ

)
Ψ
(
eiλ
)
fX (λ)

�

Remarque La proposition précédente permet d'analyser facilement l'e�et de
la composition des �ltres. Par exemple si Xtayant pour densité spectrale fX , est
transformé par les TLF Ψ1et Ψ2 alors l'e�et sera le même que l'application d'un
TLF ayant pour fonction de transfert Ψ1

(
e−iλ

)
Ψ2

(
e−iλ

)
et la densité spectrale

du processus Wt = Ψ1 (B) Ψ2 (B)Xt sera
∣∣Ψ1

(
e−iλ

)
Ψ2

(
e−iλ

)∣∣2 fX (λ)

Exemple On a vu que la di�érenciation au rang d permettait de retirer une
tendance linéaire et une saison d'ordre d. La fonction de transfert pour ce �ltre
est 1 − e−idλ qui est 0 pour toutes fréquences qui sont multiples de 2π

d . Les
composantes avec périodes d seront donc retirées.

5.5 Densité spectrale d'un processus ARMA

La densité spectrale d'un processus ARMA s'obtient facilement à partir de
la proposition précédente :

Proposition Si Xt est un ARMA(p, q) causal véri�ant φ (B)Xt = θ (B) εt
alors

fX (λ) =
σ2

2π

∣∣θ (e−iλ)∣∣2
|φ (e−iλ)|2

, −π < λ ≤ π

Preuve Xt est obtenue de εt par application du TLF ayant pour fonction de

transfert Ψ
(
e−iλ

)
=

θ(e−iλ)
φ(e−iλ)

, puisque εt a pour densité spectrale fε (λ) = σ2

2π le

résultat suit.



Chapitre 6

Modélisation et prévision

d'un processus ARMA

L'estimation des paramètres est faîtes par des méthodes proche du maximum
de vraisemblance. Elles sont proches dans le sens où leurs propriétés asympto-
tiques sont les mêmes. Cependant comme la vraisemblance est une fonction
non-linéaire on doit initialiser cette estimation à l'aide d'une estimation préli-
minaire des paramètres.

La détermination d'un modèle ARMA(p, q) approprié est une question com-
plexe. Cependant, on a vu que si P et Q on des facteurs en commun le modèle
peut ne pas être identi�able. La convergence de la statistique du rapport vers
un sup de carré de processus Gaussien n'a été résolu qu'en 1999 par Dacuhna-
Castelle et Gassiat. La sélection de l'ordre du modèle peut être automatisée
grâce à un critère d'information comme BIC (Bayesian Information Criteria)
même si les hypothèses pour avoir un bon comportement asymptotique ne sont
pas totalement réalistes. Dans ce chapitre on supposera que p et q sont connus.

6.1 Estimation préliminaire

Dans cette section on considère des techniques préliminaires pour l'estima-
tion des paramètres σ2, a1, · · · , ap et b1, · · · , bq. D'un ARMA(p, q) causal dé�ni
par l'équation :

Xt − a1Xt−1 − · · · − apXt−p = εt + b1εt−1 + · · ·+ bqεt−q

6.1.1 Estimation de Yule-Walker

Comme le processus est causal on peut écrire

Xt =

∞∑
j=0

ψjεt−j

41
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En multipliant l'équation ARMA par Xt−j , j = 0, 1, · · · , p , en prenant l'espé-
rance et en utilisant le développement ma (∞), on obtient :

Γp

 a1

...
ap

 = γp :=

 γ (1)
...

γ (p)


et

σ2 = γ (0)− (a1, · · · , ap) γp
où Γp = (γ (i− j))pi,j=1. Dans la pratique on calculera ces estimations à partir
des covariances empiriques γ̂ (j), j = 0, · · · , p. et on obtiendra les équations

Γ̂p

 â1

...
âp

 = γ̂p :=

 γ̂ (1)
...

γ̂ (p)


et

σ̂2 = γ̂ (0)− (a1, · · · , ap) γ̂p
Si le modèle est en fait un AR(p), on aura de plus : â1

...
âp

 ' N

 a1

...
ap

 ,
1

n
σ2Γ−1

p


ce qui permet de construire des intervalles de con�ance pour les di�érents pa-
ramètres.

6.1.2 Algorithme de Burg

Les coe�cients de Yules-Walker sont ceux de la meilleures prévision linéaire
de Xp+1 en fonction de X1, · · · , Xp. L'algorithme de Burg estime les autocor-
rélation partielles (PACF) {φ11, φ22, · · · }. Soit une réalisation d'une série sta-
tionnaire centrée (x1, · · · , xn), on dé�nit ui (t) , t = i + 1, · · · , n, 0 ≤ i ≤ n
comme la di�érence entre xn+1−t et la meilleure prévision linéaire de xn+1−t
en fonction des i observations précédentes. De la même manière, on dé�nit
vi (t) , t = i+1, · · · , n, 0 ≤ i ≤ n comme la di�érence entre xn+1−t et la meilleure
prévision linéaire en fonction des i observations suivantes. Alors on peut montrer
que les erreurs de prédiction forward et backward {ui (t)} et {vi (t)} satisfont
les récursions :

u0 (t) = v0 (t) = xn+1−t
ui (t) = ui−1 (t− 1)− φiivi−1 (t)
vi (t) = vi−1 (t)− φiiui−1 (t− 1)

L'estimation de Burg φB11 de φ11 est faîte en minimisant

σ2
1 :=

1

2 (n− 1)

n∑
t=2

(
u2

1 (t) + v2
1 (t)

)
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par rapport à φ11 et en utilisant les équations de récurrence. Cela donne des
valeurs numériques pour u1 (t) et v1 (t) qui peuvent être alors substituer dans
les équations de récurrence avec i = 2. On minimise alors

σ2
2 :=

1

2 (n− 2)

n∑
t=3

(
u2

2 (t) + v2
2 (t)

)
par rapport à à φ22 pour obtenir l'estimation de Burg φB22 de φ22. On peut
montrer que les estimations précédentes sont équivalentes à la résolution des
équations suivantes :

d (1) =
∑n
t=2

(
u2

0 (t− 1) + v2
0 (t)

)
φBii = 2

d(i)

∑n
t=i+1 vi−1 (t)ui−1 (t− 1)

d (i+ 1) =
(

1−
(
φBii
)2)

d (i)− v2
i (i+ 1)− u2

i (n)(
σBi
)2

=
[(

1−
(
φBii
)2)

d (i)
]
/ (2 (n− i))

Les propriétés asymptotiques des coe�cients estimés par l'algorithme de Burg
pour un processus AR(p) sont les mêmes que celles des estimateurs de Yule-
Walker.

6.1.3 L'algorithme de Hannan-Rissanen

L'équation d'un AR(p) à la forme d'une régression linéaire, mais pour un
ARMA(p,q) Xt doit être régresser non seulement sur les retard de Xt mais
aussi sur les retards des résidus qui sont inconnus. Néanmoins, il est possible
d'appliquer la régression linéaire pour estimer (a1, · · · , ap) puis (b1, · · · , bq) en
faisant une régression sur les résidus estimés. C'est la procédure de Hannan-
Rissanen :

Pas 1 Un AR(m), avec m grand (m > max (p, q)) est estimé par Yule-

Walker, (âm1, · · · , âmm)
T
est le vecteur des coe�cients estimés. On cal-

cule les résidus grâce aux équations :

ε̂t = Xt − âm1 − · · · − âmmXt−m, t = m+ 1, · · · , n

Pas 2 Une fois que les résidus ε̂t, t = m+ 1, · · · , n sont estimés, le vecteur
paramètre β = (a1, · · · , ap, b1, · · · , bq)T est estimé par la méthode des
moindres carrés, en régressantXt sur (Xt−1, · · · , Xt−p, ε̂t−1, · · · , ε̂t−q) , t =

m + 1 + q, · · · , n. Cela nous fournit une estimation β̂ qui fournira l'ini-
tialisation de l'algorithme de recherche du maximum de vraisemblance.
L'estimation de Hannan-Rissanen du bruit blanc sera alors

σ2
HR =

∑n
t=m+1+q (Xt − a1Xt−1 − · · · − apXt−p − b1ε̂t−1 − · · · − bq ε̂t−q)2

n−m− q
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6.2 Estimation par maximum de vraisemblance

Soit (Xt)t∈Z une série temporelle gaussienne. Soit Xn = (X1, · · · , Xn)
T
et

X̂n =
(
X̂1, · · · , X̂n

)T
, où X̂j = E (Xj |X1, · · · , Xj−1 ). Soit Γn = E

[
XnXTn

]
, en

supposant que Γn est inversible, la vraisemblance de Xn est :

L (Xn) =
1

2π

n
2 1√

det Γn
exp

(
−1

2
XTnΓ−1

n Xn
)

On va montrer que le calcul direct de det Γn et Γ−1
n peut être éviter en

utilisant l'erreur de prédiction à 1 pas Xt− X̂t et sa variance νt−1 , t = 1, · · · , n
qui sont calculés par l'algorithme d'innovation (4.7).

Soit θij , j = 1, · · · , i et i = 1, 2, · · · les coe�cients obtenue quand l'algo-
rithme d'innovation est appliqué à la fonction d'autocovariance normalisé κ de
(Xt)t∈Z cf (4.8) et soit Cnla matrice dé�nie par (4.5). On a l'égalité

Xn = Cn
(
Xn − X̂n

)
Par dé�nition, les composantes de Xn − X̂n sont non corrélés, ainsi Xn − X̂n a
une matrice de covariance diagonale

Dn = diag (ν0, · · · , νn−1)

on en déduit que
Γn = CnDnCTn

on aura donc

XTnΓ−1Xn =
(
Xn − X̂n

)T
D−1
n

(
Xn − X̂n

)T
=

n∑
j=1

(
Xt − X̂t

)2

νt−1

et
det Γ−1

n = (detCn)
2

detDn = ν0ν1 · · · νn−1

On en déduit la vraisemblance du vecteur Xn :

L (Xn) =
1√

(2π)
n
ν0ν1 · · · νn−1

exp

−1

2

n∑
t=1

(
Xt − X̂t

)2

νt−1


En notant m = max (p, q), la vraisemblance d'un ARMA(p, q) peut être facile-
ment calculable par l'algorithme d'innovation (cf section 3.3.2) :

 PnXn+h =
∑n+h−1
j=h θn+h−1,j

(
Xn+h−j − X̂n+h−j

)
, 1 ≤ h ≤ m− n

PnXn+h =
∑p
i=1 aiPnXn+h−i +

∑n+h−1
j=h θn+h−1,j

(
Xn+h−j − X̂n+h−j

)
, h ≥ m− n
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et

E
(
Xn+1 − X̂n+1

)2

= σ2E
(
Wn+1 − Ŵn+1

)2

= σ2rn

où θijet rn sont déterminé par l'algorithme d'innovation et la fonction d'auto-
covariance normalisé κ de (Xt)t∈Z cf (4.8). On obtient �nalement

La,b,σ2 (Xn) =
1√

(2πσ2)
n
r0 · · · rn−1

exp

−1

2

n∑
t=1

(
Xt − X̂t

)2

rj−1


On trouve alors les estimateurs du maximum de vraisemblance par :

σ̂2 =
S(â,b̂)
n où S

(
â, b̂
)

=
∑n
j=1

(Xj−X̂j)
2

rj−1(
â, b̂
)

= arg min ln
(
S(a,b)
n

)
+ 1

n

∑n
j=1 ln (rj−1)

En notant β := (a1, · · · , ap, b1, · · · , bq)T , la minimisation de l (β) = ln
(
S(a,b)
n

)
+

1
n

∑n
j=1 ln (rj−1) est faite numériquement (généralement par une méthode du

gradient).

6.2.1 Contraste de Whittle

En notant θ =
(
a1, · · · , ap, b1, · · · , bq, σ2

)T
Le contraste est Whittle est dé�ni

par

C (θ) =
n

2
ln
(
σ2
)

+
1

σ2

∑
j

In (ωj)

fθ (ωj)
+ σ2f

∑
j

ln (fθ (ωj))

où In est le périodograme et σ
2fθ
2π est la densité spectrale du modèle. Les sommes

Σj se font sur toutes les fréquences de Fourier ωj = πj
n , j ∈

{
− int(n−1)

n ,− int(n−1)
n + 1

n , · · · ,
int(n)
n

}
,

où int(n) est la partie entière de n. Le calcul de C (θ) est très rapide grâce à

la transformée de Fourier rapide. On cherche θ̂ = arg maxθ∈Θ C (θ) par optimi-

sation numérique. On peut montrer que les propriétés asymptotique de θ̂ sont
les mêmes que celles du maximum de vraisemblance (asymptotique sans biais
et asymptotiquement e�cace).

6.2.2 Régions de con�ance pour les coe�cients

Pour un nombre d'observation assez grand l'estimateur du maximum de vrai-
semblance β̂ de β := (a1, · · · , ap, b1, · · · , bq)T est approximativement gaussien.
On aura ainsi :

β̂ ' N
(
β,

1

n
V (β)

)
la matrice 1

nV (β) peut être approximée par 2H−1 (β), où H est la matrice

Hessienne :
[
∂2l(β)
∂βi∂βj

]p+q
i,j=1

.
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6.3 Sélection de l'ordre

Généralement, on choisit l'ordre du modèle grâce au principe de parcimo-
nie (c'est un compromis entre la valeur de la vraisemblance et du nombre de
paramètres utilisés pour le modèle).

6.3.1 Critère AICC

On choisit p et q de manière à minimiser

AICC = −2 lnLa,b,σ2 (X1, · · ·Xn) + 2
(p+ q + 1)n

n− p− q − 2

AICC est introduit pour donner une estimation non biaisé de la distance
de Kulback en la vraisemblance du vrai modèle et La,b,σ2 (X1, · · ·Xn). Souvent,
l'ordre choisi en minimisant AICC surestime l'ordre du vrai modèle.

6.3.2 Critère BIC

La justi�cation théorique des critères d'information pour la sélection de mo-
dèle est un problème très di�cile, cependant Dacuhna-Castelle et Gassiat (1999)
ont montré la statistique de rapport de vraisemblance était bornée en probabi-
lité, en peut alors montrer que un critère de type BIC :

Tn (p, q) = − lnLθ(p,q) (X1, · · ·Xn) + (p+ q) ln (n)

est consistant (converge en probabilité vers le vrai ordre de l'ARMA). Cela
repose sur le résultat suivant :

Théoreme Soit
(
Θ(p,q)

)
1≤p≤D,1≤q≤D est une famille �nie, emboitée de mo-

dèles ARMA(p, q) causaux et stationnaire. Supposons que (an)n∈N soit une suite
croissante qui converge vers l'in�ni. Supposons de plus que an

n −−−−→n→∞
0. Alors

(p̂, q̂) maximisant le critère pénalisé Tn(p, q) convergera en probabilité vers le
vrai modèle de taille minimale

(p̂, q̂)
P−→
(
p0, q0

)
Preuve Prouvons d'abord que (p̂, q̂) ne sur-estime pas

(
p0, q0

)
.

P
(
p̂ > p0 et q̂ > q0

)
≤
∑
p>p0,q>q0 P

(
Tn(p, q) > Tn

(
p0, q0

))
=
∑
p>p0,q>q0 P

(
lθ̂(p,q) (X1, · · · , Xn)− an × (p+ q) > lθ̂(p0,q0)

(X1, · · · , Xn)− an ×
(
p0 + q0

))
=
∑
p>p0,q>q0 P

(
lθ̂(p,q) (X1, · · · , Xn)− lθ̂(p0,q0)

(X1, · · · , Xn) > an ×
(
p+ q −

(
p0 + q0

)))
Si on note λn = lθ̂(p,q) (X1, · · · , Xn)−lθ̂(p0,q0)

(X1, · · · , Xn), Dacuhna-Castelle

et Gassiat on montré que, λn
L−→ V

(
p, q, p0, q0

)
, une variable aléatoire réelle
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dont la loi dépend de
(
p, q, p0, q0

)
et comme an ×

(
p+ q −

(
p0 + q0

)) n→∞−→ ∞

P
(
λn > an ×

(
p+ q −

(
p0 + q0

)))
−→ 0

et P
(
p̂ > p0 et q̂ > q0

)
→ 0.

Prouvons maintenant que ni p̂ ne sous-estime pas p0 et ni q̂ ne sous-estime
q0. Si l'ARMA(p, q) ne contient pas le vrai modèle de dimension

(
p0, q0

)
.

P
(
p̂ < p0

)
+ P

(
q̂ < q0

)
≤
∑
q

∑
p<p0 P

(
Tn(p, q) > Tn

(
p0, q0

))
+
∑
p

∑
q<q0 P

(
Tn(p, q) > Tn

(
p0, q0

))
=∑

q

∑
p<p0 P

(
lθ̂(p,q) (X1, · · · , Xn)− an × (p+ q) > lθ̂(p0,q0)

(X1, · · · , Xn)− an ×
(
p0 + q0

))
+∑

p

∑
q<q0 P

(
lθ̂(p,q) (X1, · · · , Xn)− an × (p+ q) > lθ̂(p0,q0)

(X1, · · · , Xn)− an ×
(
p0 + q0

))
=∑

q

∑
p<p0 P

(
lθ̂(p,q) (X1, · · · , Xn)− lθ̂(p0,q0)

(X1, · · · , Xn) > an ×
(
p+ q −

(
p0 + q0

)))
+∑

p

∑
q<q0 P

(
lθ̂(p,q) (X1, · · · , Xn)− lθ̂(p0,q0)

(X1, · · · , Xn) > an ×
(
p+ q −

(
p0 + q0

)))
=∑

q

∑
p<p0 P

(
1
n

(
lθ̂(p,q) (X1, · · · , Xn)− lθ̂(p0,q0)

(X1, · · · , Xn)

)
> 1

nan ×
(
p+ q −

(
p0 + q0

)))
+∑

p

∑
q<q0 P

(
1
n

(
lθ̂(p,q) (X1, · · · , Xn)− lθ̂(p0,q0)

(X1, · · · , Xn)

)
> 1

nan ×
(
p+ q −

(
p0 + q0

)))
Si p < p0 ou q < q0le vrai modèle ne peut pas appartenir à l'ARMA(p, q), ainsi

1

n

(
lθ̂(p,q) (X1, · · · , Xn)− lθ̂(p0,q0)

(X1, · · · , Xn)

)
p.s.−→ −K(θ̂(p,q), θ

0) < 0.

Et comme
1

n

(
an ×

(
p+ q −

(
p0 + q0

))) P−→ 0,

on aura
P
(
p̂ < p0

) P−→ 0 et
(
q̂ < q0

) P−→ 0.

�



Chapitre 7

Modèle SARIMA

On cherche à modéliser un ensemble d'observations (x1, · · · , xn) qui ne semblent
plus exactement stationnaires. C'est modèle peuvent avoir une tendance (ARIMA)
ou bien aussi une saison (SARIMA). Une fois stationnarisé leur traitement est
similaire aux modèles ARMA.

7.1 Modèles ARIMA

Une généralisation des modèles ARMA sont les modèles ARIMA : Des mo-
dèles qui se réduise à des ARMA une fois di�érenciés un nombre �ni de fois.

7.1.1 Dé�nition

Si d est un entier non négatif, alors (Xt)t∈Z est un modèle ARIMA(p, d, q)
si

Yt := (1−B)
d
Xt

est un processus ARMA(p, q) causal.
Cette dé�nition signi�e que (Xt)t∈Z véri�e une équation de la forme :

φ∗ (B)Xt = φ (B) (1−B)
d
Xt = θ (B) εt, (εt)t∈Z i. i. d. N

(
0, σ2

)
où φ (z) et θ (z)sont des polynômes de degrés p et q tels que φ (z) 6= 0 pour
|z| < 1. Le polynôme φ∗ (z) a un zéro d'ordre d à z = 1.

Remarque
� Si d ≥ 1, on peut ajouter une tendance polynomiale de degrée d − 1

arbitraire à (Xt) sans que l'égalité φ
∗ (B)Xt = θ (B) εt soit modi�é. Les

modèles ARIMA sont donc très utiles pour représenté des données avec
des tendances polynomiales.

� Une caractéristique des modèles ARIMA est que la fonction d'autocorré-
lation est positive et lentement décroissante, alors que celle d'un ARMA
décroît exponentiellement vite.

48
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7.1.2 Racine unitaire

Le problème de la racine unitaire est quand le polynôme autorégressif ou
moyenne mobile à une racine de norme 1 ou très proche de 1. Par exemple une
racine unitaire pour le polynôme autorégressif suggère qu'il faut d'abord di�é-
rentier la série (marche aléatoire). Une racine unitaire pour la partie moyenne
mobile indique que le processus a été trop di�érencié.

7.1.2.1 Racine unitaire pour la partie autorégressive

Lorsque la fonction d'autocovariance décroît lentement, on peut penser qu'il
y a une racine unitaire, il faut alors di�érencier (I −B)

d
Xt, jusqu'à ce que la

fonction d'autocovariance décroisse vite. La série di�érenciée pourra alors être
modélisée par un ARMA(p,q) et le modèle résultant sera un ARIMA(p,d,q) avec
d racines unitaires. Une autre méthode peut être celle de Dickey et Fuller.

Soit x1, · · · , xn des observations de modèle AR (1) :

(Xt − µ) = a1 (Xt−1 − µ) + εt

lorsque |a| < 1 l'estimateur du maximum de vraisemblance de a, pour n grand,

suit a peu près la loi N
(
a, 1−a2

n

)
. En cas de racine unitaire cette approximation

n'est plus valable. Pour pouvoir tester :

H0 : a = 1 contre H1 |a| < 1

on écrit le modèle comme :

∇Xt = Xt −Xt−1 = a∗0 + a∗1Xt−1 + εt

avec a∗0 = µ (1− a1) et a∗1 = a1 − 1. Soit â∗1 l'estimateur des moindres carrés de
a∗1. L'écart-type estimé de â∗1 sera

σ̂ (â∗1) = S

√√√√ n∑
t=2

(
Xt−1 − X̄

)2
où S2 =

∑n
t=2(∇Xt−a∗0+a∗1Xt−1)

n−3 et X̄ = 1
n

∑n
t=1Xt. Dickey et Fuller ont calculé

la loi limite quand n→∞ du ratio :

τ̂µ :=
â∗1

σ̂ (â∗1)

les régions de rejets seront les suivantes :

α = 0.01 : τ̂µ < −3.43
α = 0.05 : τ̂µ < −2.86
α = 0.1 : τ̂µ < −2.57
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Cette procédure peut être étendue au cas où (Xt)t∈Z suit un processus AR(p) :

Xt − µ = a1 (Xt−1 − µ) + · · ·+ ap (Xt−p − µ) + εt

Ce modèle peut être réécrit :

∇Xt = a∗0 + a∗1Xt−1 + a∗2∇Xt−1 + · · ·+ a∗p∇Xt−p+1 + εt

où a0 = µ (1− a1 − · · · − ap), a∗1 =
∑p
i=1 ai−1 et a∗j = −

∑p
i=j ai, j = 2, · · · , p.

Si le polynôme associé à la partie autorégressive à une racine unitaire alors
a∗1 = 0 et la série di�érenciée est un AR(p-1). Pour tester la présence d'une
racine unitaire il su�t de tester a∗1 = 0. Comme dans le cas du AR(1) a∗1 peut
être estimer par la méthode des moindres carrés et pour n grand

τ̂µ :=
â∗1

σ̂ (â∗1)

aura la même distribution que dans le cas AR(1).

7.1.3 Prédiction des modèles ARIMA

Si d ≥ 1 les premiers moments E (Xt) et E (Xt+hXt) ne sont pas déterminer
par l'équation di�érenciée. Il faut des hypothèses supplémentaire pour trouver
le meilleur prédicteur linéaire de Xt+1. Par exemple considérons l'ARMA(p,q)
causal Yt centré et soit X0 une variable aléatoire. Dé�nissons :

Xt = X0 +

t∑
j=1

Yj , t = 1, 2, · · ·

alors (Xt)t∈N∗ est un ARIMA(p, 1, q) de moyenne E (Xt) = X0 et fonction d'au-

tocovariance E (Xt+hXt)−E (X0)
2
qui dépend de V (X0) et Cov (X0, Yj) , j =

1, 2, · · · Le meilleur prédicteur linéaire de Xn+1 en fonction de (1, X0, · · · , Xn)
est le même que le meilleur prédicteur linéaire en fonction de (1, X0, Y1, · · · , Yn).
On peut écrire

PnXn+1 = Pn (X0 + Y1 + · · ·+ Yn+1) = Pn (Xn + Yn+1) = Xn + PnYn+1

Pour évaluer PnYn+1 il est nécessaire de connaître E (X0Yj) , j = 1, · · · , n+ 1.
Cependant si on suppose que X0 n'est pas corrélé avec (Yt)t∈N∗ alors PnYn+1

est uniquement fonction de (Y1, · · · , Yn).
Nous supposerons donc que le processus Xt satisfait l'équation

(I −B)
d
Xt = Yt

où (Yt)t∈N∗ est un ARMA(p,q) causal et que le vecteur aléatoire (X1−d, · · · , X0)
n'est pas corrélé avec Yt, t > 0.

L'équation di�érenciée peut être réécrite sous la forme :

Xt +

d∑
j=1

Cjd (−B)
j
Xt = Yt, t = 1, 2, · · ·
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d'où

Xt = Yt −
d∑
j=1

Cjd (−1)
j
Xt−j t = 1, 2, · · ·

Quitte à renuméroter les observations, on supposera que l'on dispose de la série
X1−d, X2−d, · · · , Xn les observations di�érenciées seront Y1, · · · , Yn. Notre but
est de prévoir PnXn+h, grâce à la précédente équation, on aura :

PnXn+h = PnYn+h −
d∑
j=1

Cjd (−1)
j
Xn+h−j

Comme, par hypothèse, (X1−d, · · · , X0) n'est pas corrélé avec Yt, t > 0, la
meilleure prédiction linéaire de Yn+h peut être calculée en fonction de (Y1, · · · , Yn)
et le prédicteur PnXn+1 peut être obtenu directement par l'équation précédente
en notant que PnXn+1−j = Xn+1−j , pour j ≥ 1. Le prédicteur PnXn+2 pourra
être trouver aussi par l'équation précédente en connaissant PnXn+1 et de proche
en proche PnXn+h.

Pour trouver l'erreur quadratique moyenne de la prédiction, il faut exprimer
PnYn+h en fonction des Xj . Pour n ≥ 0 on notera la prédiction à un pas

Ŷn+1 = PnYn+1 et X̂n+1 = PnXn+1, des équations précédentes on aura

Xn+1 − X̂n+1 = Yn+1 − Ŷn+1, n ≥ 1

et par l'algorithme d'innovation, si n > max (p, q) et h ≥ 1 :

PnYn+h =

p∑
i=1

aiPnYn+h−i +

q∑
j=h

θn+h−1,j

(
Xn+h−j − X̂n+h−j

)
Notons

a∗ (z) = (1− z)d a (z) = (1− z)d (1− a1z − · · · − apzp) = 1−a∗1z−· · ·−a∗p+dzp+d

on aura alors :

PnXn+h =

p+d∑
j=1

a∗jPnXn+h−j +

q∑
j=h

θn+h−1,j

(
Xn+h−j − X̂n+h−j

)
l'erreur de prédiction de la prédiction à h-pas sera :

σ2
n (h) = E (Xn+h − PnXn+h)

2
=

h−1∑
j=0

(
j∑
r=0

χrθn+h−r−1,j−r

)2

vn+h−j−1

où θn0 = 1,
∑∞
r=0 χrz

r = 1

(1−a∗1z−···−a∗p+dzp+d)
et

vn+h−j−1 = E
(
Xn+h−j − X̂n+h−j

)2

= E
(
Yn+h−j − Ŷn+h−j

)2
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Pour n grand on peut approximer l'erreur de prédiction de la prédiction à h-pas
par

σ2
n (h) '

h−1∑
j=0

ψ2
jσ

2

où

ψ (z) =

∞∑
j=0

ψjz
j =

1 + b1z + · · ·+ bq (z)

1− a∗1z − · · · − a∗p+dzp+d

7.1.4 Fonction de prédiction

Pour n > max (p, q), notons g (h) := PnXn+h la fonction de prédiction. Cette
fonction véri�era l'équation :

g (h)− a∗1g (h− 1)− · · · − a∗p+dg (h− p− d) = 0, h > q

Comme la racine 1 est d'ordre de multiplicité d, cette équation linéaire de ré-
currence aura pour solution

g (h) = α0 + α1h+ · · ·+ αd−1h
d−1 + β1ξ

−h
1 + · · ·+ βpξ

−h
p , h > q − p− d

où (ξ1, · · · , ξp) sont les racines (ici supposées distinctes) du polynôme 1− a1z−
· · · − apzp et les coe�cients α1, · · · , αd, β1, · · · , βp sont déterminés par les p+ d
équations initiales qui peuvent être calculée numériquement grâce au équations
précédentes.

7.2 Modèles SARIMA

Les modèles SARIMA sont des modèles que l'on doit élaguer au pas s pour
les rendre stationnaires. Dans le cas général la dé�nition d'un tel modèle sera :

7.2.1 Dé�nition

Si d et D sont des entiers positifs, alors (Xt)t∈N sera un SARIMA(p, d, q)×
(P,D,Q)s avec période s si la série di�érenciée Yt = (1−B)

d
(1−Bs)DXt est

un ARMA causal dé�ni par

a (B)φ (Bs)Yt = b (B) θ (Bs) εt

où a (z) = 1− a1z − · · · − apzp, b (z) = 1 + b1z + · · ·+ bqz
q , φ (z) = 1− φ1z −

· · · − φP zP , θ (z) = 1 + θ1z + · · ·+ θQz
Q.

remarque 1 Le processus Yt sera causal uniquement si a (z) 6= 0 et φ (z) 6=
0 pour |z| ≤ 1.
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Remarque 2 L'équation ARMA du modèle pourra être réécrite

a∗ (B)Yt = b∗ (B) εt

où a∗ (z) et b∗ (z) sont des polynômes de degrés p+ sP et q + sQ. Tous
les coe�cients de a∗ (z) et b∗ (z) peuvent être exprimés en fonction de
ceux de a (z), b (z), φ (z) et θ (z). Si p < s et q < s les contraintes sur les
coe�cients de a∗ (z) et b∗ (z) peuvent être exprimer par :

a∗is+j = a∗isa
∗
j , i = 1, 2, · · · ; j = 1, · · · , s− 1

et
b∗is+j = b∗isb

∗
j , i = 1, · · · ; j = 1, · · · , s− 1

7.2.2 Prédiction des SARIMA

Les prédictions des SARIMA est tout à fait analogue à celle des ARIMA.
En développant l'opérateur (1−B)

d
(1−Bs)D et en réarrangeant l'équation

(1−B)
d

(1−Bs)DXt = Yt

et en posant t = n+ h on obtiendra

Xn+h = Yn+h +

d+Ds∑
j=1

ajXn+h−j

En supposant que les d+Ds premières observations X−d−Ds+1, · · · , X0 ne sont
pas corrélées avec Yt, t ≥ 1, on peut déterminer la meilleure prédiction linéaire
PnXn+h en fonction de (X−d−Ds+1, · · · , Xn) en appliquant Pn à chaque coté
de l'équation précédente pour obtenir

PnXn+h = PnYn+h +

d+Ds∑
j=1

ajPnXn+h−j

Le premier des termes de droite est juste la meilleure prédiction linéaire du pro-
cessus ARMA en fonction de (Y1, · · · , Yn) et les prédictions PnXn+h peuvent
être calculée de proche en proche à partir de l'équation précédente, en remar-
quant que PnXn+1−j = Xn+1−j , j ≥ 1.

Un argument similaire à la section précédente nous donnera l'erreur de pré-
diction moyenne :

σ2
n (h) = E (Xn+h − PnXn+h)

2
=

h−1∑
j=0

(
j∑
r=0

χrθn+h−r−1,j−r

)2

vn+h−j−1

où θnj et vn sont obtenus en appliquant l'algorithme d'innovation à la série
di�érenciée Yt et

∞∑
r=0

χrz
r =

1(
a (z)φ (z) (1− z)d (1− zs)D

) , |z| < 1
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Pour n grand on peut approximer l'expression de l'erreur de prédiction moyenne
par :

σ2
n (h) =

h−1∑
j=0

ψ2
jσ

2

où
∞∑
j=0

ψjz
j =

b (z) θ (zs)

a (z)φ (zs) (1− z)d (1− zs)D
, |z| < 1


