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Chapitre 1

Introduction aux chaines de
Markov a espace d’états fini

1.1 Introduction

On considére un ensemble E fini, par exemple £ = {1,--- ,N}, ou N € N.
Une chaine de Markov (homogéne) & espace d’états fini est une suite de va-
riables aléatoires (X1, , Xy, --) € EV, telles que : P (X, 11 |Xp, -+, Xo) =
P (X,41]X5), e laloi de X,,41 conditionnellement & tout le passé du processus
ne dépend que du passé immédiat X,,.

Le processus (Xp,), oy, est donc définit par toutes les probabilités condition-
nelles définies sur E? : P (X, 11 =i|X, =7j) = Dij-

Si on représente tous les états possible sur le simplexe de RY, c’est-a-dire

Pétat i sera représenté par (0,---,0,1,0,---,0) avec le 1 en iéme position,

on pourra noter E (Xn41|Xn)" = (P (Xps1 = € |Xn))f<i<N = MX,, avec
P11 ' PIN o

M = : : . On appellera M la matrice de transition de la
PN1 -+ PNN

chaine de Markov (X,,),, - On remarquera que M est “stochastique” c’est-a-dire

que la somme sur des lignes sur une colonne vaudra toujours 1 (Zf;l pij = 1),
ainsi P (X,,11|X,, = j) est bien une probabilité.

1.2 Exemple : le hamster

1.2.1 La chaine de Markov

le hamster paresseux ne connait que 3 endroits dans sa cage :
1. Les copeaux ou il dort (état (1,0,0))

2. La mangeoire ou il mange (état (0,1,0))
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3. La roue ou il fait de l’exercice (état (0,0, 1)).

Ses journées sont semblables les unes aux autres et on représente son activité
par une chaine de Markov. Toutes les minutes, il peut soit changer d’activité,
soit continuer celle qu’il était en train de faire :
— Quand il dort, il a 9 chances sur 10 de ne pas se réveiller la minute
suivante
— Quand il se réveille, il y a 1 chance sur 2 qu’il aille manger et 1 chance
sur 2 qu’il parte faire de ’exercice.
— Le repas ne dure qu'une minute, aprés il fait autre chose.
— Aprés avoir manggé, il y a 3 chances sur 10 qu’il parte courir dans sa roue,
mais surtout 7 chances sur 10 qu'’il retourne dormir.
— Courir est fatigant, il a donc 8 chances sur 10 de retourner dormi au bout
d’une minute, sinon (avec 2 chances sur 10) il continue en oubliant qu’il
est déja un peu fatigué.

1.2.2 La matrice de transition

Si on note (X,,) la suite des états du hamster, la matrice de transition

neN?
0.9 0.7 0.8
sera M = 0.05 0 0 . Cette matrice de transition nous permet de
0.05 0.3 0.2

faire facilement des prévisions sur les états futurs. Prenons ’hypothése que le
hamster dort lors de la premiére minute de ’étude. X; = (1,0,0)T, au bout
d’une minute on peut prédire :

R 0.9 07 0.8 1 0.9
Xi=MXy=1| 005 0 0 0 | =1 005
0.05 03 0.2 0 0.05

Ainsi, aprés une minute, on a 90% de chance que le hamster dorme encore, 5%
qu’il mange et 5% qu’il coure dans sa roue. On sait de plus que E (X5 |Xp) =
E (E (X2 |X1 ) |X0) d’ou

0.9 0.7 038 0.9 0.7 038 1
Xo=MX,=MMXo=| 005 0 0 006 0 O 0
0.06 03 0.2 0.06 03 0.2 0
0.9 0.7 038 0.9 0.885
= 00 0 O 0.05 | =1 0.045
0.056 03 0.2 0.05 0.045

1.3 Classe de récurrence

1.3.1 Graphe associé a une matrice de transition

On peut dessiner sur un graphe toutes les “liaisons” entre les états, c’est-a-dire
les coordonnées strictement positive de la matrice de transition. Ainsi dans
I’exemple précédent on aura :
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0.2
ROUE COP X
0.8
0.05
0.3 0.05
0.7
MANGEOIRE

On dira que ’état y est accessible par x si il existe une suite finie de points
deE:x =g, -, 2z, =y et telle que pour tout k € {0,--- ,n — 1}, py, . 12, > 0,
c’est-a-dire que la probabilité de passer de ’état x4 en venant de ’état xy, est
strictement positive. On notera alors x — y.

Définition : Nous dirons qu’un point est récurrent siVy € £,z — y = y — .
Un point & non récurrent sera dit transitoire.

Remarques :
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— Pour tout x € E, il y a au moins un point y tel que x — y, car Zy Dys = 1.
— x — y si et seulement si il existe une entier n > 1tel que la coordonnée
yr de M™ := M"™(x,y) > 0. En effet,

M™ (J}, y) = Z Pz aPziyziy ** Pyxi, -
(wiy,o @i,y )JEERT?

Dans la somme précédente, tous les termes sont positifs ou nuls ; la somme
n’est donc non nulle que si un des termes au moins ne ’est pas : c’est la
définition de x — y.

— Lorsque M" (z,y) > 0, nous dirons qu’il existe un chemin de longueur n
qui va de = & y.

— La relation  — y est transitive. En effet, si M™ (z,y) > 0 et M7 (y, z) >
0, alors M™% (z,z) > 0 puisque

M™ (2, 2) =Y M™ (2,y1) M9 (y1,2) > M™ (z,y) M? (y,2) > 0
Y1

— On peut avoir ou non x — x, mais si le point x est récurrent, alors il existe
au moins un point y tel que x — y alors y — x et par transitivité x — .
Par contre un point transitoire peut ou non satisfaire x — x : considérons
les deux matrices de transition suivantes sur les points {1,2} :

1 1 05 0
M == M =
! <0 ())et 2 (0.5 1)
Dans les deux cas, le point 1 est transitoire, mais la relation 1 — 1 est
fausse pour M, et vraie pour Ms.
— Siz — y et si z est récurrent, alors y est récurrent : il suffit d’appliquer
la propriété de transitivité de la relation . — .

L’ensemble des points transitoires peut étre vide, mais pas I’ensemble des points
récurrents si ’ensemble E est non vide. On en déduit la proposition suivante :

Proposition : Sur ’ensemble R des points récurrents, la relation x — y est
une relation d’équivalence.

Définition : On appelle classe de récurrence les classes d’équivalence de Rpour
cette relation d’équivalence. Nous dirons qu’une matrice markovienne est ré-
currente irréductible s’il n’y a pas de point transitoire et une seule classe de
récurrence. Par abus de langage on dit qu’une chaine de Markov homogeéne est
récurrente irréductible si sa matrice l’est.

Remarque :
— Une matrice markovienne est récurrente irréductible si et seulement si
pour tout couple de points (z,y)on a x — y.
— Si R est une classe de récurrence et € R, alors M (z,y) =0, Vy ¢ R.
Par conséquent la matrice M™ définie sur R x R comme la restriction
de la matrice M & la classe R est encore une matrice markovienne.
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1.4 Mesure invariante

Une mesure de probabilité p sur E pourra toujours étre représentée par
un vecteur g = (ug,--- ,MN)T tel que les p; soient tous positifs ou nuls et
Zil wi = 1ie p; = P(X =1). La mesure p sera dite invariante pour M si
et seulement si y = M u. Pour une matrice de transition, il existe toujours une
mesure invariante. En effet | pour une mesure pgquelconque considérons la suite
Ly 1= %-H S o Mip, c’est une suite de probabilités, donc de points dans le

compact [0, I}N, elle admet donc une sous-suite convergente fi,,, ope . Mais
alors

ny

- M+ g —

M - - ML, = S sk )
Moy, 1 ;:0 W= fn, + et 1

(P’”kJrI/to—uo) . . . .
et lorsque k — oo, T 0, puisqu’il s’agit de la différence de deux

mesures de probabilité divisée par ng + 1. Alors, nous voyons en passant a la
limite que Mu = pu .
Oun aura de plus le résultat suivant (admis)

Théoréme Soit M une matrice markovienne ; la mesure invariante est unique
si et seulement si il n’y a qu’une seule classe de récurrence.

1.5 Période, chaine apériodique

Dans la section précédente, nous avons vu que si la chaine est récurrente
irréductible, alors la suite p,, = pot M ”°+ -+ M o converge vers ’'unique mesure
invariante p. Nous nous préoccupons dans ce chapitre de la convergence de la
loi de X,, vers p. Un premier exemple élémentaire montre que le simple fait
pour M d’étre récurrente irréductible n’est pas suffisant. Considérons pour cela
la matrice M = (1) (1) ), matrice d’une chaine de Markov sur deux points
{1,2}. Si la loi de Xgest 0y}, alors la loi de Xy, est 71y et celle de Xo,, 1 est
(23, donc la loi de X, ne converge pas vers I'unique mesure invariante qui est
la loi uniforme.

Pour traiter ce probléme de convergence, nous introduisons une nouvelle

notion : la période.

Définition : Soit 2 un point de E et N (z) = {n|M" (z,z) > 0}. La période
p(x) est le plus grand diviseur commun (PGCD) de N (x).
On a la premiére remarque importante suivante :

Proposition Dans une classe de récurrence, tous les points ont méme période.
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Preuve Soient x et y deux points de la méme classe de récurrence. 11 suffit de
démontrer que p(x) est un diviseur de N(y) et par symétrie on aura p(x) = p(y).
Soit m un élément de N (y) c’est-a-dire que M™ (y,y) > 0. x et y étant dans la
méme classe de récurrence, il existe deux entier ny et ny tels que M™ (z,y) > 0
et M™ (y,x) > 0. Alors, n1 4+ ng et ny + ny + m appartiennent tous les deux a
N (x) car

MMEE (g x) > M™ (2,y) M™ (y,y) M™ (y,2) > 0

donc p (x) divise ny + nz + m, ny + ns et par différence m B
On peut alors énoncé alors la définition suivante :

Définition On dira qu’une matrice markovienne récurrente est apériodique
si la période d’un point quelconque de E est égale a 1.

On déduit de la proposition précédente que si une matrice est récurrente
irréductible et §’il existe un point x pour lequel P (z,2) > 0 alors elle est
apériodique. La propriété fondamentale des matrices récurrentes irréductibles
apériodiques est la suivante :

Proposition (admise) Sila chaine est irréductible récurrente et apériodique,
on aura M"™ qui convergera vers une matrice dont chaque ligne est 'unique
distribution invariante p : lim, oo M™ o = p.

Cette importante propriété permet d’établir la loi des grands nombres et le
théoréme de la limite centrale pour la chaine de Markov (X,,) ce qui permet de
faire des statistiques :

Loi des grands nombres (admise) Soit (X,,) une chaine de Markov défi-
nie sur un espace fini F homogeéne irréductible et apériodique d’unique mesure
stationnaire p, alors quelle que soit la loi de X et quelle que soit la fonction
f: E—=R,

1
n+1

(f(Xo)+ -+ f (X)) ) f@) p(a)

el
qui peut se généraliser en

1
n+1

(f (X0, X1) 4+ f (KXo, X)) 5 D fa,y) pl@) My (y)
(z,y)€E?

ot M, (.) est la probabilité de transition P (X; =.|Xo = z).



Chapitre 2

Séries temporelles a
observations réelles

2.1 Quelques séries temporelles simples.

Un modéle de séries temporelles pour les observations (), ,,, est la spé-
cification d’une probabilité (ou d’une moyenne et d’une covariance) pour les
variables (X¢),cn., pour lesquelles (2:),.,., sont supposées étre une réalisa-
tion. Une détermination compléte du modéle demanderai de spécifier toutes les
probabilité

P[Xl lea"' ,SXnSIn]7—OO<.’II]_,"'$n<OO,TLEN*

En générale cette question est trop difficile ou demande des hypothéses fortes
(gaussianité). On s’intéressera surtout a la spécification des premiers et seconds
moments de la distribution, c’est-a-dire (E'(X¢)),;cn- €t (B (Xe+nXt))en- nen
ce qui reviendra & déterminer la loi jointe de (X{),.y., si on suppose que le
processus est gaussien.

2.1.1 Modéle d’espérance nulle
2.1.1.1 Bruit i.i.d.

C’est certainement le modéle le plus simple de série temporelle.

2.1.1.2 Processus binaire

Comme exemple de bruit i.i.d. on peut considérer la séquence de bruit
(Xt)teN* e {-1, 1}N ,avec P (X, =1) = %

10
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2.1.1.3 Marche aléatoire

La marche aléatoire (S;),.y, commencant & zéro, est obtenue en sommant
cumulativement une variable aléatoire i.i.d. de moyenne nulle. ainsi la marche
, . 4 . t
aléatoire est définie par So =0et Sy =5, | Xi.

2.1.2 Modéles avec tendance et saisonnalité
2.1.2.1 Tendance déterministe

Il arrive souvent que des séries semblent avoir une tendance haussiére ou
baissiére (par exemple les séries de PIB). On peut alors essayer de modéliser
les séries par une équation de la forme : X; = m; + Y;, ol m; est une fonction
variant lentement, (appelée tendance) et Y; est de moyenne nulle. On peut, par
exemple supposer que la tendance 4 une forme polynomiale : m; = ag+a1t+ast?
et déterminer les parameétres ag, ay, as par régression linéaire, c’est-a-dire en
minimisant en (ag, a1,as) : S0y (2 — my)’.

2.1.2.2 Reégression harmonique

Beaucoup de séries temporelles sont influencées par des facteurs saisonniers,
comme le temps ou les jours de la semaine. Afin de représenter de tels modéles
saisonniers on peut utiliser le modéle simple : X; = s;+Y;, ou s; est une fonction
périodique de ¢ de période d (s;1q = s¢). On pourra par exemple choisir

k
St = Qo —+ Z aj COSs (Ajt) —+ bj SiIl ()\jt)
j=1
ol ag, a1, -+ ,ax et by,---, by sont des paramétres inconnus et Aq,--- , Ax sont

des fréquences fixées, chacune étant un multiple entier de 27“.

2.1.3 Une approche générale de la modélisation des séries
temporelles

L’étude d’une série temporelle se déroule selon le processus suivante

— Affichage de la série afin de repérer :
— Une tendance
— Une composante saisonniére
— Une changement brusque de comportement
— Des observations aberrantes

— Enlever la tendance et la saison afin d’obtenir une série de résidus sta-
tionnaires. Il peut étre aussi nécessaire d’appliquer des transformations
au données. Par exemple, si 'amplitude des données semble fluctuer li-
néairement il pourra étre préférable d’étudier la série (ln (Xt)teN)7 ou
plus généralement la transformation de Box-Cox :

Xl G40
hl(Xt) siA=0
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— Choisir un modéle pour modéliser les résidus. En utilisant les différentes
statistiques calculables sur cette série.

— La prévision sera faite en prévoyant les résidus et en inversant les trans-
formations décrites ci-dessus pour obtenir les prévisions de la série origi-
nelle.

2.2 Séries stationnaires et fonction d’auto-corrélation

2.2.1 Quelques définitions

Une série (X;),,, est dite stationnaire si, pour tout entier h, elle a les mémes
propriétés statistiques que la série décalée dans le temps (X¢1p),cz- On peut
aussi restreindre la stationnarité aux moments d’ordre 1 et 2 (on parlera alors
de série faiblement stationnaire).

Définition Soit (X;),., une série avec E (X}?) < oc. La fonction moyenne de
(X¢)eq est px (t) = E (X;). La fonction covariance de (X;), ., est

1x (r8) = Cov (X, X5) = E[(Xy — px (1)) (Xs — pux (9))]

pour tout entier r et s.

Définition On dira que (X;),., est faiblement stationnaire si
1. px (t) est indépendante de ¢.
2. vx (t+ h,t) est indépendante de ¢t pour tout h.

On dira que (X;), ., est fortement stationnaire si (X1, -, Xy) et (X14n, -+, Xngn)
on la méme loi pour tout entier h et n > 0.

Remarques Une séries strictement stationnaire telle que E (Xf) < +o00,
est faiblement stationnaire. Quand on fera référence a une série stationnaire la
fonction d’auto-covariance sera définie par vx (h) := vx (h,0) = vx (t + h, t).

Définition Soit (X}),.,, une série stationnaire. La fonction d’auto-covariance
(ACVF) de X; au pas h est

vx (h) = Cov (Xytn, Xt)
La fonction d’auto-corrélation (ACF) de X; au pas h est

_ X (h)
7x (0)

px (h): = Corr (X¢tn, Xt)

2.2.2 Quelques exemples
2.2.2.1 Bruit i.i.d.

Si (Xi),ez est un bruit i.id. et E (X?) < oo, alors yx (h) = 0%10y (h) et
px (h) =10} (R).
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2.2.2.2 La marche aléatoire

Si (S¢),cn st une marche aléatoire, alors E (S;) = 0 et E (S7) = to?. De
plus vg (t + h,t) = Cov (Seyn,St) = Cov (S;, S;) = to?. Puisque vs (t + h,t)
dépend de t la série n’est pas stationnaire.

2.2.2.3 Moyenne mobile d’ordre 1

On considére la série définie par les équations
Xt = &t +05t717 teZ

ol (¢);¢y est Li.d. N (0,07). On aura alors E (X;) =0, E (X?) = o? (1+6?)
et
o2 (1+62) sih=0
Yx (t+ht) =3 o*0sih=1
0si |h]>1

la série est donc stationnaire, on aura de plus

1sih=0
px (t+h,t) = 1Jr%sihzl
0si |h|>1

2.2.2.4 Modéle auto-régressif d’ordre 1

Soit a € R, |a| < 1, supposons que (X;),., soit une série stationnaire qui
satisfait les équations
Xy =aXi_ 1 +e

oll(et);cy €5t id.d. ./\/(0,02) et ¢; est indépendant de X, pour s < t. On voit
que
EXy)=aF(Xi1)eo(1-a)E(Xy) =0 E(X)=0

Pour trouver la fonction de covariance, il faut multiplier chaque coté de ’équa-
tion du modéle par X;_, h > 0 et prendre I'espérance. On a alors

vx (h) = Cov (X, X¢—p) =
Cov(aXi—1,X¢—p) =ayx (h—1)
== ahx 0)

en observant que vx (h) = yx (—h) , on trouvera aussi px (h) =
Finalement pour trouver yx (0) on aura

vx (0) = Cov (X¢, X;) = Cov (aXi—1 + 1, aXy—1 + &¢) = a’yx (0) + o2

Ainsi yx (0) = (1512).
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2.2.3 La fonction d’auto-corrélation empirique

Pour déterminer le degré de dépendance des données pour des données obser-
vées (x1, -+ ,%,) on calcule la fonction d’auto-corrélation empirique qui nous
renseignera sur les propriétés de la série. Par exemple, une fonction d’auto-
corrélation empirique proche de 0 pour tous les retards différents de 0 suggeére
que le modéle approprié pour la série est le bruit i.i.d.

Définition : Soit x1,--- ,x, des observations d’une série temporelle.
.. — .1 n
— La moyenne empirique est 7 := -~ > " | ;.
— La covariance empirique est

n—|h|

Z (a:t+|h‘—i‘)(xt—f),—n<h<n

t=1

SRS

Pour que cette quantité soit proche de la covariance théorique, il faut
que h soit petit devant n, par exemple h < 10 et n > 100. En effet,
cet estimateur est biaisé, mais on peut montrer qu’alors la matrice de
covariance empirique :

50 A
-1 30

est positive, comme il se doit.
— L’auto-corrélation empirique est

p(h):= ,—n<h<n

2.3 Estimation et élimination de la tendance et
de la saisonnalité

Le premiére chose a faire dans I'analyse d’une série temporelle est d’afficher
les données pour repérer d’éventuelles tendances et saisonnalités. Cela peut sug-
gérer une représentation des données de la forme

Xi=m; + s+ Y,

ot meest la fonction tendance, s;la composante saisonniére et Y; est un bruit
stationnaire. Notre but est d’estimer et d’extraire les composantes déterministes
myet s; dans ’espoir que le résidu Y; sera une série temporelle stationnaire. Une
autre approche est de différencier la série jusqu’a obtenir la réalisation d’une
série stationnaire W;.
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2.3.1 Estimation et élimination de la tendance en absence
de saisonnalité

En absence de saisonnalité le modéle devient le suivant : X; = m; + Y}, avec
E(Y:) =0,
2.3.1.1 Estimation de la tendance

Lissage avec un filtre moyenne mobile Soit ¢ un entier strictement positif,
considérons la moyenne mobile

alorspour g +1<t<n-—gq:

1 1 1 1
W: —q b Y_‘ﬁ
! 2q+1j;qmt]+2q+1z t=g =

J=—q

Si on suppose que m; est approximativement linéaire sur Uintervalle [t — g, t + ¢]
et que la moyenne des termes d’erreur sur cet intervalle est proche de zéro, la
moyenne mobile nous fournit alors I’estimation

1 q

Puisque X; n’est pas observé pour ¢t < 0 ou ¢t > n, on peut définir X; := X,
pour t < 1 et X; := X, pour t > n.

Elimination de la tendance par différentiation On essaye ici d’enlever
la tendance sans 'estimer. On définit I'opérateur de différentiation d’ordre 1 V,
par

VXt = Xt - Xt,1 = (]. - B) Xt

ou B est l'opérateur de retard : BX; := X;_1. Les puissances des opérateurs B
et V sont définis de maniére naturelle. par exemple

VX, =V(VX))=(1-B)(1-B)X; = (1-2B+ B*) X; = X;—2X; 1+X;»

Si 'opérateur V est appliqué & une série avec une tendance linéaire : m; =
co + c1t, alors on obtient la fonction constante

Vmy=my —my_1 =co+ct—(co+c(t—1) =c

De la méme maniére on peut éliminer une tendance polynomiale de degrée k en
appliquant 'opérateur V.
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2.3.1.2 Estimation et élimination de la tendance et la saisonnalité
en méme temps

Le modéle est spécifié ainsi :
Xi=my+ 5+ Y,
ou E(Y;) =0, St1q = st et ijl 5;=0
Estimation de la tendance et de la saison Soit les observations z1, -+ , z,

la tendance est alors estimée par une moyenne mobile choisie pour éliminer la
composante saisonniére et le bruit. Si la période est paire, d = 2¢q alors on utilise

N (0.524—g + Tp—gy1 + -+ Tpyg—1 + 0.52414)
my = d

,q<t<n-—gq

Si la période est impaire d = 2¢+ 1 alors on utilise la moyenne mobile classique :

1 q
= ——— X, i 1<t<n-—
t 2q +1 Z t—js 4 +1<t< q
j=—q
La seconde étape est d’estimer la composante saisonniére. Pour &k = 1,--- ,d,

on calcule la moyenne wy des déviations
{(@htja — Mpgja), ¢ <k+jd<n—q}

Puisque les moyennes des déviations ne somment pas nécessairement & 0, on
estime alors le composant s; de la saison comme

Zg:1 Wi
d

,§k:wk—

et 8§, = Sp_q, k > d. Les données désaisonnalisées sont alors définies comme
d; := ¢ — §;. Finalement on réestime la tendance avec la méthode de la section
précédente.

Elimination de la tendance et de la saisonnalité par différentiation
On peut aussi différencier la série pour enlever la saisonnalité. Pour enlever une
saisonnalité d’ordre d on introduit la différence d’ordre d :

Vg := (1 — Bd). En appliquant cet opérateur au modéle on trouve :

VaXi=my —my_q+Y; =Yg

S’il est non nul, le terme (m; —m;_q4) peut étre enlevé en utilisant une des
techniques vues a la section précédente.
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2.4 Tester les résidus

L’objectif des traitements des précédentes sections est de produire une série
stationnaire. En supposant que c’est fait, I’étape suivante est de modéliser les
résidus Y;. Si il n’y a pas de dépendance parmi ces résidus alors on peut consi-
dérer qu’ils sont i.i.d. et la modélisation de la série temporelle est achevée. On
peut tester si les résidus observés sont i.i.d. a ’aide des statistiques suivantes :

1. La fonction de corrélation empirique : Pour n grand, on peut montrer
que les fonctions de corrélation empiriques sont approximativement i.i.d.

N (0, %) Ainsi 95% de ces auto-corrélations doivent étre comprises entre

—1.96/n et 1.96y/n.

2. Le test du portemanteau : On considére la statistique
h
Q=nxY p*(j)
j=1

alors si les Y;sont i.i.d. on aura Q ~ x? (h)



Chapitre 3

Equations récurrentes
linéaires

3.1 Suite sans second membre

On considére la suite hy, t € Z, solution de ’équation récurrente d’ordre k :

hy + athi_ 1+ -+ aghi_ =0, (3.1)
ou a,- - ,ay sont des réels constants avec ay # 0. En introduisant 'opérateur
B (hy) = ht—1, cette équation peut se noter « (B)hy =0, ot o (B) =1+ a1 B+
-+ apB*.

Définition Un ensemble de m < k solutions de ’équation (3.1)(3.1), {hgl), e 7hgm)}

seront, dites linéairement indépendantes si
clh§1)+~-~+cmhgm) =0vte{0,--- k—1} s =-=¢,=0.

On note que si hgl) et h§2) deux solutions de I’équation (3.1), alors ¢; hil) +02h§2)
sera aussi solution. De plus, toutes valeurs initiales hg,--- ,hr_1 déterminera

de facon unique h;. Ainsi, si on peut trouver k£ solutions {hgl), e ,hgk)} li-

néairement indépendantes, il existera un uniquement ensemble de coefficients
c1, - ,cxtelle que la solution

he = cth{) 4+ -+ eph?

a pour valeurs initiales hg,- - ,hg_1. Il suffit donc de trouver k solutions de
(3.1) linéairement indépendantes.

Pour identifier la forme des solutions on peut utiliser les deux théorémes
suivants :

18
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Théoréme 1l Sih; = (ao +ait+---+ ajtj) mt, avec ag, - -+, a;, m des constantes
possiblement dans C, alors il existe bg,--- ,b;_1 tels que

(1 —=mB)hy = (bo + bit + -+ bj_1t7 1) m".
Preuve
(1—mB)h; = (ao + art + - + a;t) m' —m (ao+a1 (t—1)+-+a (t_l)j)mt,l’
ainsi

(1—mB)hy =m? <Z ar (" — (t — 1)’))
r=0

qui est clairement de degré polynomial j — 1l
On en déduit le corollaire

Corollaire Les fonctions hgj) = ti¢7tj € {0,---,k—1} sont k solutions
linéairement indépendantes de 1’équation

(1—¢'B)*n =0

Preuve On remarque que la fonction h; = 0 est solution de ’équation. Ainsi,
pour toute constante C' possiblement complexe, Chil) est solution de ’équation
dés que k£ > 1. De plus, par le théoréme précédent, on auravj € {0,--- ,k—1},
(1 ffle)J th) = C(j) hEl), ot C(j) est une constante complexe et Vj €

{0,--- ,k—1} hgj) sera solution de ’équation. Finalement, si
(cot+ert+ -+t 1) =0,pour t € {0, ,k—1},
alors le polynéme (co +ct+--- 4+ ck,ltk’l) a pour k zéros z; = 0, , 2 =

k—1, mais comme il est de degré k—1 ce n’est possible que s’il est identiquement
nul, donc ¢y =--- =¢_1 = 0.

Solution de 1’équation générale Pour I’équation (3.1), l'opérateur « (B)

peut d’écrire « (B) = g:l (1 - fi_lB)ri, ou &,i € {1,---,j} sont des zéros
distincts de « (z) et r; est la multiplicité de la racine &;. Par le corollaire pré-
cédent, t"¢; " n e {0, ;7 — 1}, i € {1,---,j} sont k solutions de I’équation

(3.1). On peut montrer que ces solutions sont linéairement indépendantes (cf
théoréme et corollaire suivant), ainsi une solution générale de ’équation (3.1),

sera
j T — 1

he=3 Y cant™s .

i=1 n=0

Pour que h; soit réelle, les coefficients correspondant & une paire de racines
complexes conjuguées doivent eux mémes étre conjugués. Plus spécifiquement,
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si (&,&;)est une paire de racines conjuguées de a(z) et & = pexp (i6;), alors
le terme correspondant dans h; sera

7’71—1 T,j—l

Z Cintné-;t + Z éintngfta
n=0 n=0

qui peut étre ré-écrit

T’ifl

Z 2 (Re (ci) cos (0;t) + Im (ci,) sin (6;1)) t"p ™" =

n=0

ri—1

Z @i (cos (byy,) cos (B;t) — sin (bsy, ) sin (05t)) t"p~*

n=0

avec tan (b;,) = ;’Z((;:)) et ajp, = 2\/Re (cm)2 +1Im (cm)Q. Ainsi

’I”7‘,—1

Z aint"p~ " cos (05t + bin) .

n=0

Il reste & prouver la linéaire indépendance des solutions t"¢; ", n € {0, ,r; — 1}, i €

{17...’]'}_

Théoréme Si

q p )
> at’mi=0,teN, (3.2)

=1 j=0

otlmy,- - ,mg sont des nombres distincts, alors ¢;; =0 pourl € {1,--- ,q},j €
{Oa T 7p} .

Preuve Sans perte de généralités, on peut supposer que |mq| > |mg| > -+ >
|mg| > 0. Il suffit donc de montrer que ¢;; =0, j = 0,--- ,p car, dans ce cas
Péquation (3.2) revient a

a P
Zchjtjmf =0,teN,

1=2 j=0

ce qui impliquera que cy; = 0, j = 0,---,p et par une récurrence immeédiate

cj =0pourl e {1,---,¢q},5 € {0,---,p}. Pour prouver que ¢;; = 0, j =
0,---,p, on doit séparer deux cas :

1. Si |my| > |m2| : En divisant 'équation (3.2) par t’m} et en considérant

t — o0, on trouve que cj, = 0. En remplacant celui -ci dans 1’équation

(3.2), en divisant cette équation par tP~1m! et en considérant t — oo, on

obtiendra ¢y, = 0 et de proche en proche, on aura ¢;; =0, j =0,---,p.
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2. Si |mq| = |me| = -+ = |ms| > |msg1] > 0, ot s < ¢. Dans ce cas, on
peut écrire m; = re'i, ot —r < 0; < et 61, , 0, tous différents. En
divisant 1’équation (3.2) par tPr! et en considérant ¢ — co on trouve que

S
E clpew’t — 0.
=1

Montrons que ce n’est possible que si ¢;p, = -+ = ¢5p = 0. Soit g+ =
S ape™t et soit A,,, n € N la matrice

eieln ei@gn 61’9571
et01 (n+1) ei@g(n+1) et0s (n+1)
A, =
ei(il(nqufl) ei02 (n+s—1) ... et0s (n+s—1)

Comme le déterminant est multilinéaire, on aura det A,, = (@11 +0:)n det A,

et |det A, | = |det Ag| > 0 car la matrice Ay est une matrice de Vander-
monde et a un déterminant non nul. En appliquant la régle de Cramer a
I’équation

Cip gn
A, : =
Csp gn+s—1
on aura
_det M
“lp = det A,
ou
Gn eiegn ewsn
M = : : :
Gnpo_1 eif2(nts=1) ¢ifs(n+s—1)
puisque g, — 0 quand n — 0, on devra avoir ¢;, = 0. En appliquant le
méme argument & czp, -, Csp ON trouvera cip = -+ = cgp = 0.
Maintenant, en divisant (3.2) par t*~!r! et en répétant ’argument pré-
cédent, on trouvera c; p_1 = --- = ¢ p,—1 = 0 . Finalement, de proche en

proche on trouvera ¢;; =0 pour l € {1,--- ¢}, j€{0,---,p} W
On en déduit alors

Corollaire Les k solutions t”g;t, n=0,---,r;—1,i=1,--- j de I’équation
(3.1) sont linéairement indépendantes.

. . j i—1 —
Preuve On doit montrer que si by = > 7_; S 1" eint™é " = 0, pour ¢ =
0,---,k — 1, alors tous les ¢;, sont nuls. Par définition, on a pour tout ¢,
a(B)hy =0et hg = --+ = hxg—1 = 0. Mais par les récursions hy = —a1hi—1 —
co—aghi g, t =k k+1,--- et aphy = —hyp—arhyp1— - —ap_1hi, t=
—1,—2,--- on aura nécessairement h; = 0 pour tout ¢ € Z et il suffit d’appliquer

le théoréme précédent avec p = max {rqy,--- ,7;}.
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3.2 Suite avec second membre constant

On considére maintenant la suite ht t € 7Z,, solution de I’équation récurrente
’ 2]
d’ordre k£ avec second membre constant :

hi +athi_1 + -+ arhi—r = ag

On considére deux cas :

1. Si 1 n’est pas racine de P (2) = 1 4+ a2z + --- + ap 2", alors il suffit de
trouver une constant A telle que

At oA+ -+ apg) = ag

et la solution générale sera de la forme h; + X = clhgl) +- 4 ckhgk) + A,
ot B est de la forme "¢ "

2. Si 1 est racine d’ordre m, P (z) = 1+ a2+ + 2" = Q (2) (1 — 2)™,
et il suffit que X soit tel que M™ +aq A (t — 1)+ -+ apA (t — k)™ = g
pour que la solution générale soit de la forme h; + A\t™ = clhgl) +o 4+
ckhgk) + At™, ol hij) est de la forme "¢, "



Chapitre 4

Modéles ARMA

Dans ce chapitre on introduit une famille importante de séries temporelles
stationnaires les modéle “Autoregressive moving-average” (ARMA). Ces mo-
déles sont relativement faciles & étudier car ils sont linéaires. De plus pour une
large classe de fonction d’auto-covariance 7 (.), il existera un processus ARMA

(Xt)tez‘n tel que vx () =7 (.).

4.1 Processus ARMA(p,q)

4.1.1 Définition :
Un processus (X;),cz, est un processus ARMA(p, q) si pour tout ¢ € Z,
Xt — a1Xt_1 — s — CLpXt_p =&+ b1€t_1 + -+ bqe’:‘t_q (41)
ot g est i.i.d. N (0,0?) et les polynomes (1 — ayz — -+ — apzP) et (1 +byz + -+ + byz9)

n’ont pas de facteurs communs. On dira aussi que (X¢),.,, est un ARMA(p, q)
de moyenne j si (X; — )y, est un ARMA(p, q).

4.1.2 Existence et unicité

Une solution stationnaire (X;),., a I’équation (4.1) existe et est unique si et
seulement si

P(z)=1—aiz—---—apz? # 0 pour tout z, tel que |z| =1

Causalité Un ARMA(p, q) (X¢),cy, sera dit causal si et seulement si

P(z)=1—aiz—---—apz? # 0 pour tout z, tel que |z| <1

23
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Inversibilité Un processus ARMA (p, ¢) sera dit inversible si et seulement si

P(z)=1+biz+4---+byz? # 0 pour tout z, tel que |z| <1

Dans la suite on ne considérera que des ARMA(p,q) inversibles et cau-
saux. Dans ce cas la solution stationnaire peut s’écrire sous la forme X; =
Z;io Yj€i—;. La suite (), est déterminer par la relation

(1—arz+ -+ apz?) (Z;‘;Owﬂj) =1+4+biz+- +bgz?=

oo o ltbizd4bg2?
Do Wi = (I—ar1zt+ —tapzr)’ POUr 2| <1

ce qui revient a dire :
1 =1y
b1 = 1 — Yoas
be = 2 — P1a1 — Poaz

ou de maniére équivalente :

p
wj_za/kwj—k::bj7j:0717”'

k=1

ot bg := 1, bj := 0 pour j > ¢ et ¢; := 0 pour j < 0.
D’une maniére plus générale les coefficients 1, vérifient I’équation de récur-
rence pour n > q :

P
l)fjn - Z akdjnfk =0
k=1
Son polynéme caractéristique est
P(z)=2F —azP" ' = —a, =0

Supposons que A soit une racine de ce polyndéme de multiplicité r, c’est -a-dire
que (z — )" divise p (z). On aura la propriété suivante :
— chacune des suites A, nA",--- ,n" "I A" satisfait la récurrence.
— Toute suite vérifiant la récurrence peut étre écrite de facon unique comme
une combinaison linéaire des solution définies ci-dessus.
— Les coefficients de la combinaison sont données par les équations initiales.

4.2 ACF et PACF d’un ARMA(p,q)
4.2.1 Calcul de ACVF et ACF

Comme on considére que le processus est causal on auraX; = Z;io Ve€—j,
d’ou

v (h) = BE(XepnXy) = 02> tbjthipn (4.2)
=0
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La fonction d’auto-corrélation s’en déduit par la relation p (h) = OB

Exemple On considére le processus stationnaire vérifiant 1’équation X, —
aXi—1 = & + bey_q, avec |a| < 1 et |b] < 1. L’unique solution stationnaire
vérifiera pour |z| < 1:

ij 1—_|—bz (I14+az+a%2>+-+) (1+b2)

par conséquent 1o = 1 et 1; = (a+b)a’~! pour j > 1. En substituant cette
forme dans I’équation (4.2), on trouve que

7(0) = o? E;iowjz
—o2 14+ b+ f2§wﬁ}

2 14+ (l1)+z)2 :|
De plus
v (1) =0 3020 i1y
=02 la+b+ (b+a)2a2j°:0a2ﬂ}
— 0% b+ a + 2ta)S }
et

v (h) = a" "y (1), h > 2

4.2.2 La fonction d’auto-corrélation partielle (PACF)

La fonction d’auto-corrélation partielle d’'un processus ARMA (X}),., est
la fonction « (.) définie par les équations « (0) = 1 et o (h) = @np, OU Ppp, est le
dernier composant de

on =T} ',
Tp=[y@GE- j)]?,j=1 et v = [y(1),--,v(h)]". De méme, pour les observations
(1, ,xpn) avec x; # x; pour tout ¢ et j la fonction d’auto-corrélation partielle

empirique sera: & (0) = let & (h) = (ﬁhh, h>1,o0u (ﬁhh est le dernier composant
de R .
on =17 ", (4.3)

Ty =% (i—j)]?,jzl et 4 = [3(1), -4 (h)]". Cette fonction est calculée
par la machine, car son calcul algébrique est plutot compliqué, sauf quand g
est nul ou p et ¢ sont tous les deux petits. Il peut étre montrer que « (h)
est la corrélation entre l’erreur de prédiction X;, — E (Xp, [ X1, -, Xp_1) et
Xo—E (Xo|X1, - ,Xnr_1). Cette fonction donne une idée de ’ordre p & utiliser
pour la modélisation d’'un ARMA (p, q).
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Exemple : PACF d’un AR(p) Pour un AR(p) causal définie par
Xi—ar Xy 1 — - —apXy_p =&

alors le meilleur prédicteur de X1 en fonction de 1, X7,--- , X}, est
Xpp1=ar Xp+ -+ apXhti—p

comme le coefficient ¢p;, de X; est ap si h = p et 0 si h > p, on en déduit
que la PACF «(.) du processus X, aura la propriété a (p) = a, et o (h) =0 si
h > p. Pour h < p la valeur de « (h) peut étre facilement calculée en utilisant
la relation (4.3).

On aura finalement la proposition suivante qui donne la fonction de cova-
riance d’un processus obtenue par filtrage linéaire appliqué & une série station-
naire :

Proposition  Soit Y; une série stationnaire centrée ayant pour fonction de

covariance vy . Si Z;’;foo |1;| < o0, alors la série temporelle

X,= ) WY =¥(B)Y,

j=—o00

est stationnaire de moyenne 0 et de fonction d’auto-covariance

yx ()= > wiwwy (h+k—j) (4.4)

Jj=—00 k=—0o0

Preuve On a

E(X)=E| Y WiYij|= Y EYe;)=0

Jj=—o0 Jj=—00
et
E(XynXy) =E [(Z?‘;_w 7/1th—j) (e 7/11«3@—1«)}
=2 ie o0 b0 ViR E (Yepn—;Yi—1)
= oo Dhemoo Ytk yy (R = j + )
[ |

4.3 Prévisions d’un processus ARMA

On considére le probléme de prédire les valeurs X, 45, h > 0 d’une sé-
rie temporelle stationnaire et centrée, de fonction d’autocovariance vx (.) en
fonction de (Xi,---,X,). Notre but est de trouver une combinaison linéaire
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de (X1, ---,X,) pour prévoir X, , en minimisant l’erreur quadratique. Ce
meilleur prédicteur linéaire sera noté P, X, 1, et aura la forme :

Pan+h == 51Xn + -+ 5nX1

Les coefficients (d1,- - ,0,) seront déterminés en minimisant
S (61, ,0n) = B (Xpin — 01Xy — - — 6,X1)°
En dérivant cette équation, alors les coefficients (01, -+ ,d,) vérifient fatale-
ment :
n
E (Xn+h — Z5an+1i> Xn+1j‘| =0,j=1,---,n
i=1

Ces équations se résument &
Lné (n) =y (h)

ot d (n) = (61, a5n)T7Fn = [y (i _j)]?,j:1 et yn (h) = (v(h),--- v (h+n-1)).
L’erreur de prédiction vérifiera alors

E(Xntn — Pan+h)2 =7(0) =07 (n) v (h)

Propriétés de P, X, 11
L PoXpin = S0 6 Xpi1 i ou 8(n) = (8y,---,0,)" veérifie T,,6 (n) =
Y (h).
2. B (Xpyn — PuXnyn)? =7(0) = 67 (n) v (h)
3. E[(Xn+n — 2imq 0 Xpnp1-i) Xpy1—5] =0, j =1,---,n
Pour résoudre le probléme de la meilleur prédiction linéaire, il faut résoudre un
systéme a n équations linéaires. Il peut aussi étre intéressant de construire la

meilleure prédiction P, X, 2 sur celle & 1 pas : P, X,,+1 (algorithme récursif).
C’est le cas des deux algorithmes suivants :

4.3.1 Algorithme de Durbin-Levinson

On sait que d’aprés la définition de 'autocorrélation partielle que :
Py Xnt1 = (brj;X (n)

. T _
ou X (n) = (X, X1) et ¢n = (dn1, -+, bnn) =T; 7n -
L’erreur quadratique correspondante sera :

v, =FE (Xn+1 - Pan+1)2 =7 (O) - ﬁ%
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et on aura ’algorithme de Durbin-Levinson qui calculera les coefficients ¢y,1, - - , dpp
de la fagon suivante :

bun = (7 (1) = 52 17 (n = ) vy
¢n1 ¢n—1,1 (ybn—l,n—l
Onn—1 Grn—1,n—1 Gn-1,1
Uy = Vo1 |1 — @2,
ol ¢11 = % et vo =7 (0).

4.3.2 Algorithme d’innovation

Cet algorithme permet d’exprimer la meilleure prédiction linéaire en fonction
de la fonction d’autocovariance. Il est valide méme si la série n’est pas station-
naire. Notons P, X, 11 la meilleure prédiction linéaire de X, 1 en fonction de
1, X, Xno1,--, X1 .

Pan+1 =ag+or1 Xy + -+ ap Xy

5 0,sin=1
X”_{ P, 1X,,sin=23, -

Soit

et v, = F(Xpe1 — Pan+1)2, les innovations sont U,, = X,, — X,,. En vectori-
sant : U, := (Uy,--- ,Un)T et X, := (Xq,--- 7X,,)T, on peut écrire

U, =A,X,
oul A,, est la matrice de la forme
1 0 0 0
—aq 1 0 0
An — —Q — Q] 1 0
0
—Qp_1 —Qp_2 —Qp_3 1
A,, est non singuliére et a pour inverse
1 0 0 0
011 1 0 0
C, = 22 021 1 0 (4.5)
: 0
on—l,n—l 9n—1,n—2 071—1,7;—3 1
Le vecteur des prévisions & un pas X, = (X1, P X, ,Pn,an)T peut ainsi

étre exprimer :

%, =X, — U, = CpU, — U, = O, (Xn - Xn) (4.6)
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ou
0 0 0 0
011 0 0 0
0, = 022 021 0 0
: 0
enfl,nfl enfl,n72 gnfl,nfiﬁ 0

L’équation (4.6), peut alors étre réécrite :

. 0,sin=0
X1 = . .
i >y Ong <X7z+1—j - Xn+1—j) ysin=1,2,---

L’algorithme d’innovation calcule les coefficients 6;;, et les erreurs quadratiques

R 2
moyennes v; = FE (X»L‘+1 — Xi+1> , en partant des covariance en partant des

covariances v (4, 7) :

Algorithme d’innovation pour un processus éventuellement non-stationnaire :
Les coefficient 6,1, - - ,0,, peuvent étre calculer récursivement par les équa-
tions
vy = |4 (Xl)

k—1
Ok =vi [+ 1LE+1) = Ok jOnnjvj |, 0<k<n  (47)
§=0

et

n—1
vp=7v(n+1,n+1)— Z Gi’nfjuj
3=0

4.3.3 Prévision d’'un ARMA

Introduisons un processus transformé, en notant m = max (p, q) :

{ Wt:%Xht:l»'“?m
Wt:;(Xt—alXt,l—-“—apXt,p),t>m

De plus, on définit by := 1 et b; := 0 pour j > ¢. On supposera aussi p > 1 et
q > 1 quitte & choisir des coefficients égaux a 0. Supposons aussi qu’on ait calculé
la fonction d’auto-covariance de (X;),.,, dans la pratique, on approxime cette
fonction par I'auto-covariance empirique. L’auto-covariance (4, j) = E (W;W;),
1,7 > 1 est alors :

%q(*yx (t—7j)— Zf:% arf)yX (r—1]i—3])), min(i,5) <m < max (i,7) < 2m
bbby, min (4,7) > m

r=0 YrYr+|i—j|» yJ

0, sinon

H(i7j> =

(4.8)
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Appliquant I’algorithme d’innovation & Wy, on trouve

Whpi1 = Z?:l O (Whnt1—j —Wni1-5),1<n<m

A q A
Wn+1 = Zj:l onj Wn+1—j —Wnyri—5), 1 >m

. 2
ot les coefficients 0,,; et les erreurs quadratiques moyennes r,, = £ (Wn+1 — Wn+1)

sont calculés récursivement par I’algorithme d’innovation. On notera que ¢,,; = 0
sin >met j>q. Clest la conséquence de & (r,s) =0sir>met |r—s|>q.

Maintenant, comme X; — X, =0 (Wt — Wt), pour tout t > 1, on aura
finalement

Xn+1 = Z;‘l:l enj (Xn+1—j - X77,+1—j) ) 1 <n<m
Xn+1 =Xy, + -+ apXppi1-p + Z?Zl Orj (Xn+17j - XnJrlfj) ,m=m

4.3.4 Prédictions a h pas
On peut montrer que le prédicteur linéaire a h pas P, X,,+5 en fonction de
1, X,, -+, X7 sera
h—1 5
Pan+h = E;ih 9n+h—17j (Xn+h—j - Xn+h—j) , 1< h<m-n

P n+h—1 >
P Xnyn = Zizl aiann+h—z' + Zj:h 0n+h—1,j (X7l+h—j - n+h—j) ,h>m—n

Si, comme c’est souvent le cas, n > m = max (p, ¢), alors pour h > 1 :

p q
PoXpn = Z a;i Pn Xnth—i + Z Onth-1,j (Xn+h—j - Xn+h—j)
i=1 j=h

4.3.5 Intervalle de confiance

En considérant la décomposition X; = 3772 ¥je,—; et en notant o (h) =
o? Z?;& ]2, on aura l'erreur de prédiction X, — P, X,+r qui sera distribuée
selon NV (0,02 (h)), ce qui permet de construire des intervalles de confiance.



Chapitre 5

Analyse spectrale

5.1 Introduction

La représentation spectrale de la série stationnaire (X¢),.,, décompose cette
série en une somme de composantes sinusoidales avec des coefficients aléatoires
non-corrélés. Il y a une décomposition correspondante pour la fonction d’auto-
covariance de (X;),.,. La décomposition spectrale est I’analogue, pour les pro-
cessus stationnaire, de la représentation de Fourier des fonctions déterministes.

5.2 Densité spectrale

Soit (X¢),cz, un processus stationnaire centré avec pour fonction d’auto-
covariance v (.), satisfaisant >~,° _ __ |y (h)| < co. La densité spectrale de (X;), .,
est la fonction f (.) définie par

I o —ima
f(A):%h; e~y (h), —0co < A < o0 (5.1)
oit e = cos(A) + isin()\). La sommabilité de |y(.)|, implique que la série

converge absolument.

Propriété de f :
— [ est paire, i.e. f(N\) = f(=\)
— f(A) >0 pour tout A €] — m, 7]

v (k) = /w eFAF (N dN = ' cos (EX) f (\) dX (5.2)

— T —T

31
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Preuve Puisque sin (.) est une fonction impaire et que cos(.) et (.) sont des
fonctions paires, on a

) =5=372  (cos(hA) —isin (hA)) v (h)
(h)

Pour chaque entier positif N définissons :

—zr)\

v () = 27rN

On aura ,
N = 5w (‘Er y Xpe i )

— ﬁE (ZT 1X —iT)\Z 71X eis)\)
= gaw Lpnj<n (N = |hl) ey (h)

comme > > _ |y (h)] < oo, pour tout £ il existera hg tel que Dihshe [V (R)] <

5 et pour N > Ny on aura

e S N My () o S ey () <

2N s
|h|<ho |h|<ho

donc pour N > Ny

‘;N S e ) - 5 S e )| <e
|

h|<ho h=—00
ce qui prouve que fy (A) = 5= > 7~ €y (h) = f(\) > 0. Finalement, on

aura "
f lkAf d)\ f 7r27'r Zh—foo ik=h)A (h)dA
= 5 Zh}oﬂ(h) JZ e N = (k)

puisque les intégrales [7_e/*=MAdX sont toutes nulles, sauf pour k = h.

L’équation (5.2) exprime les auto-covariances d’une série stationnaire avec
des auto-covariances absolument sommable comme les coefficients de Fourier
d’une fonction paire et positive sur |—; ]. Cependant, méme si >~ ___ |y (h)| =
00, il peut exister une densité spectrale définit ainsi :

Définition Une fonction f est une densité spectrale d’une série stationnaire
(X:) avec une fonction d’auto-covariance  (.) si

1. f(A) > 0 pour tout A €]0, 7]
2. y(h) = ["_e™f(X) dX pour tout entier .
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Remarque La densité spectrale est unique pour le sens suivant : Si f et g
sont deux densités spectrales correspondants & une fonction d’auto-covariance
Y()ry(h)= [T e f(N)dr= [T g (X)dA, pour tout entier h. alors f et
g ont les mémes coeflicients de Fourier et ainsi, sont égales.

La proposition suivante caractérise les densités spectrales :

Proposition Une fonction & valeurs réelles, définie sur | — 7, 7], est la densité
spectrale d’'une processus stationnaire si et seulement si

L f(A)=f(=)
2. f(A)=0
3. [T fF(N)dr< oo

Preuve Si v(.) est absolument sommable, alors 1), 2) et 3) est une consé-
quence des propriétés basiques de f, on peut aussi le montrer dans un cas plus
général (cf TSTM).

Réciproquement, supposons que f satisfait 1), 2) et 3).

En utilisant 1) la fonction définie par v (h) = [ e f (X) d\ est paire. De
plus,sia, € R, r=1,--- ,n, alors

Z:},szl ary (7“ - S) as = f:rﬂ' ZZS:I a”"asei)\(T_S)f ()‘) dA
= [T IS ae P F(A)dA >0

Ainsi v (.) est positive et peut donc étre vue comme une fonction de covariance.

Corollaire Une fonction absolument sommable « (.) est la fonction d’auto-
covariance d’une série stationnaire si et seulement si elle est paire et

Z e~ (R) > 0, pour tout A €] — 7]

h=—o00

1

T o

)

f (N\) est alors la densité spectrale de 7 (.).

Preuve Lanécessité de la positivité de f a déja été établie. Il suffit d’appliquer
la proposition précédente pour conclure que f est la densité spectrale d’une
fonction d’auto-covariance. Mais cette fonction doit étre + (.) puisque

1= [ T () dA

—T

pour tout entier k.
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Exemple En utilisant le corollaire précédent, il est simple de montrer que la
fonction définie par

1, sih=0
k(hy=<¢ p,sih=1ou —1
0 sinon

et une fonction d’auto-covariance si et seulement si |p| < 3. En effet r(.) est
une ACVF si et seulement si la fonction

o0

, 1
Z ey (h) = Dy [1+ 2pcos Al

k=—o00

1
T or

)

est positive pour tout A €] — 7, 7] si et seulement si |p| < 1.
Ainsi, le corollaire, précédent fournit un outil puissant pour vérifier si une
fonction absolument sommable est une fonction d’auto-covariance.

Théoréme (Représentation spectrale d’une fonction d’auto-corrélation)
Une fonction « (.) définie sur les entiers est la fonction d’auto-covariance d’une

série stationnaire, si et seulement si il existe une fonction bornée, croissante et
continue & droite sur | — m, 7] avec F (—m) = 0 telle que

v (h) = /] _emarQ)

pour tout entier h. F' est symétrique dansle sens o [y, dF(z) = [, _, dF (2)
pour tout a et b tels que 0 < a < b.

Remarque  La fonction F' est une fonction de distribution généralisée dans

le sens ou G (A) = igi;, est une distribution de probabilité sur | — 7, 7]. Comme
F (m) =~(0) = Var (X1), la fonction d’auto-corrélation aura la représentation

spectrale

py= [ emac )
]_77171']

La fonction F' est appelée la distribution spectrale de v (.). Si on peut écrire
F(\ = fi‘ﬂ f (M) dX\, pour tout A € [—m, 7], alors f est la densité spectrale et la
série temporelle a un spectre continue. Si F' est une distribution discréte (i.e. G
est la distribution d’une loi de probabilité discréte) alors la série temporelle est
dites avoir un spectre discret. Par exemple, la série temporelle X; = A cos (wt) +
Bsin (wt), ou A et B sont non-corrélés avec moyenne 0 et variance 1 a pour
distribution spectrale :

0si A< —w
F(AN)=4q¢ 05581 —w<A<w
1siA>w
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Exemple : Combinaison linéaire de sinusoides Considérons le processus :
k
Z (Ajcos (wjt) + Bjsin (wjt)), 0 <wi < -+ <wp <

ou les variables Ay, B1,--- , Ay, By, sont non-corrélées, E(A;) = E(B;) =0
et Var(A;) = Var(B;j) = 0% La fonction d’auto-covariance de cette série

temporelle est v (h) = Zf 1 05 cos (w;h)., Malheureusement, on ne peut pas
calculer directement sa densité spectrale car en général >, _ |y (h)| = oco.
Cependant, en utilisant la théorie des distributions (qui dépasse largement le
cadre de ce cours) on peut définir sa fonction de distribution spectrale F'(\) =

S 62F; (V), ot

j=1"J
0si A< —Wj
FJ()\)Z 0.5 si 7wj'§/\<w]'
1.0siw; <A
Et on aura bien
T k ) k
v (h) = / e dF (A) = o7 (0.5e " +0.5e"7) = " 07 cos (wsh)
- j=1 =1

On peut donc généraliser la définition de la densité spectrale & des fonc-
tions d’auto-covariance non sommables, en posant pour la cas des combinaisons
aléatoires de sinusoides :

k
F )= 3207 (0861, (0) + 05000,y (V) -

j=1

En fait, tout processus centré stationnaire peut s’écrire comme le superpo-
sition de sinusoides non corrélées, mais en général il s’agit d’'un nombre infini
de sinusoides plutét qu’un nombre fini. La généralisation de cette exemple est
”intégrale stochastique” suivante :

X, = / ez (\)
|—msm]

ou {Z(A\),—m <A <7} est un processus complexe avec des incrément non-
corrélés. Cette représentation est appelée représentation spectrale de X;. Les
intégrales stochastiques sont au-dela du programme de ce cours, mais pour
I’exemple des combinaisons linéaire de sinusoides, on peut I’écrire de la facon
suivante :

o % Sid=—wjetje{l- K}

=0 L5, sid=wjetje{l,--- k}
0, sinon
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On aura ainsi
2

E(dZ (\)dZ (\) = { 5 S = dw;
0, sinon
En général, le lien entre dZ (\) et la fonction de distribution spectrale peut étre
écrite :

- _ | F(A\) —F (A=) pour un spectre discret
E(dZ (N)dZ (N) = { f (A)dA\, pour un spectre continu

Cette relation montre qu’un grand saut de la fonction de distribution spectrale
(ou un grand pic dans la densité spectrale) & une fréquence +w, indique la
présence dans la série temporelle d'une composante sinusoidale forte proche de
w.

Exemple : Bruit blanc  Si X; ~ N (0,0?), i.i.d. alors v (0) = 6% et y (h) =0
pour |[h| > 0. On montre alors que f (\) = §—, —7 < A < 7. Un tel processus
est appelé un bruit blanc, car chaque fréquence du spectre contribue également
a la variance.

Exemple : AR(1) Si X; =aX; 1 + ¢, ol g est i.i.d. N (0,0?), alors par la
formule (5.1), on aura

FO) = gy (L+ 52, a” (7™ + e))

2 i i
_ o ae ae
— 27(1—a?) L+ 1—aei* + 1—ae—#*

= % (1 f2acos)\+a2)71

Exemple : MA(1) Si X; =& + bey_1, ou g4 est iid. N (0,02), alors par la
formule (5.1), on aura

FO) =2 (1402 +b (e +eP))
= % (1 + 2bcos A + bz)
5.3 Le périodogramme

Si X; est une série stationnaire, avec pour fonction de covariance v (.) et une
densité spectrale f (.) alors le périodogramme T, (.), fonction des observations

X1, , Ty, estime 27 f (.). Considérons le vecteur de C" : z = (z1,--- ,xn)T
Soit wy = 22'“, k=— ["T_l] AR [%], on dira que eq, - - - , e, sont orthonormaux
si
1, sij=k
ST ) J
€= { 0, sinon
Cela implique que (eg,- - ,e,) est une base pour C”, donc le vecteur = peut

s’écrire z = Z[%]

ke[ C50)] arer. On peut facilement trouver les coefficients ay en
=—[{zD
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écrivant a, = égx. On aura alors

a = ekx = E xpe Wk

La suite (ax),<j, est appelée la transformé de Fourier discréte de la suite
L1y 3 Tn.

Définition Le périodogramme de {z1,--- ,z,} est la fonction

2

—itA

. ) . 2
Remarque Si A est une des séquence de Fourier wy alors I, (wg) = |ak|” et
la longueur au carré de z sera

[]

D luf=aTe= 37 al = 3 ()
= =l ]
La valeur du périodogramme & la fréquence wy est donc la contribution de la

fréquence wy & cette somme des carrés.
La proposition suivante montre que I,, (A) peut étre vu comme ’estimateur

de 2rrf (A) = > v (h) e

Proposition Si zy,--- ,x, sont des nombres réels et wy = % les fréquences
de Fourier non nulles alors

L) = 3 A mye e
|h]<n

ou 4 (h) est la fonction de covariance empirique de 1, -+, Zp,.

Preuve Puisque Y e " = 0 si wy # 0, on peut soustraire la moyenne
empirique de x dans la définition de I, (\) :

2

1 - —itwg 1 SLN —i(s—t)wg
L) SERP TSNS 5 BTN P
t=1 s=1t=1
d’ott .
Iy (wi) = Y 4 (h)e e
|h|<n
|

On peut montrer que I,, (A) n’est malheureusement pas un estimateur consis-
tant de 27 f (\), cependant on peut obtenir un estimateur consistant de f (A) en
moyennant le périodogramme dans un petit intervalle de fréquence contenant
A. On aura ainsi
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Définition Un estimateur moyennés de la densité spectrale f () a la forme

) 1 _ o7
FO) =5 Z Wi (§) In <g(n,)\) + n>
[71<my,
ou la fenétre m,, satisfait, pour n — oo, m, — oo et = — 0. Les fonctions de
poids W, (.) satisfont par contre

Wn (.]) = Wn (_]) > O, pour tout j,

Z Wy (]) =1
|71<my,
et
Z W2 (j) — 0 pour n — oo

[71<m,

Remarque Les conditions imposées sur les suites m,et W,, assurent la consis-
tance de f (M\). Les conditions sur m,signifient simplement que le nombre de
termes tend vers 'infini lorsque n — oo, mais que la largeur de 'intervalle des
fréquences sur lequel on moyenne tend vers 0. Les conditions sur W,, assure que
fn (M) est asymptotiquement sans biais et que sa variance converge vers 0.

Exemple Un estimateur vérifiant les conditions précédentes sera

e LS L (s 2
=5 ¥ st ey

avec m = 4/n et g (n,\) le multiple de 27” le plus proche de \.

5.4 Filtres linéaires invariants dans le temps

On a déja vu l'utilité des Filtres linéaires invariants dans le temps (TLF) pour
lisser les données, estimer les tendances ou les composante saisonniére. Un pro-
cessus linéaire est le résultat d’un TLF appliqué & une bruit blanc. Plus générale-
ment, on dit que Y; est le résultat du filtre linéaire C' = {c;4—,t,k=0+1,---}
appliqué au processus X; si

[ee)
Y= ) coiXp t=0£1,-

k=—o00

Le filtre C est dit étre invariant dans le temps si les poids c;;—; sont indé-
pendants de t i.e. ¢t = 9. De plus, le filtre est dit causal si ¢; = 0 pour
7 <0.
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Exemple
— Le filtre définie par
Yi=aX

est linéaire mais n’est pas invariant dans le temps car ¢;;—j = 0 sauf si
2t =k, donc ¢y dépend de t.

— Le filtre )
Y, = X
FT g+ 1 Z =
l71<q
est invariant dans le temps. En effet ¢; = Qq% sij=—q,---,qetyp; =0
sinon.

La méthode spectrale est particuliérement utile pour décrire le comportement
des TLF, grace a la proposition suivante :

Proposition Soit X; un série temporelle stationnaire centrée de densité spec-
trale fx (A). Soit W = {¢;, j =0+1,---}, un TLF tel que }>7° _ |i;] < o0,
alors la série temporelle

Y, = Z P Xy
j=—o00

est stationnaire centrée et a pour densité spectrale
—iay 2 . )
fr ) =T (™) fx (\) =T (e7) ¥ (e?) fx (\)

ou ¥ () = D Yje~ A, La fonction W (") est appelée : fonction de

transfert du filtre et le module au carré |\I/ (e”‘)|2 la fonction puissance du
filtre.

Preuve En appliquant la formule (4.4), on voit que Y; est stationnaire centré
et de fonction d’auto-covariance

wh)= > Wjbryx (h+k—j)
J,k=—00

Puisque X; a la densité spectrale fx (\), on a
vx (h+k—j) = / e PITRA £ (A) dA

—T

en substituant cette égalité dans 1’égalité précédente, on aura

Yy (B) = YT e oo Yythr [T e PTITRIA £ (X) d
= T (S e ) (SR ke ™) €7 fx () dA

. - 2
= [T, e S5 ye | fx (A) dA



CHAPITRE 5. ANALYSE SPECTRALE 40

Cette derniére expression identifie la densité spectrale de Y; comme

£y ) = [0 ()] fx () = T (e7) W () fx (V)
=

Remarque La proposition précédente permet d’analyser facilement ’effet de
la composition des filtres. Par exemple si X;ayant pour densité spectrale fx, est
transformé par les TLF Wiet Wy alors effet sera le méme que ’application d’'un
TLF ayant pour fonction de transfert ¥, (e’”‘) Uy (6*“‘) et la densité spectrale

du processus W; = Uy (B) Uy (B) X; sera [Wy (e7) Wy (e=)|? fx (V)

Exemple On a vu que la différenciation au rang d permettait de retirer une
tendance linéaire et une saison d’ordre d. La fonction de transfert pour ce filtre
est 1 — e " qui est 0 pour toutes fréquences qui sont multiples de 27”. Les
composantes avec périodes d seront donc retirées.

5.5 Densité spectrale d’un processus ARMA

La densité spectrale d’un processus ARMA s’obtient facilement & partir de
la proposition précédente :

Proposition Si X; est un ARMA(p,q) causal vérifiant ¢ (B) X, = 0 (B) e,
alors

Preuve X; est obtenue de €; par application du TLF ayant pour fonction de
; G . .

transfert ¥ (e*”‘) = %, puisque ¢; a pour densité spectrale f. (A) = % le

résultat suit.



Chapitre 6

Modélisation et prévision
d’un processus ARMA

L’estimation des parameétres est faites par des méthodes proche du maximum
de vraisemblance. Elles sont proches dans le sens ot leurs propriétés asympto-
tiques sont les mémes. Cependant comme la vraisemblance est une fonction
non-linéaire on doit initialiser cette estimation & l’aide d’une estimation préli-
minaire des paramétres.

La détermination d’un modéle ARMA (p, ¢) approprié est une question com-
plexe. Cependant, on a vu que si P et @ on des facteurs en commun le modéle
peut ne pas étre identifiable. La convergence de la statistique du rapport vers
un sup de carré de processus Gaussien n’a été résolu qu’en 1999 par Dacuhna-
Castelle et Gassiat. La sélection de 'ordre du modéle peut étre automatisée
grace & un critére d’information comme BIC (Bayesian Information Criteria)
méme si les hypothéses pour avoir un bon comportement asymptotique ne sont
pas totalement réalistes. Dans ce chapitre on supposera que p et g sont connus.

6.1 Estimation préliminaire

Dans cette section on considére des techniques préliminaires pour ’estima-
tion des paramétres o2, a1, ,ap et by, -+, by. D'un ARMA(p, q) causal défini
par ’équation :

Xt — alXt_l — e = apXt_p =&+ b1€t_1 + -+ qut—q

6.1.1 Estimation de Yule-Walker

Comme le processus est causal on peut écrire

X = Z Vi€e—j

j=0

41
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En multipliant I'’équation ARMA par X;_;, j =0,1,---,p, en prenant 'espé-
rance et en utilisant le développement ma (o), on obtient :

ap v (p)
et
02 :7(0> - (alv"' 70“17)'719

oul, =(vy(i— j))szl. Dans la pratique on calculera ces estimations a partir
des covariances empiriques 4 (j), j = 0,--- , p. et on obtiendra les équations
a (1)
Ty : == :
ap ¥ (p)

et
&2 :;}/(0) - (a‘la"' 7a’P)rAyp
Si le modéle est en fait un AR(p), on aura de plus :

ai ai
1 _
~N : , fUQFp !
~ ' n
ap ap

ce qui permet de construire des intervalles de confiance pour les différents pa-
rametres.

6.1.2 Algorithme de Burg

Les coefficients de Yules-Walker sont ceux de la meilleures prévision linéaire

de X,41 en fonction de Xq,---,X,,. L’algorithme de Burg estime les autocor-
rélation partielles (PACF) {11, P22, - }. Soit une réalisation d’une série sta-
tionnaire centrée (x1,---,x,), on définit w; (¢),t =i+ 1,--- ,n,0 <i < n

comme la différence entre x,,1_+ et la meilleure prévision linéaire de x,41_¢
en fonction des i observations précédentes. De la méme maniére, on définit
v; (t), t =441, -+ ,n, 0 <i < ncomme la différence entre 2,11 et la meilleure
prévision linéaire en fonction des ¢ observations suivantes. Alors on peut montrer
que les erreurs de prédiction forward et backward {u; (t)} et {v; (¢t)} satisfont
les récursions :

ug (t) = vo (t) = Tpy1-1

u; (t) = wi—1 (t— 1) — dsvi—1 (B)

v; (t) = vi—1 (t) — i1 (t— 1)

L’estimation de Burg ¢ de ¢1; est faite en minimisant

o? = 2(”11)2 (u (6) + 7 (1)

t=
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par rapport & ¢11 et en utilisant les équations de récurrence. Cela donne des
valeurs numériques pour u; (t) et vy (t) qui peuvent étre alors substituer dans
les équations de récurrence avec i = 2. On minimise alors

n

o3 = ﬁ Z (u3 (t) + 03 (t))

t=3

par rapport & & ¢op pour obtenir I'estimation de Burg ¢%, de ¢22. On peut
montrer que les estimations précédentes sont équivalentes a la résolution des
équations suivantes :

d(1) =32, (u§ (t=1) + 5 (1))
= ﬁ D1 Vie1 (B uimy (t—1)
ai+1) = (1= (¢5)") d(i) = v? (i + 1) = u? (n)

(02)" = [(1- (8)") a @] / 2 (n— )

Les propriétés asymptotiques des coefficients estimés par I'algorithme de Burg
pour un processus AR(p) sont les mémes que celles des estimateurs de Yule-
Walker.

6.1.3 L’algorithme de Hannan-Rissanen

L’équation d’'un AR(p) a la forme d’une régression linéaire, mais pour un
ARMA(p,q) X; doit étre régresser non seulement sur les retard de X; mais
aussi sur les retards des résidus qui sont inconnus. Néanmoins, il est possible
d’appliquer la régression linéaire pour estimer (ag,- -+ ,ap) puis (b1, -+ ,b,) en
faisant une régression sur les résidus estimés. C’est la procédure de Hannan-
Rissanen :

Pas 1 Un AR(m), avec m grand (m > max(p,q)) est estimé par Yule-

N . T . .
Walker, (Gm1, - ,amm)  est le vecteur des coefficients estimés. On cal-
cule les résidus grace aux équations :

Et=X¢ —am1 — = GpumX¢—m, t=m+1,---,n

Pas 2 Une fois que les résidus é;, t = m + 1,--- ,n sont estimés, le vecteur
parameétre § = (a1, ,ap, b1, - ,bq)T est estimé par la méthode des
moindres carrés, en régressant X, sur (X;_1, - , X¢—p, &1, ,é1—q), t =
m+ 1+ gq,---,n. Cela nous fournit une estimation B qui fournira 1’ini-
tialisation de l'algorithme de recherche du maximum de vraisemblance.
L’estimation de Hannan-Rissanen du bruit blanc sera alors

Dy (Xy— a1 Xy — - —apXy_p— b1 — - —byéy_g)’

n—m-—gq
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6.2 Estimation par maximum de vraisemblance

Soit (X¢),c; une série temporelle gaussienne. Soit X,, = (X1, -- X)) et

N ~\T N
X, = (Xl,--- ,Xn) Lot X; = B (X;|X1,--+, X;_1). Soit Ty = E [X,X7], en
supposant que I',, est inversible, la vraisemblance de X,, est :

LX) = = — 1 e (—XTF Ix >

2r  \/detT,, 2
On va montrer que le calcul direct de detT,, et I',;! peut étre éviter en
utilisant 'erreur de prédiction & 1 pas X; — X; et sa variance v;_1 ,t=1,--- ,n
qui sont calculés par Ialgorithme d’innovation (4.7).
Soit 6;5, j = 1,---,i et ¢ = 1,2,--- les coefficients obtenue quand l’algo-

rithme d’innovation est appliqué & la fonction d’autocovariance normalisé « de
(Xt)ez cf (4.8) et soit C,la matrice définie par (4.5). On a I'égalité

Par définition, les composantes de X,, — Xn sont non corrélés, ainsi X,, — Xn a
une matrice de covariance diagonale
]D)n = dlag (V07 e 71/71—1)

on en déduit que
r, =¢C,D,Ct

on aura donc

XTr-1%, = (Xn - Xn)TD—l ( ) n (

j=

—

et
detT',, ! = (det C,, ) detD,, = vov1 -+ - Vp—1

On en déduit la vraisemblance du vecteur X,

L(X,) = ! exp " ( Xt)

\/(27T)n V1 - Vp—1 =1

l\')\»—t

En notant m = max (p, ¢), la vraisemblance d’'un ARMA (p, q) peut étre facile-
ment calculable par ’algorithme d’innovation (cf section 3.3.2) :

h—1 >
Pan+h = E;jh 9n+h—1,j (Xn+h j— Xn-‘rh—j) , 1< h<m-n
h— 1 O
Pan—i-h = Zz 1 a; P, Xn—i—h i+ Z + n+h—1,j (Xn+h—j - n+h—j) 5 h>m-—n
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et
~ 2 . 2
E (XT,,Jrl _ Xn+1> = o’ (Wn+1 _ Wn+1> = o?r,

ou 6;;et r, sont déterminé par I’algorithme d’innovation et la fonction d’auto-
covariance normalisé x de (X¢),., cf (4.8). On obtient finalement

N2

) Lo (Xt—Xt>

Loy (X,) = exp | —= - 7
po? (Xn) V@2ro?) g 2; Tj—1

On trouve alors les estimateurs du maximum de vraisemblance par :

= 5@h) oy 5 (a.6) = 2y, 22

52 (%)
(&, B) = argminln (@) + %Z;‘L:I In (r;-1)

En notant 8 := (a1, -+, ap, b1, 7bq)T, la minimisation de [ (8) = In (@) +

%22}21 In(r;_1) est faite numériquement (généralement par une méthode du
gradient).
6.2.1 Contraste de Whittle

En notant § = (al, “o L Ap, by, e, by, az)TLe contraste est Whittle est défini
par

C () = 5 (o”) + % > 5“9 EZ;? +0f 3 I (fo ()

2,
o fe

ou Iy, est le périodograme et >

est la densité spectrale du modéle. Les sommes

¥; se font sur toutes les fréquences de Fourier w; = %j,j € {—intln=l) ' int(n-1)

n ’ n
ou int(n) est la partie entiére de n. Le calcul de C () est trés rapide grace a
la transformée de Fourier rapide. On cherche § = arg maxgee C (9) par optimi-
sation numérique. On peut montrer que les propriétés asymptotique de 6 sont
les mémes que celles du maximum de vraisemblance (asymptotique sans biais
et asymptotiquement efficace).

6.2.2 Reégions de confiance pour les coefficients

Pour un nombre d’observation assez grand ’estimateur du maximum de vrai-
3 T o .
semblance 8 de 8 := (a1, - ,ap,b1,--- ,by)" est approximativement gaussien.
On aura ainsi :

f=n (50v )

la matrice %V(ﬁ) peut étre approximée par 2H ! (3), ot H est la matrice
82l(B) ]p+q

Hessienne : |:86iaﬂj

ij=1
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6.3 Sélection de 'ordre

Généralement, on choisit ’ordre du modéle grace au principe de parcimo-
nie (c’est un compromis entre la valeur de la vraisemblance et du nombre de
paramétres utilisés pour le modéle).

6.3.1 Critére AICC
On choisit p et ¢ de maniére & minimiser

(p+qg+1)n

AICC = —2In Ly o2 (X1, X)) + 2
. n—p—q—2

AICC est introduit pour donner une estimation non biaisé de la distance
de Kulback en la vraisemblance du vrai modéle et L, p, ,2 (X1, -+ X,,). Souvent,
Pordre choisi en minimisant AICC surestime 'ordre du vrai modéle.

6.3.2 Critére BIC

La justification théorique des critéres d’information pour la sélection de mo-
deéle est un probléme trés difficile, cependant Dacuhna-Castelle et Gassiat (1999)
ont montré la statistique de rapport de vraisemblance était bornée en probabi-
lité, en peut alors montrer que un critére de type BIC :

T (p,q) = —InLg, (X1, - Xp) + (p+¢q)In(n)
est consistant (converge en probabilité vers le vrai ordre de TARMA). Cela

repose sur le résultat suivant :

Théoreme Soit (@(P’Q))1<p<D 1<q<D est une famille finie, emboitée de mo-

deles ARMA(p, ¢) causaux et stationnaire. Supposons que (a,, )necn S0it une suite
croissante qui converge vers 'infini. Supposons de plus que % —— 0. Alors
n—oo

(p, §) maximisant le critére pénalisé T,,(p, q) convergera en probabilité vers le
vrai modéle de taille minimale

.. P
#,9) — (", 4°)
Preuve Prouvons d’abord que (p,q) ne sur-estime pas (p”,¢%).

P (ﬁ - pO et ¢ > qO) < ZI)>p°,q>q0 P (T"(p’ q) > T, (po; q(J))
=2 popogsq0 P Lo, (X1, Xn) —an X (p+q) >

- Zp>p“7q>q° P lé(p,q) (le to 7Xn) -1

(le"' ;Xn) —anp X (p0+q0))

(¢0.4°)

é(po’qo) (Xl, e ,Xn) > Ay X (p+q — (po +q0))>

Sion note A\, = lé( ) (X1, ,Xpn) (X1, ,X,), Dacuhna-Castelle

1
0(»0,40)
et Gassiat on montré que, \, —= V (p,q,p°,4"), une variable aléatoire réelle
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n—oo

dont la loi dépend de (p,q,po,qo) et comme a,, X (p—l—q - (po —|—q0)) — 00
P(An>anx (pg—= (" +4"))) —0
et P(p>p’etg>q°)—0.

Prouvons maintenant que ni p ne sous-estime pas p° et ni § ne sous-estime
q°. Si PARMA(p, q) ne contient pas le vrai modéle de dimension (po, qo).

P(p<p’) +P(3<¢") <X > cpo P(Tu(q) > Tn (°,0°)) + 2, Do P (Tu(p, @) > T (0°,4°)) =

g g P (L, X1y Xn) —an % (p+q) > le( 0.0, (X1, Xn) —an x (0°+¢°) ) +
D op g0 P lé(;,,q) (X1, ,Xpn) —an X (p+4q) > lé(poﬂqo) (X1, X)) —an x (1°+¢°) ) =
Yy Xpep B\ log, , (Kreee Xa) =lg o o (Xnyo X)) > an x (p g = (0 +07)) | +

Y X< B Lo, (Ko Xa) =l o (Xay Xn) > an x (pg = (0 +4")) ) =

2 e B\l Koo Xn) =g oo (X X)) > qran x (Pt = (07 +47)) ) +

Y g P 3 (B, ) (X1, Xn) L 0y X1 Xa) ) > Lanx (p+q— (" +4°))

Si p < p° ou g < ¢le vrai modeéle ne peut pas appartenir & TARMA(p, q), ainsi

1 p.s. A
n (lémq) (X1, Xn) = lé(pﬂ,qt)) (X, ’X")) = =K (0(p,q),0") <0.

n
Et comme 1

~(anx (p+a— (" + %)) =0,
on aura

P(ﬁ<p0)i>0et (cj<q0)i>0.



Chapitre 7

Modéle SARIMA

On cherche & modéliser un ensemble d’observations (z1, - - - , x,) qui ne semblent
plus exactement stationnaires. C’est modeéle peuvent avoir une tendance (ARIMA)
ou bien aussi une saison (SARIMA). Une fois stationnarisé leur traitement est
similaire aux modéles ARMA.

7.1 Modéles ARIMA

Une généralisation des modeles ARMA sont les modéles ARIMA : Des mo-
déles qui se réduise & des ARMA une fois différenciés un nombre fini de fois.

7.1.1 Définition

Si d est un entier non négatif, alors (X;),., est un modéle ARIMA(p,d, q)
si
Y, = (1-B)"X,
est un processus ARMA (p, q) causal.
Cette définition signifie que (X¢),., vérifie une équation de la forme :

¢* (B)X; = ¢(B) (1 — B)' X, = 0(B) ey, (1), i- i- d. N (0,0?)

ol ¢(z) et 0 (z)sont des polynomes de degrés p et ¢ tels que ¢ (z) # 0 pour
|z| < 1. Le polynéme ¢* (z) a un zéro d’ordre d & z = 1.

Remarque

— Si d > 1, on peut ajouter une tendance polynomiale de degrée d — 1
arbitraire a (X;) sans que ’égalité ¢* (B) X; = 6 (B) &; soit modifié. Les
modéles ARIMA sont donc trés utiles pour représenté des données avec
des tendances polynomiales.

— Une caractéristique des modéles ARIMA est que la fonction d’autocorré-
lation est positive et lentement décroissante, alors que celle d’'un ARMA
décroit exponentiellement vite.

48



CHAPITRE 7. MODELE SARIMA 49

7.1.2 Racine unitaire

Le probléme de la racine unitaire est quand le polynome autorégressif ou
moyenne mobile & une racine de norme 1 ou trés proche de 1. Par exemple une
racine unitaire pour le polynome autorégressif suggére qu’il faut d’abord diffé-
rentier la série (marche aléatoire). Une racine unitaire pour la partie moyenne
mobile indique que le processus a été trop différencié.

7.1.2.1 Racine unitaire pour la partie autorégressive

Lorsque la fonction d’autocovariance décroit lentement, on peut penser qu’il
y a une racine unitaire, il faut alors différencier (I — B)dXt, jusqu’a ce que la
fonction d’autocovariance décroisse vite. La série différenciée pourra alors étre
modélisée par un ARMA (p,q) et le modele résultant sera un ARIMA (p,d,q) avec
d racines unitaires. Une autre méthode peut étre celle de Dickey et Fuller.

Soit x1,--- ,x, des observations de modéle AR (1) :

(Xe —p) =a1 (X1 —p) + &

lorsque |a| < 1 ’estimateur du maximum de vraisemblance de a, pour n grand,

a2

1—
n

suit a peu prés la loi N (a, ) En cas de racine unitaire cette approximation

n’est plus valable. Pour pouvoir tester :
Hy: a=1 contre Hy |a|] <1
on écrit le modeéle comme :
VX=X, — X1 =a5+aT X1+ &

avec afy = p (1 —a1) et af = ay — 1. Soit af l'estimateur des moindres carrés de
aj. L’écart-type estimé de a7 sera

o (@) =53 (Ko — X)°
2

t=

oit §2 = Zi=a(VXi—aptaiXeon) o ¥ 1 >, X;. Dickey et Fuller ont calculé

n—3 ~n
la loi limite quand n — oo du ratio :

>

=¥

Ty =

Q>
—
Q>
— %
~

les régions de rejets seront les suivantes :

a=001:7,<-343
a=0.05:17,<-286
a=01:17, <-257
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Cette procédure peut étre étendue au cas ot (Xy),., suit un processus AR(p) :
Xe—p=a1 (Xpm1 —p) + -+ ap (Xo—p — p) + &
Ce modeéle peut étre réécrit :
VXi=aj+a] X1 +a3VXi 1+ + a;VXt_p_H + &4

ottag=p(l—ar—--—ay),af =37 a;—letaj :—Zf:jai,j:2,-~- ,p-
Si le polyndme associé & la partie autorégressive & une racine unitaire alors
ai = 0 et la série différenciée est un AR(p-1). Pour tester la présence d’une
racine unitaire il suffit de tester aj = 0. Comme dans le cas du AR(1) a} peut
étre estimer par la méthode des moindres carrés et pour n grand
_ @
" s

aura la méme distribution que dans le cas AR(1).

7.1.3 Prédiction des modéles ARIMA

Sid > 1 les premiers moments E (X;) et E (X1, X;) ne sont pas déterminer
par ’équation différenciée. Il faut des hypothéses supplémentaire pour trouver
le meilleur prédicteur linéaire de X;,1. Par exemple considérons ’ARMA (p,q)
causal Y; centré et soit Xy une variable aléatoire. Définissons :

t
Xt:X0+Z)/j,t:1,2,...
j=1

alors (X¢),cy- est un ARIMA(p, 1, ¢) de moyenne E (X;) = X, et fonction d’au-
tocovariance E (X4 X;) — E (Xo)? qui dépend de V (Xo) et Cov (Xo,Y;), j =
1,2,--- Le meilleur prédicteur linéaire de X,, 11 en fonction de (1, Xo, -, X,)
est le méme que le meilleur prédicteur linéaire en fonction de (1, Xo, Y7, ,Y,,).
On peut écrire

Pan+1:Pn(X0+Y1++Yn+1):Pn(Xn+Yn+1):Xn+PnYn+l

Pour évaluer P, Y1 il est nécessaire de connaitre F (XoY;),j=1,---,n+ 1.
Cependant si on suppose que Xy n’est pas corrélé avec (Y;),cy- alors P,Y, 1
est uniquement fonction de (Y7, --,Y,).

Nous supposerons donc que le processus X; satisfait I’équation
(I-B)'X, =Y,

ot (Y;),en- est un ARMA(p,q) causal et que le vecteur aléatoire (X;_q,--- , Xo)
n’est pas corrélé avec Yy, t > 0.
L’équation différenciée peut étre réécrite sous la forme :

d
Xi+ > CI(-BY X, =Y;, t=1,2,
j=1
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d’out
d . .
Xp=Y, =) Ci(=1) Xy jt=1,2,
j=1
Quitte & renuméroter les observations, on supposera que ’on dispose de la série

X1_4,Xo_g4, -, X, les observations différenciées seront Y7, ---,Y,. Notre but
est de prévoir P, X, 1, grace & la précédente équation, on aura :

d
Pan+h = PnYn+h - Z C,ji (*1)] X7z+h—j
j=1
Comme, par hypothése, (X1_4,---,Xo) n’est pas corrélé avec Y;, ¢t > 0, la
meilleure prédiction linéaire de Y;, 4, peut étre calculée en fonction de (Y7, -+ ,Y,)

et le prédicteur P, X,, 1 peut étre obtenu directement par ’équation précédente
en notant que P, X, 11_; = X, 415, pour j > 1. Le prédicteur P, X, pourra
étre trouver aussi par l’équation précédente en connaissant P, X, 41 et de proche
en proche P, X, tp.

Pour trouver 'erreur quadratique moyenne de la prédiction, il faut exprimer
P,Y, 4 en fonction des X;. Pour n > 0 on notera la prédiction & un pas
Yn+1 =P, Y 41 et Xn+1 = P, X, +1, des équations précédentes on aura

XnJrl - Xn+1 = Yn+1 - Yn+17 n>1

et par lalgorithme d’innovation, si n > max (p,q) et h > 1 :

p q
PnYnJrh - Z aiPnYnJrhfi + Z 9n+h71,j (XnJrhfj - XnJrhfj)
i=1 j=h

Notons
() =01-2%G)=0-2)"0-az— - apzf) =1—ajz—-- ~—a;+dz”+d

on aura alors :

p+d q

Pan+h = Za;Pan—i-h—j + Zen+h—1,j (Xn,+h—j - Xn—i—h—j)
j=1 j=h

Ierreur de prédiction de la prédiction & h-pas sera :

2

h—1 J
UTQL (h) =F (Xn+h - Pan+h)2 = Z (Z Xr0n+h—r—1,j—r> Un4+h—j—1
j=0 \r=0

ol Opo =1, Y02 g Xr2" = ( L et

1—a1‘z—~~—a;+dzp+d)

R 2 X 2
Unth—j-1=F (Xn+h—j - Xn+h—j) =F (Yn+h—j - n+h—j>
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Pour n grand on peut approximer 'erreur de prédiction de la prédiction & h-pas
par

h—1
02 (h) ~ 21/13202
=0
ou -
, 1+biz+---+by(2)
V(z)=) 7 = . .
jz::o / l—ajz— - —ay,  2ptd

7.1.4 Fonction de prédiction

Pour n > max (p, q), notons g (h) := P, X+ la fonction de prédiction. Cette
fonction vérifiera 1’équation :

g(h)—ajg(h—1)—-—ay,q9(h—p—d)=0,h>gq

Comme la racine 1 est d’ordre de multiplicité d, cette équation linéaire de ré-
currence aura pour solution

g(h)=ap+ath+ - +oag1h 4+ B+ 4+ B, h>q—p—d

ou (&1,---,&p) sont les racines (ici supposées distinctes) du polynéme 1 —a;z —
-+ —apzP et les coeflicients o, - -+, aq, 81, -+, Bp sont déterminés par les p + d
équations initiales qui peuvent étre calculée numériquement grace au équations
précédentes.

7.2 Modéles SARIMA

Les modéles SARIMA sont des modéles que ’on doit élaguer au pas s pour
les rendre stationnaires. Dans le cas général la définition d’un tel modéle sera :

7.2.1 Définition

Si d et D sont des entiers positifs, alors (X;),. sera un SARIMA(p, d, q) x
(P,D,Q), avec période s si la série différenciée Y; = (1 — B)* (1 — B%)” X, est
un ARMA causal défini par

a(B) 6 (B*)Y; = b(B) 0 (B*)e,

ona(z)=1l—arz—--—apzP,b(2) =14+b1z+---+b,2?, ¢(2) =1— 12—
o= pp2l 0(2) =1+ 012+ + 0029,
remarque 1 Le processus Y; sera causal uniquement si a (z) # 0 et ¢ (z) #
0 pour |z]| < 1.
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Remarque 2 L’équation ARMA du modéle pourra étre réécrite
a*(B)Y; =b" (B) e

ot a* (z) et b* (z) sont des polynomes de degrés p + sP et ¢+ sQ. Tous
les coefficients de a* (2) et b* (z) peuvent étre exprimés en fonction de
ceux de a (2), b(z), ¢ (z) et 0 (z). Sip < s et ¢ < s les contraintes sur les
coefficients de a* () et b* (z) peuvent étre exprimer par :

Qgpj =005, 1=1,2,---;5=1--,s—1
et
bigp; =bibji=1,---3j=1---,s-1

7.2.2 Prédiction des SARIMA

Les prédictions des SARIMA est tout & fait analogue & celle des ARIMA.
En développant I'opérateur (1 — B)? (1 — B*)” et en réarrangeant I'équation

1-B)*'1-B)"’ X, =V,

et en posant ¢ = n + h on obtiendra

d+Ds
Xntn = Yoyn + Z a; Xptn—j
j=1
En supposant que les d + Ds premiéres observations X_4_ps+1,- -+, X ne sont
pas corrélées avec Yy, t > 1, on peut déterminer la meilleure prédiction linéaire
P, X,+n en fonction de (X_4_psy1,---,Xp) en appliquant P, & chaque coté
de I’équation précédente pour obtenir
d+Ds
Pan+h = PnYn+h + Z aanX'rH»hfj
j=1

Le premier des termes de droite est juste la meilleure prédiction linéaire du pro-
cessus ARMA en fonction de (Y7, --,Y;,) et les prédictions P, X1 peuvent
étre calculée de proche en proche a partir de ’équation précédente, en remar-
quant que P, X, 115 = X, 114, > L.

Un argument similaire & la section précédente nous donnera l'erreur de pré-
diction moyenne :

) 2
h—1 J
2
UTQL (h) =FE (Xn+h - Pan+h) = Z < XT9n+h—T—1,j—T> Un+h—j—1
=0 \r=0
ot 0,; et v, sont obtenus en appliquant I'algorithme d’innovation & la série
différenciée Y; et

= 1
X2 = 2l <1
2 (e)0(=)1-2)"(1-297)
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Pour n grand on peut approximer ’expression de I’erreur de prédiction moyenne

par :

h—1
op(h) = 4io®
j=0

ou




