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Chapitre 1Veteurs aléatoires disrets1.1 Introdution1.1.1 Variable aléatoire disrèteUn ensemble disret est un ensemble Ω dont le ardinal est plus petit ouégal à elui de N (qui est aussi elui de Z). Cela peut être les faes possiblesd'une pièe de monnaie : Ω = {P, F}, ou bien les résultats du laner d'undé :Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, le nombre de lient en attente à un guihet :Ω = N.Notons P (Z) l'ensemble des parties de Z.Dé�nition Une appliation mesurable X est une fontion de Ω dans Z telleque pour toute partie A de Z, on ait X−1 (A) ∈ P (Ω) (l'ensemble des antéé-dents par X de A appartient au parties de Ω, on dit que X est mesurable).Dé�nition une mesure de probabilité sur Ω est une fontion mesurable de
P (Ω) dans [0, 1] en donnant une valeur (une probabilité) à haque élément(événement) possible de Ω.par exemple dans le as de la pièe de monnaie :P (F ) = 1

2 .Dé�nition Une variable aléatoire X est don une appliation (mesurable) de
(Ω,P (Ω) , P ) −→ (Z,P (Z)).Dé�nition On appelle loi de probabilité de X , la mesure image de P par Xet on la note PX .Ainsi, la probabilité queX appartiennent au sous-ensembleA est PX (X ∈ A) :=
PX (A) = P

(

X−1 (A)
). Très souvent, l'ensemble Ω est sous-entendu, invisibleet on dé�nie les lois uniquement par les probabilités que la variable aléatoireappartienne à un ertain sous-ensemble de Z.1



CHAPITRE 1. VECTEURS ALÉATOIRES DISCRETS 2Formule de Bayes On peut dé�nir une loi onditionnelle deX : P (X ∈ A |X ∈ B ) =
P(X∈A et X∈B)

P (X∈B) = P (X∈A,X∈B)
P (X∈B) . C'est la probabilité que la variable X apparti-enne à A sahant que X appartient déjà à B.1.1.2 Quelques exemples :� Loi de Bernoulli b (p) : X dans {0, 1} , P (X = 1) = p ∈ [0, 1].� Loi binomialeB (n, p) :X dans {0, · · · , N} et pour 0 ≤ k ≤ N , P (X = k) =

Ck
Npk (1− p)n−k, nous verrons plus tard que 'est la somme deN Bernoulliindépendantes et de paramètre p.� La loi géométrique : pour k ∈ N

∗et p ∈ [0, 1], P (X = k) = p (1− p)
k−1.C'est la loi du nombre d'essais néessaires pour faire apparaître un évène-ment de probabilité p.� Loi hypergéométriqueH (N,R, n) :X dans {0, · · · , n} et pour 0 ≤ k ≤ N ,

P (X = k) =
Ck

R×C
n−k

N−R

Cn
N

, ette loi s'obtient ave l'expériene suivante : Soitune urne ave N boules, R rouges et N − R noires. On tire n boulessans remise. Posons Xi = 1 si la ième boule est rouge et Xi = 0 sielle est noire. On herhe la loi de X = X1 + · · · + Xn. On aura pour
max (0, n− (N −R)) ≤ k ≤ R :

P (X = k) =
Ck

R × Cn−k
N−R

Cn
Nave : Ck

R le nombre de hoix de k boules rouges parmi R, Cn−k
N−R le nombrede hoix de n− k noires parmi N −R, Cn

N le nombre de hoix possibles.� Loi de Poisson P (θ) : X ∈ N et P (X = k) = θk

k! e
−θ1.2 Moments d'une variable aléatoireUne loi est onnu dès qu'on onnaît toutes les probabilités P (X = k), pour

k ∈ Z. Mais si on onnaît la famille de la loi, les paramètres de la loi su�-isent à la aratériser. Certaines quantités (valeur moyenne ou espérane, éartquadratique moyen ou variane) peuvent donner de préieux renseignements.1.2.1 Espérane mathématiqueUne variable disrète X admettra une espérane si :
∞
∑

−∞
|k|P (X = k) < ∞Il faut faire attention à e que ette quantité soit bien �nie, ainsi si ononsidère la variable aléatoire X de loi sur Z :

P (X = k) =
3

π2k2
si k ∈ Z et P (X = 0) = 0.



CHAPITRE 1. VECTEURS ALÉATOIRES DISCRETS 3La loi est symétrique don on pourrait roire que la valeur moyenne de X est
0, malheureusement ∑∞

−∞ |k|P (X = k) = ∞, don E (X) n'est pas dé�nie.Pour une variable disrète X , qui admet une espérane, on dé�nira l'e-spérane E (X) par la formule :
E (X) =

∞
∑

−∞
kP (X = k)

E (X) est la valeur moyenne de di�érentes valeurs de X , pondérées par leurprobabilité. Les propriétés élémentaires de l'espérane sont elles des intégraleset se déduisent par linéarité : Si X et Y sont deux variables aléatoires disrètes :
E (aX + bY ) = aE (X) + bE (Y )Espérane d'une fontion φ (X)d'une variable aléatoire disrète Pourune fontion φ, si :

∞
∑

−∞
|φ (k)|P (X = k) < ∞Alors, E (φ (X)) =

∑∞
−∞ φ (k)P (X = k) .Inégalité de Jensen Si φ est une fontion onvexe, on peut montrer, si lesespéranes existent, que :

E (φ (X)) ≥ φ (E (X))en partiulier :
E (|X |) ≥ |E (X)|
E
(

X2
)

≥ (E (X))
2

E (exp (X)) ≥ exp (E (X))1.2.2 La varianeLorsqu'elle existe, on appelle variane de X noté V (X) la quantité :
V (X) = E

[

(X − E (X))
2
]

= E
(

X2
)

− (E (X))
2On appelle éart-type σ =

√

V (X).1.3 Couple de variable aléatoires disrètesSoit (X1, X2) un ouple de variable aléatoire disrète à valeurs dans E2. Ennotant ‖ (X1, X2) ‖2 le arré de la norme eulidienne, on supposera dans toutela suite que
E
(

‖ (X1, X2) ‖2
)

< ∞



CHAPITRE 1. VECTEURS ALÉATOIRES DISCRETS 4La loi de (X1, X2) est aratérisée par la onnaissane de P ((X1, X2) = (k, l))pour (k, l) ∈ Z
2. C'est e qu'on appelle la loi jointe.Pour un ouple de variable aléatoire, on aura les dé�nitions/propriétés suiv-antes :� Loi marginale :

P (X1 = k) =
∑

l∈Z

P (X1 = k,X2 = l) , P (X2 = l) =
∑

k∈Z

P (X1 = k,X2 = l)� Espérane :
E (X1, X2) =

∑

k∈Z

∑

l∈Z

(k, l)P ((X1, X2) = (k, l)) = (E (X1) , E (X2))� Espérane d'une fontion : pour toute fontion φ dé�nie sur Z2, on aura
E (φ (X1, X2)) =

∑

k∈Z

∑

l∈Z

φ (k, l)P (X1 = k,X2 = l)� Dépendane et indépendane : On dit que X1 est indépendante de X2 sipour tout (k, l) ∈ E2

P (X1 = k,X2 = l) = P (X1 = k)P (X2 = l)Si X1 et X2 ne sont pas indépendantes on dit qu'elles sont dépendantes.� Loi onditionnelle : On rappelle que si A et B sont deux ensembles, telsque P (B) > 0 alors
P (A |B ) =

P (A ∩B)

P (B)En appliquant la formule de Bayes on peut dé�nir la loi onditionnelleainsi :
P (X1 = k |X2 = l ) =

P (X1 = k,X2 = l)

P (X2 = l)si P (X2 = l) > 0.� Espérane onditionnelle : On aura l'espérane onditionnelleE (X1 |X2 = l )qui est la valeur moyenne de X1 lorsque X2 = l qui vaudra :
E (X1 |X2 = l ) =

∑

k∈E

kP (X1 = k |X2 = l )On pourra aussi �ne pas �xer� la valeur de X2, l'espérane onditionnelle
E (X1 |X2 ) sera alors une variable aléatoire (une fontion de X2).� Variane onditionnelle : On appelle variane de X1 sahant que X2 = l :
V (X1 |X2 = l ) la quantité :

V (X1 |X2 = l ) = E
[

(X1 − E (X1 |X2 = l ))
2 |X2 = l

]



CHAPITRE 1. VECTEURS ALÉATOIRES DISCRETS 5Si on ne �xe pas la valeur de X2, on peut dé�nir la variable aléatoire,variane onditionnelle :
V (X1 |X2 ) = E

[

(X1 − E (X1 |X2 ))
2 |X2

]Et on aura le théorème de la variane totale :
V (X1) = E [V (X1 |X2 )] + V [E (X1 |X2 )]� Covariane :On aura

Cov (X1, X2) = E ((X1 − E (X1)) (X2 − E (X2))) = E (X1X2)−E (X1)E (X2)� Variane d'une somme de variables aléatoiresOn aura V (X1 +X2) = V (X1) + V (X2) + 2Cov (X1, X2)� Matrie de ovariane :
E

(

X1 − E (X1)
X2 − E (X2)

)

(X1 − E (X1) , X2 − E (X2)) =

(

V (X1) Cov (X1, X2)
Cov (X1, X2) V (X2)

)Remarques :� Si X1 est indépendant de X2 la matrie de ovariane est diagonale.� Toutes es propriétés se généralisent immédiatement pour n > 2.1.4 Genéralisation aux veteurs aléatoires disretsSi (X1, · · · , Xn) est un n-uplet et si (k1, · · · kn) ∈ Z
n, la loi P (X1, · · · , Xn) =

(k1, · · · kn) aratérisera totalement (X1, · · · , Xn), on aura entre autre :� Les variables (X1, · · · , Xn)seront indépendantes si
P (X1 = k1, · · ·Xn = kn) =

n
∏

i=1

P (Xi = ki)� Si l'espérane existe : E (X1, · · · , Xn) = (E (X1) , · · · , E (Xn))� Si les varianes de (X1, · · · , Xn) existent. V (X1, · · · , Xn) =







V (X1) · · · Cov (X1, Xn)... . . . ...
Cov (X1, Xn) · · · V (Xn)





� Si les espéranes de (X1, · · · , Xn) existent, l'espérane d'une ombinaisonlinéaire E (
∑n

i=1 aiXi) =
∑n

i=1 aiE (Xi)� Si les varianes de (X1, · · · , Xn) existent. La variane d'une somme :
V

(

n
∑

i=1

Xi

)

=
n
∑

i,j=1

Cov (Xi, Xj) =
n
∑

i=1

V (Xi) + 2
∑

1≤i<j≤n

Cov (Xi, Xj)� On pourra failement dé�nir des probabilités onditionnelles grâe à larègle de Bayes.



CHAPITRE 1. VECTEURS ALÉATOIRES DISCRETS 6Exemple de loi Un veteur aléatoire (X1, · · · , Xr) suit une loi multinomialede paramètres n, p1, · · · pr ave 0 < pi < 1 et p1 + · · ·+ pr = 1 si :1. X1 (Ω) = · · · = Xr (Ω) = {0, · · · , n}2. La loi de (X1, · · · , Xr) est donnée par :
P (X1 = k1, · · · , Xr = kr) =

n!

k1! · · · kr!
pk1 · · · pkrsi k1 + · · ·+ kr = n, sinon la probabilité du r-uplet est nulle.Cette loi orrespond au tirage ave remise dans une urne de n boules. Ces nboules sont de r ouleurs di�érentes ci. pi est la proportion de boules de ouleur

cidans l'urne.



Chapitre 2Introdution aux haînes deMarkov à espae d'états �ni2.1 IntrodutionOn onsidère un ensemble E �ni, par exemple E = {1, · · · , N}, où N ∈ N.Une haîne de Markov (homogène) à espae d'états �ni est une suite de vari-ables aléatoires (X1, · · · , Xn, · · ·) ∈ EN, telle que : P (Xn+1 = i |Xn, · · · , X0 ) =
P (Xn+1 = i |Xn ), i.e. la loi de Xn+1 onditionnellement à tout le passé duproessus ne dépend que du passé immédiat Xn.Le proessus (Xn)n∈N

, est don dé�nit par toutes les probabilités ondition-nelles dé�nies sur E2 : P (Xn+1 = i |Xn = j ) := pij .Si on représente tous les états possibles sur le simplexe de R
N , 'est-à-direl'état i sera représenté par (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0) ave le 1 en ième position, onpourra noter (P (Xn+1 = ei |Xn ))1≤i≤N = E (Xn+1 |Xn ) = MXn, ave M =







p11 · · · p1N... . . . ...
pN1 · · · pNN






et E (Xn+1 |Xn ) est l'espérane onditionnelle de Xn+1sahant Xn. On appellera M la matrie de transition de la haîne de Markov

(Xn)n∈N
. On remarquera que ette matrie est �stohastique� 'est-à-dire quela somme sur des lignes sur une olonne vaudra toujours 1 (∑N

i=1 pij = 1), ainsi
P (Xn+1 |Xn = j ) est bien une probabilité.2.2 Exemple : hamster paresseux2.2.1 La haîne de MarkovUn hamster paresseux ne onnaît que 3 endroits dans sa age :1. Les opeaux où il dort (état (1, 0, 0))7



CHAPITRE 2. INTRODUCTIONAUX CHAÎNES DEMARKOVÀ ESPACE D'ÉTATS FINI 82. La mangeoire où il mange (état (0, 1, 0))3. La roue où il fait de l'exerie (état (0, 0, 1)).Ses journées sont semblables les unes aux autres et on représente son ativitépar une haîne de Markov. Toutes les minutes, il peut soit hanger d'ativité,soit ontinuer elle qu'il était en train de faire :� Quand il dort, il a 9 hanes sur 10 de ne pas se réveiller la minute suivante� Quand il se réveille, il y a 1 hane sur 2 qu'il aille manger et 1 hane sur2 qu'il parte faire de l'exerie.� Le repas ne dure qu'une minute, après il fait autre hose.� Après avoir mangé, il y a 3 hanes sur 10 qu'il parte ourir dans sa roue,mais surtout 7 hanes sur 10 qu'il retourne dormir.� Courir est fatigant, il a don 8 hanes sur 10 de retourner dormi au boutd'une minute, sinon (ave 2 hanes sur 10) il ontinue en oubliant qu'ilest déjà un peu fatigué.2.2.2 La matrie de transitionSi on note (Xn)n∈N
, la suite des états du hamster, la matrie de transitionsera M =





0.9 0.7 0.8
0.05 0 0
0.05 0.3 0.2



. Cette matrie de transition nous permet defaire failement des prévisions sur les états futurs. Prenons l'hypothèse que lehamster dort lors de la première minute de l'étude. X1 = (1, 0, 0)
T , au boutd'une minute on peut prédire :

X̂1 = MX0 =





0.9 0.7 0.8
0.05 0 0
0.05 0.3 0.2









1
0
0



 =





0.9
0.05
0.05



Ainsi, après une minute, on a 90% de hane que le hamster dorme enore,5% qu'il mange et 5% qu'il ourt dans sa roue. On admettra de plus le lemmesuivant :lemme Soit (X1, · · · , Xn, · · ·)une haîne de Markov homogène de matrie detransition M , on aura
∀n, k ∈ N

∗, E (Xn+k |Xn ) = MkXnEn appliquant e lemme on aura alors E (X2 |X0 ) = E (E (X2 |X1 ) |X0 )d'où
X̂2 = MX̂1 = MMX0 =





0.9 0.7 0.8
0.05 0 0
0.05 0.3 0.2









0.9 0.7 0.8
0.05 0 0
0.05 0.3 0.2









1
0
0



 =





0.9 0.7 0.8
0.05 0 0
0.05 0.3 0.2









0.9
0.05
0.05



 =





0.885
0.045
0.045







CHAPITRE 2. INTRODUCTIONAUX CHAÎNES DEMARKOVÀ ESPACE D'ÉTATS FINI 92.3 Classe de réurrene2.3.1 Graphe assoié à une matrie de transitionOn peut dessiner sur un graphe toutes les �liaisons� entre les états, 'est-à-direles oordonnées stritement positive de la matrie de transition. Ainsi dansl'exemple préédent on aura :
ROUE COPEAUX

MANGEOIRE

0.05

0.05

0.9

0.7

0.3

0.8

0.2

On dira que l'état ei est aessible par ej si il existe une suite �nie de pointsde E : x0 = ej , · · · , xn = ei et telle que pour tout k ∈ {0, · · · , n− 1}, pxk+1xk
> 0,'est-à-dire que la probabilité de passer de l'état xk+1 en venant de l'état xk eststritement positive. On notera alors ej → ei.Dé�nition : Nous dirons qu'un point ej est réurrent si ∀ei ∈ E, ej → ei ⇒

ei → ej . Un point ei non réurrent sera dit transitoire.Remarques :� Pour tout ej ∈ E, il y a au moins un point ei tel que ej → ei, ar
∑

i pij = 1.� ej → ei si et seulement si il existe une entier n ≥ 1tel que la oordonnée
ij de Mn := Mn (i, j) > 0. En e�et,

Mn (i, j) =
∑

(i1,···,in−1)

pi1jpi2i1 · · · piin−1
.Dans la somme préédente, tous les termes sont positifs ou nuls ; la sommen'est don non nulle que si un des termes au moins ne l'est pas : 'est ladé�nition de ej → ei.



CHAPITRE 2. INTRODUCTIONAUX CHAÎNES DEMARKOVÀ ESPACE D'ÉTATS FINI 10� Lorsque Mn (i, j) > 0, nous dirons qu'il existe un hemin de longueur nqui va de ej à ei.� La relation ej → ei est transitive. En e�et, si Mn (i, j) > 0 et M q (h, i) >
0, alors Mn+q (h, j) > 0 puisque

Mn+q (h, j) =
∑

i

Mn (i, j)M q (h, i) ≥ Mn (i, j)M q (h, i) > 0� On peut avoir ou non ej → ej, mais si le point ej est réurrent, alors ilexiste au moins un point ei tel que ej → ei alors ei → ej et par tran-sitivité ej → ej. Par ontre un point transitoire peut ou non satisfaire
x → x : onsidérons les deux matries de transition suivantes sur l'ensem-ble {e1, e2} :

M1 =

(

0 0
1 1

) etM2 =

(

0.5 0
0.5 1

)Dans les deux as, le point e1 est transitoire, mais la relation e1 → e1 estfausse pour M1 et vraie pour M2.� Si ej → ei et si ej est réurrent, alors ei est réurrent : il su�t d'appliquerla propriété de transitivité de la relation . → .L'ensemble des points transitoires peut être vide, mais pas l'ensemble des pointsréurrents si l'ensemble E est non vide. On en déduit la proposition suivante :Proposition : Sur l'ensemble R des points réurrents, la relation ej → ei estune relation d'équivalene.Dé�nition : On appelle lasse de réurrene les lasses d'équivalene deRpourette relation d'équivalene.2.4 Mesure invarianteUne mesure de probabilité µ sur E pourra toujours être représentée parun veteur µ := (µ1, · · · , µN )
T tel que les µi soient tous positifs ou nuls et

∑N
i=1 µi = 1 i.e. µi = P (X = i). La mesure µ sera dite invariante pour Msi et seulement si µ = Mµ. Pour une matrie de transition, il existe toujoursune mesure invariante. En e�et , pour une mesure µ0 quelonque onsidérons lasuite µn := 1

n+1

∑n
i=0 M

iµ, 'est une suite de probabilité, don de points dansle ompat [0, 1]N , elle admet don une sous-suite onvergente µnk

k→∞→ µ. Maisalors
Mµnk

=
1

nk + 1

nk
∑

i=0

M i+1µ = µnk
+

Mnk+1µ0 − µ0

nk + 1et lorsque k → ∞, (Pnk+1µ0−µ0)
nk+1 → 0, puisqu'il s'agit de la di�érene de deuxmesures de probabilité divisée par nk + 1. Alors, nous voyons en passant à lalimite que Mµ = µ .



CHAPITRE 2. INTRODUCTIONAUX CHAÎNES DEMARKOVÀ ESPACE D'ÉTATS FINI 11De plus, bien souvent (si la haîne est irrédutible réurrente et apériodique),on aura Mn qui onvergera vers une matrie dont haque ligne est l'uniquedistribution invariante µ : limn→∞ Mnµ0 = µ.



Chapitre 3Veteurs aléatoires réels3.1 IntrodutionUn veteur aléatoire X est une appliation de (Ω,A, P ) dans un espaevetoriel réel : Rn muni de sa tribu borélienne (l'ensemble des parties de R
nstable par réunion et intersetion dénombrable). On identi�era X au n-uple devariables aléatoires formé par ses omposantes : X = (X1, · · · , Xn).3.2 Fontion de répartition et densité3.2.1 Fontion de répartition

F est une appliation de R
n dans [0; 1] dé�nie par :

F (x1, · · · , xn) = P (X1 < x1, · · · , Xn < xn)3.2.2 Densité
f , si elle existe est dé�nie par :

f (x1, · · · , xn) =
∂nF

∂x1 · · · ∂xn

(x1, · · ·xn)Pour illustré es notions nous allons étudier en détail le as n = 2, la général-isation au as n quelonque est immédiate.3.2.3 Couple de variable aléatoires ontinuesSoit (X,Y ) un ouple de variables aléatoires ontinues à valeurs dans R2. Onse plaera dans le adre où la loi de (X,Y ) est aratérisée par la onnaissanede f (x, y) pour (x, y) ∈ R
2. On aura les propriétés suivantes :12



CHAPITRE 3. VECTEURS ALÉATOIRES RÉELS 13� Loi marginale de X et Y :
h (x) =

∫

R

f (x, y) dy et g (y) = ∫
R

f (x, y) dx� Espérane
E (X,Y ) = (E (X) , E (Y ))� Dépendane et indépendane : On dit que X est indépendante de Y sipour tout (x, y) ∈ R

2

f (x, y) = h (x) g (y)� Densité onditionnelle : en supposant que les dénominateurs soient biennon nuls , les densité onditionnelles à y puis à x seront :
hy (x) :=

f (x, y)

g (y)
et gx (y) := f (x, y)

h (x)� L'espérane onditionnelle : On auraE (X |Y = y ) qui sera la valeur moyennede la variable X lorsque la variable Y vaut y :
E (X |Y = y ) =

∫

R

xhy (x) dxOn pourra aussi �ne pas �xer� la valeur de Y , l'espérane onditionnelle
E (X |Y ) sera alors une variable aléatoire (fontion de Y ).� Matrie de ovariane :
E

(

X1 − E (X1)
X2 − E (X2)

)

(X1 − E (X1) , X2 − E (X2)) =

(

V (X1) Cov (X1, X2)
Cov (X1, X2) V (X2)

)Remarques :� Si X1 est indépendant de X2 la matrie de ovariane est diagonale.� Toutes es propriétés se généralisent immédiatement pour n > 2.3.2.4 Appliation à la somme de variables aléatoires dis-rètesSi (X1, · · · , Xn) est un n-uplet on aura ainsi :� E (X1, · · · , Xn) = (E (X1) , · · · , E (Xn))� V (X1, · · · , Xn) =







V (X1) · · · Cov (X1, Xn)... . . . ...
Cov (X1, Xn) · · · V (Xn)





� E (
∑n

i=1 Xi) =
∑n

i=1 E (Xi) et
V

(

n
∑

i=1

Xi

)

=

n
∑

i,j=1

Cov (Xi, Xj) =

n
∑

i=1

V (Xi) + 2
∑

1≤i<j≤n

Cov (Xi, Xj)



CHAPITRE 3. VECTEURS ALÉATOIRES RÉELS 143.2.5 Exemple des veteurs gaussiensOn dira qu'une variable aléatoireX suit la loi gaussienne de paramètresm et
σ2 : X ∼ N

(

m,σ2
), si la densité de la loi de X est f (x) = 1√

2πσ2
e−

1

2σ2 (x−m)2pour x ∈ R. On onsidère le ouple (X1, X2) , ave X1 et X2 gaussiens, si
X1 ∼ N

(

m1, σ
2
1

) de densité f1 et X2 ∼ N
(

m2, σ
2
2

) de densité f2 . Si, en plus,
X1 est indépendant de X2 alors la loi du ouple (X1, X2) aura pour densité
f (x1, x2) = f1 (x1)× f2 (x2). On dira alors que(X1, X2) est un ouple gaussiende loi N ((

m1

m2

)

,

(

σ2
1 0
0 σ2

2

)).Maintenant, on admettra (ela sera démontrer l'année prohaine) que l'imagepar une appliation linéaire de e ouple gaussien reste un veteur gaussienn.Ainsi si on onsidère l'appliation représentée par la matrie A =

(

a11 a12
a21 a22

).Le veteur ( Y1

Y2

)

= A ×
(

X1

X2

) sera un ouple gaussien. Par linéarité samoyenne sera E

(

Y1

Y2

)

= E

[

A×
(

X1

X2

)]

= AE

(

X1

X2

)

= A×
(

m1

m2

).Sa matrie de ovariane seraΣ = E

((

Y1 − E (Y1)
Y2 − E (Y2)

)

× (Y1 − E (Y1) , Y2 − E (Y2))

)

=

E

(

A

(

X1 − E (X1)
X2 − E (X2)

)

× (X1 − E (X1) , X2 − E (X2))A
T

)

= A

(

σ2
1 0
0 σ2

2

)

AT .On dira alors que (Y1, Y2) est le ouple gaussien de loiN (

A×
(

m1

m2

)

, A

(

σ2
1 0
0 σ2

2

)

AT

), si on note ( µ1

µ2

)

= A ×
(

m1

m2

) et Σ = A

(

σ2
1 0
0 σ2

2

)

AT , la densité duouple (Y1, Y2) sera
∀ (y1, y2) ∈ R

2 : g (y1, y2) =
1

2π

1√
detΣ

e
− 1

2
(y1−µ1,y2−µ2)Σ

−1





y − µ1

y − µ2



Plus généralement, si X = (X1, · · · , Xn)
T est un veteur gaussien de dimension

n, de veteur moyen m et de matrie de ovariane Σ inversible, alors la densitéde X sera pour tout x ∈ R
n :

f (x) =

(

1

2π

)
n
2 1√

detΣ
e−

1
2
(x−m)TΣ−1(x−m)On dira aussi que la loi de X est : X ∼ N (m,Σ). Les veteurs gaussiens sontaratérisé par la propriété suivante :Proposition X = (X1, · · · , Xn)

T est un veteur gaussien si et seulement sitoute ombinaison linéaire Z = a1X1 + · · · + anXn est une variable aléatoiregaussienne.



Chapitre 4Estimation paramétrique4.1 Loi dépendant d'un paramètreUn grand nombre de lois dépendent d'un paramètre. Ainsi on peut donneromme exemple :� La loi de Bernoulli de paramètre p ∈ [0, 1] : X ∈ {0, 1}et P (X = 1) = p,
E (X) = p et V (X) = p (1− p)� La loi Binomiale de paramètres n ∈ N

∗ et p ∈ [0, 1] : X ∈ {0, · · · , n} etpour k ∈ {0, · · · , n} P (X = k) = Ck
np

k (1− p)
n−k, E (X) = np, V (X) =

np (1− p).� La loi de Poisson de paramètre λ > 0 : X ∈ N et pour k ∈ N, P (X = k) =
λk

k! e
−λ, E (X) = λ, V (X) = λ.� La loi exponentielle de paramètreθ > 0 , de densité f (x) = θe−θx1R+ (x),

E (X) = 1
θ
, V (X) = 1

θ2 .� Loi du χ2à n degrés de libertés :
f (x) =

1

2
n
2 Γ
(

n
2

)x
n
2
−1e−

x
2 1R+ (x)� Plus généralement la loi Gamma de paramètres p > 0 et θ > 0 de densité

f (x) =
θp

Γ (p)
e−θx.xp−1

1R+ (x)ave pour p ∈ R
+∗, Γ (x) =

∫∞
0

tx−1e−tdt. On aura alors E (θ) = Γ (1, θ)et χ2 (n) = Γ
(

n
2 ,

1
2

).� La loi gaussienne de paramètresm et σ2, de densité f (x) = 1√
2πσ2

e−
1

2σ2 (x−m)2Bien souvent, on disposera d'observations (x1, · · · , xn) supposées être les réalisa-tions des variables (X1, · · · , Xn) indépendantes et identiquement distribuées. Onsupposera que les observation appartiennent à une ertaine famille de lois (parexemple des lois de Bernoulli si leurs valeurs sont dans {0, 1} ou des gaussiennessi leurs valeurs sont réelles) et on herhera une fontion (appelée statistique)15



CHAPITRE 4. ESTIMATION PARAMÉTRIQUE 16des observations (x1, · · · , xn) qui permette de d'estimer le ou les paramètres dela loi. C'est la démarhe des statistiques paramétriques.4.2 Loi des statistiquesLe but des statistiques paramétriques est d'estimer un paramètre à l'aided'une fontion des observations (x1, · · · , xn) : T (x1, · · · , xn) := θ̂n. Pour hoisirla meilleur fontion possible il faut étudier le omportement théorique de lavariable aléatoire T (X1, · · · , Xn) = θ̂n. Notons θ le paramètre (éventuellementvetoriel), on onsidérera pour ela :� Le biais : b := E
(

θ̂n − θ
)� La variane : V (θ̂n)� Plus généralement le risque quadratique : Q = E

(

θ̂n − θ
)2

= V
(

θ̂n

)

+b2.Le premier but est d'obtenir un estimateur onsistant du paramètre, à savoir, telle biais et la variane ou bien le risque quadratique de θ̂n onverge vers 0 quand
n → ∞. En�n on essaiera aussi de préiser �la vitesse� de ette onvergenepour avoir éventuellement des intervalles de on�ane. On utilisera 3 résultatsde probabilité :La loi faible des grands nombres : Si (Xn)n∈N

est une suite i.i.d. et
E
(

|Xi|2
)

< ∞, alors V (X̄) = V (Xi)
n

→ 0 et X̄ P→ m, ar P (∣∣X̄ − E
(

X̄
)∣

∣ > ε
)

≤
V (X̄)
ε2

, par l'inégalité de B.T.La loi forte des grands nombres : Si (Xn)n∈N
est une suite i.i.d. et

E (|Xi|) < ∞, alors X̄ := 1
n

∑n
i=1 Xi

p.s.

→ E (Xi)Le théorème de la limite entrale : Si (Xn)n∈N
est une suite i.i.d. et

E
(

|Xi|2
)

< ∞, alors
√
n
(

X̄ − E (Xi)
) L→ N (0, V (Xi))Le lemme de Slutsky : Si Xn

L→ X et Y P

n → C, où C est une onstante,alors :
XnYn

L→ CXSi C 6= 0, on aura aussi
Xn

Yn

L→ Xn

C



CHAPITRE 4. ESTIMATION PARAMÉTRIQUE 174.3 Estimation de la moyenne et la variane d'uneloi normaleL'hypothèse de normalité des observations est une hypothèse très ouranteet souvent justi�ée. On va don donner les estimateurs des paramètres de etteloi pour l'observation d'un n éhantillon (X1, · · · , Xn).4.3.1 Estimateur de m :On a X̄ = 1
n

∑n
i=1 Xi qui est un estimateur sans biais et onvergent de m.En e�et : X̄ → m par la loi forte des grands nombres. On remarquera de plusque E

(

X̄
)

= m et estimateur est don sans biais pour tout n ∈ N
∗.4.3.2 Estimateur de σ2 :� Si m est onnu (par exemple les données sont entrées) on aura pourestimateur de σ2 :

σ̂2 :=
1

n

n
∑

i=1

(Xi −m)2Comme E (σ̂2
)

= σ2 'est un estimateur sans biais, pour tout n . De plus,par la loi forte des grands nombres σ̂2 p.s.→ σ2, il est don onvergent.� Si m est inonnu, on aura pour estimateur de σ2 :
S2 :=

1

n− 1

n
∑

i=1

(

Xi − X̄
)2et estimateur est sans biais ar, on peut montrer :

n
∑

i=1

(

Xi − X̄
)2 ∼ σ2χ2 (n− 1)On aura de plus∑n

i=1

(

Xi − X̄
)2

=
∑n

i=1 X
2
i −nX̄2, don par la loi fortedes grands nombres S2 p.s.→ σ2.4.3.3 Intervalle de on�ane pour m et σ2En onnaissant la loi des estimateurs dem et σ2, on peut donner un intervalleontenant les vrais paramètres ave une grande probabilité (par exemple 95%,mais on peut le remplaer par n'importe quoi). Mais en se rapportant auxexemples de lois on trouve :

T =

√
n
(

X̄ −m
)

√
S2

∼ N (0, 1)
1√
n−1

√

χ2 (n− 1)
= ST (n− 1)



CHAPITRE 4. ESTIMATION PARAMÉTRIQUE 18On aura ainsi
P (−C < T < C) = P (−C < ST (n− 1) < C)Par exemple, si on hoisit C tel que P (−C < ST (n− 1) < C) = 0.95, on auraalors

P

(

−C <

√
n
(

X̄ −m
)

√
S2

< C

)

⇔ P

(

X̄ − C√
n

√
S2 < m < X̄ +

C√
n

√
S2

)

= 0.95Ce qui veut don dire : Ave une probabilité de 95%, m appartient à l'intervalle
[

X̄ − C√
n

√
S2, X̄ +

C√
n

√
S2

]De même, on peut hoisir deux onstantes telles que
P
(

B < χ2 (n− 1) < C
)

= 0.95on aura alors
P

(

B (n− 1) <
(n− 1)S2

σ2
< C (n− 1)

)

= 0.95d'où
P

(

S2

C
< σ2 <

S2

B

)

= 0.954.4 Estimation par maximum de vraisemblaneOn dérit ii une méthode permettant d'obtenir dans de très nombreux asdes estimateurs possédant de bonnes qualités.4.4.1 Vraisemblane d'un éhantillon i. i. d.Soit X une variable aléatoire dont la densité f (x), dépend d'un paramètre(éventuellement vetoriel) θ. Soit (x1, · · · , xn) une réalisation de l'éhantilloni.i.d. (X1, · · · , Xn), la vraisemblane (qui est en faite la densité de (X1, · · · , Xn))de (x1, · · · , xn) est alors :
Lθ (x1, · · · , xn) =

n
∏

i=1

f (xi)On aura par exemple :Bernoulli Ii, il n'y a pas a proprement parler de densité, mais une probabilitéqui joue son r�le et qui peut se résumer de la façon suivante :P (X = x) :=

px (1− p)
1−x. On aura alors pour un éhantillon (x1, · · · , xn), ave 0 < p < 1 :

Lp (x1, · · · , xn) =

n
∏

i=1

pxi (1− p)
1−xi = (1− p)

n

(

p

1− p

)

∑n
i=1

xi



CHAPITRE 4. ESTIMATION PARAMÉTRIQUE 19Loi normale Ii on a deux paramètre m et σ2, on aura don
L(m,σ2) (x1, · · · , xn) =

n
∏

i=1

1√
2πσ

e−
1

2σ2 (xi−m)2 =

(

1√
2πσ

)n

e−
1

2σ2

∑n
i=1

(xi−m)24.4.2 Estimateur du maximum de vraisemblanePour (x1, · · · , xn) une réalisation de l'éhantillon i.i.d. (X1, · · · , Xn), on ap-pelle estimateur du maximum de vraisemblane le paramètre θ̂n qui maximise
θ 7→ Lθ (x1, · · · , xn). Lorsque le support de la loi (i.e. l'ensemble où la densitéde Xi est stritement positive) ne dépend pas du paramètre θ, on peut souventobtenir l'estimateur du maximum de vraisemblane en herhant les points oùla dérivée première s'annule et où la dérivée seonde est négative :

∂

∂θ
L
θ̂n

(x1, · · · , xn) = 0 et ∂2

∂θ2
L
θ̂n

(x1, · · · , xn) < 0Remarque� L'estimateur du maximum de vraisemblane θ̂n n'existe pas toujours etn'est pas toujours unique. Il faudra examiner haque as partiulier.� θ̂n est une fontion (on dit statistique) des observations x1, · · · , xn. Pourétudier son omportement, on l'étudiera omme fontion des variablesaléatoires X1, · · · , Xn, θ̂n sera alors une variable aléatoire.� Dans la majorité des as pratiques, θ est vetoriel. Ainsi ∂
∂θ
L
θ̂n

(x1, · · · , xn) =
0 signi�era que e le veteur gradient qui doit s'annuler.De même ∂2

∂θ2Lθ̂n
(x1, · · · , xn) < 0, signi�era que 'est la matrie Hessiennequi doit être dé�nie négative.Théorème (admis) Si l'estimateur du maximum de vraisemblane existe etest unique alors il est onsistant.On traitera quelques exemples pour illustrer le ours.



Chapitre 5Introdution au testsstatistiques5.1 Prinipes des testsUn test statistique permet de déider entre deux hypothèses H0 et H1. Cettedéision se fera à partir d'une réalisation d'un éhantillon. L'hypothèse H0 estune hypothèse privilégiée appelée hypothèse de base. H1est l'hypothèse alterna-tive. On assoie à un test un niveau α, ou risque de première espèe (générale-ment entre 10% et 1%) . Une fois que le niveau α est �xé on peut en déduire lapuissane η ou de manière équivalente le risque de deuxième espèe β = 1− η.Dé�nition Soit (X1, · · · , Xn) un n-éhantillon et θ un paramètre de la loi de
Xi. Soit les hypothèse H0 et H1 :

{

H0 : θ ∈ Θ0

H1 : θ ∈ Θ1On dé�nit une statistique T (X1, · · · , Xn) et la règle de déision du test sera derejeté l'hypothèse de base H0 si T (X1, · · · , Xn) appartient à la région de rejet
W .On dé�nit le niveau αdu test (ou erreur de 1ère espèe) et la puissane η dutest (ou l'erreur de seonde espèe β = 1− η) par :� PH0

(Choisir H1) = α = supθ∈Θ0
Pθ (T ∈ W )� PH1

(Choisir H1) = η = infθ∈Θ1
Pθ (T ∈ W )� PH1

(Choisir H0) = β = supθ∈Θ1
Pθ (T /∈ W )Ii PH0

signi�e la probabilité sous H0, 'est-à-dire en supposant que l'hypothèse
H0 est vraie, de même PH1

signi�e la probabilité sous H1, 'est-à-dire en sup-posant que l'hypothèse H1 est vraie.Constrution d'un test 20



CHAPITRE 5. INTRODUCTION AU TESTS STATISTIQUES 21� On pose souvent α à priori, un hoix standard est α = 5%.� Choix des hypothèsesH0et H1. Il ne faut pas oublier queH0 est avantagée,donH0 est souvent l'hypothèse pessimiste, ou bien neutre.H1 l'hypothèsealternative est elle qui, si elle est aeptée, montre l'e�aité ou bienl'innouité d'une déision.� Choix de la statistique de test T (X1, · · · , Xn). Celle-i peut être hoisie�intuitivement�, par exemple la moyenne empirique si on veut que le testporte sur une moyenne théorique. Celle-i est aussi souvent déterminer parla �rapport de vraisemblane�, qui donne un test optimale (sous de bonnesonditions).� Détermination expliite de la région de rejet W . La région de rejet West toujours assoiée à la statistique T (X1, · · · , Xn). Par exemple si vousvoulez testerH0 : E (X) = 0 ontreH1 : E (X) = 1, on aura T (X1, · · ·Xn) =
1
n

∑n
i=1 Xi := X̄ et W = X̄ > C. Cela veut dire qu'on rejettera la nul-lité de la moyenne si on observe une moyenne théorique �trop grande�.Les onstantes intervenant dans le dé�nition de la région de rejet serontalulées de façon que PH0

(W ) = α.� Calul de la puissane du test PH1
(W ) = η. Plus un test sera puissantmieux ela sera.� Conlusion pour la réalisation (x1, · · · , xn) de l'éhantillon.Remarques� Le hoix de H0 in�ue grandement sur la déision du test. Les hypothèses

H0 et H1 ne sont pas interhangeables.� Une hypothèse H0 ou H1 est dite simple si elle est assoiée à un singleton
(Θ0 ou Θ1), sinon elle sera dite multiple, ou bien omposite. Si H1 estmultiple de la forme θ > θ0 ou θ < θ0, on parlera de test unilatéral. Si H1est multiple de la forme θ 6= θ0 on parlera de test bilatéral.5.2 Test du rapport de vraisemblane5.2.1 Deux hypothèse simples : Lemme de Neyman etPearsonDans le modèle de Neyman-Pearson, les deux ensembles qui dé�nissent leshypothèses Θ0 et Θ1 sont onstitués d'un seul élément :H0 : θ = θ0H1 : θ = θ1Le niveau du test α étant �xé (par exemple 5%) on herhe la forme de la régionde rejet W qui, en véri�ant PH0

(W ) = α, maximisera la puissane du test. Onparlera alors du test le plus puissant. On aura le résultat suivant :Lemme de Neyman et Pearson Soit L0 la vraisemblane des observationssous l'hypothèse H0 et L1 la vraisemblane des observations sous l'hypothèse



CHAPITRE 5. INTRODUCTION AU TESTS STATISTIQUES 22
H1. La région de rejet du test le plus puissant de H0 ontre H1 est de la forme

L0

L1
< K5.2.2 Généralisation à H1multipleSupposons que pour le test l'hypothèse alternative H1 soit multiple maisunilatérale, 'est-à-dire que :H0 : θ = θ0H1 : θ > θ0ou bien de la formeH0 : θ = θ0H1 : θ < θ0Si la forme du test du test le plus puissant ne dépend pas du hoix de θ1 ∈ Θ1,par exemple

∀θ1 ∈ Θ1,
L0

L1
< K ⇔ X̄ < Calors le test sera dit uniformément plus puissant (U.P.P.).5.3 Test gaussiensOn dispose d'un éhantillon gaussien(X1, · · · , Xn) i.i.d. On veut tester H0 :

m = m0 ontre H1 : m ∈ Θ1 ave m0 /∈ Θ1 au niveau α. Notons
X̄ =

1

n

n
∑

i=1

Xi et S2 =
1

n− 1

n
∑

i=1

(

Xi − X̄
)2On dispose alors de la statistique T =

√
n X̄−m0√

S2
, qui suit sous H0 la loi d'uneStudent à n−1 degrés de libertés. La région de rejet du test sera alors à adaptersuivant l'alternative Θ1. Par exemple si Θ = m > m0, W = {T > C} ave C telque PH0

(T > C) = α.5.4 Test d'adéquation du χ2C'est un test pour une variable X prenant valeur dans un ensemble �ni Ede ardinal N . Soit P 0 =
(

p01, · · · , p0N
) la loi sous l'hypothèse de base H0, i.e.

P 0 (X = i) = p0i . On veut tester, au niveau α :H0 : P = P0H1 : P 6= P0



CHAPITRE 5. INTRODUCTION AU TESTS STATISTIQUES 23Notons nj =
∑n

i=1 1{j} (Xi) le nombre d'observation valant j dans l'éhantillonet p̂j =
nj

n
la fréquene de l'observation j dans l'éhantillon. La statistique detest :

T = n

N
∑

j=1

(

p̂j − p0j
)

p0j
=

N
∑

j=1

(

nj − np0j
)2

np0jaura pour loi asymptotique, sous H0 : χ2 (N − 1). On pourra don onstruire larégion de rejet W = T > C, ave C véri�ant P (χ2 (N − 1) > C
)

= α.


