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Chapitre 1

Vecteurs aléatoires discrets

1.1 Introduction

1.1.1 Variable aléatoire discréte

Un ensemble discret est un ensemble 2 dont le cardinal est plus petit ou
égal & celui de N (qui est aussi celui de Z). Cela peut étre les faces possibles
d’une piéce de monnaie : Q@ = {P, F}, ou bien les résultats du lancer d’un
de :Q = {1,2,3,4,5,6}, le nombre de client en attente & un guichet :2 = N.
Notons P (Z) 'ensemble des parties de Z.

Définition Une application mesurable X est une fonction de 2 dans Z telle
que pour toute partie A de Z, on ait X! (A4) € P (Q) (I'ensemble des antécé-
dents par X de A appartient au parties de €2, on dit que X est mesurable).

Définition une mesure de probabilité sur € est une fonction mesurable de
P () dans [0,1] en donnant une valeur (une probabilité) & chaque élément
(événement) possible de .

par exemple dans le cas de la piéce de monnaie :P (F') = %

Définition Une variable aléatoire X est donc une application (mesurable) de

Définition On appelle loi de probabilité de X, la mesure image de P par X
et on la note Px.

Ainsi, la probabilité que X appartiennent au sous-ensemble A est Px (X € A) :

Px (A) = P (X! (A)). Trés souvent, I'ensemble ) est sous-entendu, invisible
et on définie les lois uniquement par les probabilités que la variable aléatoire
appartienne & un certain sous-ensemble de Z.
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Formule de Bayes On peut définir une loi conditionnellede X : P (X € A|X € B) =

P(XIED?X%B);EB) = P(’Ii(e)?é’;fB). C’est la probabilité que la variable X apparti-

enne 4 A sachant que X appartient déja a B.

1.1.2 Quelques exemples :

— Loi de Bernoulli b(p) : X dans {0,1} , P(X =1)=p € [0,1].

— Loi binomiale B (n,p) : X dans {0,---,N}etpour0< k< N,P(X =k) =
Ckpk(1— p)"_k, nous verrons plus tard que c’est la somme de N Bernoulli
indépendantes et de paramétre p.

— La loi géomeétrique : pour k € N*et p € [0,1], P(X =k) =p(1—p)
C’est la loi du nombre d’essais nécessaires pour faire apparaitre un événe-
ment de probabilité p.

— Loi hypergéométrique H (N, R,n) : X dans {0,---,n}etpour0 <k <N,

CRxCR_Y . . - . .
P(X=k)= %, cette loi s’obtient avec ’expérience suivante : Soit
N

k—1

une urne avec N boules, R rouges et N — R noires. On tire n boules
sans remise. Posons X; = 1 si la iéme boule est rouge et X; = 0 si
elle est noire. On cherche la loi de X = X; + --- + X,,. On aura pour
max (0,n—(N—-R))<k<R:

ck Cn—k
P(X=k)=2Z_N-R
CVN

avec : C}% le nombre de choix de k boules rouges parmi R, C]’\l,:’j2 le nombre
de choix de n — k noires parmi N — R, C'}; le nombre de choix possibles.

— Loi de Poisson P(f) : X e Net P(X =k) = %Te‘e

1.2 Moments d’une variable aléatoire

Une loi est connu dés qu’on connait toutes les probabilités P (X = k), pour
k € Z. Mais si on connait la famille de la loi, les paramétres de la loi suff-
isent a la caractériser. Certaines quantités (valeur moyenne ou espérance, écart
quadratique moyen ou variance) peuvent donner de précieux renseignements.

1.2.1 Espérance mathématique

Une variable discréte X admettra une espérance si :

f:|k|P(X:k)<oo

— 00

Il faut faire attention & ce que cette quantité soit bien finie, ainsi si on
considére la variable aléatoire X de loi sur 7Z :

%sikGZetP(X:O):O.

P(X=k)=—
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La loi est symétrique donc on pourrait croire que la valeur moyenne de X est
0, malheureusement » > |k| P (X = k) = oo, donc E (X) n’est pas définie.

Pour une variable discréte X, qui admet une espérance, on définira l'e-
spérance E (X) par la formule :

E(X):ikP(X:k)

E (X) est la valeur moyenne de différentes valeurs de X, pondérées par leur
probabilité. Les propriétés élémentaires de ’espérance sont celles des intégrales
et se déduisent par linéarité : Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes :

E(aX +bY) =aE (X)+bE(Y)

Espérance d’une fonction ¢ (X)d’une variable aléatoire discréte Pour
une fonction ¢, si :

S 16 (W] P (X = k) < oo

Alors, E(¢(X)) =% ¢ (k)P (X = k).

o0

Inégalité de Jensen Si ¢ est une fonction convexe, on peut montrer, si les
espérances existent, que :

E(¢ (X)) = ¢ (E (X))

en particulier :
E(X)) > | (X)]
E(X?) > (E (X))
E (exp (X)) > exp (E (X))
1.2.2 La variance

Lorsqu’elle existe, on appelle variance de X noté V (X) la quantité :
V(X)=E[(X - E(X))| = B(X?) - (E(X))’

On appelle écart-type o = /V (X).

1.3 Couple de variable aléatoires discrétes

Soit (X1, X2) un couple de variable aléatoire discréte a valeurs dans E?. En
notant || (X1, X2) ||? le carré de la norme euclidienne, on supposera dans toute
la suite que

E (|| (X1,X2) [I?) < o0
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La loi de (X1, X5) est caractérisée par la connaissance de P ((X1, X2) = (k,1))
pour (k,1) € Z2. C’est ce qu’on appelle la loi jointe.

Pour un couple de variable aléatoire, on aura les définitions/propriétés suiv-
antes :

— Loi marginale :

P(Xi=k) =) P(X1i=kXy=1), P(Xo=10)=) P(X1=kXy=1)
lez kEZ

— Espérance :

B(X1,X2) = 3052 () P (X1, Xa) = (k1)) = (E (X1), E (X))

k€EZ leZ

— Espérance d’une fonction : pour toute fonction ¢ définie sur Z2, on aura

E(¢(X1,X2) => Y o (k1) P (X1 =k, Xo=1)

kEZ €L

— Dépendance et indépendance : On dit que X; est indépendante de X si
pour tout (k,l) € E?

P(Xi=kXo=0)=P(X1=k) P(Xy=1)

Si X et X5 ne sont pas indépendantes on dit qu’elles sont dépendantes.
— Loi conditionnelle : On rappelle que si A et B sont deux ensembles, tels
que P (B) > 0 alors

P(ANB)
P(A|B)= —F+—
En appliquant la formule de Bayes on peut définir la loi conditionnelle

ainsi :

P(Xy =k X,=1)
P(Xy=1)

P(Xy=k|Xy=1)=

si P(Xy=1)>0.
— Espérance conditionnelle : On aura ’espérance conditionnelle E (X1 | X2 =1)
qui est la valeur moyenne de X; lorsque X5 = qui vaudra :

E(Xi|Xo=1)=> kP (X1 =k|Xy=1)
keE
On pourra aussi “ne pas fixer” la valeur de X, ’espérance conditionnelle
E (X7 |X2) sera alors une variable aléatoire (une fonction de X5).

— Variance conditionnelle : On appelle variance de X; sachant que Xs =1 :
V (X1]X2 =1) la quantité :

V(X1 |Xo=1)=E (X1 — E(X1|Xy=1))*|Xy =1
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Si on ne fixe pas la valeur de X5, on peut définir la variable aléatoire,
variance conditionnelle :

V(X1|Xo) = E [(X1 ~E(X1]X2))? |X2}
Et on aura le théoréme de la variance totale :
V(X1)=E[V(X1|X2)]+VI[E(X1]X2)]

— Covariance :
On aura

Cov (Xl,XQ> =F ((X1 —F (X1)> (XQ —F (XQ))) =F (XlXQ)fE (Xl) E (XQ)

— Variance d’une somme de variables aléatoires
On aura V (X1 + Xo) =V (X1) + V (X2) + 2Cov (X1, X2)
— Matrice de covariance :

Xl 7E(X1) V(Xl) Cov (Xl,XQ)
E( X, — E(X,) ) (X - B(X0), Xz — B(X2)) = ( Cov (X1, Xs)  V(Xa)

Remarques :
— Si X; est indépendant de X5 la matrice de covariance est diagonale.
— Toutes ces propriétés se généralisent immédiatement pour n > 2.

1.4 Genéralisation aux vecteurs aléatoires discrets

Si(Xi,--,X,) est un n-uplet et si (k1,---k,) € Z™, laloi P(Xq, -, X,) =
(k1,- - ky) caractérisera totalement (Xi,---,X,,), on aura entre autre :
— Les variables (X1, - - -, X,,)seront indépendantes si
P(Xy =k, Xp=kn) =[[P(Xi=ki)

i=1

— Si 'espérance existe : E (X1, -+, Xpn) = (E(X1), -+, E(Xy))

V(X1) e Cov (X1, X5)
— Siles variances de (X1, -+, X,,) existent. V (X1, -, X,,) = : :
Cov (X1, X,) V(Xn)

— Si les espérances de (X1, -, X,,) existent, ’espérance d’une combinaison

linéaire F (Z?:l GJZXZ> = Z?:l aiE (Xz)
— Si les variances de (X1, -+, X,,) existent. La variance d’une somme :

1% (ZX) = Cov(Xi, X;) =Y V(X)+2 Y Cov(X;,X;)

i=1 i,j=1 i=1 1<i<j<n

— On pourra facilement définir des probabilités conditionnelles grace a la
régle de Bayes.

)
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Exemple de loi Un vecteur aléatoire (X1, - -+, X, ) suit une loi multinomiale
de parametres n,p1,---pr avec 0 <p; <let p1+---+pr=1si:
1. Xl(Q):"':XT(Q):{O7"',”}

2. Laloi de (X7,---,X,) est donnée par :
P(X, =k, -, X, =k,) = ————ph ...ph

si k1 + -+ k, = n, sinon la probabilité du r-uplet est nulle.

Cette loi correspond au tirage avec remise dans une urne de n boules. Ces n
boules sont de r couleurs différentes c;. p; est la proportion de boules de couleur
c;dans 'urne.



Chapitre 2

Introduction aux chaines de
Markov a espace d’états fini

2.1 Introduction

On considére un ensemble F fini, par exemple £ = {1,---, N}, ou N € N.
Une chaine de Markov (homogeéne) & espace d’états fini est une suite de vari-
ables aléatoires (X1, -+, Xy, -+) € BN, telle que : P(X,41 =1 |Xp, -+, X0) =
P(X,41=1|X,), ie. la loi de X,,11 conditionnellement & tout le passé du
processus ne dépend que du passé immédiat X,,.

Le processus (X, ), oy, est donc définit par toutes les probabilités condition-
nelles définies sur E? : P (X, 11 =i|X,, = ) := psj.

Si on représente tous les états possibles sur le simplexe de RV, c’est-a-dire
l’état ¢ sera représenté par (0,---,0,1,0,---,0) avec le 1 en iéme position, on
pourra noter (P (X,11=¢;|X))1<c;cny = E(Xng1|Xn) = MX,, avec M =

p1ir -+ PIN
: et E(X,+1]X,) est Pespérance conditionnelle de X, 41

PN1 -+ PNN
sachant X,,. On appellera M la matrice de transition de la chaine de Markov

(Xn),en- On remarquera que cette matrice est “stochastique” c’est-a-dire que

la somme sur des lignes sur une colonne vaudra toujours 1 (Zivzl pi; = 1), ainsi
P (X,41]X, =J) est bien une probabilité.

2.2 Exemple : hamster paresseux

2.2.1 La chaine de Markov

Un hamster paresseux ne connait que 3 endroits dans sa cage :
1. Les copeaux ou il dort (état (1,0,0))
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2. La mangeoire ou il mange (état (0, 1,0))
3. La roue o il fait de l’exercice (état (0,0,1)).

Ses journées sont semblables les unes aux autres et on représente son activité
par une chaine de Markov. Toutes les minutes, il peut soit changer d’activité,
soit continuer celle qu’il était en train de faire :

— Quand il dort, il a 9 chances sur 10 de ne pas se réveiller la minute suivante
Quand il se réveille, il y a 1 chance sur 2 qu’il aille manger et 1 chance sur
2 qu’il parte faire de I'exercice.

— Le repas ne dure qu’une minute, aprés il fait autre chose.

— Aprés avoir mangé, il y a 3 chances sur 10 qu’il parte courir dans sa roue,
mais surtout 7 chances sur 10 qu’il retourne dormir.

Courir est fatigant, il a donc 8 chances sur 10 de retourner dormi au bout
d’une minute, sinon (avec 2 chances sur 10) il continue en oubliant qu’il
est déja un peu fatigué.

2.2.2 La matrice de transition

Si on note (X,,) la suite des états du hamster, la matrice de transition

neN?
0.9 0.7 0.8
sera M = 005 0 0 . Cette matrice de transition nous permet de
0.05 0.3 0.2

faire facilement des prévisions sur les états futurs. Prenons ’hypothése que le
hamster dort lors de la premiére minute de I’étude. X; = (l,O,O)T, au bout
d’une minute on peut prédire :

R 0.9 0.7 0.8 1 0.9
Xi=MXy=1| 005 0 O 0 |]=1| 005
0.06 03 0.2 0 0.05

Ainsi, aprés une minute, on a 90% de chance que le hamster dorme encore,
5% qu’il mange et 5% qu’il court dans sa roue. On admettra de plus le lemme
suivant :

lemme Soit (X3, -+, X,, - )une chaine de Markov homogeéne de matrice de
transition M, on aura

Vn, k € N*a E(Xn+k |Xn) = Man

En appliquant ce lemme on aura alors E (X2 |Xo) = E(E (X2 |X1)|Xo)
d’ott

09 0.7 0.8 09 0.7 0.8 1
Xo=MX,=MMXo=| 005 0 0 005 0 O 0 |=
0.05 0.3 0.2 0.05 0.3 0.2 0
09 0.7 08 0.9 0.885
005 0 0 0.05 | = 0.045

0.06 03 0.2 0.05 0.045
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2.3 Classe de récurrence

2.3.1 Graphe associé & une matrice de transition

On peut dessiner sur un graphe toutes les “liaisons” entre les états, c’est-a-dire
les coordonnées strictement positive de la matrice de transition. Ainsi dans
I’exemple précédent on aura :

0.2
ROUE COPI X 0.9
0.8
0.05
0.3 0.05
0.7
MANGEOIRE

On dira que I’état e; est accessible par e; si il existe une suite finie de points
deE:xg =ej, -, 2, = €; et telle que pour tout k € {0,---,n — 1}, poy 12y, >0,
c’est-a-dire que la probabilité de passer de ’état x41 en venant de ’état xy, est
strictement positive. On notera alors e; — e;.

Définition : Nous dirons qu’un point e; est récurrent si Ve; € E, e; — ¢; =
e; — €;. Un point e; non récurrent sera dit transitoire.

Remarques :
— Pour tout e; € E, il y a au moins un point e; tel que e; — e;, car
> oipij =1L
— e; — e; si et seulement si il existe une entier n > 1tel que la coordonnée
ij de M™ := M™ (i,j) > 0. En effet,

M" (i, j) = Z DiyjPisiy " " Diip_ -
(7:11”‘7in71)

Dans la somme précédente, tous les termes sont positifs ou nuls ; la somme
n’est donc non nulle que si un des termes au moins ne l’est pas : c’est la
définition de e; — e;.
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— Lorsque M™ (i,j) > 0, nous dirons qu’il existe un chemin de longueur n
qui va de e; a e;.

— La relation e; — e; est transitive. En effet, si M™ (i, j) > 0 et M?(h,i) >
0, alors M™% (h, j) > 0 puisque

M"™ 4 (b, j) = Z M™ (i, §) M9 (hyi) > M™ (,5) M? (h,i) > 0

— On peut avoir ou non e; — e;, mais si le point e; est récurrent, alors il
existe au moins un point e; tel que e; — e; alors e; — e; et par tran-
sitivité e; — e;. Par contre un point transitoire peut ou non satisfaire
x — x : considérons les deux matrices de transition suivantes sur I’ensem-

ble {e1,ea} :
0 0 05 0
Ml:(1 1)etM2:(05 1)

Dans les deux cas, le point e; est transitoire, mais la relation e; — ey est
fausse pour M; et vraie pour Ms.
— Si e; — e; et si e; est récurrent, alors e; est récurrent : il suffit d’appliquer
la propriété de transitivité de la relation . — .
L’ensemble des points transitoires peut étre vide, mais pas ’ensemble des points
récurrents si ’ensemble E est non vide. On en déduit la proposition suivante :

Proposition : Sur ’ensemble R des points récurrents, la relation e; — e; est
une relation d’équivalence.

Définition : On appelle classe de récurrence les classes d’équivalence de Rpour
cette relation d’équivalence.

2.4 Mesure invariante

Une mesure de probabilité p sur E pourra toujours étre représentée par
un vecteur g := (pq,--- ,uN)T tel que les pu; soient tous positifs ou nuls et
Zf;l w; = 1ie pu; = P(X =1i). La mesure p sera dite invariante pour M
si et seulement si g = Mpu. Pour une matrice de transition, il existe toujours
une mesure invariante. En effet , pour une mesure pg quelconque considérons la
suite i, 1= n%rl Z?:o M, c’est une suite de probabilité, donc de points dans
le compact [0, 1]N, elle admet donc une sous-suite convergente fi,, g 1. Mais
alors
M™H g — po

ng+1

My, =

n
n +1ZMZ+1/L:NW+
k i=0

Pt g — N~ . .
et lorsque k — o0, (M+M) — 0, puisqu’il s’agit de la différence de deux

mesures de probabilité divisée par ny + 1. Alors, nous voyons en passant a la
limite que Mpu = p .
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De plus, bien souvent (si la chaine est irréductible récurrente et apériodique),
on aura M"™ qui convergera vers une matrice dont chaque ligne est 'unique
distribution invariante p : lim, oo M™ug = p.



Chapitre 3

Vecteurs aléatoires réels

3.1 Introduction

Un vecteur aléatoire X est une application de (2,.4, P) dans un espace
vectoriel réel : R” muni de sa tribu borélienne (I’ensemble des parties de R™
stable par réunion et intersection dénombrable). On identifiera X au n-uple de
variables aléatoires formé par ses composantes : X = (X1,---, X,,).

3.2 Fonction de répartition et densité

3.2.1 Fonction de répartition

F est une application de R™ dans [0; 1] définie par :

F($17"'7xn):P(X1<$1)"')X’n<$n)

3.2.2 Densité

f, si elle existe est définie par :

o"F
f(zl,"wxn)* m(iﬁ,zn)

Pour illustré ces notions nous allons étudier en détail le cas n = 2, la général-
isation au cas n quelconque est immédiate.

3.2.3 Couple de variable aléatoires continues

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires continues & valeurs dans R2. On
se placera dans le cadre ot la loi de (X,Y") est caractérisée par la connaissance
de f (z,y) pour (z,y) € R%. On aura les propriétés suivantes :

12



CHAPITRE 3. VECTEURS ALEATOIRES REELS 13

— Loi marginale de X et Y :

h(w)Z/Rf(w,y)dyetg(y)=/Rf(w,y)dw

— Espérance
E(X,Y) = (E(X),E(Y))

— Dépendance et indépendance : On dit que X est indépendante de Y si
pour tout (z,y) € R?

f(zy)=h(z)g(y)

— Densité conditionnelle : en supposant que les dénominateurs soient bien
non nuls , les densité conditionnelles & y puis & x seront :

h (x) := 9 et g* (y) ==

— L’espérance conditionnelle : On aura E (X |Y = y) qui sera la valeur moyenne
de la variable X lorsque la variable Y vaut y :

E(X|Y:y):/Rxhy(z)d:c

On pourra aussi “ne pas fixer” la valeur de Y, I’espérance conditionnelle
E (X |Y') sera alors une variable aléatoire (fonction de Y).
— Matrice de covariance :

Xl 7E(X1) V(Xl) Cov (Xl,XQ)
E(XQE(XQ) )(Xl_E(Xl)’X2_E(X2)):(Cov(Xl,Xg) V (X2) )

Remarques :
— Si X; est indépendant de X5 la matrice de covariance est diagonale.
— Toutes ces propriétés se généralisent immédiatement pour n > 2.

3.2.4 Application & la somme de variables aléatoires dis-

crétes
Si (X3,--+,X,) est un n-uplet on aura ainsi :
- E(Xy,, X)) = (BE(Xy), - E(Xy))
V(X1) e Cov (X1, X5)
Cov (X1, Xn) -+ V(X,)

- B X)) =" E(X;) et

n

1% (ix) = Zn: Cov(Xi, X;) =Y V(X)) +2 Y Cov(X;, X))

ij=1 i=1 1<i<j<n
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3.2.5 Exemple des vecteurs gaussiens

On dira qu’une variable aléatoire X suit la loi gaussienne de paramétres m et
0% : X ~ N (m,0?), si la densité de la loi de X est f(z) = \/2;?@72%2(9“7”)2
pour z € R. On onsidére le couple (X1,Xs2) , avec X; et X5 gaussiens, si
X1 ~ N (m1,0%) de densité f et Xo ~ N (mg,03) de densité f; . Si, en plus,
X1 est indépendant de X5 alors la loi du couple (X7, X3) aura pour densité
f(x1,22) = f1(x1) X fa(x2). On dira alors que(X;, X5) est un couple gaussien
deloi/\/(( m ),( of 02 ))

mao 0 o3

Maintenant, on admettra (cela sera démontrer ’année prochaine) que 'image

par une application linéaire de ce couple gaussien reste un vecteur gaussienn.

s TN . . . , . ail a2
Ainsi si on considére I’application représentée par la matrice A = ( ) .

az1 az2
Y1 X3 . e
Le vecteur = A X sera un couple gaussien. Par linéarité sa
Yy Xa
Yl Xl Xl mq
E =F|AXx = AFE =AX .
Yi—-EM)

Sa matrice de covariance sera ¥ = F

> x (Y1 — E(Y1),Ys E(Yz))>

S 2

Y - E(¥a)

X1 - F (Xl) TY _ 0'% 0 T
E(A(XQ—E(XQ) X(leE(Xl),ngE(XgnA =A 0 0_5 A*.

2
On dira alors que (Y7, Y3) est le couple gaussien de loi A | A x ( Zl ) LA ( %1
2
2
csionmnote [ M1 ) =Ax ("™ Jetn=4a( % 02 AT la densité du
2 ma 0 o3
couple (Y1,Y3) sera
9 1 1 _%(yl—ﬂhm—ﬂz)zrl ( z : Z; >
v R* : = ——
(yhy?) S g(ylva) o me

Plus généralement, si X = (X3, -, Xn)T est un vecteur gaussien de dimension

n, de vecteur moyen m et de matrice de covariance ¥ inversible, alors la densité
de X sera pour tout x € R™ :

1\2 1 , T

I _ = o —5(x=m)" ¥ (x—m)
xr) = e

J(@) (QW) Vdet 2

On dira aussi que la loi de X est : X ~ N (m,X). Les vecteurs gaussiens sont
caractérisé par la propriété suivante :

oy T . . .
Proposition X = (X3,---,X,)" est un vecteur gaussien si et seulement si
toute combinaison linéaire Z7 = a1 X1 + --- + a, X,, est une variable aléatoire
gaussienne.



Chapitre 4

Estimation paramétrique

4.1 Loi dépendant d’un paramétre

Un grand nombre de lois dépendent d’un paramétre. Ainsi on peut donner
comme exemple :

— La loi de Bernoulli de parameétre p € [0,1] : X € {0,1}et P (X =1) = p,
E(X)=pet V(X)=p(l-p)

— La loi Binomiale de parameétres n € N* et p € [0,1] : X € {0,---,n} et
pour k € {0,---,n} P(X =k) = Ckpk (1 —p)" ", E(X) =np, V (X) =
np (1 —p).

— Laloi de Poisson de paramétre A > 0: X € Net pour k € N, P (X = k) =

e E(X) =), V(X)) = A
— La loi exponentielle de paramétre > 0 , de densité f (z) = fe=%1py (z),
E(X)=1V(X)=4.

— Loi du x4 n degrés de libertés :
f(z)= ni(n)z%_le_% 1r+ (2)
— Plus généralement la loi Gamma de paramétres p > 0 et § > 0 de densité

e 9% 2P 115, (2)

[(z) = 57—
=T
avec pour p € R™, T'(z) = [;°t*"'e~'dt. On aura alors £ (§) = T (1,6)
et x> (n) =T (%,3).

— Laloi gaussienne de paramétres m et 02, de densité f (z) = —=L

V2mro2
Bien souvent, on disposera d’observations (z1, - - -, ) supposées étre les réalisa-

tions des variables (X7, - - -, X,,) indépendantes et identiquement distribuées. On
supposera que les observation appartiennent & une certaine famille de lois (par
exemple des lois de Bernoulli si leurs valeurs sont dans {0, 1} ou des gaussiennes
si leurs valeurs sont réelles) et on cherchera une fonction (appelée statistique)

eich;?(xfm)Q

15
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des observations (z1,- -, 2,) qui permette de d’estimer le ou les paramétres de
la loi. C’est la démarche des statistiques paramétriques.

4.2 Loi des statistiques

Le but des statistiques paramétriques est d’estimer un paramétre a l'aide

d’une fonction des observations (x1, -+, x,) : T (z1, -, @) = 0,,. Pour choisir
la meilleur fonction possible il faut étudier le comportement théorique de la
variable aléatoire T' (X1, -, X,,) = 0,,. Notons 6 le paramétre (éventuellement

vectoriel), on considérera pour cela :
~ Lebiais: b:= E (én _ 9)
— La variance : V (én)

2

— Plus généralement le risque quadratique: Q = E (én — 9) =V (én) +b2.

Le premier but est d’obtenir un estimateur consistant du paramétre, & savoir, tel

le biais et la variance ou bien le risque quadratique de 0, converge vers 0 quand

n — oo. Enfin on essaiera aussi de préciser “la vitesse” de cette convergence

pour avoir éventuellement des intervalles de confiance. On utilisera 3 résultats
de probabilité :

La loi faible des grands nombres : Si (X,), . est une suite i.i.d. et
E(1X%) < o0, alors V (X) = Y& — et X B m, car P (| = B (X)| > ) <

@, par l'inégalité de B.T.

La loi forte des grands nombres : Si (X,,), .y est une suite ii.d. et

_ p.s.
E(|X;]) < oo, alors X := 13" X; —» F(X;)

Le théoréme de la limite centrale : Si (X,),y est une suite i.i.d. et
E (|XZ|2) < 00, alors

Vi (X — E(X,)) 5 N0,V (X))

P
Le lemme de Slutsky : Si X, L Xety n — C, ou C est une constante,

alors :

X,Y, 5 cx
Si C # 0, on aura aussi
Xn

£ Xn
C

alfs
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4.3 Estimation de la moyenne et la variance d’une
loi normale
L’hypothése de normalité des observations est une hypothése trés courante

et souvent justifiée. On va donc donner les estimateurs des paramétres de cette
loi pour P’observation d’un n échantillon (Xy,---, X,,).

4.3.1 Estimateur de m :

On a sz %2?21 X, qui est un estimateur sans biais et convergent de m.
En effet : X — m par la loi forte des grands nombres. On remarquera de plus
que FE (X) = m cet estimateur est donc sans biais pour tout n € N*.

4.3.2 Estimateur de o2 :

— Si m est connu (par exemple les données sont centrées) on aura pour

estimateur de o2 :
n

> (Xi—m)’

=1

6'2'

S|

Comme E (6%) = ¢ c’est un estimateur sans biais, pour tout n . De plus,

. ~9 P-S. .
par la loi forte des grands nombres 62 =3 o2, il est donc convergent.
— Si m est inconnu, on aura pour estimateur de o2 :

1 - )
S? :=nle(Xi—X>
i=1

cet estimateur est sans biais car, on peut montrer :

Z (X, — X)2 ~o?x?(n—1)

i1
On aura de plus Y. | (X; — X)2 =>", X?—nX?, donc par la loi forte
des grands nombres 52 23 2.

4.3.3 Intervalle de confiance pour m et o>

En connaissant la loi des estimateurs de m et o2, on peut donner un intervalle
contenant les vrais parameétres avec une grande probabilité (par exemple 95%,
mais on peut le remplacer par n’importe quoi). Mais en se rapportant aux
exemples de lois on trouve :

Vi (X —m) N(0,1)
T = ~ =8T (n—
V.52 \/1? X% (n—1) ( D
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On aura ainsi
P(-C<T<(C)=P(-C<S8T(n-1)<C)

Par exemple, si on choisit C tel que P (—C < ST (n—1) < C) = 0.95, on aura
alors

Vi (X —m) ( G . C )

Pl C<———<(C|&P(X——VS2<m<X+—=V5%2) =095
< VS? vn vn

Ce qui veut donc dire : Avec une probabilité de 95%, m appartient & I'intervalle

[X— %\/?,)’hL %x/@}

De méme, on peut choisir deux constantes telles que
P(B<x*(n-1)<C)=0.95

on aura alors
(n—1)852

o2

S? 52
P —_— 2 - = U.
( C <o” < ) 0.95

P(B(n—1)< <C(n—1)):0.95

4.4 Estimation par maximum de vraisemblance

On décrit ici une méthode permettant d’obtenir dans de trés nombreux cas
des estimateurs possédant de bonnes qualités.

4.4.1 Vraisemblance d’un échantillon i. i. d.

Soit X une variable aléatoire dont la densité f (x), dépend d’un paramétre
(éventuellement vectoriel) 6. Soit (z1,---,x,) une réalisation de I’échantillon
iid. (X1,---,X,), la vraisemblance (qui est en faite la densité de (X1, -+, X))
de (x1,---,2,) est alors :

On aura par exemple :

Bernoulli Ici, il n’y a pas a proprement parler de densité, mais une probabilité
qui joue son role et qui peut se résumer de la fagon suivante :P (X = x) :=
P (1— p)l_z. On aura alors pour un échantillon (21, --,2,), avec 0 < p < 1:

- T 1—x; n p Liz
Ly(z1,--20) = [[ P (1 =p)' "™ = (1—p)

i=1 1—p
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Loi normale Ici on a deux paramétre m et o2, on aura donc

n n
1 1 2 1 1 n 2
L(m,(ﬂ) (1, 2,) = I I e~ 7.z @imm)® _ ( ) e~ 3.Z 2iz1(@i—m)
i1 V2mo V2mo

4.4.2 Estimateur du maximum de vraisemblance

Pour (x1,---,,) une réalisation de ’échantillon i.i.d. (X1, ---,X,), on ap-
pelle estimateur du maximum de vraisemblance le paramétre #,, qui maximise
0 — Lo (x1,---,xy). Lorsque le support de la loi (i.e. ’ensemble ou la densité

de X; est strictement positive) ne dépend pas du parameétre 6, on peut souvent
obtenir I'estimateur du maximum de vraisemblance en cherchant les points ot
la dérivée premiére s’annule et ou la dérivée seconde est négative :

0 0?
%Lén (:Cl,~ .. ,ZL'n) =0et ﬁLén (1‘17.. .7SCn) <0

Remarque

~ L’estimateur du maximum de vraisemblance 6, n’existe pas toujours et
n’est pas toujours unique. Il faudra examiner chaque cas particulier.

— 0, est une fonction (on dit statistique) des observations z1, - - -, z,,. Pour
étudier son comportement, on I’étudiera comme fonction des variables
aléatoires X1, -+, X, 0,, sera alors une variable aléatoire.

— Dans la majorité des cas pratiques, 6 est vectoriel. Ainsi %Lén (1, ,2pn) =
0 signifiera que ce le vecteur gradient qui doit s’annuler.

De méme %Lén (z1,---,xp) < 0, signifiera que c’est la matrice Hessienne
qui doit étre définie négative.

Théoréme (admis) Si l'estimateur du maximum de vraisemblance existe et
est unique alors il est consistant.
On traitera quelques exemples pour illustrer le cours.



Chapitre 5

Introduction au tests
statistiques

5.1 Principes des tests

Un test statistique permet de décider entre deux hypothéses Hy et H;. Cette
décision se fera a partir d’une réalisation d’un échantillon. L’hypothése Hj est
une hypothése privilégiée appelée hypothése de base. Hjest 'hypothése alterna-
tive. On associe & un test un niveau «, ou risque de premiére espéce (générale-
ment entre 10% et 1%) . Une fois que le niveau « est fixé on peut en déduire la
puissance 1 ou de maniére équivalente le risque de deuxiéme espéce 5 =1 — 7.

Définition Soit (X1, -+, X,) un n-échantillon et 6 un paramétre de la loi de
X;. Soit les hypothése Hy et Hj :

Hy: 0€0
Hi: 00,

On définit une statistique T (X7, -+, X,,) et la régle de décision du test sera de
rejeté I’hypotheése de base Hy si T (X1, -+, X,) appartient a la région de rejet
wW.

On définit le niveau adu test (ou erreur de 1ére espéce) et la puissance 1 du
test (ou lerreur de seconde espéce 8 =1 — 7)) par :

— P, (Choisir H1) = a = supgee, Py (T € W)

- PH1 (ChOiSiI‘ Hl) =n= infgegl Py (T S W)

~ Pg, (Choisir Hy) = 8 = supgeg, Po (T ¢ W)
Ici Py, signifie la probabilité sous Hy, c’est-a-dire en supposant que I’hypothése
Hj est vraie, de méme Py, signifie la probabilité sous Hy, c’est-a-dire en sup-
posant que I’hypothése H; est vraie.

Construction d’un test

20
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— On pose souvent « & priori, un choix standard est o = 5%.

— Choix des hypothéses Hpet Hj. Il ne faut pas oublier que Hj est avantagée,
donc Hj est souvent ’hypothése pessimiste, ou bien neutre. H; ’hypothése
alternative est celle qui, si elle est acceptée, montre 'efficacité ou bien
I'innocuité d’une décision.

— Choix de la statistique de test T (X1, -+, X,). Celle-ci peut étre choisie
“intuitivement”, par exemple la moyenne empirique si on veut que le test
porte sur une moyenne théorique. Celle-ci est aussi souvent déterminer par
la “rapport de vraisemblance”, qui donne un test optimale (sous de bonnes

conditions).
— Détermination explicite de la région de rejet W. La région de rejet W
est toujours associée a la statistique T (X1, - -, X,,). Par exemple si vous

voulez tester Hy : E (X) =0contre Hy : E(X)=1,onauraT (X1, -+ X,,)
LS X=X et W =X > C. Cela veut dire qu’on rejettera la nul-
lité de la moyenne si on observe une moyenne théorique “trop grande”.
Les constantes intervenant dans le définition de la région de rejet seront
calculées de fagon que Pg, (W) = a.

— Calcul de la puissance du test Py, (W) = n. Plus un test sera puissant
mieux cela sera.

— Conclusion pour la réalisation (x1,--,x,) de ’échantillon.

Remarques

— Le choix de Hj influe grandement sur la décision du test. Les hypothéses
Hy et Hy ne sont pas interchangeables.

— Une hypothése Hy ou H; est dite simple si elle est associée a un singleton
(©p ou ©1), sinon elle sera dite multiple, ou bien composite. Si H; est
multiple de la forme 0 > 6y ou 6 < 0y, on parlera de test unilatéral. Si Hy
est multiple de la forme 6 # 6, on parlera de test bilatéral.

5.2 Test du rapport de vraisemblance

5.2.1 Deux hypothése simples : Lemme de Neyman et
Pearson
Dans le modéle de Neyman-Pearson, les deux ensembles qui définissent les
hypothéses ©g et ©; sont constitués d’un seul élément :
HO : 0 =6,
H1 :0=0,
Le niveau du test « étant fixé (par exemple 5%) on cherche la forme de la région

de rejet W qui, en vérifiant Py, (W) = «, maximisera la puissance du test. On
parlera alors du test le plus puissant. On aura le résultat suivant :

Lemme de Neyman et Pearson Soit L la vraisemblance des observations
sous ’hypothése Hy et L; la vraisemblance des observations sous ’hypothése
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H;. La région de rejet du test le plus puissant de Hy contre H; est de la forme

Lo

< K
Ly

5.2.2 Généralisation & Hymultiple

Supposons que pour le test I’hypothése alternative H; soit multiple mais
unilatérale, c’est-a-dire que :

HO : 6 =06
H1 : 0> 6,
ou bien de la forme
HO : 0 =0,
H1 : 0 <6,

Si la forme du test du test le plus puissant ne dépend pas du choix de 6; € ©1,
par exemple

L _
V91€®1,L—0<K@X<C
1

alors le test sera dit uniformément plus puissant (U.P.P.).

5.3 Test gaussiens

On dispose d’un échantillon gaussien(X1, -+, X,,) i.i.d. On veut tester Hy :
m = mg contre Hy : m € ©1 avec my ¢ ©1 au niveau «. Notons

zn:Xi et SQ = LZ(Xl—X)2
=1

X:

SN

n—14
=1

On dispose alors de la statistique T' = /n XJSLZ
Student & n— 1 degrés de libertés. La région de rejet du test sera alors & adapter
suivant Palternative ©;. Par exemple si © = m > mg, W = {T' > C} avec C tel
que Py, (T > C) = a.

0 qui suit sous Hy la loi d’une

5.4 Test d’adéquation du x>

C’est un test pour une variable X prenant valeur dans un ensemble fini F
de cardinal N. Soit P® = (p9,---,p%) la loi sous hypothése de base Ho, i.e.
PY(X =4) = p. On veut tester, au niveau « :

HO CP:PO
H1 :P+P,
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Notons nj = >y 1453 (X5) le nombre d’observation valant j dans I’échantillon

et p; = 2L la fréquence de I'observation j dans I'échantillon. La statistique de
test :
N ( p N — np? )2
T=n 7J = — =
> yo ), 0
Jj=1 J=1 J

aura pour loi asymptotique, sous Hy : x2 (N — 1). On pourra donc construire la
région de rejet W =T > C, avec C vérifiant P (x2 (N-1)> C) =



