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L'exemple travaillé

Temp

134 136 138 14.0 142 144 146 148

T T T T T T T I
1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020

an



Un autre exemple : étiages du Nil
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Un autre autre exemple

Nombre de déménagements mensuels a Londres entre 1966 et 1975 effectués par firme
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Séries chronologiques

On s'intéresse a n valeurs observées en des temps réguliérement espacés
= On essaie de décrire la série, de la modéliser

= On pourra en déduire des estimations, des tests

= On pourra effectuer des prédictions

Remarque : Dans ce cours, on ne considére pas :
@ Des phénomeénes observés en temps continu ou irréguliers;
@ Des variables exogénes pouvant influer sur le phénonmene;

@ Des phénoménes multidimensionnels.
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Séries chronologiques

Dans toute la suite, on considérera n valeurs réelles observées en des temps
réguliérement espacés

= Modélisées par (X1, ..., X,) ol X; variables aléatoires

(plus exactement par (X1(w), ..., Xs(w)) pour une trajectoire...)

Remarque : On ne peut plus espérer en général que (X;) v.a.i.i.d.
@ Le phénomeéne observé évolue en général au fil du temps;

@ Une donnée et sa suivante sont rarement indépendantes.



Séries chronologiques

Définition
Soit (2, A, P) un espace de probabilité.
e X = (X;, t € Z) série chronologique si pour tout t € Z, X; v.a. sur
(Q,.A) a valeurs dans R.
@ Pourw € Q, {X¢(w), 1 <t < n} appelé une trajectoire de la série.

Exemples : (X;) peut &tre par exemple :
@ une fonction réelle (pas d’aléa);
@ une suite de v.a.i.id;
© une marche aléatoire (X; = Y1 + ...+ Y; o0 (Y:) v.a.i.id. centrées);
© une chaine de Markov (P(X; = x | X;—1 = y) défini la série).



Séries chronologiques

Définition
Soit (X¢)tez série chronologique telle que E [X,_?] < 00 pour tout t € 7
Pour (s, t) € 72, on appelle :
o fonction espérance : m(t) = E[X] ;
o fonction variance : 02(t) = E[X?] — m*(t) = E[(X; — m(¢))?] ;
e fonction covariance :
v(s, t) = E[XsXe] — m(s)m(t) = E[(Xs — m(s))(X; — m(t))] ;

e fonction corrélation : p(s, t) = Uzs()sf()t) et p(s,t)] < 1.

Exemples : Si (X;) est :

© une fonction réelle : m(t) = X;, 02(t) = ( t)=r(s,t)=0
@ une suite de v.a.i.i.d. : (t) =m, o (t) =o0°, (s, t) =r(s,t) =0
© une marche aléatoire : m(t) = 0, 02(t) = 02 t, v(s, t) = 0 min(s, t).



Séries chronologiques

Définition
Une série (X¢)tez est gaussienne si > ", «; Xy, est une variable gaussienne
pour tout n € N*, (ty,...,t,) € Z", (q,...,an) € R™.

Propriété
Pour une série chronologique (X:)tcz gaussienne :
(v(s, t) = 0, pour tout s, t) <= ((X;) indépendantes ).

Définition

@ Un bruit blanc est une suite v.a.i.i.d. centrées,

@ Un bruit blanc gaussien est une suite de v.a.i.i.d. gaussiennes centrées.

V.
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Stationnarité

Définition
Une série chronologique (Xt)tez est (strictement) stationnaire lorsque
Vne N*, Y(t1,...,t,) € Z", Vc € Z,

L
(Xt17"'7th) ~ (Xt1+C7"' ath-i-C)-

= Si (X;) stationnaire, (X;) suite identiquement distribuée

Propriété
Si (Xt) stationnaire
o les fonctions m(t) = E[X.] et o%(t) = var(X;) sont constantes
@ (s, t) = cov(Xs, X¢) = r(|t — s|) et p(s, t) = Cor(Xs, X¢) = r(|rt(g)5|).

Exemple : (X) suite de v.a.i.i.d. est stationnaire.



Stationnarité

Définition
On dit que (Xt)tey série stationnaire d’ordre 2 lorsque :
© son espérance m(t) est constante;

@ sa covariance (s, t) = cov(Xs, Xt) est une fonction de |t — s|.

Conséquence : Si m(t) non constante, alors (X;) admet une tendance
et/ou une saisonnalité et est non stationnaire.

Propriété
o (Stationnarité —> Stationnarité d'ordre 2), mais réciproque fausse.

o Si (X:) série gaussienne, (Stationnarité <= Stationnarité d’ordre 2).
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Autocorrélation

Définition

Soit (Xx)kez série chronologique du second ordre stationnaire.
o r(k) = cov(Xo, Xx) pour k € Z autocovariance de X, r(0) variance.
o p(k) = r(k)/r(0) autocorrélation de X et —1 < p(k) <1, k € Z.

Conséquence : Si p(k) # 0 pour un k # 0 alors (Xx) suite de v.a. non
indépendantes.

Si (X1,...,Xy) trajectoire observée, comment estimer r(k) et p(k)?



Moments empiriques

Définition
Si (X1, ..., Xn) trajectoire observée de (Xt) série chronologique
o La moyenne empirique ZX

_ 1 _
e La variance empirique 02 = o Z (Xi — Xn)2 5
i=1

. N TR R
Autre estimateur (biaisé) : 02 = - z:X,-2 -

n—|k|

] - .. 1 — _
e [’autocovariance empirique 7(k) = - g 1 (Xi = Xn) (Xizk — Xn) ;
=
. .. N k k
e [’'autocorrélation empirique (correlogram) p(k) = k) = @ ;
o) 52

v




Convergence pour une suite de v.a.i.i.d.

Propriété

Si (Xk)kez est une suite de v.a.i.i.d. avec E[X{] < oo,

—

v P P
O X, — m=E[Xy)] et oc2ou02 — o%=var(Xp);
n—+00 n—+00

—52 P g2 P .
Q r(0) =02 o O et r(k) i 0 pour tout k # 0;

Q p(0)=1 et p(k) 20 pour tout k # 0.

n—-+00

Attention !

e Si (X)) série stationnaire avec v.a. non indépendantes, les convergences
peuvent &tre vraies ... ou fausses (exemple X, = Xy pour tout k)!

e Si (Xx) série non stationnaire, les convergences peuvent &tre vraies ... ou
fausses, méme si indépendance!



ACF

Series X

ACF

ACF (Auto-Correlogram Function) d'une suite (ex) de v.a.i.i.d. pour n = 400



ACF

Series Y

ACF

ACF d'une suite de v.a. (Xx) telle que Xy = ex — ex—1 pour n = 400



Vers un test de "blancheur"

ACF intéressant pour visualiser une dépendance mais difficile de conclure.

Définition
@ Un bruit blanc (fort) est une suite de v.a.i.i.d. centrées.

@ Un bruit blanc faible est une suite de v.a.i.d. centrées non corrélées.

On va tester si (Xk) est un bruit blanc (ou méme une suite de v.a.i.i.d.)

Théoréme

Soit X = (Xt)tez suite de v.a.i.i.d. de variance 0 < ai < 00. Pour Kmax fixé,

\/ﬁ(?x(k))lﬁkSKmax né)o Nicune (05 0% Iituns)

= \/ﬁ(ﬁX(k))lngKmax néo NKmaX (07 IKmaX)-

4




Test portemanteau
Théoréme
Soit X = (X¢)tez série stationnaire du second ordre. On désire tester :

{ Ho : (X:) forme une suite de variables indépendantes
H; : (Xt) ne forme pas une suite de variables indépendantes *

On définit deux statistique de test :

Kmax
o La statistique de Box-Pierce : Tgp = n Z px (k)
k=1

i . - o 52 (k)
o La statistique de Ljung-Box : Ty g = n(n+2) P—

k=1
Dans les deux cas, on a
Tep £ >
T+ XKmax'
TLB n—o0o




Test portemanteau

Choix de Ky :
@ Théoriquement il faut Kpax = o(ﬁ).

o Empiriquement, on utilisera Kax = 5 si n ordre de la centaine,
Kmax = 10 pour ordre du millier

Attention ! Si une tendance ou saisonnalité est présente, aucune conclusion
n'est possible!

= On commence par estimer et retirer une éventuelle tendance ou
saisonnalité



Séries non stationnaires

Nombre de déménagements mensuels a Londres entre 1966 et 1975 effectués par firme
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= On commence par estimer et retirer tendance ou saisonnalité
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Définition
Une série temporelle X = (X¢)tez peut toujours s'écrire sous la forme

Xe = a(t) + s(t) + u, pourteZ,
t — a(t) et t — s(t) fonctions déterministes avec E[X;| = a(t) + s(t), et

.
Q t — s(t) fonction périodique de période r > 0 telle que Z s(i) =0,
i=1
alors, si s non nulle, s est la saisonnalité de X,
@ sit— a(t) est non nulle, a est la tendance de X,

© u = (ut) tel que E[X:] = 0, bruit de X.

Exemple

Tendance polynémiale : a(t) = ag +ait +-- -+ axtX, saisonnalité annuelle :
s(t) = Y12y sili—; 12y ou s(t) = asin(27t/12) + B cos(2mt/12),...

o’




Définitions (encore)
Propriété

o Si (X:) série avec a(t) non constante ou s # 0, alors (X;) non stationnaire.
e Décomposition non unique : Xy =a(t)+s(t)+ur = (a(t)—s(t)) +2s(t)+ue.

Définition
(Xt): série avec tendance a(t) et/ou saisonnalité s(t). On appelle :
o (Xi—a(t)): ou (X¢ — a(t))s, ou a(t) estimateur de a(t), série
détendancialisée.
o (Xi —s(t)): ou (Xt —5(t)):, oo S(t) estimateur de s(t) série
désaisonnalisée ou corrigée des variations saisonniéres.

a et s : tendances additives. Autre type de tendance :

Définition

(Xt)t posséde une tendance multiplicative si X; — E[X;] = u(t) ou
(u¢)tez bruit de variance o(-) non constante.




Estimation de la tendance et de la saisonnalité

Soit (Xi,...,X,) trajectoire observée de (X¢):.
— Estimation de a(-) et/ou s(-)
= A partir de (U¢)1<t<n = (X¢ — a(t) — 5(t))1<e<n, €tude du bruit

— Utilisation de a(t), s(t) et (u;) pour prédire
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Premiére méthode : estimation semi-paramétrique
Définition
On peut toujours écrire s(t) de période T sous la forme :

T T
s(t) = Zs,- le—i (7 avec Zs,- =0.
i=1 i=1

— s(t) = 2 5 s (1 (1] — li=7 [7]) combinaison linéaire

Propriété
SiXe =a+s(t)+ ur pourt € {1,...,nT} (tendance constante), par
régression par moindres carrés :

1 n 1 nT
k=1 k=1

4

Interprétation : la saisonnalité estimée de janvier est la moyenne des mois de
janvier moins la moyenne globale



Premiére méthode : estimation semi-paramétrique (2)
On fait la supposition que a(t) = ap + a1 gi1(t) + - - - + ap gp(t) pour t € Z.

Exemple
Q a(t) = ap + a1 t : tendance linéaire
Q a(t)=ap+ait+ -+ aptP : tendance polynomiale

p p
kt kt
Q a(t) = g ak cos (2r—) + E by sin (2m—): tendance trigonométrique
n n
k=0 k=1

v

— Régression linéaire par moindres carrés !

Propriété
Si Xe = a(t) + uy, avec Z = [1 G - Gp} ou G =*(gi(1),...,g&i(n)), on
a: “(30,-.-,3p) = (FZ22) 125 (X, 0, Xn).

~

= Estimation de la tendance : a(t) = ap + a1 g1(t) + - - - + 3 gp(t)



Premiére méthode : estimation semi-paramétrique (3)

Estimation conjointe de la tendance et de la saisonnalité : on suppose que

Xe = (a0 + a1 gi(t)+ -+ apgp(t)) + (st h(t) + -+ st—1 hr_1(t)) + u
ou hi(t) =l.—; (1] — l—r [T] Pour t € Z.

Propriété

Avec Z=[1 Gy -+ Gy Hy-- Hra] ou{ (&i(1). ’g"(”)% ,

Gi
Hi = (1), hi(n)
z

ona: B0,y 8p 51, 571) = (Z22) 72X, ., X)),

Conséquence :

e Estimation de la tendance : a(t) = ag + a1 g1(t) + - - - + ap gp(t)
e Estimation de la saisonnalité : 5(t) =5 hy(t) + -+ 571 h7_1(t)



Premiére méthode : estimation semi-paramétrique (4)

Détermination de p

Exemple J

Typiquement le degré d’une régression polynomiale...

Remarque : Non nécessaire pour la saisonnalité, sauf écrite en cos et sin

= On utilise le critére BIC

n

BIC(p) =S (Xe—30— a1 g1(t) - — 3, 8(t) —3(t))* +(p+ T +1) In(n)
i=1

= p= gggyngx BIC(p)



Premiére méthode : estimation semi-paramétrique (5)

Quelques résultats théoriques

Propriété

On suppose que I'on a

Xe=(a0+ag(t)+ - +apgp(t)) + (st m(t)+- -+ s7_1 hr_1(t)) + u
et 7 — [1 Gl - Gy Hy-- HT_l}.

Si (ut) bruit blanc et si max (Z (*Z Z)_1 ‘7). — 0, alors

1<i<n i p—4o0

5(:22) (*Go,---»57-1) — (a0, - -, 57-1)) ié N(0,1)

et p — p.

Remarque : Vrai pour tendance polynomiale, trigonométrique,...
A adapter si (u;) n'est pas un bruit blanc,...
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Semi-paramétrique = non-paramétrique

Semi-paramétrique :

@ On fixe un modéle a I'avance dépendant de paramétres pour la
tendance;

o La saisonnalité peut étre estimée dans toute sa généralité.

Non-paramétrique :
@ Pas de modéle fixé pour la tendance, mais sa "régularité" a choisir;

o La "régularité" de la saisonnalité peut aussi étre choisie.



Moyennes mobiles

Définition
Soit (Xt) une série temporelle.
Pour m € IN*, I'estimation par moyenne mobile de la tendance de X est :

am(t) = % ZE:/_2[],,,/2] Xiyi si m impair
/a\m(t) = % (Xt—m + Xt—l—m) -+ # 27;/3:";24_1 Xt+i sim pair

Propriété
Soit X; = a(t) + € série avec tendance et () bruit blanc. Alors
2
~ o (m—1/2)
var(am(t)) = FE ou Tag
= si a varie peu, am(t) ~ a(t) et var(an(t)) — 0 quand m grand

V.




Moyennes mobiles (2)

Rappel : pour s saisonnalité de période T, Zk+T Ls(iy=o.
—> Moyenne mobile de s sur une (ou plusieurs) période(s) s’annule.
= Si X; = a(t) + s(t) + u¢, procédure d'estimation :

@ On estime a(t) par ap,(t) avec m =k T sur (X¢)t;

@ On estime s(t) avec s(t) par LSE sur (Xt — am(t))¢;

© On estime a(t) par am(t) avec m =k T sur (X; —5(t)):.

=—> Choix de k7



Procédure de validation croisée

Soit (X;) série temporelle et (X1, ..., X,) trajectoire observée
Sp stat. non-paramétrique de (X, ..., X,) dépendant de h > 0. Choix de h?

Remarque : Séries temporelles : pas d’utilisation bases apprentissage/test

Définition
Procédure de validation croisée (cross-validation) :

© On définit une grille {hy,..., hn} de valeurs de h;
@ Pourheti=1,...,n, calcul SA',Si) sur (Xi, ...y Xic1, Xig1s -5 Xn)
© Pour chaque h, calcul de SCR(h) = >y (X - §,Si))2

Q@ On choisit h = argmin {S/C\F\’(h)}
hE{ 1,...,hm}

v




Estimateur par noyau de la tendance

Définition

On appelle noyau K : R — R fonction telle que [ K(t)dt =1 et K(0) > OJ
x2

Exemple : Kl(X) = "xe[—%,%]’ KQ(X) = e\/ﬁ, K3(X) = %(1 — X2)||X€[,171]

~ Zjljzl XiKi (tn;hj)
B 2 Kl(tn;hj)

=  On remplace Kj par un autre noyau K

Moyenne mobile : Pour 0 < h < 1, a,s(t)

— Avec K> ou K3, donne plus de poids aux valeurs proches de X;

Remarque : Choix de h par validation croisée !



Estimateur par lissage local de la tendance

Autre estimateur non-paramétrique possible :

A0), 21 Wa(]t —i]) X;
=50 W

Wj fonction "poids" (a valeurs dans [0, oo et décroissants), par exemple :
o Poids exponentiels : Wy(x) = 8% et 8 €[0,1] (si B=1, ag(t) = Xp);

3,3

o Poids tricubes : Wp(x) = (1 — (/an> ) l<pn et B € [0,1], Bn fenétre.
=  estimateur LOESS (LOcally Estimated Scatterplot Smoothing).
—>  Extension a une régression pondérée de degré 1 ou 2.

Remarque : Choix de 3 par validation croisée!



LOESS de degré d

Extension a un modéle de régression locale de degré d :

1 t—1 .. (t—1) Wp(|t —1]) 0 0
" 1 t—2 .. (t—2) ¢ 0 Wa(lt—2]) - 0
Zy=| . ; WB: : : :
1 ot—n o (—n)f 0 0 o Wa(e— )
X1
~{d) = ((Zt T Wit 7t -1 7t T Wit X2
= ag (1) = ((Z))' x R 3 (29T x Re :
Xn

= Moindres carrés pondérés : LOESS de degré d

Remarque : On retrouve E(ﬁo)(t) avec d =0



Conclusions estimation de la tendance et de la saisonnalité

@ Pour prédire dans le cas linéaire : estimation semi-paramétrique;
o Estimation semi-paramétrique + BIC pour polynémes trigonométriques ;

e En général, démarche par moyenne mobile a,(k T) pour estimer a et s
» Garder s pour prédire;
» Prédire la tendance par filtrage Holt-Winter ;
» Utiliser un modéle pour la partie bruit.



Position du probléeme
Soit (Xi,...,Xp) une trajectoire observée de (X;)iez-

@ Si (X;¢) ne posséde ni tendance et saisonnalité

= On veut directement un modéle pour (X;)

@ Si (X;) posséde une tendance et/ou saisonnalité additive;
= On obtient a(-) et 5(+)

= On cherche un modéle pour (u(t))¢ez ol
u(t) = Xe — a(t) —s(t)

@ Un modéle pour quoi faire?

= Pour améliorer la prédiction, évaluer un risque...
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Processus ARMA

Définition (Yule, 1921 et Slutsky, 1927)

Un processus ARMA(p, q) ou (p, q) € N? est une série (X¢)tez
stationnaire telle que pourt € 7Z :

Xe+ a1 Xem1+ -+ apXe—p=€t+bier—1+---+ bger—qg

ou :
(e¢) bruit blanc de variance o2 ;

°
o (a1,...,ap, b1,...,by) € RPTY avec a, # 0 et by # 0.

Cas particuliers :
e Si g =0, un ARMA(p, q) est un AR(p) (Auto-Regressive);
e Si p=0, un ARMA(p, q) est un MA(q) (Moving Average);



Une trajectoire de processus ARMA(1, 1)

Une trajectoire d"un processus ARMA(1,1)

n " " " n
o 200 400 600 800 1000 1200



Processus ARMA : deux exemples

O Soit le processus AR(1) avec X; = a X;—1 + ¢ et |a| < 1. Alors :
Xe = oa(aXiat+er1)+er
= o®Xeatac1te
= o’ (aXi—3s ter2) tacey +e

3 2
= a Xiz+a g2 taci—1+er

o0
Zak cr—k (existe car |a| < 1)
k=0

@ Soit le processus AR(1) avec X; = a X;—1 + €+ et |a| > 1. Alors :
Xe = a ' X —a e
= ot (oz_1 Xep2 —a ! Ety2) — a ten
(07

-2 X -2 —1
t+2 — & Et42 — O Et+1

(a_l)kEHk (existe car |~ < 1)

[
(e ...

x~
I|

1



Processus ARMA : condition de stationnarité

Proposition
Soit (Xt)tez défini pour t € 7 par

Xet+ar Xer+---+apXe—p=€t+brer1+---+ bger_g
Soit le polynéme P(x) =1+ a1 x + --- + ap xP.

Alors (X;) est un processus ARMA(p, q) si les racines de P ne sont pas sur
le cercle unité, soit P(z) # 0 pour tout |z| =1

Cas considéré : On ne considérera désormais que le cas causal :
Racines de P en dehors du disque unité, soit P(z) # 0 pour tout |z| <1

= Xy =Y po ok Et—k dépend linéairement des valeurs passés de ¢



Propriétés des processus ARMA

Proposition
Soit le processus ARMA(p, q) causal (Xt)tez défini pour t € Z par
Xe+tar Xe1+ -+ apXe—p=c€t+brer1+---+ bger_g

Alors :
Q X = Zzozoozjst_j et30<p<1,c>0, |of < cpj pour tout j > 0;
Q rx(k) = cov(Xo, Xx) : 30 < p/ <1, >0, |rx(k)| < ' pkVk>0;

vy

Cas particulier : Si (X;) est un processus MA(q),
Q@ oj=bjpourj=1,...,q,etaj=0sij>qg+1;
@ rx(k) =0 pour k> qg+1etavec bg =1, pour 0 < k < g,

q q q9 q q—k
rx(k) = COV(Z bjE_j, Z ngk,g) = Z bjbg|E[6_j6k,g] = Ug Z bjbj+k
Jj=0 =0 Jj=0 /=0 Jj=0



Propriétés des processus ARMA (2)

Propriété
Soit le processus ARMA(p, q) causal (Xt)tez défini pour t € Z par
Xe+tar Xe1+--+apXe p=woter+bres1+--+ bget—gqg

Alors :
Q Siwg=0,0nakEX:)=0;
Q Siw #0, alors (X]) tel que X[ = X; — Trar g, Vérifie
Xitar Xi g1+ +a X _,=er+bier 1+ +bgerqg

wo . .
E(X:) = . ARMA décent
— (Xt) TTat T2 (p, q) décentré

Propriété
Un processus ARMA(p, q) causal de bruit blanc () gaussien est gaussien.




Processus ARMA : corrélogramme

Proposition

Soit (Xt)tez un processus ARMA(p, q) stationnaire causal. Soit p(-) son
autocorrélation et p(-) son autocorrélation empirique calculée sur
(X1,...,Xn). Alors :

—~ P
p(k) s p(k) pour tout k € IN

Conséquence : I'ACF converge vers les autocorrélations théoriques



Plan du cours

@ Définitions et premiéres propriétés

© Tendances et saisonnalités

© Exemples de modéles de séries stationnaires

@ Processus GARCH

@ Estimation, sélection de modele, test et prédiction



Processus GARCH

Définition (Engle, 1982 et Bollersev, 1986 )

Un processus GARCH(p, q) ot (p, q) € N est une série (X¢)tcz
stationnaire telle que pourt € 7Z :
Xe=cror et o2 =wot+a XP 4+ +ap X2 ,+biot +-+bgoi_,

ou :
@ (et) bruit blanc de variance 1;
® wy >0, (ar,...,ap, b1,...,bq) €[0,00)PT9 avec a, # 0 et bg # 0.

Cas particulier :

@ Si g =0, un GARCH(p, q) est un ARCH(p) (Conditionnaly
Heteroskedastic Auto-Regressive);



Trajectoire d'un processus GARCH(1,1)
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Trajectoire Log-rendement SP500 d'octobre 1990 a octobre
2020
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Trajectoire Log-rendement SP500 09/2012 -> 09/2016
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Trajectoire d'un processus GARCH(1,1)
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Conditions de stationnarité d'un processus GARCH

Propriété
Un processus GARCH(p, q) est stationnaire d’ordre 2 si et seulement si

P q
Z aj + Z bj < 1.
=] =]

De ceci, on peut déduire les propriétés suivantes :

Propriété
Soit X = (Xk)kez un processus GARCH(p, q) stationnaire d’ordre 2. Alors
Q E[X:] =0, var(X;) = et cov(Xop, Xx) =0 si k # 0.

1=, aiE_Z;’:l bj
Q E[X;|X;_1,Xe—2,...] =0 et var(X; | Xe_1, Xe_2,...) = 02 # Ct€ :
Conditionnellement Hétéroscédastique

v




Propriétés d'un processus GARCH

Propriété

Soit X = (Xk)kez un processus GARCH(p, q) stationnaire d’ordre 2 tel que
E(c*) < 00. Alors Y = (X?)kez est un processus ARMA(max(p, q), p)
faible non centré.

Démonstration.

On considére v; = X2 — 02 = (2 — 1)o2. La série (v¢) est un bruit blanc faible car (v:) est
stationnaire, E(v¢) = 0 et pour t > 0, cov(vp, v¢) = cov((e2 — 1)03(e? — 1)o?) = 0 car (e2 — 1)
est indépendant des 3 autres termes et d'espérance nulle. De plus, on montre que
XZ=ve+(a0+>5 aX2,)+ Z}Ll bj(th,J- — v j) =

a0 + 307 g aiXZ + 30 b (X2 4+ ve — 307 ve—j), d'our (X?) ARMA faible non centré. O

v

Conséquences : o Processus GARCH : bruit blanc faible mais pas fort

e Un processus GARCH ne peut jamais étre un processus gaussien
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Processus ARMA-GARCH [Ding, Granger et Engle, 1993]

Définition
(Xk)kez est un processus ARMA(p, q)-GARCH(p',q') si
Xe+ar Xe1+ -+ apXep=cr+bier1+-+ bget—q

ou Et = §t o¢ et O'% = wo+C1 6%_1+' : '+Cp/ Eg_pl‘i‘dl O'%_l‘i" . ‘+dq/ O'tz._q

avec (&;) un bruit blanc de variance 1, wg > 0, ap, bg, ¢y, dgr non nuls.

Remarque : e On doit avoir P(z) # 0 pour |z| <1 ou
P(x) =14 aix+ ...+ apxP et Z?:1Ci+2f:1dj <1

o ARMA-GARCH=ARMA avec bruit GARCH : méme ACF qu'un ARMA

o ARMA-GARCH : espérance et variance conditionnelles non constantes



Processus APARCH [Ding, Granger et Engle, 1993]

Définition
(Xk)kez est un processus APARCH(S, p,q) si X; = eror et
U? = wo + a1 (| Xe—1] —m Xt—l)(S + o+ ap([ Xe—p| —7p Xt—p)(s
+bioy 4+ bgoi_,

ou :
® (e¢) bruit blanc de variance 1;
@ wy>0,06>0,a >0, ijO,’y;G[—l,l], a,,;éOetbq;éO

Remarque : e Condition de stationnarité compliquée...
e Bruit blanc faible : rx(k) = 0 pour |k| > 1.

e Variance conditionnelle non constante et dépendant du signe des valeurs



Processus FARIMA [Granger et Joyeux, 1980]

Définition

(Xk)kez est un processus FARIMA(p,d, q) od —0.5 < d < 0.5 et
Xetar Xee1+ -+ apXep=ct+bice—1+ -+ bget—gq

> r(+d)
ou &= &+Z( (Jr(—;+1))§t—j

avec (&) bruit blanc de variance ag, ap, bg non nuls, T(x) = [t le~tdt.

V.

Commentaire : @ Avec P(x) =1+ aix+...+apxP, P(z) # 0 pour |z| <1

e Si0<d<0.5, rx(k) ~ C|k[>*2 pour k — oo : processus longue
mémoire

e Onap(") n_>—7jr>oo p(-) : ACF estime p
S
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Nouvelle écriture des processus

Tous les processus vus dans la section précédente peuvent s'écrire :
Xt = MG(Xt—l,Xt—L s ) St + fb(Xt—17Xt—27 .- )

(&¢) bruit blanc de variance 1, 6 vecteur de paramétres, My et fy fonctions.

Remarque : pour les ARMA, ARMA-GARCH, FARIMA, il faut supposer
que Q(z) #0 pour |z] <1 Q(x) =1+ bix+ ...+ bgx?

Exemples : o Si (X;) AR(p), X =& — a1 Xe—1 — -+ — ap Xe—p
— Mg(Xt_l,...) = 0o¢, fg(Xt_l,. . ) = —a1 Xt—l — = apXt_p

o Si (X;) ARCH(p), X; = & \/wo+al X2+ tapX2,
= My Xt 1,... \/w0+al ~—|—apXt2_p, fg(Xt_l,...)ZO




Nouvelle écriture des processus (2)

Exemples : o Si (X;) MA(1), X; = & + b1&:—1 avec |b1| < 1 alors

ft = Zio:o(_bl)kxt—k = X; = ft + b Ziozo(—bl)kxt—l—k
— Mg(Xt_l, .. ) = O¢, f@(Xt_l, .. ) =b Zi‘;o(—bl)kxt_l_k

e Par extension si (X;) ARMA(p, q), X¢ = &+ > poq ukXe—k quand
Q(x) =1+ bix+ -+ bgx? a ses racines en dehors du disque unité

— M@(thl, .. ) = O¢, fg(thl, .. ) = Zioﬂ ukXt_k
1/2
e Si (X:) GARCH(p, g), on montre que X; = &; (wo +> 2 u,-Xf_,-)

1/2
— Mp(Xea, o) = (wo+ 2 X2 ) f(Xea, o) =0



Estimation par maximum de vraisemblance

Xi = M@(thlyxtf% . )ft + fe(Xt—LXt—z, : )

On veut estimer 6 € RY & partir de (X1,...,X,) trajectoire observée.

Premiére idée : Utiliser le maximum de vraisemblance
@ Requiert la connaissance de la loi de (Xi,..., X))
@ En dehors du cas gaussien, quasiment impossible car dépendance!

o Et les GARCH(p, g) ne sont jamais gaussiens!



Estimation par maximum de vraisemblance (2)

Xt = M&(Xt—l,Xt—b s ) St + fb(Xt—17Xt—27 .- )
Seconde idée : Utiliser le maximum de vraisemblance conditionnel
= On calcule la densité de (X, ..., X,) sachant (Xp, X_1,...).
On obtient alors la vraisemblance conditionnelle :

Lo(X1,. .., Xp) = F(Xn | Xne1, Xn—2,...)
X f(Xn_l | Xn_Q,Xn_3,...) X oo X f(Xl | Xo,X_l,...)

Si (&:) gaussien NV(0,1), Xi est gaussien sachant Xi_1, Xk_2,... dol :

1 1 X — fo (X1, Xk—2s ... )2
f(Xk|Xk717Xk729"‘) ( K 0( k1 ko2 ))) )

1
= exn [ — =
V2r Mo (Xi—1, Xk—2,..-) p( 2 M2 (Xy—1, Xk—2, - -



Estimation par maximum de vraisemblance (3)

On obtient alors la log-vraisemblance conditionnelle :

log (Lo(X1, ..., Xn)) = —% (nlog(27r)+

(Xe — (X1, Xea,. "))2)

n
| /\/]2X_,X_,... +
; og (Mg (Xe—1, Xe—2,...)) M2 (Xe—1, Xe—2,...)

Mais Xy, X_1, ... non observées alors que par exemple pour un MA(1) on a
[o.¢]
fo(Xe—1,...) = bt Z(_bl)kxtflfk

Mo (Xe—1, Xe—2, ... )

{MG Mg(Xt 1,...,X1,0,0,...
fb(Xt—hXt—b---)

! o
fy fe(Xt 1,...,X17070’_”) remplace



Estimation par quasi-maximum de vraisemblance (4)

On obtient alors la quasi-log-vraisemblance conditionnelle :

L)’
|0g (LQ(X]_,..., = —= (Z|Og Ma W)
On définit I'estimateur par quasi-maximum de vraisemblance QMLE :

0, =A log (Lo(X1,..., X,
rgryeagog(e( 1y Xn)

Exemples :
@ Pour un processus AR(p),
n
~ 2
(51, %) N(aﬁ.rg,gzl)%ACRp D (X (@ Xima + o+ 3pXip))
=p+1
@ Pour un processus ARCH(p),
~ o~ 2
0.2, (Zvo axﬁr,garBQACRpﬂ Z Iog wo + ale 1+t apx‘(*P)

=p+1
2
+ X
wo + a1X571 + =4 aPXE

B ————




Convergence de |'estimateur QML

On peut montrer que :

Théoréme

Sous certaines conditions, et E[¢]] < oo mé&me si (&) non gaussien on a

V(0 —0%) £5 Ng(0, F(0°)1G(07)F(6%) D),

n—o0
* ; 92 T
F(07) = limysoo E| 525 log (Lg*(xl,...,xn))]
avec ! ~ —~
G(6*) = limpseoE a%log(Lg*(xl,...,xn Biejlog(Lg*(Xl,.,.,X,,))]

Exemples : Le théoréme est valable pour les processus ARMA, GARCH,
APARCH, FARIMA, ARMA-GARCH,...

o~ ~

Remarque : Avec le Lemme de Slutsky et F(6,) et G(6,) au lieu de F(6*)
et G(0*), on peut obtenir des intervalles de confiances, tests de Wald,...
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Sélection de modéles

Problématique : On suppose (Xi,..., X,) trajectoire observée. Quel
modéle choisir pour modéliser cette trajectoire ?

Exemple : Soit la trajectoire des log-rendements d'un indice financier. Est-il
préférable de la modéliser par un GARCH(1,1) ou par un ARCH(2,0)? Ou
bien un ARMA(3,2)7?

Définition
On considére M une famille de modéles affines causaux et on notera
m € M un modéle, vérifiant, avec §(m) € R?

Xe = Me(m) (Xt—l, X2y ) ft + fb(m) (Xt—laxt—z, ce )

Exemple : M famille des AR(p) pour 0 < p < 10: 6(m) = (ay, ..., alo,ag)
RS



Sélection de modeéles (2)

Définition

Pour une famille de modéles affines causaux M, on peut définir :
o le critére AIC pour ce modéle : AIC(m) = —2 Ly(6(m)) + 2 |m| ;
o le critére BIC pour ce modéle : I§I\C(m) = —2Ln(6(m)) + log(n) |m|

ou |m| est le nombre composantes non nulles de 6(m).

La famille de modéle peut-étre hiérarchique (exemple : AR(p)) ou non
(exemple : ARMA(p, g) ou ARMA(p, g)+GARCH(p', ¢')).

Définition
Pour une famille de modéles affines causaux M, on peut définir :

Maic = AI‘I%Q’IAI/? Zl\C(m) et mgic = Ar,%én/\l/? E\IC(m)




Sélection de modeéles (3)

Théoréme

Soit M famille de taille finie de modéles affines causaux s’il existe un "vrai"
modéle m* € M tel que (X1, -+, X,) trajectoire observée issue de m* et
sous certaines conditions,

IP(ﬁBIC = m*) n—>——|—>oo 1 et P(ITI>k C I‘/T\'lAlc) n—>—+>oo 1 et

VI (On(810)=0(m")) 5 Nimey (0, F(O(m™)) 7 G(0(m")F(O(m*)) ™)

v

Exemples : Le théoréme est valable pour les processus ARMA, GARCH,
APARCH, FARIMA, ARMA-GARCH,...

Remarque : AlIC reste intéressant car minimise les erreurs de prédictions



Test d'adéquation

Problématique : Une fois un modéle mpg;c obtenu pour modéliser
Xi,...,X,) comment s'assurer que ce modéle convient ?

— Test d'adéquation de type portemanteau

Ho : 3Im* € M, tel que (Xi,...,X,) trajectoire de X avec §(m*)

Hy: 3m € M, tel que (Xi,...,X,) trajectoire de X avec §(m)



Test d'adéquation (2)

On définit les résidus pour le modéle m :

é\t(m) = (I\//\’ét\(m))_l (Xt — ?;\t(m)),

Pour K € IN* fixé, vecteur d’autocorrélations des carrés des résidus :
—~ ~ o~ !
p(m) = (Pl(m)> B PK(m)) )

n

o pie(m) = 24 et 5, (m) = L S7 (@2(m) — 1) @4(m) 1)
'yo(m) n t=k+1

Théoréme
Sous certaines hypothéses, il existe une matrice V(6(m*))

J/n p(igic) éé Nk (0, V(0(m*))).




Test d'adéquation (3)

On en déduit la statistique de test :

Qi (Mpic) == n'p(Mpic) V™ p(mgic)

V=Ik+ Ta )z Ik F(0(gic))~ ( (0(mgic))F(O(Mpic))~t + (Fa — 1)IK>tj;<
ol 7 dlog (M5 )
= 15007 (€ (mmc) — 1) —_— )1<,-<K,,-’ fia = 1 0 & (Mpic)

Théoréme

Sous I'hypothése Hy et sous certaines conditions, @K(rﬁglc) £, X2(K).
n—o0

Remarque : e Le test est utilisable pour les processus ARMA, GARCH,
APARCH, FARIMA, ARMA-GARCH, ...

e Pour un ARMA, @K(ﬁvglc) peut &tre remplacé par n Hﬁ(ﬁ”'BlC)Hz
e Pour un GARCH, V ~ [« — %JAK (@(g(ﬁBIC)))—lth
RS
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Prédiction a partir d'un modéle

On suppose observée (Xi,..., Xn).

Objectif : On veut prédire X, p, soit )?,,Jrh (h horizon)

Méthode 1 : On suppose que X; = a(t) + s(t) + u; pour t € Z et :
@ On a obtenu a,(t) et s,(t) a partir de (Xi,...,X;,)

@ Pour Uy = X; — 3,(t) — Sp(t) on a obtenu et validé un modéle

U = Mg(ut—la ut_g,...,ul,O,...)& + %(ut_l,ut_z,...,ul,o,...



Prédiction a partir d'un modele (2)

Procédure : On veut écrire )A(,,Jrh = g(Xi,...,X,) et on cherche

g = Arg min E[(Xo1h — g(X1, -, Xn))’]
gell

— Xoih = E[Xosn | (X1, .., Xn)]

— Xpih = @a(t + h) + Sa(t + h) + E[Gpyn | (15 -, Un)]



Prédiction a partir d'un modele (3)

Exemples : On veut calculer E[Unyp | (T1, ..., Un)]
© Si (U:) AR(1) causal Uy = @ Uy—1 + & d'od
> Xoy1 = E[@ Ty + &np1 | (G0, .., 00)] = @
> n+ E[&Q an‘f'afn—i-l +§n+2 I (ﬁl,...,ﬁn)] :a2a\n
> Xorh = E[@" G, + 0, &M €ayi | (Tn,- .., 0n)] = A" G,

@ Si (Ur) MA(1) inversible Uy = & + @ &;—1, soit
Go= &~ > (-a) e
k=1
n—1

n—1
> Apt1 = E[€n+1 - Z(_a)k_H Zl\n—k | (171; ) ﬁn)] = - Z(_a)k+l Z’\n—k
k=0

k=0
> Xn+h = IEI:é-n*‘rh + afrH,h,]_ | (Zl\]_, ey ﬁn)] =0 pour h Z 2

© Si (4:) GARCH(p, q) alors Gy = 5+ & d'ol Xpyp =0si h> 1



Prédiction sans modéle

Méthode 2 : On détermine )A(,,Jrh sans modéliser (Xi,...,X,)
= Influence décroissante (exponentielle) aux données lointaines
= Filtrage exponentiel, moindres carrés pondérés

O Filtrage simple de Holt- Winters simple : si B, € [0, 1], on cherche :
)?,,Jr =3y = Argmln ZB — ah)

X1

— G =I5 ) I




Prédiction sans modéle (2)

@ Filtrage de Holt-Winters double : pour 3;, € [0, 1], on cherche :

n—1

v ~ N N ~ T . n—j . 2
Xoen=3h(n-+h)+by ou (3 by)" = Argmin z; Ba ! (Xj — (anj + bn))
p=

X 11
— Gy = (I ) QB | 0 |avee J=
Xn 1 n

© Possibilité d’extension avec saisonnalité s :
T

Xpsh = 3n(n+ h) + by, + Zsk loyh=k on
k=1

n—1 T
~ » ) 2
(@h, b, 51,...,57)" = Arg  min R;ﬁ; ! (XJ'_(ahJ‘i‘bh)_kZ;Sk 'j:k)

ap;bp,s1,...,5TE



Prédiction sans modéle (3)

Probléme : Comment choisir 8,7

Utilisation d’une validation croisée particuliére :
@ Pour m grand, on choisit une grille B, = {0,1/m,2/m,... 1} pour By
@ Pour M grand, et n— M <t < n— h, pour chaque 3 choisi,

== )A(Hh(ﬂh) calculé a partir de (Xi,...,X})

@ On choisit Bh = Argming,cB, D ten_m (Xt+h — Xt+h(5h))

Remarque : 8, — 1 méme poids pour tous, 5, — 0 derniére valeur
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