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Un autre exemple : étiages du Nil
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Un autre autre exemple
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Séries chronologiques

On s'intéresse à n valeurs observées en des temps régulièrement espacés

=⇒ On essaie de décrire la série, de la modéliser

=⇒ On pourra en déduire des estimations, des tests

=⇒ On pourra e�ectuer des prédictions

Remarque : Dans ce cours, on ne considère pas :

Des phénomènes observés en temps continu ou irréguliers ;

Des variables exogènes pouvant in�uer sur le phénonmène ;

Des phénomènes multidimensionnels.
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Plan du cours
1 Dé�nitions et premières propriétés

Séries chronologiques
Stationnarité
Première analyse statistique de la dépendance

2 Tendances et saisonnalités
Dé�nition et propriétés
Estimation semi-paramétrique de la tendance et de la saisonnalité
Estimation non-paramétrique de la tendance et de la saisonnalité

3 Exemples de modèles de séries stationnaires
Processus ARMA
Processus GARCH
Autres exemples de séries temporelles

4 Estimation, sélection de modèle, test et prédiction
Estimation semi-paramétrique
Sélection de modèles et test d'adéquation
Prédiction
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Séries chronologiques

Dans toute la suite, on considérera n valeurs réelles observées en des temps
régulièrement espacés

=⇒ Modélisées par (X1, . . . ,Xn) où Xi variables aléatoires

(plus exactement par (X1(ω), . . . ,Xn(ω)) pour une trajectoire...)

Remarque : On ne peut plus espérer en général que (Xi ) v.a.i.i.d.

Le phénomène observé évolue en général au �l du temps ;

Une donnée et sa suivante sont rarement indépendantes.
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Séries chronologiques

Dé�nition

Soit (Ω,A,P) un espace de probabilité.

X = (Xt , t ∈ Z) série chronologique si pour tout t ∈ Z, Xt v.a. sur
(Ω,A) à valeurs dans IR.

Pour ω ∈ Ω, {Xt(ω), 1 ≤ t ≤ n} appelé une trajectoire de la série.

Exemples : (Xt) peut être par exemple :

1 une fonction réelle (pas d'aléa) ;

2 une suite de v.a.i.i.d ;

3 une marche aléatoire (Xt = Y1 + . . .+ Yt où (Yt) v.a.i.i.d. centrées) ;

4 une chaîne de Markov (IP(Xt = x | Xt−1 = y) dé�ni la série).
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Séries chronologiques

Dé�nition

Soit (Xt)t∈Z série chronologique telle que IE
[
X 2
t

]
<∞ pour tout t ∈ Z

Pour (s, t) ∈ Z2, on appelle :

fonction espérance : m(t) = IE
[
Xt

]
;

fonction variance : σ2(t) = IE
[
X 2
t

]
−m2(t) = IE

[
(Xt −m(t))2

]
;

fonction covariance :
γ(s, t) = IE

[
XsXt

]
−m(s)m(t) = IE

[
(Xs −m(s))(Xt −m(t))

]
;

fonction corrélation : ρ(s, t) = γ(s,t)
σ(s)σ(t) et |ρ(s, t)| ≤ 1.

Exemples : Si (Xt) est :

1 une fonction réelle : m(t) = Xt , σ
2(t) = 0, γ(s, t) = r(s, t) = 0

2 une suite de v.a.i.i.d. : m(t) = m, σ2(t) = σ2, γ(s, t) = r(s, t) = 0
3 une marche aléatoire : m(t) = 0, σ2(t) = σ2 t, γ(s, t) = σ2 min(s , t).
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Séries chronologiques

Dé�nition

Une série (Xt)t∈Z est gaussienne si
∑n

i=1 αi Xti est une variable gaussienne
pour tout n ∈ IN∗, (t1, . . . , tn) ∈ Zn, (α1, . . . , αn) ∈ IRn.

Propriété

Pour une série chronologique (Xt)t∈Z gaussienne :
(γ(s, t) = 0, pour tout s, t) ⇐⇒ ((Xt) indépendantes ).

Dé�nition

Un bruit blanc est une suite v.a.i.i.d. centrées.

Un bruit blanc gaussien est une suite de v.a.i.i.d. gaussiennes centrées.
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Plan du cours
1 Dé�nitions et premières propriétés

Séries chronologiques
Stationnarité
Première analyse statistique de la dépendance

2 Tendances et saisonnalités
Dé�nition et propriétés
Estimation semi-paramétrique de la tendance et de la saisonnalité
Estimation non-paramétrique de la tendance et de la saisonnalité

3 Exemples de modèles de séries stationnaires
Processus ARMA
Processus GARCH
Autres exemples de séries temporelles

4 Estimation, sélection de modèle, test et prédiction
Estimation semi-paramétrique
Sélection de modèles et test d'adéquation
Prédiction

Cours d'Econométrie des séries chronologiques 12 / 86



Stationnarité

Dé�nition

Une série chronologique (Xt)t∈Z est (strictement) stationnaire lorsque
∀n ∈ IN∗, ∀(t1, . . . , tn) ∈ Zn, ∀c ∈ Z,

(Xt1 , . . . ,Xtn)
L∼ (Xt1+c , · · · ,Xtn+c).

=⇒ Si (Xt) stationnaire, (Xt) suite identiquement distribuée

Propriété

Si (Xt) stationnaire

les fonctions m(t) = IE[Xt ] et σ
2(t) = var(Xt) sont constantes

γ(s, t) = cov(Xs ,Xt) = r(|t − s|) et ρ(s, t) = Cor(Xs ,Xt) = r(|t−s|)
r(0) .

Exemple : (Xk) suite de v.a.i.i.d. est stationnaire.
Cours d'Econométrie des séries chronologiques 13 / 86



Stationnarité

Dé�nition

On dit que (Xt)t∈Z série stationnaire d'ordre 2 lorsque :

1 son espérance m(t) est constante ;

2 sa covariance γ(s, t) = cov(Xs ,Xt) est une fonction de |t − s|.

Conséquence : Si m(t) non constante, alors (Xt) admet une tendance
et/ou une saisonnalité et est non stationnaire.

Propriété

(Stationnarité =⇒ Stationnarité d'ordre 2), mais réciproque fausse.

Si (Xt) série gaussienne, (Stationnarité ⇐⇒ Stationnarité d'ordre 2).
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Plan du cours
1 Dé�nitions et premières propriétés

Séries chronologiques
Stationnarité
Première analyse statistique de la dépendance

2 Tendances et saisonnalités
Dé�nition et propriétés
Estimation semi-paramétrique de la tendance et de la saisonnalité
Estimation non-paramétrique de la tendance et de la saisonnalité

3 Exemples de modèles de séries stationnaires
Processus ARMA
Processus GARCH
Autres exemples de séries temporelles

4 Estimation, sélection de modèle, test et prédiction
Estimation semi-paramétrique
Sélection de modèles et test d'adéquation
Prédiction
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Autocorrélation

Dé�nition

Soit (Xk)k∈ZZ série chronologique du second ordre stationnaire.

r(k) = cov(X0,Xk) pour k ∈ ZZ autocovariance de X , r(0) variance.

ρ(k) = r(k)/r(0) autocorrélation de X et −1 ≤ ρ(k) ≤ 1, k ∈ ZZ.

Conséquence : Si ρ(k) 6= 0 pour un k 6= 0 alors (Xk) suite de v.a. non
indépendantes.

Si (X1, . . . ,Xn) trajectoire observée, comment estimer r(k) et ρ(k) ?
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Moments empiriques

Dé�nition

Si (X1, . . . ,Xn) trajectoire observée de (Xt) série chronologique

La moyenne empirique X n =
1

n

n∑
i=1

Xi ;

La variance empirique σ2n =
1

n − 1

n∑
i=1

(
Xi − X n

)2
;

Autre estimateur (biaisé) : σ̂2n =
1

n

n∑
i=1

X 2
i −

(
X n

)2
;

L'autocovariance empirique r̂(k) =
1

n

n−|k|∑
i=1

(
Xi − X n

)(
Xi+k − X n

)
;

L'autocorrélation empirique (correlogram) ρ̂(k) =
r̂(k)

r̂(0)
=

r̂(k)

σ̂2n
;
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Convergence pour une suite de v.a.i.i.d.

Propriété

Si (Xk)k∈Z est une suite de v.a.i.i.d. avec IE[X 2
0 ] <∞,

1 X n
P−→

n→+∞
m = IE[X0] et σ2n ou σ̂2n

P−→
n→+∞

σ2 = var(X0) ;

2 r̂(0) = σ̂2n
P−→

n→+∞
σ2 et r̂(k)

P−→
n→+∞

0 pour tout k 6= 0 ;

3 ρ̂(0) = 1 et ρ̂(k)
P−→

n→+∞
0 pour tout k 6= 0.

Attention !

• Si (Xk) série stationnaire avec v.a. non indépendantes, les convergences
peuvent être vraies ... ou fausses (exemple Xk = X0 pour tout k) !

• Si (Xk) série non stationnaire, les convergences peuvent être vraies ... ou
fausses, même si indépendance !
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Vers un test de "blancheur"

ACF intéressant pour visualiser une dépendance mais di�cile de conclure.

Dé�nition

Un bruit blanc (fort) est une suite de v.a.i.i.d. centrées.

Un bruit blanc faible est une suite de v.a.i.d. centrées non corrélées.

On va tester si (Xk) est un bruit blanc (ou même une suite de v.a.i.i.d.)

Théorème

Soit X = (Xt)t∈Z suite de v.a.i.i.d. de variance 0 < σ2X <∞. Pour Kmax �xé,

√
n
(
r̂X (k)

)
1≤k≤Kmax

L−→
n→∞

NKmax

(
0 , σ4X IKmax

)
=⇒

√
n
(
ρ̂X (k)

)
1≤k≤Kmax

L−→
n→∞

NKmax

(
0 , IKmax

)
.
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Test portemanteau

Théorème

Soit X = (Xt)t∈Z série stationnaire du second ordre. On désire tester :{ H0 : (Xt) forme une suite de variables indépendantes
H1 : (Xt) ne forme pas une suite de variables indépendantes

.

On dé�nit deux statistique de test :

La statistique de Box-Pierce : T̂BP = n
Kmax∑
k=1

ρ̂2X (k) ;

La statistique de Ljung-Box : T̂LB = n(n + 2)
Kmax∑
k=1

ρ̂2X (k)

n − k
.

Dans les deux cas, on a
T̂BP

T̂LB

L−→
n→∞

χ2Kmax
.
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Test portemanteau

Choix de Kmax :

Théoriquement il faut Kmax = o
(√

n
)
.

Empiriquement, on utilisera Kmax = 5 si n ordre de la centaine,
Kmax = 10 pour ordre du millier

Attention ! Si une tendance ou saisonnalité est présente, aucune conclusion
n'est possible !

=⇒ On commence par estimer et retirer une éventuelle tendance ou
saisonnalité
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Séries non stationnaires

1966 1967 1968 1969 1970 1971 1972 1973 1974 1975
40

60

80

100

120

140

160

180

200

220

240
Nombre de déménagements mensuels à Londres entre 1966 et 1975 effectués par firme

Année

=⇒ On commence par estimer et retirer tendance ou saisonnalité
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Plan du cours
1 Dé�nitions et premières propriétés

Séries chronologiques
Stationnarité
Première analyse statistique de la dépendance

2 Tendances et saisonnalités
Dé�nition et propriétés
Estimation semi-paramétrique de la tendance et de la saisonnalité
Estimation non-paramétrique de la tendance et de la saisonnalité

3 Exemples de modèles de séries stationnaires
Processus ARMA
Processus GARCH
Autres exemples de séries temporelles

4 Estimation, sélection de modèle, test et prédiction
Estimation semi-paramétrique
Sélection de modèles et test d'adéquation
Prédiction
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Dé�nition

Une série temporelle X = (Xt)t∈Z peut toujours s'écrire sous la forme

Xt = a(t) + s(t) + ut , pour t ∈ Z,

t 7→ a(t) et t 7→ s(t) fonctions déterministes avec IE[Xt ] = a(t) + s(t), et

1 t 7→ s(t) fonction périodique de période r > 0 telle que
r∑

i=1

s(i) = 0,

alors, si s non nulle, s est la saisonnalité de X ,

2 si t 7→ a(t) est non nulle, a est la tendance de X ,

3 u = (ut)t tel que IE[Xt ] = 0, bruit de X .

Exemple

Tendance polynômiale : a(t) = a0 + a1t + · · ·+ akt
k , saisonnalité annuelle :

s(t) =
∑12

i=1 si IIt=i [12] ou s(t) = α sin(2πt/12) + β cos(2πt/12),...
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Dé�nitions (encore)

Propriété

• Si (Xt) série avec a(t) non constante ou s 6= 0, alors (Xt) non stationnaire.
• Décomposition non unique : Xt =a(t)+s(t)+ut =

(
a(t)−s(t)

)
+2s(t)+ut .

Dé�nition

(Xt)t série avec tendance a(t) et/ou saisonnalité s(t). On appelle :

(Xt − a(t))t ou (Xt − â(t))t , où â(t) estimateur de a(t), série
détendancialisée.

(Xt − s(t))t ou (Xt − ŝ(t))t , où ŝ(t) estimateur de s(t) série
désaisonnalisée ou corrigée des variations saisonnières.

a et s : tendances additives. Autre type de tendance :

Dé�nition

(Xt)t possède une tendance multiplicative si Xt − IE[Xt ] = u(t) où
(ut)t∈Z bruit de variance σ(·) non constante.
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Estimation de la tendance et de la saisonnalité

Soit (X1, . . . ,Xn) trajectoire observée de (Xt)t .

=⇒ Estimation de a(·) et/ou s(·)

=⇒ A partir de (ût)1≤t≤n = (Xt − â(t)− ŝ(t))1≤t≤n, étude du bruit

=⇒ Utilisation de â(t), ŝ(t) et (ût) pour prédire
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Plan du cours
1 Dé�nitions et premières propriétés

Séries chronologiques
Stationnarité
Première analyse statistique de la dépendance

2 Tendances et saisonnalités
Dé�nition et propriétés
Estimation semi-paramétrique de la tendance et de la saisonnalité
Estimation non-paramétrique de la tendance et de la saisonnalité

3 Exemples de modèles de séries stationnaires
Processus ARMA
Processus GARCH
Autres exemples de séries temporelles

4 Estimation, sélection de modèle, test et prédiction
Estimation semi-paramétrique
Sélection de modèles et test d'adéquation
Prédiction
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Première méthode : estimation semi-paramétrique

Dé�nition

On peut toujours écrire s(t) de période T sous la forme :

s(t) =
T∑
i=1

si IIt=i [T ] avec
T∑
i=1

si = 0.

=⇒ s(t) =
∑T−1

i=1 si
(
IIt=i [T ] − IIt=T [T ]

)
combinaison linéaire

Propriété

Si Xt = a + s(t) + ut pour t ∈ {1, . . . , nT} (tendance constante), par
régression par moindres carrés :

ŝi =
1

n

n∑
k=1

Xi+(k−1)T −
1

nT

nT∑
k=1

Xk pour i = 1, . . . ,T

Interprétation : la saisonnalité estimée de janvier est la moyenne des mois de
janvier moins la moyenne globale
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Première méthode : estimation semi-paramétrique (2)

On fait la supposition que a(t) = a0 + a1 g1(t) + · · ·+ ap gp(t) pour t ∈ Z.

Exemple

1 a(t) = a0 + a1 t : tendance linéaire

2 a(t) = a0 + a1 t + · · ·+ ap t
p : tendance polynomiale

3 a(t) =

p∑
k=0

ak cos
(
2π

kt

n

)
+

p∑
k=1

bk sin
(
2π

kt

n

)
: tendance trigonométrique

=⇒ Régression linéaire par moindres carrés !

Propriété

Si Xt = a(t) + ut , avec Z =
[
1 G1 · · · Gp

]
où Gi = t

(
gi (1), . . . , gi (n)

)
, on

a : t
(
â0, . . . , âp

)
=
(
tZ Z

)−1 tZ t
(
X1, . . . ,Xn

)
.

=⇒ Estimation de la tendance : â(t) = â0 + â1 g1(t) + · · ·+ âp gp(t)
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Première méthode : estimation semi-paramétrique (3)

Estimation conjointe de la tendance et de la saisonnalité : on suppose que

Xt =
(
a0 + a1 g1(t) + · · ·+ ap gp(t)

)
+
(
s1 h1(t) + · · ·+ sT−1 hT−1(t)

)
+ ut

où hi (t) = IIt=i [T ] − IIt=T [T ] pour t ∈ Z.

Propriété

Avec Z =
[
1 G1 · · · Gp H1 · · · HT−1

]
où
{ Gi = t

(
gi (1), . . . , gi (n)

)
Hi = t

(
hi (1), . . . , hi (n)

) ,

on a : t
(
â0, . . . , âp, s1, . . . , sT−1

)
=
(
tZ Z

)−1 tZ t
(
X1, . . . ,Xn

)
.

Conséquence :

• Estimation de la tendance : â(t) = â0 + â1 g1(t) + · · ·+ âp gp(t)
• Estimation de la saisonnalité : ŝ(t) = ŝ1 h1(t) + · · ·+ ŝT−1 hT−1(t)
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Première méthode : estimation semi-paramétrique (4)

Détermination de p

Exemple

Typiquement le degré d'une régression polynomiale...

Remarque : Non nécessaire pour la saisonnalité, sauf écrite en cos et sin

=⇒ On utilise le critère BIC

BIC (p) =
n∑

i=1

(
Xt− â0− â1 g1(t)−· · ·− âp gp(t)− ŝ(t)

)2
+(p+T +1) ln(n)

=⇒ p̂ = arg min
0≤p≤pmax

BIC (p)
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Première méthode : estimation semi-paramétrique (5)

Quelques résultats théoriques

Propriété

On suppose que l'on a

Xt =
(
a0 + a1 g1(t) + · · ·+ ap gp(t)

)
+
(
s1 h1(t) + · · ·+ sT−1 hT−1(t)

)
+ ut

et Z =
[
1 G1 · · · Gp H1 · · · HT−1

]
.

Si (ut) bruit blanc et si max
1≤i≤n

(
Z
(
tZ Z

)−1 tZ
)
ii
−→

n→+∞
0, alors

σ̂
(
tZ Z

) (
t(â0, . . . , sT−1)− (a0, . . . , sT−1)

) L−→
n→∞

N (0, 1)

et p̂
P−→

n→+∞
p.

Remarque : Vrai pour tendance polynomiale, trigonométrique,...
A adapter si (ut) n'est pas un bruit blanc,...
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Plan du cours
1 Dé�nitions et premières propriétés

Séries chronologiques
Stationnarité
Première analyse statistique de la dépendance

2 Tendances et saisonnalités
Dé�nition et propriétés
Estimation semi-paramétrique de la tendance et de la saisonnalité
Estimation non-paramétrique de la tendance et de la saisonnalité

3 Exemples de modèles de séries stationnaires
Processus ARMA
Processus GARCH
Autres exemples de séries temporelles

4 Estimation, sélection de modèle, test et prédiction
Estimation semi-paramétrique
Sélection de modèles et test d'adéquation
Prédiction
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Semi-paramétrique =⇒ non-paramétrique

Semi-paramétrique :

On �xe un modèle à l'avance dépendant de paramètres pour la
tendance ;

La saisonnalité peut être estimée dans toute sa généralité.

Non-paramétrique :

Pas de modèle �xé pour la tendance, mais sa "régularité" à choisir ;

La "régularité" de la saisonnalité peut aussi être choisie.
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Moyennes mobiles

Dé�nition

Soit (Xt) une série temporelle.
Pour m ∈ IN∗, l'estimation par moyenne mobile de la tendance de X est :{

âm(t) = 1
m

∑[m/2]
i=−[m/2] Xt+i si m impair

âm(t) = 1
2m

(
Xt−m + Xt+m

)
+ 1

m

∑m/2−1
i=−m/2+1 Xt+i si m pair

Propriété

Soit Xt = a(t) + εt série avec tendance et (εt) bruit blanc. Alors

var
(
âm(t)

)
=
σ2ε
m

ou
(m − 1/2)

m2
σ2ε

=⇒ si a varie peu, âm(t) ' a(t) et var
(
âm(t)

)
→ 0 quand m grand
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Moyennes mobiles (2)

Rappel : pour s saisonnalité de période T ,
∑k+T−1

i=k s(i) = 0.

=⇒ Moyenne mobile de s sur une (ou plusieurs) période(s) s'annule.

=⇒ Si Xt = a(t) + s(t) + ut , procédure d'estimation :

1 On estime a(t) par âm(t) avec m = k T sur (Xt)t ;

2 On estime s(t) avec ŝ(t) par LSE sur (Xt − âm(t))t ;

3 On estime a(t) par âm(t) avec m = k T sur (Xt − ŝ(t))t .

=⇒ Choix de k ?
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Procédure de validation croisée

Soit (Xt) série temporelle et (X1, . . . ,Xn) trajectoire observée
Ŝh stat. non-paramétrique de (X1, . . . ,Xn) dépendant de h > 0. Choix de h ?

Remarque : Séries temporelles : pas d'utilisation bases apprentissage/test

Dé�nition

Procédure de validation croisée (cross-validation) :

1 On dé�nit une grille {h1, . . . , hm} de valeurs de h ;

2 Pour h et i = 1, . . . , n, calcul Ŝ
(i)
h sur (X1, . . . ,Xi−1,Xi+1, . . . ,Xn)

3 Pour chaque h, calcul de ŜCR(h) =
∑n

i=1

(
Xi − Ŝ

(i)
h )2

4 On choisit ĥ = argmin
h∈{h1,...,hm}

{
ŜCR(h)

}
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Estimateur par noyau de la tendance

Dé�nition

On appelle noyau K : IR→ IR fonction telle que
∫

IR K (t)dt = 1 et K (0) > 0.

Exemple : K1(x) = IIx∈[− 1

2
, 1
2

], K2(x) = e−
x2

2√
2π

, K3(x) = 3
4(1− x2)IIx∈[−1,1]

Moyenne mobile : Pour 0 < h < 1, ânh(t) '
∑n

j=1
XjK1

(
t−j
nh

)
∑n

j=1
K1

(
t−j
nh

)
=⇒ On remplace K1 par un autre noyau K

âkern,h(t) =

∑n
j=1 XjK

( t−j
nh

)∑n
j=1 K

( t−j
nh

)
=⇒ Avec K2 ou K3, donne plus de poids aux valeurs proches de Xt

Remarque : Choix de h par validation croisée !
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Estimateur par lissage local de la tendance

Autre estimateur non-paramétrique possible :

â
(0)
β (t) =

∑n
i=1Wβ(|t − i |)Xi∑n
i=1Wβ(|t − i |)

,

Wβ fonction "poids" (à valeurs dans [0,∞[ et décroissants), par exemple :

Poids exponentiels : Wβ(x) = βx et β ∈ [0, 1] (si β = 1, âβ(t) = X n) ;

Poids tricubes : Wβ(x) =
(
1−
( x

βn

)3)3
IIx≤βn et β ∈ [0, 1], βn fenêtre.

=⇒ estimateur LOESS (LOcally Estimated Scatterplot Smoothing).

=⇒ Extension à une régression pondérée de degré 1 ou 2.

Remarque : Choix de β par validation croisée !
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LOESS de degré d

Extension à un modèle de régression locale de degré d :

Z t
d =

 1 t − 1 · · · (t − 1)d

1 t − 2 · · · (t − 2)d

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 t − n · · · (t − n)d

 W t
β =

 Wβ (|t − 1|) 0 · · · 0

0 Wβ (|t − 2|) · · · 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 · · · Wβ (|t − n|)



=⇒ â
(d)
β (t) =

(
(Z t

d)> ×W t
β × Z t

d

)−1
(Z t

d)> ×W t
β ×


X1

X2
...
Xn


=⇒ Moindres carrés pondérés : LOESS de degré d

Remarque : On retrouve â
(0)
β (t) avec d = 0
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Conclusions estimation de la tendance et de la saisonnalité

Pour prédire dans le cas linéaire : estimation semi-paramétrique ;

Estimation semi-paramétrique + BIC pour polynômes trigonométriques ;

En général, démarche par moyenne mobile ân(k T ) pour estimer a et s
I Garder ŝ pour prédire ;
I Prédire la tendance par �ltrage Holt-Winter ;
I Utiliser un modèle pour la partie bruit.
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Position du problème

Soit (X1, . . . ,Xn) une trajectoire observée de (Xt)t∈Z.

Si (Xt) ne possède ni tendance et saisonnalité

=⇒ On veut directement un modèle pour (Xt)

Si (Xt) possède une tendance et/ou saisonnalité additive ;

=⇒ On obtient â(·) et ŝ(·)
=⇒ On cherche un modèle pour (û(t))t∈Z où

û(t) = Xt − â(t)− ŝ(t)

Un modèle pour quoi faire ?

=⇒ Pour améliorer la prédiction, évaluer un risque...
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Processus ARMA

Dé�nition (Yule, 1921 et Slutsky, 1927)

Un processus ARMA(p, q) où (p, q) ∈ IN2 est une série (Xt)t∈Z
stationnaire telle que pour t ∈ Z :

Xt + a1 Xt−1 + · · ·+ ap Xt−p = εt + b1 εt−1 + · · ·+ bq εt−q

où :

(εt) bruit blanc de variance σ2ε ;

(a1, . . . , ap, b1, . . . , bq) ∈ IRp+q avec ap 6= 0 et bq 6= 0.

Cas particuliers :

Si q = 0, un ARMA(p, q) est un AR(p) (Auto-Regressive) ;

Si p = 0, un ARMA(p, q) est un MA(q) (Moving Average) ;
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Une trajectoire de processus ARMA(1, 1)
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Une trajectoire d"un processus ARMA(1,1)
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Processus ARMA : deux exemples

1 Soit le processus AR(1) avec Xt = αXt−1 + εt et |α| < 1. Alors :

Xt = α (αXt−2 + εt−1) + εt

= α2 Xt−2 + α εt−1 + εt

= α2 (αXt−3 + εt−2) + α εt−1 + εt

= α3 Xt−3 + α2 εt−2 + α εt−1 + εt

...
...

...
...

=
∞∑
k=0

αk εt−k (existe car |α| < 1)

2 Soit le processus AR(1) avec Xt = αXt−1 + εt et |α| > 1. Alors :

Xt = α−1 Xt+1 − α−1 εt+1

= α−1 (α−1 Xt+2 − α−1 εt+2)− α−1 εt+1

= α−2 Xt+2 − α−2 εt+2 − α−1 εt+1

...
...

...
...

= −
∞∑
k=1

(
α−1

)k
εt+k (existe car |α−1| < 1)
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Processus ARMA : condition de stationnarité

Proposition

Soit (Xt)t∈Z dé�ni pour t ∈ Z par

Xt + a1 Xt−1 + · · ·+ ap Xt−p = εt + b1 εt−1 + · · ·+ bq εt−q

Soit le polynôme P(x) = 1 + a1 x + · · ·+ ap x
p.

Alors (Xt) est un processus ARMA(p, q) si les racines de P ne sont pas sur
le cercle unité, soit P(z) 6= 0 pour tout |z | = 1

Cas considéré : On ne considérera désormais que le cas causal :

Racines de P en dehors du disque unité, soit P(z) 6= 0 pour tout |z | ≤ 1

=⇒ Xt =
∑∞

k=0 αk εt−k dépend linéairement des valeurs passés de ε
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Propriétés des processus ARMA

Proposition

Soit le processus ARMA(p, q) causal (Xt)t∈Z dé�ni pour t ∈ Z par

Xt + a1 Xt−1 + · · ·+ ap Xt−p = εt + b1 εt−1 + · · ·+ bq εt−q

Alors :

1 Xt =
∑∞

k=0 αj εt−j et ∃ 0 ≤ ρ < 1, c ≥ 0, |αj | ≤ c ρj pour tout j ≥ 0 ;

2 rX (k) = cov(X0,Xk) : ∃0 ≤ ρ′ < 1, c ′ ≥ 0, |rX (k)| ≤ c ′ ρ
′k ∀k ≥ 0 ;

Cas particulier : Si (Xt) est un processus MA(q),
1 αj = bj pour j = 1, . . . , q, et αj = 0 si j ≥ q + 1 ;
2 rX (k) = 0 pour k ≥ q + 1 et avec b0 = 1, pour 0 ≤ k ≤ q,

rX (k) = cov
( q∑
j=0

bjε−j ,

q∑
`=0

b`εk−`
)

=

q∑
j=0

q∑
`=0

bjb`IE[ε−jεk−`] = σ2ε

q−k∑
j=0

bjbj+k
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Propriétés des processus ARMA (2)

Propriété

Soit le processus ARMA(p, q) causal (Xt)t∈Z dé�ni pour t ∈ Z par

Xt + a1 Xt−1 + · · ·+ ap Xt−p = ω0 + εt + b1 εt−1 + · · ·+ bq εt−q

Alors :

1 Si ω0 = 0, on a IE(Xt) = 0 ;

2 Si ω 6= 0, alors (X ′t) tel que X ′t = Xt − ω0
1+a1+···+ap

véri�e

X ′t + a1 X
′
t−1 + · · ·+ ap X

′
t−p = εt + b1 εt−1 + · · ·+ bq εt−q

=⇒ IE(Xt) =
ω0

1 + a1 + · · ·+ ap
: ARMA(p, q) décentré

Propriété

Un processus ARMA(p, q) causal de bruit blanc (εt) gaussien est gaussien.
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Processus ARMA : corrélogramme

Proposition

Soit (Xt)t∈Z un processus ARMA(p, q) stationnaire causal. Soit ρ(·) son
autocorrélation et ρ̂(·) son autocorrélation empirique calculée sur
(X1, . . . ,Xn). Alors :

ρ̂(k)
P−→

n→+∞
ρ(k) pour tout k ∈ IN

Conséquence : l'ACF converge vers les autocorrélations théoriques
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Processus GARCH

Dé�nition (Engle, 1982 et Bollersev, 1986 )

Un processus GARCH(p, q) où (p, q) ∈ IN2 est une série (Xt)t∈Z
stationnaire telle que pour t ∈ Z :
Xt = εt σt et σ2t = ω0 + a1 X

2
t−1 + · · ·+ ap X

2
t−p +b1 σ

2
t−1 + · · ·+bq σ

2
t−q

où :

(εt) bruit blanc de variance 1 ;

ω0 > 0, (a1, . . . , ap, b1, . . . , bq) ∈ [0,∞)p+q avec ap 6= 0 et bq 6= 0.

Cas particulier :

Si q = 0, un GARCH(p, q) est un ARCH(p) (Conditionnaly
Heteroskedastic Auto-Regressive) ;
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Trajectoire d'un processus GARCH(1, 1)
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Trajectoire Log-rendement SP500 d'octobre 1990 à octobre
2020
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Trajectoire Log-rendement SP500 09/2012 -> 09/2016
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Trajectoire d'un processus GARCH(1, 1)
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Conditions de stationnarité d'un processus GARCH

Propriété

Un processus GARCH(p, q) est stationnaire d'ordre 2 si et seulement si
p∑

i=1

ai +

q∑
j=1

bj < 1.

De ceci, on peut déduire les propriétés suivantes :

Propriété

Soit X = (Xk)k∈Z un processus GARCH(p, q) stationnaire d'ordre 2. Alors

1 IE[Xt ] = 0, var(Xt) = σ2ε
1−
∑p

i=1
ai−
∑q

j=1
bj

et cov(X0,Xk) = 0 si k 6= 0.

2 IE[Xt |Xt−1,Xt−2, . . .] = 0 et var(Xt |Xt−1,Xt−2, . . .) = σ2t 6= Cte :
Conditionnellement Hétéroscédastique
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Propriétés d'un processus GARCH

Propriété

Soit X = (Xk)k∈Z un processus GARCH(p, q) stationnaire d'ordre 2 tel que
IE(ε4) <∞. Alors Y = (X 2

k )k∈Z est un processus ARMA(max(p, q), p)
faible non centré.

Démonstration.
On considère vt = X 2

t − σ2t = (ε2t − 1)σ2t . La série (vt) est un bruit blanc faible car (vt) est
stationnaire, IE(vt) = 0 et pour t > 0, cov(v0, vt) = cov((ε2

0
− 1)σ2

0
(ε2t − 1)σ2t ) = 0 car (ε2t − 1)

est indépendant des 3 autres termes et d'espérance nulle. De plus, on montre que
X 2
t = vt + (a0 +

∑p
i=1

aiX
2

t−i ) +
∑q

j=1
bj (X

2

t−j − vt−j ) =

a0 +
∑p

i=1
aiX

2

t−i +
∑q

j=1
bj (X

2

t−j + vt −
∑q

j=1
vt−j ), d'où (X 2

t ) ARMA faible non centré.

Conséquences : • Processus GARCH : bruit blanc faible mais pas fort

• Un processus GARCH ne peut jamais être un processus gaussien
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Processus ARMA-GARCH [Ding, Granger et Engle, 1993]

Dé�nition

(Xk)k∈Z est un processus ARMA(p, q)-GARCH(p′, q′) si

Xt + a1 Xt−1 + · · ·+ ap Xt−p = εt + b1 εt−1 + · · ·+ bq εt−q

où εt = ξt σt et σ2t = ω0+c1 ε
2
t−1+· · ·+cp′ ε

2
t−p′+d1 σ

2
t−1+· · ·+dq′ σ

2
t−q′

avec (ξt) un bruit blanc de variance 1, ω0 > 0, ap, bq, cp′ , dq′ non nuls.

Remarque : • On doit avoir P(z) 6= 0 pour |z | ≤ 1 où

P(x) = 1 + a1x + . . .+ apx
p et

∑p′

i=1 ci +
∑q′

j=1 dj < 1

• ARMA-GARCH=ARMA avec bruit GARCH : même ACF qu'un ARMA

• ARMA-GARCH : espérance et variance conditionnelles non constantes
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Processus APARCH [Ding, Granger et Engle, 1993]

Dé�nition

(Xk)k∈Z est un processus APARCH(δ, p, q) si Xt = εt σt et

σδt = ω0 + a1(|Xt−1| − γ1 Xt−1)δ + · · ·+ ap(|Xt−p| − γp Xt−p)δ

+ b1 σ
δ
t−1 + · · ·+ bq σ

δ
t−q

où :

(εt) bruit blanc de variance 1 ;

ω0 > 0, δ > 0, ai ≥ 0, bj ≥ 0, γi ∈ [−1, 1], ap 6= 0 et bq 6= 0

Remarque : • Condition de stationnarité compliquée...

• Bruit blanc faible : rX (k) = 0 pour |k| ≥ 1.

• Variance conditionnelle non constante et dépendant du signe des valeurs
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Processus FARIMA [Granger et Joyeux, 1980]

Dé�nition

(Xk)k∈Z est un processus FARIMA(p, d , q) où −0.5 ≤ d ≤ 0.5 et

Xt + a1 Xt−1 + · · ·+ ap Xt−p = εt + b1 εt−1 + · · ·+ bq εt−q

où εt = ξt +
∞∑
j=1

( Γ(j + d)

Γ(d)Γ(j + 1)

)
ξt−j

avec (ξt) bruit blanc de variance σ2ξ , ap, bq non nuls, Γ(x) =
∫∞
0 tx−1e−tdt.

Commentaire : • Avec P(x) = 1+ a1x + . . .+ apx
p, P(z) 6= 0 pour |z | ≤ 1

• Si 0 < d < 0.5, rX (k) ' C |k |2d−2 pour k →∞ : processus longue
mémoire

• On a ρ̂(·) P−→
n→+∞

ρ(·) : ACF estime ρ
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Nouvelle écriture des processus

Tous les processus vus dans la section précédente peuvent s'écrire :

Xt = Mθ

(
Xt−1,Xt−2, . . .

)
ξt + fθ

(
Xt−1,Xt−2, . . .

)
(ξt) bruit blanc de variance 1, θ vecteur de paramètres, Mθ et fθ fonctions.

Remarque : pour les ARMA, ARMA-GARCH, FARIMA, il faut supposer
que Q(z) 6= 0 pour |z | ≤ 1 Q(x) = 1 + b1x + . . .+ bqx

q

Exemples : • Si (Xt) AR(p), Xt = ξt − a1 Xt−1 − · · · − ap Xt−p
=⇒ Mθ

(
Xt−1, . . .

)
= σξ, fθ

(
Xt−1, . . .

)
= −a1 Xt−1 − · · · − ap Xt−p

• Si (Xt) ARCH(p), Xt = ξt

√
ω0 + a1 X 2

t−1 + · · ·+ ap X 2
t−p

=⇒ Mθ

(
Xt−1, . . .

)
=
√
ω0+a1X 2

t−1+ · · ·+apX 2
t−p, fθ

(
Xt−1, . . .

)
=0
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Nouvelle écriture des processus (2)

Exemples : • Si (Xt) MA(1), Xt = ξt + b1ξt−1 avec |b1| < 1 alors
ξt =

∑∞
k=0(−b1)kXt−k =⇒ Xt = ξt + b1

∑∞
k=0(−b1)kXt−1−k

=⇒ Mθ

(
Xt−1, . . .

)
= σξ, fθ

(
Xt−1, . . .

)
= b1

∑∞
k=0(−b1)kXt−1−k

• Par extension si (Xt) ARMA(p, q), Xt = ξt +
∑∞

k=1 ukXt−k quand
Q(x) = 1 + b1x + · · ·+ bqx

q a ses racines en dehors du disque unité

=⇒ Mθ

(
Xt−1, . . .

)
= σξ, fθ

(
Xt−1, . . .

)
=
∑∞

k=1 ukXt−k

• Si (Xt) GARCH(p, q), on montre que Xt = ξt

(
ω0 +

∑∞
i=1 uiX

2
t−i

)1/2
=⇒ Mθ

(
Xt−1, . . .

)
=
(
ω0 +

∑∞
i=1 uiX

2
t−i

)1/2
, fθ

(
Xt−1, . . .

)
= 0
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Estimation par maximum de vraisemblance

Xt = Mθ

(
Xt−1,Xt−2, . . .

)
ξt + fθ

(
Xt−1,Xt−2, . . .

)
On veut estimer θ ∈ IRd à partir de (X1, . . . ,Xn) trajectoire observée.

Première idée : Utiliser le maximum de vraisemblance

Requiert la connaissance de la loi de (X1, . . . ,Xn)

En dehors du cas gaussien, quasiment impossible car dépendance !

Et les GARCH(p, q) ne sont jamais gaussiens !
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Estimation par maximum de vraisemblance (2)

Xt = Mθ

(
Xt−1,Xt−2, . . .

)
ξt + fθ

(
Xt−1,Xt−2, . . .

)
Seconde idée : Utiliser le maximum de vraisemblance conditionnel

=⇒ On calcule la densité de (X1, . . . ,Xn) sachant (X0,X−1, . . .).

On obtient alors la vraisemblance conditionnelle :

Lθ(X1, . . . ,Xn) = f (Xn | Xn−1,Xn−2, . . .)

× f (Xn−1 | Xn−2,Xn−3, . . .)× · · · × f (X1 | X0,X−1, . . .)

Si (ξt) gaussien N (0, 1), Xk est gaussien sachant Xk−1,Xk−2, . . . d'où :

f (Xk | Xk−1,Xk−2, . . .) =
1
√
2π

1

Mθ

(
Xk−1,Xk−2, . . .

) exp
(
−

1

2

(
Xk − fθ

(
Xk−1,Xk−2, . . .

))
2

M2

θ

(
Xk−1,Xk−2, . . .

) )
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Estimation par maximum de vraisemblance (3)

On obtient alors la log-vraisemblance conditionnelle :

log
(
Lθ(X1, . . . ,Xn)

)
= −1

2

(
n log(2π)+

n∑
t=1

log
(
M2
θ

(
Xt−1,Xt−2, . . .

))
+

(
Xt − fθ

(
Xt−1,Xt−2, . . .

))2
M2
θ

(
Xt−1,Xt−2, . . .

) )
Mais X0,X−1, . . . non observées alors que par exemple pour un MA(1) on a

fθ
(
Xt−1, . . .

)
= b1

∞∑
k=0

(−b1)kXt−1−k

=⇒
{ M̂t

θ =Mθ

(
Xt−1, . . . ,X1, 0, 0, . . .

)
f̂ tθ = fθ

(
Xt−1, . . . ,X1, 0, 0, . . .

) remplace
{ Mθ

(
Xt−1,Xt−2, . . .

)
fθ
(
Xt−1,Xt−2, . . .

)
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Estimation par quasi-maximum de vraisemblance (4)

On obtient alors la quasi-log-vraisemblance conditionnelle :

log
(
L̂θ(X1, . . . ,Xn)

)
= −1

2

( n∑
t=1

log
(
(M̂t

θ)2
)

+

(
Xt − f̂ tθ

)2(
M̂t
θ

)2 )
On dé�nit l'estimateur par quasi-maximum de vraisemblance QMLE :

θ̂n = Argmax
θ∈Θ

log
(
L̂θ(X1, . . . ,Xn)

)
Exemples :

Pour un processus AR(p),

(â1, . . . , âp) ' Argmin
(a1,...,ap)∈A⊂IRp

n∑
k=p+1

(
Xk − (a1Xk−1 + · · ·+ apXk−p)

)
2

Pour un processus ARCH(p),

(ω̂0, â1, . . . , âp) ' Argmin
(ω0,a1,...,ap)∈A⊂IRp+1

n∑
k=p+1

log
(
ω0 + a1X

2

k−1 + · · ·+ apX
2

k−p

)
+

X 2

k

ω0 + a1X 2

k−1 + · · ·+ apX 2

k−p
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Convergence de l'estimateur QML

On peut montrer que :

Théorème

Sous certaines conditions, et IE[ξ40 ] <∞ même si (ξt) non gaussien on a

√
n
(
θ̂n − θ∗

) L−→
n→∞

Nd

(
0 , F (θ∗)−1G (θ∗)F (θ∗)−1

)
,

avec

 F (θ∗) = limn→∞ IE
[

∂2

∂θi∂θj
log
(
L̂θ∗ (X1, . . . ,Xn)

)]
G(θ∗) = limn→∞ IE

[
∂
∂θi

log
(
L̂θ∗ (X1, . . . ,Xn) ∂

∂θj
log
(
L̂θ∗ (X1, . . . ,Xn)

)]

Exemples : Le théorème est valable pour les processus ARMA, GARCH,
APARCH, FARIMA, ARMA-GARCH,...

Remarque : Avec le Lemme de Slutsky et F (θ̂n) et G (θ̂n) au lieu de F (θ∗)
et G (θ∗), on peut obtenir des intervalles de con�ances, tests de Wald,...
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Sélection de modèles

Problématique : On suppose (X1, . . . ,Xn) trajectoire observée. Quel
modèle choisir pour modéliser cette trajectoire ?

Exemple : Soit la trajectoire des log-rendements d'un indice �nancier. Est-il
préférable de la modéliser par un GARCH(1, 1) ou par un ARCH(2, 0) ? Ou
bien un ARMA(3, 2) ?

Dé�nition

On considèreM une famille de modèles a�nes causaux et on notera
m ∈M un modèle, véri�ant, avec θ(m) ∈ IRd

Xt = Mθ(m)

(
Xt−1,Xt−2, . . .

)
ξt + fθ(m)

(
Xt−1,Xt−2, . . .

)
Exemple :M famille des AR(p) pour 0 ≤ p ≤ 10 : θ(m) = (a1, . . . , a10, σ

2
ξ )
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Sélection de modèles (2)

Dé�nition

Pour une famille de modèles a�nes causauxM, on peut dé�nir :

le critère AIC pour ce modèle : ÂIC (m) = −2 L̂N(θ̂(m)) + 2 |m| ;
le critère BIC pour ce modèle : B̂IC (m) = −2 L̂N(θ̂(m)) + log(n) |m|

où |m| est le nombre composantes non nulles de θ(m).

La famille de modèle peut-être hiérarchique (exemple : AR(p)) ou non
(exemple : ARMA(p, q) ou ARMA(p, q)+GARCH(p′, q′)).

Dé�nition

Pour une famille de modèles a�nes causauxM, on peut dé�nir :

m̂AIC = Argmin
m∈M

ÂIC (m) et m̂BIC = Argmin
m∈M

B̂IC (m).
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Sélection de modèles (3)

Théorème

SoitM famille de taille �nie de modèles a�nes causaux s'il existe un "vrai"
modèle m∗ ∈M tel que (X1, · · · ,Xn) trajectoire observée issue de m∗ et
sous certaines conditions,

IP(m̂BIC = m∗) −→
n→+∞

1 et IP(m∗ ⊂ m̂AIC ) −→
n→+∞

1 et

√
n
(
θ̂n(m̂BIC )−θ(m∗)

) L−→
n→∞

N|m∗|
(
0 , F (θ(m∗))−1G (θ(m∗))F (θ(m∗))−1

)

Exemples : Le théorème est valable pour les processus ARMA, GARCH,
APARCH, FARIMA, ARMA-GARCH,...

Remarque : AIC reste intéressant car minimise les erreurs de prédictions
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Test d'adéquation

Problématique : Une fois un modèle m̂BIC obtenu pour modéliser
X1, . . . ,Xn) comment s'assurer que ce modèle convient ?

=⇒ Test d'adéquation de type portemanteau
H0 : ∃m∗ ∈M, tel que (X1, . . . ,Xn) trajectoire de X avec θ(m∗)

H1 : @m ∈M, tel que (X1, . . . ,Xn) trajectoire de X avec θ(m)
.
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Test d'adéquation (2)

On dé�nit les résidus pour le modèle m :

êt(m) :=
(
M̂t
θ̂(m)

)−1(
Xt − f̂ t

θ̂(m)

)
,

Pour K ∈ IN∗ �xé, vecteur d'autocorrélations des carrés des résidus :

ρ̂(m) :=
(
ρ̂1(m), . . . , ρ̂K (m)

)′
,

où ρ̂k(m) :=
γ̂k(m)

γ̂0(m)
et γ̂k(m) :=

1

n

n∑
t=k+1

(
ê2t (m)− 1

)(
ê2t−k(m)− 1

)
Théorème

Sous certaines hypothèses, il existe une matrice V (θ(m∗))

√
n ρ̂(m̂BIC )

L−→
n→∞

NK

(
0 , V (θ(m∗))

)
.
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Test d'adéquation (3)

On en déduit la statistique de test :

Q̂K (m̂BIC ) := n t ρ̂(m̂BIC ) V̂−1 ρ̂(m̂BIC )

où


V̂ = IK + 1

(µ̂4−1)2
ĴK F (θ(m̂BIC ))−1

(
G(θ(m̂BIC ))F (θ(m̂BIC ))−1 +

(
µ̂4 − 1

)
IK

)
t ĴK

ĴK = 1

n

∑n−i
t=1

(
ê2t (m̂BIC )− 1

)( ∂ log
(
Mt+i

θ̂(m̂BIC )

)
∂θj

)
1≤i≤K ,j

, µ̂4 = 1

n

∑n
t=1

ê4t (m̂BIC )

Théorème

Sous l'hypothèse H0 et sous certaines conditions, Q̂K (m̂BIC )
L−→

n→∞
χ2(K ).

Remarque : • Le test est utilisable pour les processus ARMA, GARCH,
APARCH, FARIMA, ARMA-GARCH,...

• Pour un ARMA, Q̂K (m̂BIC ) peut être remplacé par n
∥∥ρ̂(m̂BIC )

∥∥2
• Pour un GARCH, V̂ ' IK − 1

4 ĴK
(
Ĝ (θ̂(m̂BIC ))

)−1t ĴK
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Prédiction à partir d'un modèle

On suppose observée (X1, . . . ,Xn).

Objectif : On veut prédire Xn+h, soit X̂n+h (h horizon)

Méthode 1 : On suppose que Xt = a(t) + s(t) + ut pour t ∈ Z et :

On a obtenu ân(t) et ŝn(t) à partir de (X1, . . . ,Xn)

Pour ût = Xt − ân(t)− ŝn(t) on a obtenu et validé un modèle

ût = M
θ̂
(ût−1, ût−2, . . . , û1, 0, . . .) ξt + f

θ̂
(ût−1, ût−2, . . . , û1, 0, . . .)
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Prédiction à partir d'un modèle (2)

Procédure : On veut écrire X̂n+h = g(X1, . . . ,Xn) et on cherche

ĝ = Arg min
g∈IL2

IE
[(
Xn+h − g(X1, . . . ,Xn)

)2]
=⇒ X̂n+h = IE

[
Xn+h | (X1, . . . ,Xn)

]
=⇒ X̂n+h ' ân(t + h) + ŝn(t + h) + IE

[
ûn+h | (û1, . . . , ûn)

]
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Prédiction à partir d'un modèle (3)

Exemples : On veut calculer IE
[
ûn+h | (û1, . . . , ûn)

]
1 Si (ût) AR(1) causal ût = α̂ ût−1 + ξt d'où :

I X̂n+1 = IE
[
α̂ ûn + ξn+1 | (û1, . . . , ûn)

]
= α̂ ûn

I X̂n+2 = IE
[
α̂2 ûn + α̂ ξn+1 + ξn+2 | (û1, . . . , ûn)

]
= α̂2 ûn

I X̂n+h = IE
[
α̂h ûn +

∑h
i=1

α̂h−i ξn+i | (û1, . . . , ûn)
]

= α̂h ûn
2 Si (ût) MA(1) inversible ût = ξt + α̂ ξt−1, soit

ût = ξt −
∞∑
k=1

(−α̂)k ût−k

I X̂n+1 = IE
[
ξn+1−

n−1∑
k=0

(−α̂)k+1 ûn−k | (û1, . . . , ûn)
]

= −
n−1∑
k=0

(−α̂)k+1 ûn−k

I X̂n+h = IE
[
ξn+h + α̂ ξn+h−1 | (û1, . . . , ûn)

]
= 0 pour h ≥ 2

3 Si (ût) GARCH(p, q) alors ût = σ̂t ξt d'où X̂n+h = 0 si h ≥ 1
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Prédiction sans modèle

Méthode 2 : On détermine X̂n+h sans modéliser (X1, . . . ,Xn)

=⇒ In�uence décroissante (exponentielle) aux données lointaines

=⇒ Filtrage exponentiel, moindres carrés pondérés

1 Filtrage simple de Holt-Winters simple : si βh ∈ [0, 1], on cherche :

X̂n+h = âh = Argmin
ah∈IR

n−1∑
j=0

βn−jh

(
Xj − ah

)2
=⇒ âh =

(tJ Ω(βh) J
)−1tJ Ω(βh)

 X1

...
Xn


avec Ω(β) =

 βn−1 0 0 · · · 0
0 βN−1 0 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · 1

 et J =

 1
...
1
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Prédiction sans modèle (2)

2 Filtrage de Holt-Winters double : pour βh ∈ [0, 1], on cherche :

X̂n+h = âh (n + h) + b̂h où (âh, b̂h)t = Arg min
ah,bh∈IR

n−1∑
j=0

βn−j
h

(
Xj − (ah j + bh)

)
2

=⇒ âh =
(
tJ Ω(βh) J

)−1tJ Ω(βh)

 X1

...
Xn

 avec J =

 1 1
...
1 n


3 Possibilité d'extension avec saisonnalité s :

X̂n+h = âh (n + h) + b̂h +
T∑

k=1

sk IIn+h=k où

(âh, b̂h, ŝ1, . . . , ŝT )t = Arg min
ah,bh,s1,...,sT∈IR

n−1∑
j=0

βn−j
h

(
Xj − (ah j + bh)−

T∑
k=1

sk IIj=k

)
2
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Prédiction sans modèle (3)

Problème : Comment choisir βh ?

Utilisation d'une validation croisée particulière :

Pour m grand, on choisit une grille Bm = {0, 1/m, 2/m, . . . , 1} pour βh

Pour M grand, et n −M ≤ t ≤ n − h, pour chaque βh choisi,

=⇒ X̂t+h(βh) calculé à partir de (X1, . . . ,Xt)

On choisit β̂h = Argminβh∈Bm

∑n−h
t=n−M

(
Xt+h − X̂t+h(βh)

)2
Remarque : βh → 1 même poids pour tous, βh → 0 dernière valeur
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