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Le travail proposé dans ce mémoire est le résultat d’un long processus. Bien que participant
largement aux activités d’enseignement (bien au deld du service) et aux activités administratives
dés ma nomination, j’ai toujours continué grace au soutien de certains collegues une activité de
recherche.

Le premier de ces collegues est Joél BLOT. Je I'ai profondément apprécié comme enseignant,
alors éleve de PENSAE, puis comme étre humain. Alors que je me destinais a m’orienter
vers 'analyse fonctionnelle ou vers les Equations aux Dérivées Partielles, la rencontre avec
Joél BLOT a complétement chamboulé mes choix pour les raisons observées plus haut et ja-
mais démenties. Joél a été en mesure de me proposer des sujets qui m’amusaient sur le plan
mathématique, pertinents, et qui permettait d’exploiter mon intérét a la fois pour les questions
des mathématiques fondamentales que pour leurs motivations. Joél, au dela de ses qualités
connues de tous, a eu 'immense mérite de supporter mes questionnements, mes doutes, nos
discussions diverses, et cela depuis de nombreuses années. C’est pour moi un immense plaisir
de présenter aujourd’hui cette HDR, que Joél voie que ses efforts ont porté leurs fruits. Bien
entendu, cher Joél, je t’exprime un immense merci et espere que notre collaboration sera encore
vivante pour longtemps.

Le deuxieme de ces collegues a été Jan ANDRES. J’apprécie également énormément les qualités
humaines de Jan. Grace a Jan, j’ai pu orienter mon activité de recherche sur des questions
différentes de celles abordées sous I'impulsion de Joél. Le lien discret-continu, qui m’a toujours
hanté, a eu des retentissements incroyables sur des questions centrales des solutions Stepanov-
presque-périodiques. J’espére que j'aurai encore largement l'occasion de travailler avec Jan.
Notre mode de travail sur des questions pertinentes, avec plaisir et sans la pression du publish
or perish m’a toujours convenu. Jan me fait le plaisir d’étre parmi nous pour cette soutenance,
j’en suis tres ravi. Merci pour tout !

J’ai rencontré Jean-Pierre FRANCOISE il y a maintenant 20 ans de cela, alors qu’il enseignait
avec Charles-Michel Marle l’analyse numérique en licence Paris VI. Mon suivi, alors 5/2 de ce
cours a été malheureusement fort incomplet, mais chaque fois que j’ai pu m’y rendre, cet en-
seignement était un vrai plaisir. Plus tard, en tant que chercheur, je n’ai jamais eu ’occasion de
travailler directement avec Jean-Pierre, méme si j’ai participé a une ANR qu’il a intégralement
montée et magistralement pilotée. Je suis plus que sensible & 'immense honneur que me fait
Jean-Pierre d’avoir accepté de faire un rapport comme te I’a demandé la commission parisienne
des theses. Merci a toi.

J’ai eu plusieurs fois le plaisir & communiquer avec Toka DIAGANA, que je n’ai pas encore
rencontré. Spécialiste de nombreuses questions tournant autour de la presque-périodicité et de
ses extensions, je me fais un plaisir du début de collaboration qui se fera lors de sa venue a
Paris en mai 2015. Dans ’attente, j’ai été tres sensible a 'honneur qu’il me fait en acceptant de
rapporter ce mémoire, comme lui a demandé la commission parisienne des theses. Merci Toka, !

Alexander PANKOV est un grand spécialiste des fonctions presque-périodiques. Son livre chez
Kluwer fait partie des tous premiers que j’ai acquis. Je suis tres sensible a 'immense honneur
que me fait Alexander, que je n’ai pas eu encore le plaisir de rencontrer, de participer & ce jury.

J’ai rencontré Pascal LEFEVRE lors du jury de I’agrégation de mathématiques. L’ambiance de
travail avec Pascal a toujours été tres sympathique, tout en restant conscienceuse. Cela me fait
tres plaisir que Pascal prenne de son temps pour lire ce mémoire et ait accepté de participer au
jury. Merci a toi, Pascal.

J’ai également rencontré Michel ZINSMEISTER dans le cadre du jury de l'agrégation. J’ai
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davantage été amené a interroger avec Michel. L’ambiance a également été de qualité avec les
franches rigolades et les partages de thés entre deux oraux, puis retour a un travail de qualité
lors des interrogations. Michel a également accepté de prendre de son temps pour la lecture de
ce mémoire, qu’il soit ici remercié sincérement.

Enfin, j’ai été surpris et ravi que Georges HADDAD, dont j’avais pu apprécier ’excellent cours
de DEA, ait accepté malgré ses nombreuses obligations de participer & ce jury d’HDR. Les
discussions diverses avec Georges, mathématiques et autres, ont toujours été passionnantes.
Merci a toi !

Bien entendu, ce travail n’aurait pas été possible sans appartenir & des laboratoires ou il fait
bon travailler. Jean-Bernard BAILLON, Marie COTTRELL et Jean-Marc BARDET ont tous
contribué a ce que 'ambiance soit sympathique, et je les remercie chaleureusement pour leur
intérét constant pour notre bien-étre. Ce bien-étre est également assuré par ’excellente am-
biance fournie par mes voisins avec qui je partage le bureau, Mohamed BACHIR et Bruno
NAZARET. Les franches rigolades alternent avec les discussions plus mathématiques.

Je ne serai pas ici non plus sans 'excellence de Professeurs qui ont assuré la mission de service
public d’enseignement. Mes rencontres avec Yann BLANCHARD en Premiere, Pierre LAM-
BERT en Terminale et Anne RAOULT en Spéciales M’ ont été décisives. J’ai beaucoup apprécié
aussi mes interventions dans la communauté mathématique dans le cadre de I'agrégation. Au
dela de ’ensemble des collegues avec lesquels j’ai eu grandement plaisir a travailler, je souhaite
remercier les excellents Présidents de Jury avec lesquels j’ai eu plaisir & travailler : Jacques
MOISAN, Patrick FOULON puis Charles TOROSSIAN a l’externe, Robert CABANE puis
Marc ROSSO al'interne. Retrouver plus récemment Charles et Robert en dehors de I’agrégation
a été également un grand plaisir.

Pour terminer, je salue bien entendu ma famille, mes amis, ainsi que Robert FONTAINE, mon
maitre eés clarinette.
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Lors de ma these de doctorat [99], je métais intéressé & plusieurs aspects relatifs aux fonctions
(et suites) presque-périodiques (p.p.) au sens de Bohr et au sens de Besicovitch. Rappelons
que les définitions de fonctions p.p. f: R — E (ou E est un espace de Banach) font intervenir
trois notions, une norme ||.|| étant choisie sur un espace de fonctions de R vers F :

e les presque-périodes : pour tout € > 0 il existe £ > 0 tel que pour tout a € R, il existe
un! 7 € [a,a + €] de sorte que || f(. +7) — f()| <e.

e la propriété de Bochner : de toute suite de translatées (f(. 4+ s,,))n, On peut extraire une
sous-suite convergente pour la norme ||.|| ;

e la propriété d’approximation : on peut trouver une suite de polynéme trigonométriques
(Pp)n (ie. Py(t) = ij:"’l ay nen ) convergeant vers f pour la norme ||.[]).

Ces notions étendent la périodicité. Dans la premieére situation, si f est périodique de période
T, prenant ¢ > T on aura dans [a,a + ¢] au moins un kT (k € Z) pour lequel la relation est
vraie avec égalité a 0. Pour la seconde, on peut toujours réduire les s,, modulo T ce qui fera une
suite bornée, puis raisonner par compacité. Enfin, le troisieme est liée au théoreme de Féjer.
Selon les normes que 'on prend, on obtient différentes notions (par exemple Bohr correspond
a la norme uniforme), et ces propriétés peuvent ou non étre équivalentes.

Nous avions regardé dans la these le formalisme quasi-périodique (q.p.) & module de fréquence
fixé. Cette classe forme une sous-classe des fonctions p.p. (cf plus bas). Dans ce cadre, une
idée du physicien Percival permet de remplacer la recherche de solutions quasi-périodiques en la
recherche de solutions périodiques & plusieurs variables d’EDP. Ce formalisme a été développé
par Berger et Zhang et par Joél Blot et moi-méme. Malheureusement on tombe sur des EDP qui
présentent des absences de compacité et des EDP dégénérées (du fait que 'on ne dérive que dans
une direction), par conséquent il a été assez naturel de proposer une technique de régularisation
par une méthode de perturbations singulieres. Ce travail est donc un prolongement direct de
la these, a donné lieu a une publication et est ’objet du chapitre 4.

Lors de ma these, j’avais commencé a développer une notion de solution variationnelle faible.
Nous avons poussé la généralité de la technique un peu plus loin, corrigé une erreur. Ce travail
a donné lieu & 2 publications et est présenté dans le chapitre 6.

Nous avons également souhaité pousser plus loin I’étude des opérateurs de Nemytskii. Ces
opérateurs sont en effet les bons outils pour travailler dans un cadre fonctionnel adéquat. Une
étude assez complete a été faite dans un cadre régulier et est présenté dans le chapitre 1
(une publication), mais nous verrons également apparaitre, souvent de maniere décisive, ces
opérateurs dans les autres chapitres.

Cependant, curieusement, les autres directions qui ont été prises par mes travaux se sont franche-
ment éloignées de celles que j’avais initialement imaginées. La rencontre avec G. N’Guérékata
m’a fait étudier quelques problemes d’évolution dans des extensions diverses de la notion de
presque-périodicité. La recherche de solutions ”mild” de ces équations, apres I’étude des espaces
adéquats, a été faite dans 4 articles et est présentée dans le chapitre 6.

J’ai été tres intéressé par le travail d’Andres, Bersani et Grande sur le défrichage des hiérarchies
horizontales et verticales entre les différentes notions de presque-périodicité, et me suis mis a
travailler avec Jan Andres sur ces questions. Par hiérarchie horizontale, on entend la comparai-
son des notions de presque-périodicité via les presque-périodes, via la propriété de Bochner et
via les polynomes trigonométriques, une norme étant choisie. Par hiérarchie verticale, j’entend
la comparaison de la méme notion (par exemple via les presque-périodes), mais en changeant la
norme sur les espaces de fonctions. Un autre aspect est pour d’importance, c’est la comparaison
entre le discret et le continu. Qu’y a t-il d’identique, et plus intéressant encore, de différent ?

Lappelé nombre d’e—translation
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Nous avons commencé a travailler a la construction d’une table des hiérarchies en discret. Celle-
ci nous a paradoxalement permis de comprendre pourquoi en temps continu, et contrairement
a ce que plusieurs chercheurs croyaient, la notion de solution Stepanov presque-périodique n’est
pas si pertinente : les solutions p.p. au sens de Stepanov le seront au sens de Bohr. Il est
intéressant de voir que c’est la compréhension du discret, et de son lien avec le continu, qui a
permis d’obtenir ce résultat dans beaucoup de situations "usuelles”, résultat qui n’était connu
auparavant que dans le cadre de systemes linéaires. Nous avons également commencé la table
et la comparaison discret vs continu dans le cas des fonctions limite-périodiques. Ces travaux
ont donné lieu a 3 publications et sont présentés dans les chapitres 2 et 3.

Description chapitre par chapitre.

Venons-en plus précisément a une vision rapide des outils, résultats, perspectives et publications
de chaque chapitre :

Chapitre 1 :
e Outils : analyse fonctionnelle non linéaire.

e Résultats : étude relativement complete des opérateurs de Nemytskii (ou de superposi-
tion) dans les cadres réguliers.

e Perspectives : passage au cadre de Stepanov en utilisant la transformation de Bohr,
passage aux diverses extensions possibles (presque-automorphes & poids, etc.).

e Résultats publiés dans : [36] en 2009 avec J. Blot, P. Cieutat, G. N’Guérékata.

Chapitre 2 :

e Outils : théorie des fonctions p.p., théorie des E.D.O. dans des espaces de Banach.

e Résultats : étude de la notion de presque-périodicité au sens de Stepanov dans le cadre
discret (dont on a montré qu’elle équivaut a la notion de Bohr), étude du lien discret et
continu, non existence de solutions p.p. au sens de Stepanov mais pas au sens de Bohr
dans des cadres raisonnables. Le role de 'opérateur de Nemytskii s’est révélé crucial pour
ces questions et donc on en a commencé une étude dans le cadre de Stepanov.

e Classes d’équations considérées : 2'(t) = A(t)F1(z(t)) + Fa(t, X (t)).

e Perspectives : compléter I’étude des opérateurs de Nemytskii dans le cadre de Stepanov
permettra d’élargir la classe d’équations n’admettant pas de solutions p.p. au sens de
Stepanov et non de Bohr.

e Résultats publiés dans : [10, 11] en 2012 avec J. Andres.

Chapitre 3 :

e Outils : théorie des fonctions p.p., analyse de Fourier, théorie des E.D.O. dans des
espaces de Banach.

e Résultats : le premier but a été de compléter I'étude des suites et fonctions semi-
périodiques, également appelées limites-périodiques. Nous avons adapté aux Banach les
premieres définitions, fait une caractérisation en terme d’analyse de Fourier. Comme
dans le cadre q.p., on regarde une sous classe des fonctions ou suites Bohr p.p., au lieu de
I’élargir comme on le fait lorsqu’on travaille dans le cadre de Stepanov. Encore une fois,
nous avons été intéressé par le lien entre discret et continu, et les spécificités de chacun.
Typiquement, 'opérateur de Nemytskii se comporte différemment en discret et continu.
Les techniques de résolutions proposées sont alors différentes.
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e Classes d’équations considérées : z/'(t) + Ax(t) = f(t,z(t)) et x4 + Axy = f(E, x4).

e Perspectives : il y a eu pas mal de publications sur les solutions semi-périodiques. En
méme temps, il nous semble que la hiérarchie et la comparaison discret-continu (qui donne
des résultats tres différents ici) mérite amplement d’étre développée.

e Résultats publiés dans : [12] en 2012 avec J. Andres.

Chapitre 4 :

e Outils : méthodes variationnelles dans des espaces du type de Sobolev, analyse convexe,
méthodes des perturbations singulieres.

e Résultats : on donne des résultats d’existence de solutions q.p. & module de fréquences
fixées et de solutions p.p. en régularisant des problemes.

e Classes d’équations considérées : les équations contiennent en particulier des équations
du type ¢"(t) = o(t) f'(q(t)) + ¥ (t) avec f convexe.

e Perspectives : la méthode demande a étre appliquée dans beaucoup de situations.

e Résultats publiés dans : [41] en 2006 avec J. Blot.

Chapitre 5 :
e Outils : formulation variationnelle des E.D.P., méthode de Newton.

e Résultats : on définit une notion de solution variationnelle faible adaptée des tech-
niques de formulation variationnelle des EDP elliptiques linéaires. Le formalisme est
assez général, mais distingue tout de méme clairement des situations type ”discret” ou
?continu”. Cependant il est écrit pour des opérateurs qui ne sont pas nécessairement la
dérivation ou le schift.

e Classes d’équations considérées : u”’(t) = F(t,u(t),u/(t)) et en discret A(t, z¢, ..., Tiyp) =
0 (avec a chaque fois un ”terme dominant”).

e Perspectives : pour 'instant les hypotheéses sont tres fortes et je ne doute pas de la
possibilité de retravailler plus finement les choses. En plus le retour des solutions varia-
tionnelles faibles aux solutions faibles n’est pas systématique (et peut étre faux) et ceci
mérite également une étude.

e Résultats publiés dans : [102] et [103] en 2013 et 2014.

Chapitre 6 :

e Outils : théorie des semi-groupes pour des EDP paraboliques, théorie des fonctions p.p.,
analyse fonctionnelle non linéaire.

e Résultats : nous obtenons des résultats d’existence pour des équations de Volterra et
pour des équations d’évolution dans des cadres de fonctions pseudo-presque automorphes
(éventuellement a poids) et dans un cadre C"-presque-périodiques.

e Classes d’équations considérées : des équations du type de Volterra et des équations
de la forme 4 [u(t) + f(t,u(t))] = Au(t) + g(t,u(t))] avec en général f =0

e Perspectives : les techniques étant souvent proches, il me semble qu’il serait intéressant
d’établir un énoncé tout a fait général.

e Résultats publiés dans : [13, 38, 37, 96].
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Quelques rappels et notations.

Nous indiquons ici quelques rappels ainsi que les notations de base communes a plusieurs
chapitres. Les notations spécifiques a un chapitre seront introduites dans le chapitre en question.

Dans tout le mémoire E, F' désignent des espaces de Banach. Afin d’éviter d’alourdir les
notations relatives aux normes, nous réserverons la notation ||.|| aux espaces de fonctions, notant
alors |.|g la norme dans E (notation similaire pour F'). H désigne un espace de Hilbert, de
produit scalaire (.,.)g.

On note C(X,Y) ou C°(X,Y) (X et Y étant deux espaces métriques) 'espace des fonctions
continues de X dans Y, et BC(X,Y) ou BC(X,Y) le sous-espace des fonctions continues
bornées de X dans Y. Lorsque X = R, on pourra abréger les notations en C(Y), etc. On
note AP°(R, E) (le 0 et le R pouvant étre omis) I'espace des fonctions presque-périodiques au
sens de Bohr, c’est-a-dire qui vérifient I'une des conditions équivalentes indiquées plus haut
lorsque la norme choisie est la norme ||.|. On rappelle que AP°(R, E) est un sous-espace
de Banach de BCO(]R7 E), qui peut étre vu également comme 'espace des fonctions continues
sur le compactifié de Bohr bR de R (un groupe topologique compact dans lequel R s’injecte de
maniere dense).

Toute fonction Bohr-p.p. admet une moyenne :

T
MUY= MO = 7 [

T—+o00

et un développement en série de Fourier-Bohr :

f > ax(f)en,

A€ER

oit ex(t) = e et ar(f) = M{f(t)e_r(t)}+ On a convergence en moyenne quadratique, ainsi
que la relation de Parseval :
M{FOIEY =) laa()E-
AER

La synthese harmonique est réalisée lorsque £ = H dans un espace plus général, qui est
'espace des fonctions p.p. au sens de Besicovitch. Ces espaces jouent le role d’espace L2,
et ainsi J. Blot a défini une notion de dérivée faible dans ces espaces, permettant d’avoir un
formalisme type espaces de Sobolev.

On sait que I'ensemble

A(f) ={reR,ax(f) # 0}
est au plus dénombrable (on notera qu’il est inclus dans un 2%2 si et seulement si f est
T—périodique). On note Mod(f) le module qu’il engendre sur Z. Par définition, une fonction
est quasi-périodique (q.p.) lorsque Mod(f) est libre de type fini, c’est-a-dire lorsqu’il existe un
entier N > 1 et une liste w = (w1, ...,wn) de N réels linéairement indépendants tels que :

Mod(f) = Zwr + . .. + Zwy.

On note QPY(R, E) I'espace des fonctions Bohr-q.p., et Q PY(R, E) celles pour lesquelles Mod(f) C
Zw1 +—|—ZUJN

Liste des publications de auteur de I’Habilitation a diriger des recherches :
e présentées dans ce mémoire : [10, 11, 12, 13, 36, 37, 38, 41, 96, 102, 103] ;

e non présentées dans ce mémoire : [39, 40, 100, 101].



Chapitre 1

Les opérateurs de Nemytskii
dans les cadres réguliers.

Etant donnés deux ensembles X et Y et une fonction f:Rx X — Y, lopérateur de super-
position (ou de Nemytskii) construit sur f est :

Nyt ut)] — [t— f(Eut))).

Cet opérateur est un ingrédient de base lorsqu’on veut utiliser des méthodes d’analyse fonc-
tionnelle non linéaire. En effet, on souhaite transformer notre probleme en la recherche de
zéro ou de point fixe d’opérateurs qui doivent étre alors correctement définis entre espaces.
L’opérateur de Nemytskii permet de prendre en compte une sorte de composition "non au-
tonome”.

On est alors a la recherche d’hypothéses assurant que cet opérateur envoie un espace de fonctions
précis dans un espace de fonctions précis. Typiquement, ici nous sommes intéressés par la
stabilité d’espaces de fonctions presque-périodiques divers, et d’extensions d’espaces de fonctions
presque-automorphes.

1.1 Cadre des fonctions Bohr-presque-périodiques.

1.1.1 Continuité de 'opérateur.

Dans cette section, X et Y sont des espaces métriques. Les hypotheses assurant que le Nemytskii
envoie un espace de fonctions p.p. APY dans un espace du méme type sont bien connues : la
condition suffisante est que f soit p.p. uniformément en le parametre. Elle a été introduite par
Yoshisawa [121]. Rappelons cette notion :

Définition 1.1.1 On appelle APU(R x X,Y) l’espace des fonctions f : Rx X — 'Y continues
telles que pour toute partie K compacte de X (K € P.(X)) et toute > 0, il existe { = £(K,€) >0
t.q. pour tout r € R, il existe T € [r,r + {] satisfaisant :

sup  dy(f(t+71,z), f(t,x)) <e.
(t,x)ERX K

cf [121] Definition 2.1 p. 5-6., [35], [39], [15], [79], [129] Section 3.4 dans Chapter 3 p. 175. On
notera qu’une fonction continue de = et ne dépendant pas de ¢ satisfait cette hypothese ; une
fonction p.p. en t et ne dépendant pas de = également.

On rappelle que lorsque f € APU(R x X,Y) et u € APY(R,X), on a ; [t — f(t,u(t))] €
AP°(R,Y) (cf par exemple [53], Théoreme de la section 2 , Chapitre 1, p. 7. Ce théoreme ne

11
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nécessite pas X séparable et donc améliore celui de Yoshizawa. Ainsi, Ny envoie AP’(R, X)
dans APO(R,Y). On retrouve ainsi le cas particulier de la composition. On notera aussi que
I’on établit que la condition proposée par Yoshisawa est également nécessaire.

Théoreme 1.1.2 Soit f € APU(RxX,Y). Alors Ny est continu de AP*(R, X) sur AP*(R,Y).
Réciproquement, si Ny est continu de AP(R, X) sur AP°(R,Y), alors f € APUR x X,Y).

Nous avons présenté trois démonstrations distinctes du sens direct de ce résultat. La premiere,
due & P. Cieutat [53] se base le fait que la continuité équivaut & la continuité des restrictions
aux parties compactes. La seconde utilise I’extension du théoréeme de Heine présentée dans les
cours d’analyse de L. Schwartz :

Lemme 1.1.3 Soit X et Y deur espaces métriques, K un compact de X et f € C°(X,Y).
Alors :

Ve>0, 36>0, V(r,y)eKxX, [dz,y) <d]=I[d(f(x) f(y)) <el.

On notera que contrairement au lemme classique de Heine, il suffit que I'un des deux termes
varie dans le compact pour avoir la conclusion. Typiquement, a moins d’étre dans un e.v.n.
de dimension finie, y ne variera pas dans un ensemble relativement compact. La troisieme se
ramene grace a la compactification de Bohr au cadre continu, pour lequel nous avons :

Lemme 1.1.4 Si A est un compact et F': A x X — Y, alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) F est continu A x X.
(ii) L’opérateur de superposition N : C°(A, X) — C°(A,Y) est correctement défini et continu.

Pour le sens réciproque du théoréme se démontre en plusieurs étapes. En appliquant Ny aux
fonctions constantes, on démontre que f(.,x) est p.p. pour tout z. La continuité uniforme de
x — f(.,z), obtenue par Heine et la composition, couplée au critére de Bochner, permet au
final de récupérer la condition sur les presque-périodes. On montre enfin la continuité de f sur
le produit en raisonnant sur des produits de compacts.

On récupere comme conséquence de la réciproque dans le cas autonome :

Corollaire 1.1.5 Soit ¢ : X — Y. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) ¢ est continu de X vers Y.

(ii) L’opérateur de superposition u— ¢ ou est continu de APY(R, X) sur AP*(R,Y).
Remarque 1.1.6 Les résultats demeurent valables lorsqu’on remplace R par RT ou par un
groupe abélien localement compact.

1.1.2 Différentiabilité de ’opérateur.

Ici, X et Y sont des espaces de Banach, que ’on notera F et F.

Théoreme 1.1.7 Soit f € APURXE, F) telle que la Fréchet-différentielle partielle D, f(t, )
existe pour tout (z,t) € R x E x R. On suppose de plus que D, f € APUR x E, L(E, F)).
Alors Ny est de classe C* de AP*(R, E) vers AP*(R, F), et :

Vu,v € AP*(R, E), DNj(u).v = [t — Dy f(u(t),t).v(t)].
Le point crucial de la démonstration est 'utilisation de ’inégalité de la moyenne :

|f(tvu(t)+v(t))*f(tvu(t))fDmf(tvu(t))'v(t”F < gzlopl[ ”Dmf(tv C)*Da:f(tvu(t))HC(E,F)W(t)‘E'

Par récurrence, on obtient la version suivante :
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Théoréme 1.1.8 Soit f € APUR x E,F) et n € N*. On suppose que la différentielle
partielle D™ f(t,x) existe pour tout (t,z) € R x E, et que D¥f € APU(R x E, Li(E*, F)) Pour
tout k =1,...,n. Alors Ny est de classe C™ de AP’(R, E) vers AP*(R, F), et de plus, pour tout
U, V1, ey Uy € APY(R,E) on a : D"Np(w).(v1, ey v) = [t +> D2t u(t))-(v1(2), ry vn ()]

On obtient bien entendu le corollaire suivant :

Corollaire 1.1.9 Soitn € N* et ¢ € C*(E, F). Alorsu — ¢ou est de classe C" de AP*(R, E)
vers AP(R, F), et pour tout u,vy,....,v, € AP*(R,E), on a : D"Ny(u).(v1,...,v,) = [t =
D™ ¢(u(t)).(v1(t), ..., vp(t))].

On propose une illustration de ces opérateurs avec une application du théoreme des fonctions
implicites un probleme de perturbation :

u'(t) = folt,u(t) + e.fr(t u(t)).

On suppose que lorsque € = 0, cette équation a une solution u, € APl(R, E), que la
différentielle partielle de fy par rapport a x existe et que le probléme linéarisé autour de u, a
une unique solution :

pour tout b € AP’(R, E) il existe une unique v € AP*(R, E) t.q. v'(t) = Dy fo(t, u.(t)).v(t)+b(t)
pour tout t € R.

Philippe Cieutat donne dans [53] des exemples de conditions assurant cette propriété ; par
exemple dans un espace de Hilbert H, une propriété du type :

o [Dafolt () )

>0
270 |z

est suffisante. On peut alors obtenir :

Théoréme 1.1.10 On suppose que fo, f1 € APURXE, E), que D, fo et D, f existent partout
et sont APUR x E, L(E, E)). Sous les hypothéses précédentes, il existe €g > 0 et une fonction
de classe C' € — . de ] — e, €0 vers AP (R, E) t.q. pour tout € €] — g, €o[, ue est une solution
p.p. du probléme perturbé.

La démonstration consiste a appliquer le théoreme des fonctions implicites a I'opérateur T’
défini par T'(u,€) := [t — u/'(t) — fo(u(t),t) — e.f1(u(t),t)], qui fait clairement apparaitre les
opérateurs de superposition qui auront les propriétés requises.

1.2 Cadre des fonctions Bohr-presque-périodiques jusqu’a
’ordre n.

Par récurrence sur n, on établit :

Théoréme 1.2.1 Soitn € N* et f € APUR x E,F)NC"(R x E,F) t.q. D*f € APU(R x
E,Li((R x E)*,F)) pour tout k = 1,...,n. Alors Ny est bien défini et continu de AP"(R, E)
vers AP"(R, F). Si de plus f est de classe C"*1, alors Ny est de classe C*, et

DNy (u).v = [t — Dy f(t,u(t)).v(t)].
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1.3 Le cadre des fonctions asymptotiquement p.p.

E étant un espace de Banach, AAP(R™T, E) désigne I'espace des fonctions de R vers E qui sont
asymptotiquement presque-périodiques (cf. [122]). On rappelle que u € AAP(R™, E) signifie
que u = u; + ug avec u; € APY(RT, E) et uy € CY(RT,E) (ie. up € CO(RY, E) et a une
limite nulle en +00). AAP(RT, E) est un sous espace de Banach de BC°(RT, E). Comme
dans Zaidman, [71], une application f : Rt x E — F sera dite asymptotiquement p.p. en t
uniformément en x si f est continue et satisfait : pour tout K € P.(E), et tout ¢ > 0, il
existe T = T(K,e) > 0 et £ = £(K,e) > 0 t.q., pour tout r € RT, il existe 7 € [r,r + /]
satisfaisant |f(t + 7,2) — f(t,2)|r < € pour tout z € K et tout ¢ > T. Leur ensemble sera noté
AAPU(R™ x E, F).

Les lemmes cruciaux du cadre p.p. sont adaptables du fait que la partie perturbation
tend vers 0 (uniformément sur tout compact). On peut donc également démontrer les lemmes
centraux :

Lemme 1.3.1 Soit f € AAPURY x E, F) et K € P.(E). Alors la restriction de f a RT x K
est uniformément continue.

Lemme 1.3.2 Soit f € AAPURY x E, F). Alors pour tout K € P.(X) et e > 0 il existe § =
O0(K,e) > 0t.q., pourtouts € K ettout z € E, si|lv—z|g < J alorsona: |f(t,x)—f(t,z)|r <e
pour tout t € RT.

Théoréme 1.3.3 Soit f:RT x E — F. Alors les deuz assertions sont équivalentes.
(i) f € AAPU(RY x E, F).
(ii) Ny est continu de AAP(R™, E) vers AAP(RY, F).

1.4 Le cadre presqu’automorphe (a.a.)

Ici, X est un métrique et F' est un Banach. Les fonctions presqu’automorphes (a.a.), intro-
duites par Bochner [43], [44], [95], étendent la classe des fonctions p.p. On note leur ensemble
AA(R, X). On rappelle que u € AA(R, X) signifie que u € C°(R, X) et que de toute suite (s},),
on peut extraire une sous-suite (8 )y t.q. limy, oo u(t — $,,) existe dans X pour tout t € R et
limy, o0 (M 00 (t — S + 55)) = u(t) pour tout t € R.

On introduit alors une nouvelle notion :

Définition 1.4.1 On dit que f : Rx X — F, (t,z) — f(t,x), est presqu’automorphe en t
uniformément en x si :

(1) pour tout x € X, f(.,z) € AAR, F).

(2) pour tout K € P.(X) et tout € > 0, il existe § = §(K,€) > 0 t.q. pour tous x,z € K, si
d(x,z) <6 alors d(f(t,x), f(t,2)) < € pour tout t € R.

On note leur ensemble AAU(R x X,Y).

Remarque 1.4.2 Comme dans le cadre classique, les deuzx conditions sont équivalentes au

fait que ® € C°(X,AA(R,Y)), ou ®(z) := [t — f(t,2)].

Le point crucial est le résultat d’approximation suivant, conséqunce du théoreme d’approximation

de Schauder (cf. Remarque 1, p. 90 dans [48] ol p. 116-117 dans [67]).

Ici, X est un espace métrique complet et F' un Banach.



1.4. LE CADRE PRESQU’AUTOMORPHE (A.A.) 15

Lemme 1.4.3 Soit f € AAUR x X, F), K € P.(X), et n € N*. Alors il existe N,, € N*,
(/S C%(K,R) et aj € AA(R, F) pour tout j = 1,...,N,, de sorte que pour tout v € K ett € R,
on aie :

n

> @) = flat)] <

Jj=1

S|

F

Ce lemme permet de montrer que l'opérateur de superposition Ny est correctement défini
de AA(R, X)) vers AA(R, F') lorsque f € AAU(R x X, F).

On en arrive au théoreme central :
Théoréeme 1.4.4 Soit f:R x X — F. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f € AAUR x X, F).
(ii) Ny est continu de AA(R, X) vers AA(R, F).
Et bien entendu, on peut démontrer comme dans le cadre p.p. :

Théoréme 1.4.5 Si E et F sont des Banach, f € AAU(R x E,F) admet partout une
différentielle partielle D, f appartenant ¢ AAUR X E, L(E, F)), alors Ny est Fréchet-dérivable
de AA(R, E) vers AA(R, F'), et on a:

DNy (u).v = [t — Dy f(t,u(t)).v(t)].
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Chapitre 2

Comparaison entre temps discret
et temps continu pour les
oscillations
Stepanov-presque-périodiques.

Le travail présenté dans ce chapitre a été effectué avec Jan Andres et a donné lieu a deux
publications [10], [11]. Nous étions intéressés par plusieurs aspects autour des solutions p.p. au
sens de Stepanov, qui se sont avérés étre davantage imbriqués que nous I’avions cru initialement :

e définir et étudier la notion de suite p.p. au sens de Stepanov, en vue notamment de faire
une table de hiérarchies horizontales et verticales telle celle faite par Andres, Bersani,
Grande [7] et [8] ;

e étudier le lien entre suites et fonctions p.p. au sens de Stepanov ;

e étudier le lien entre une solution d’un systéme en temps continu et ses discrétisées,
probléeme déja initié par Meisters, [89] ;

e étendre au cadre non linéaire le résultat de Tarallo [112], montrant que la notion de
solution purement Stepanov-p.p. (i.e. Stepanov-p.p. mais pas Bohr-p.p.) n’est pas si
pertinente.

De facon surprenante, c’est I’étude des systémes discrets qui nous a mis sur la voie pour
répondre de maniere élémentaire a la derniere question. Un point important est le fait que
la notion de suite p.p. au sens de Stepanov n’est en fait pas pertinente ; en effet, elle est
identique a la notion de Bohr pour les suites. Un autre point essentiel, de mon point de vue,
est 'importance du role joué par I'opérateur de Nemytskii. Celui-ci apparait dans un énoncé
précisant un résultat de Bohl-Bohr. Nous répondons négativement (dans les situations usuelles)
a une question de Hu et Mingarelli, et obtenons de maniere plus élémentaire des résultats plus
généraux que ceux de Tarallo qui ne concernaient que le cas linéaire.

Par défaut, dans ce chapitre, le terme borné (sans précision de la norme) signifiera borné au
sens de ||.||oo-

17
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2.1 Rappels sur les fonctions p.p. au sens de Stepanov.

P

On se donne deux fonctions localement intégrables f, g € Ly .

de Stepanov :

(R, E). On définit ainsi les normes

P

1 x+L
£l = sup lL JARIT

On rappelle que 'on peut se limiter & L = 1 (remarque qui sera cruciale dans le cadre discret),
les normes obtenues étant équivalentes entre elles. On travaillera donc désormais avec || - ||» =
| - [|g>. Pour p =1, nous écrirons simplement || - [|s (= [| - [|s1)-

Définition 2.1.1 Une fonction f € LY (R, E) est p.p. au sens de Stepanov (Sh,) si pour tout

loc
e >0, il existe £ > 0 de sorte que pour tout a € R, il existe un T € [a,a + {] satisfaisant :

If(-+7)— f()”sp < e.

Sans difficulté majeure, cette définition s’étend aux fonctions & valeurs dans un espace de
Banach. L’espace des fonctions S, est un Banach et peut étre de maniére équivalente défini
par la propriété de normalité ou par approximation via des polynémes trigonométriques (cf.
[8, 9)).

Pour la suite, nous aurons besoin d’un espace de Stepanov correspondant a p = oo, que l'on
allons définir. Considérons les fonctions f € L (R, F) si pour tout € > 0, il existe £ > 0 de

loc
sorte que pour tout a € R, il existe un 7 € [a, a + ] satisfaisant :

sup ||fX[:L’z+1] ||oo < +00
z€R

(ce qui revient & faire p = oo dans la définition des espaces de Stepanov). En fait, on récupére
L*>*(R, E) puisqu’on vérifie facilement que

sup || fX(z,2+1lloc = | floo-
z€R

Nous sommes alors en mesure de considérer 'espace S35 (R, E) des fonctions f € L*°(R, E) pour

lesquelles € > 0, il existe un ensemble relativement dense (7.)c t.q. pour tout 7 € {7 }. :

1F(+7) =)l <&

Cet espace contient toutes les fonctions Bohr p.p., mais aussi, par exemple, toute fonction
mesurable périodique bornée pour la norme ||.|| .

Remarque 2.1.2 On peut montrer que pour toute f mesurable, on a (éventuellement dans R
avec un abus de notation) :

lm || flls> = [|.f]loc-
p—o0

2.2 Suites p.p. au sens de Stepanov.

Fixons une suite x := (13)rez € E%, & valeurs dans un espace de Banach E. Rappelons la
définition d’une suite p.p. au sens de Bohr et le lien avec les fonctions p.p. au sens de Bohr (cf.
[41, 54, 56, 100]).

Définition 2.2.1 Une suite z est p.p. (au sens de Bohr) si pour tout € > 0, il existe un
entier naturel N = N(g) € N tel que tout ensemble de N entiers consecutifs {m,...,m + N}
contienne un p € {m,...,m + N} satisfaisant |zy1, — zx|g < €, pour tout k € Z. p est appelé
une e-presque-période de x.
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On peut, a partir de z, définir son interpolée f,:R — E par :
folk+0) = xp + 0(zp11 — z1),
pour tout k € Z et 6 € [0,1]. On sait que les propriétés suivantes sont équivalentes :
e zx est (Bohr) p.p. ;
e f, est (Bohr) p.p. ;
e Il existe une fonction p.p. f:R — E telle que f(k) = xy, pour tout k € Z.

Nous allons expliquer ici que les suites p.p. au sens de Stepanov sont en fait p.p. au sens de
Bohr. Définissons un analogue discret de la norme de Stepanov (lorsque p = 1, nous traiterons
les autres valeurs de p plus bas) via la formule :

n+T
T =sup | =—— T € |0, o0], our T € N.
||7||5; neg <T+1 ;| k|E> [ . p
On constate que [|z][s1 = [|2]|o-
Posons

St = A{z | llzllsy < oo}

Soit f € Ll (R, E). On rappelle ici 'expression de la norme de Stepanov, et on introduit une

autre norme, ou la borne supérieure est seulement prise sur Z, vu le lien que ’on souhaite faire
entre discret et continu :

a+1
1 Fllst o= sup ( / |f<t>Edt) € (0,00,
acR a

n+1
1y, o= ([ 15@lear) € .ol
’ nez n
et on définit les espaces S et SiZ par :
Si={f|llfllst <oo} and Siz:={f|Ifls:, <oo}.
L’espace Si (resp. S},Z) muni de |[.[[s: (resp. ||.[[s: ), est un espace vectoriel normé.
Le point crucial est le lemme suivant : 7

Lemme 2.2.2 Pour tout x € B, T € N* et f € LL (R, E), nous avons :

loc
(@) lallsy = llzlo:
(i) zilzloo < lzlsy < l2lloo;
(iii) |flls:, < Iflsy <2l fllss ;
(iv) [ Flls: < 1l
(0) falloo = llzllso-

Il faut remarquer que (i) et (ii) impliquent S} = ¢> pour tout T' € N*, et que les normes
ci-dessus définies sur St = ¢°° sont équivalentes. De plus, (iv) assure que S = S%’Z.

La proposition suivante rend plus précis ces liens avec la fonction f,.
Proposition 2.2.3 Sont équivalentes :

° &Efoo,'
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z € 81, pour tout T € N*;

z € S, pour un T € N*;
fr €81

° fo €81y

o fr€L>™.

De plus, toutes les normes || - |loo, || - lls2, 2 = [|falloo, z = [[fzlls: sont équivalentes.

La conséquence cruciale est le fait que la notion de suite p.p. au sens de Stepanov n’a guere
de sens, puisqu’elle est équivalente a la notion de suite p.p. au sens de Bohr. De plus, ce lien se
lit également sur la fonction f, puisque pour elle, étre Stepanov ou Bohr p.p. c’est équivalent’.

Conséquence 2.2.4 La suite x est Stepanov-p.p. si et seulement si elle est Bohr p.p. si et
seulement si fy est Bohr-p.p. si et seulement si fy est Syp.

Remarque 2.2.5 En vertu de l'inégalité de Hélder, nous avons :

AMJU@Mdr<(AHJU@NPm)Uﬁ (2.1)

de sorte que la proposition 2.2.3 et la conséquence 2.2.4 sont également valides avec les suites
Se.
P

2.3 Discrétisation.

Une discrétisation d’une fonction f est une suite de la forme {f(ak + b)}rez, avec a > 0 et
b € R. Lorsque a = 1 et b = 0, on parle de discrétisation canonique. On notera que lorsque
la fonction f est Bohr p.p., toutes ses discrétisations sont (Bohr)-p.p. On notera également
que ’ensemble des nombres entiers d’e—translation sont les mémes pour une fonction et sa
discrétisée canonique. De ce fait, ceux de z et f; sont les mémes.

On notera que les liens entre continu et discret sont surtout dans un sens : lorsqu’une suite est
p-p- (au sens de Bohr ou de Stepanov), elle est en particulier la discrétisée d’une fonction p.p.
(au sens de Bohr). En revanche, bien entendu, une fonction peut avoir une discrétisée p.p. sans
étre p.p., méme au sens de Stepanov. En effet, on peut tres bien construire une fonction nulle
sur les entiers (sa discrétisée canonique sera nulle et donc p.p.) et non bornée pour les normes
de Stepanov. Comme le montrent les exemples 4 et 5 que nous avons introduit dans [10], il se
peut qu'une fonction S, aie certaines de ses discrétisées p.p. mais pas toutes. Reproduisons
ici 'exemple 4 de cet article :

Exemple 2.3.1 Considérons la fonction (issue d’une modification d’un exemple proposé dans
[77] partant d’une premiére construction dans [113]), obtenue comme somme d’une série de
fonctions 2n—périodiques f, :

f@) =" fol2)

n=1
. _ 2(z—yn.kten)? € 2(z—Yn,k)> € Er
avec . fn(x) - 22 & sur ]yn,k — &n, yn,k - %]; 1-— €2n sur ]yn, - %7 yn,k‘ + TLL
2(x—yn,k—¢ )2 &, N
7;2 ~ sur ]yn,k: + §7yn,k + En]; et 0 sur [yn,k: - n7yn,k + n] \ [yn,k - €n7yn,k + En]y ou

n

Ynk = 2k +1Dn, k € Z et (en)n est le terme général & valeurs dans 10;1/2[ d’une série

ILe fait d’étre Stepanov implique son coté (uniformément) borné et donc Lipschitzien vue sa construction ;
or toute fonction Stepanov p.p. et uniformément continue est Bohr p.p.
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convergente. Cette fonction est un exemple de fonction qui est de classe C' et S,p (mais pas
Bohr p.p.) dont la dérivée ne sera pas bornée, ce qui nous intéressera aussi un peu plus bas.
On montre par le calcul que :
lim k) = 400,
k—>+00,k€Zf( ) +
ce qui montre que la discrétisée canonique n’est pas bornée et donc mon p.p., alors que pour
tout entier k, f(k+1/2) =0, ce qui donne une autre discrétisée constante et par conséquent

b.p.

Il est intéressant de remarquer que si une fonction S,, peut avoir des discrétisées qui ne sont
pas p.p., en revanche les discrétisées de la transformée de Bochner sont toutes p.p. -a valeurs
dans L (R, L?([0; 1], E))- du fait que la transformée de Bochner est Bohr-p.p.

2.4 Autour de la propriété de Bohl-Bohr.

Ici on se pose la question de savoir si on peut améliorer la table des équivalences entre définitions
de presque-périodicité lorsque la fonction en question est donnée comme solution d’une équation.
De maniere intuitive, les notions de presque-périodicité au sens de Stepanov et de Bohr ne sont
pas si éloignées puisque pour les fonctions uniformément continues (hypotheése que ’on pourrait
récupérer via une équation), les deux notions sont identiques. Toujours de maniere triviale, si
par exemple f est bornée, toute solution de ' = f(t, x) est globale et uniformément continue,
donc toute solution p.p. au sens de Stepanov le sera au sens de Bohr.

Z. Hu et A. B. Mingarelli se sont demandé dans une série d’articles ([73], [74], [75], [76], [77]) s’il
est posssible de trouver sur des équations ”raisonnables” des solutions purement p.p. au sens
de Stepanov (purement signifiant qu’elles sont p.p. au sens de Stepanov et non de Bohr). M.
Tarallo, étendant des techniques de Favard dans [112] a montré dans un cadre linéaire ce n’est
pas possible. Nous allons voir que sous des conditions "raisonnables”, il n’y a pas de solutions
purement Stepanov a une équation différentielle non linéaire.

2.4.1 Le théoreme de Bohl-Bohr et ses conséquences.

On rappelle ici la propriété de Bohl-Bohr :

Théoréme 2.4.1 Les primitives de fonctions S,, sont p.p. au sens de Bohr si et seulement
si elles sont SP-bornées.

On notera au passage qu’ainsi on a, pour une primitive de fonction S,;, le fait que sa
SP —bornitude implique son caractére Bohr-p.p. et donc en particulier le fait d’étre S,, et
(uniformément) bornée, points qui impliquent la bornitude S? ; ainsi, toutes ces propriétés sont
équivalentes pour les primitives de fonctions S,y.

Comme conséquences de la propriété de Bohl-Bohr, toujours dans la recherche de solutions
purement Stepanov, on notera que la dérivée d’une fonction bornée purement S,, ne peut
pas étre S,, ; ou encore, pour que la dérivée d'une fonction S,, soit elleeméme S,;, il est
indispensable que la fonction soit elle-méme p.p. ou non bornée.

L’exemple donnée dans la section précédente est un exemple de fonction S,, non bornée dont
la dérivée est non bornée.

Exemple 2.4.2 Introduisons les fonctions de classe C°(R,R) suivantes :
g(z) = 2 + cos(x) + cos(V2z),

f(z) = sin(1/g(x)),
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h(z) = (g(=))? sin(1/g(x)).

Levitan [80] a montré que f est Sap, mais pas p.p. ; sa dérivée ne peut donc pas étre S, (sans
quoi sa primitive f serait p.p. puisque bornée). On a ici un exemple de fonction purement S,p
dont la dérivée n'est pas Sap. Quant a h, elle est S,y et & dérivée bornée, il s’agit donc d’une
fonction p.p. a dérivée Syp.

2.4.2 TUne équation a variables séparées.

Considérons dans cette section le cas particulier de :

z’ = p(x) +p(t), (22)

ot p € CO(R",R") et p € L{. (R,R™). Une solution est bien entendu une fonction localement
absolument continue satisfaisant la relation Lebesgue-presque-partout. Lorsque p € CO(R, R™),
on obtient la notion classique de solution.

Comme conséquence de la propriété de Bohl-Bohr, nous avons :

Proposition 2.4.3 Toute solution x(-) Sap est p.p. si l'un des propriétés suivantes est satis-
faite :

e © et p sont bornées ;
o x est bornée et p est bornée ou Syp.

En relecture de ceci, pour avoir une solution purement S,, de (2.2), il est nécessaire d’étre
dans l'une des trois situations suivantes :

e z et  non bornées ;
e x et p non bornées ;
e p est ni S,, ni bornée.

Si on reprend I'exemple 2.4.2 de fonction f, ’équation ' = f’ a bien une solution purement
Sap. Mais ici nous sommes bien dans la troisiéme situation : la fonction p = f’ est ni bornée ni

Sap-

Remarque 2.4.4 On notera en particulier que l'existence de solution purement Stepanov-p.p.
dans le cadre de la théorie de Bohr-Neugebauer (bornitude implique presque-périodicité) ne
peut se produire que dans la troisiéme situation. Par ailleurs, rappelons que dans les résultats
type Bohr—Neugebauer ou Favard [14, 54, 55, 56, 75, 16, 77, 73, 74, 106, 107], on suppose
toujours que p dans (2.2) (ou plus généralement F(-,x) pour une équation x' = F(t,x)) est
Sap- De ce fait, la question soulevée dans [73, 74/, (“whether boundedness of solutions can
imply their (pure) Stepanov’s almost-periodicity (if not a.p.)”) n’a qu’une réponse négative
dans le cadre des hypothéses formulées sur p ou plus généralement F. Notamment puisque dans
[77], F(-,x) est supposée étre SE, et bornée, uniformément par rapport a x € R™, et A, p dans
' = A(t)x + p(t) sont supposées p.p. dans [13, T4, 15, T6], on obtient immédiatement le fait
que les solutions SP-bornées seront p.p.

Meisters a donné un résultat surprenant reliant la presque-périodicité des solutions d’une
équation et celle de leur discrétisée canonique. Nous l’avons étendu dans le cadre de notre
équation (2.2). Il semble raisonnable que le résultat de Meisters s’étend y compris pour une
équation a variables non séparées, mais nous avons voulu nous contenter d’un résultat simple
pour l'illustrer :
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Théoréme 2.4.5 On suppose que z(-) est une solution localement absolument continue (2.2)
a valeurs dans un espace de Banach E satisfaisant la propriété de Radon—Nikodym (par exemple
un Banach réflexif), et que :

(i) ¢: E — E est Lipschitzienne

(i) p:R — E est Sap.

Alors pour que x(-) soit une solution p.p. de (2.2), il est nécessaire et suffisant que sa
discrétisée (x(k))kez soit une suite (Stepanov) p.p.

Il s’agit bien entendu uniquement de montrer I'aspect suffisant. Un raisonnement basé sur
Gronwall et sur les propriétés reliant la suite z et son interpolée f, permettent de montrer
que toute e—presque-période commune & f, et & p (dont on sait que on peut en trouver un
ensemble relativement dense) est une 5ee—presque-période pour la fonction x (ot L est la
constante de Lipschitz de ¢). On obtient ainsi le résultat.

Comme conséquence amusante, nous avons obtenu le fait qu’il n’existe pas de fonction purement
Stepanov-p.p. et absolument continue a valeurs dans un Banach satisfaisant la propriété de
Radon-Nikodym dont la dérivée est S, et dont une discrétisation serait (Stepanov)-p.p. Pour
la démonstration, on se ramene au cas ou ’on parle de la discrétisée canonique, puis nommant f
une telle fonction, on introduit I’équation '’ +x = f'+ f. Ici ¢(x) = —x est bien lipschitzienne,
p = f"+ f est S,p, la suite (f(k))r étant supposée p.p., ce devrait étre le cas de la fonction f.

Nous avions obtenu comme conséquence le fait que sous les hypotheses du théoreme, toute
solution purement S,, n’a aucune de ses discrétisées Stepanov-p.p. En réalité, nous verrons
ultérieurement que cette équation ne peut avoir de solutions purement S,;, sous les hypotheses
du théoreme.

Dans notre article, nous avons donné une extension aux inclusions différentielles, qui se démontre
en passant aux sélections.

Exemple 2.4.6 Reprenons l’exemple de la fonction f définie dans 'exemple 2.3.1. Rappelons
qu’il s’agit d’une fonction de classe C, purement S,p, et qu’une de ses discrétisée n'est pas p.p.
tandis qu’une autre l’est. Il s’agit alors une solution purement S,, de :

a'(t) +x(t) = f'(t) + f ().
On notera que le second membre p = f' + f n’est pas Sa, ni borné (voir la relecture de la
proposition 2.4.3).
2.4.3 Non-existence de solutions purement Stepanov p.p. : généralités.

Dans [11], nous avons été plus loin dans la recherche de solutions purement S,,, répondant aux
questions de Hu et Mingarelli dans un cadre assez ”raisonnable” et étendant le résultat déja
démontré par Tarallo [112] dans le cadre linéaire.

Le point de départ est la proposition suivante :

Proposition 2.4.7 Soit f € AC)o(R, E), ot E est un espace de Banach satisfaisant la pro-
priété de Radon—Nikodym. Si f et f' sont bornées au sens de la norme de Stepanov, alors f est
bornée en norme infinie. En particulier, si f € ACioc(R, E), ot E est uniformément conveze,
est telle que f et f' sont p.p. au sens de Stepanov, i.e. f,f' € S}lp(R, E), alors f est p.p. au
sens de Bohr.

Pour la premiere partie, le point clé consiste a démontrer la majoration :

sup | f(t)|e < [f'llsy, +sup |f(n)|e,
teR nez
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ce qui relie la fonction et sa discrétisée canonique, puis a constater que :

VneZ, |f(m)le < If sy, + I f]sz,-

Au final, on obtient la majoration :

£l < 201/ llsy, + I/ lIst,-

Pour la seconde partie, si f € AC,c(R, E) est t.q. f et f’ sont simultanément Stepanov
p-p-, on voit que f est borné et donc f est Bohr p.p. en vertu de la propriété de Bohl-Bohr.

Remarque 2.4.8 La majoration justifiant la premiére partie nous permet de retrouver égale-
ment directement le fait que si g et g’ sont simultanément S,;,, alors g est Bohr-p.p. puisqu’il
suffit d’appliquer ceci la relation a f = g(. +7) — g(.), ot T est une presque-période commune
a g etg (dont on sait qu’on en aura un ensemble relativement dense).

Bien entendu, la puissance 1 n’est pas cruciale :
Remarque 2.4.9 Puisqu’on a (cf par exemple [8]):

Vp2 1 ([fllsa < Iflsz,
la proposition est également valide pour f € SL (R, E) et f' € SI (R, E), pour tous p,q > 1.

Une conséquence fondamentale de cette proposition (et de la remarque) est que opérateur
de Nemytskii joue un role primordial dans ces questions.

Théoréme 2.4.10 On suppose que l'opérateur de Nemytskii N envoie SE (R, E) dans S1,(R, E),
ot p,q > 1. Alors toute solution Sh -solution de X' =F(t,X), & valeurs dans un Banach uni-
formément convexe E est Bohr p.p.

Ceci justifie d’étudier 'opérateur de Nemytskii dans le cadre de Stepanov, afin d’obtenir des
résultats de non existence de solutions purement Stepanov.

2.4.4 Opérateurs de Nemytskii dans les espaces de Stepanov.

Nous avons vu le role de 'opérateur de Nemytskii dans notre probleme. Nous allons donc donner
des exemples de situations dans lesquelles ’opérateur de Nemytskii envoie un espace de Stepanov
dans un autre. Le but n’est pas ici d’étre exhaustif ou aussi complet que dans le chapitre 1,
mais de donner quelques exemples. Pour le futur, on envisage une revue de la littérature sur la
question, et si cela n’a pas été fait, de faire une étude plus exhaustive. Notamment, 1'usage de
la transformation de Bochner (qui transforme la p.p. au sens de Stepanov en une p.p. au sens
de Bohr, & valeurs dans un espace LP) pourrait se révéler utile afin de se ramener au chapitre
1.

On commence avec le cas des produits, le produit “-” ayant différentes significations. Ce
lemme est une extension d’un résultat de Levitan [80, pp. 204-205].

Lemme 2.4.11 On suppose que p~* + ¢~ ' =r~1 avec p,q,r € [1,00]. Alors:

(i) si A€ S (R,L(E)) et B €SI (R,E), onaA-B €S (R, E),
(ii) si €SB (R,R) et B € SL, (R, E), on aca-fB €S (R,E),

(iii) si A € SE,(R, L(E)) NL>(R, L(E)) et 8 € S, (R, E)NL=(R, E), on a A-§ € S8, (R, E),
R)

(i) si o€ SE(R,R)NL>®(R,R) et 8 € SE (R, B) NL>(R, E), on a a- 3 € S (R, E).
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La démonstration se base sur le fait qu’il est possible de trouver des presque-périodes com-
munes aux deux termes du produit. Ensuite, on fait des manipulations classiques sur des
différences de produit et on utilise I'inégalité de Holder. On montre ainsi que toute e—presque-
période commune aux deux termes (et donc on sait qu’elles forment un ensemble relativement
dense) sera une Ce—presque-période du produit, ot le C' dépend des termes du produit et des
constantes p, q,r. C’est suffisant pour conclure.

On passe ensuite au cas d'un opérateur autonome (f ne dépendant pas de t), c’est-a-dire
pour la composition. L’analyse fine de l'article de Danilov [59] nous a permis d’obtenir 1’énoncé
suivant :

Lemme 2.4.12 Si f € C°(E,E), a,b >0 et p,q > 1 satisfont:
Vz € B, |f(2)|g < alet/ +b,
alors pour toute g € SE (R, E), on a fog €SI (R, E).
On s’attend a une telle condition, qui dans le cas de I'opérateur de Nemytskii entre espaces LP

est connu pour étre une condition nécessaire et suffisante pour que 'opérateur soit correctement
défini et continu. Ainsi, on notera que la continuité de f est insuffisante :

Remarque 2.4.13 Prenons f =exp et g = :i% Jn, avec g, 4n-périodique et:

2
gn|[—2n,2n] (SL’) = Bn <1 - ;‘x - n|> X[n—awr/27n+an/2] (if),

where o, = 1/n° et B, =n>. On démontre que g est S,, comme limite uniforme de fonctions
Sap- Pour autant, on démontre que exp(g) n’est pas bornée pour la norme de Stepanov et donc
n’est a fortiori pas Stepanov p.p.

On en vient maintenant a ’opérateur de Nemytskii non autonome.
Proposition 2.4.14 On suppose que :
(i) pour toutt € R, f(t,.) € L*°(E,E);
(i) [t f(t,.)] € SL,(R, L>®(E, E)).
Alors Ny envoie SE,(R, E) dans S, (R, E), ot p,q > 1.

Il est bien entendu possible de combiner ces résultats. Par exemple, combinant les lemmes
2.4.11(i) et 2.4.12 on obtient :

Proposition 2.4.15 Considérons F(t,X) := A(t) - F1(X), p,q > 1, r € (0,p/q], ou:
(i) AeSva (R, L(E));
(ii)) Fy € C°(E,E) et vérifie:
VX e E, |Fi(X)|g<alX|g+D,
avec a,b > 0.

Alors Np: S, (R, E) — SE (R, E).
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2.4.5 Non-existence de solutions purement p.p.: exemples.

Nous allons combiner le théoreme 2.4.10 avec I’étude des opérateurs de Nemytskii dans les es-
paces de Stepanov pour obtenir des exemples d’équations n’admettant pas de solution purement

p.p-

Auparavant, revenons sur I’exemple ot F'(¢, X) = ¢(X) + p(t). On voit facilement que si ¢ est
Lipschitzienne et p € S,;, le Nemytskii construit sur F' envoie S,, dans lui-méme : il n’y aura
donc pas de solution purement Stepanov p.p.

A titre d’illustration, considérons I’équation suivante
2 (t) = A(t) - Fi(x(t)) + Fa(t, z(t)). (2.3)
Théoréme 2.4.16 On suppose E uniformément convexe et qu’il existe des constantes p,q,r
,oup,g>1, r~t=p~t+qtetr €0, %], de sorte que :
_Pq
(i) AeSip" (R, L(E));

(i) VX € B, |F1(X)|p < Ci|X|p + Co,
avec C1,Co >0, et F} € C°(E,E);

(i3) pour tout t € R, Fy(t,.) € L=®(E, E);
(iv) [t — Fa(t,.)] € S{L,(R,L>(E, E)).
Alors Uéquation (2.3) n’a pas de solution purement p.p.

Remarque 2.4.17 Lorsque Fy(t,x) := P(t) avec P € S{ (R, E), la fonction P ne nécessite
pas d’étre bornée pour arriver au méme résultat. Par ailleurs, en prenant Fy(x) = z et
A€ ST (R,L(E)), P eSL(RE), le (i) du lemme 2.4.11 assure que [t — A(t)z(t) + P(t)] €
Sip(R,E) pour z € S}lp(R,E). Alors, grace a la proposition 2.4.10, ’équation linéaire X' =
A(t)X +P(t), ou A € S35 et P € S}, n'a pas de solution purement Sap,, ce qui étend le résultat
de M. Tarallo [112].

Lorsque F5 = 0, on peut proposer :
Théoréme 2.4.18 On suppose qu’il existe des constantes o > 1, r > 0, telles que :
(i) A€ Sg (R, L(E));
(ii) Fy € C°(E, E) vérifie :
Ve e E, |Fi(z)|g < Cilz|" + Cy,

avec C1,Cy > 0.

ar
a—1’

Alors pour tout p > l’équation
al(t) = A(t) - Fy(x(t))

n’a pas de solution purement SE,. En particulier, lorsque r <1 — a1, il n’y a pas de solution
purement Spp.

Remarque 2.4.19 Il est possible de faire varier un peu les choses. Nous avons souhaité par
deuzx exemples montrer la puissance du résultat, mais c’est loin d’étre exhaustif.



Chapitre 3

Comparaison entre temps discret
et temps continu pour les
oscillations limites-périodiques.

Les fonctions (ou suites) limite-périodiques (également appelée fonctions semi-périodiques) for-
ment une sous-classe des fonctions presque-périodiques. La situation entre suites et fonctions
est différente, notamment du fait que dans le cas des suites périodiques, les rapports de périodes
étant nécessairement rationnels, 'espace des suites périodiques forme un espace vectoriel con-
trairement a ce qui se passe dans le cas des fonctions.

Nous avons souhaité avec Jan Andres dans [12] étendre aux espaces de Banach quelques pro-
priétés bien connues de ces fonctions et suites, donner le lien avec ’analyse de Fourier, et notam-
ment faire une classification comparative. Au lieu d’étendre la classe des fonctions Bohr p.p. en
passant a Stepanov, nous avons étudié une sous-classe. Les fonctions continues périodiques sont
caractérisées comme étant les fonctions simultanément limites-périodiques et quasi-périodiques.
On met en exergue le lien et les différences entre suites et fonctions, et illustrons cette différence
en utilisant deux techniques différentes dans le cas continu et le cas discret.

3.1 Définitions et propriétés de base.

3.1.1 Suites semi-périodiques.

Nous reprenons la définition de [17].

Définition 3.1.1 Une suite z € EZ est dite semi-périodique (s.p.) si:
Ve >0,3T e N\Vn € Z,Vk € Z, |xpinT — Ti|E < €.

Cette définition 3.1.1 est bien entendu l'analogue discrete de la définition 3.1.2 donnée
ultérieurement des fonctions semi-périodiques.

Les suites périodiques formant déja un espace vectoriel, nous verrons que I’espace des suites
semi-périodiques est lui-méme un e.v., qui est I’adhérence de ’espace des suites périodiques
comme démontré dans [17].

3.1.2 Fonctions continues semi-périodiques.

Notons C%.(R, E) l'espace vectoriel des fonctions continues et T-périodiques,

Per(R, E) := UrsoCH(R, E)

27
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'ensemble des fonctions continues périodiques et BCY (R, E) ’espace de Banach des fonctions
continues bornées.

Définition 3.1.2 Une fonction continue f € CO(R, E) est dite semi-périodique (s.p.) si:
Ve > 0,37 >0,Yn € Z,Vt € R, |f(t+nT)— f(t)|g <e.

Un tel T est appelé e-semi-période de f. Notons S(R, E) l'ensemble des fonctions continues
semi-périodiques.

Une telle fonction est nécessairement Bohr p.p. et de ce fait bornée, ce qui permet d’écrire
la définition de la maniere suivante :

Définition 3.1.3 Une fonction continue f € C°(R, E) est dite semi-périodique si :
Ve>0,3T >0,Vn € Z, |f(-+nT)—f( )|l <e.
L’ensemble S(R, F) peut étre muni de la métrique suivante :

d(f,g) = Sup |f(t) — g(t)|e-

Comme nous le verrons ultérieurement, d rend S(R, E') complet (mais ce n’est pas un e.v.).

Adaptant la preuve de [17], on vérifie que l'espace des fonctions semi-périodiques coincide
avec 1’adhérence de 'ensemble des fonctions continues périodiques (dans BC*(R, E) ). Pour ce
faire, on établit en premier :

Lemme 3.1.4 Soit f € S(R,E), € > 0 et T. une e-semi-période de f. Alors il existe une
fonction continue et T.-périodique p t.q.

”f - @Hoo < 2e.

L’idée de la preuve consiste tout d’abord a définir la fonction T.-périodique coincidant avec
f sur [0;T.[, puis & la corriger sur un petit voisinage (& gauche) de T. de sorte & la rendre
continue.

Ce lemme préparatoire permet d’obtenir le résultat annoncé :
Théoreme 3.1.5 S(R, E) est l’adhérence de Per(R, E) pour la norme uniforme.

Passons a I’analyse de Fourier des fonctions semi-périodiques. Sur la formule définissant les
coefficients de Fourier, on voit immédiatement que f — ax(f) est 1-lipschizienne (et donc con-
tinue) de AP(R, E) vers E. Cette remarque permet d’obtenir la caractérisation des fonctions
semi-périodiques en terme de développement en série de Fourier-Bohr :

Lemme 3.1.6 Soit f: R — E. Alors f € S(R, E) si et seulement si il existe > 0 t.q.:

A(f) C Q.

Dans larticle, nous avons démontré uniquement le sens direct, voici les arguments. On prend
A et p de sorte que ax(f) # 0 et a,(f) # 0 ainsi qu’une suite (f,), de fonctions périodiques
convergeant uniformément vers f. Par continuité de ay et a,, on peut trouver un indice IV de
sorte que ax(fn) # 0 et a,(fn) # 0. Or, fy étant périodique, si on appelle Ty la période de
fn, ceci impose que \ et p soient dans %—”Z, donc leur rapport est rationnel. Réciproquement,
l'usage des polynémes de Bochner permet, lorsque A(f) C 6Q, de construire une suite explicite
de fonctions périodiques convergeant uniformément vers f.
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Remarques 3.1.7
1. La preuve montre au passage que pour n assez grand, la période T, de f, satisfait T, 0 €

27 Q.

2. On retrouve ici simplement que S(R, E) n’est pas un e.v. ; par exemple, une fonction
quasi-périodique simple comme t — cos(t) + cos(t\/2) n’est pas s.p. quoique somme de deuz
fonctions périodiques.

On peut préciser le deuxieme point de la remarque :
Théoreme 3.1.8 Toute fonction semi-périodique et quasi-périodique est en fait périodique :
S(R,E)NQP°(R, E) = Per(R, E).

En effet, 'ensemble A(f) est a la fois inclus dans un groupe libre de type fini Gy := Zw; +
-+ + Zwy, par quasi-périodicité de f, et dans un groupe Gs := 0Q par semi-périodicité. En
tant que sous-groupe de Gy, le groupe G = G1 N G> est libre de type fini et contient A(f). On
a ainsi :

Af)CG=2G+...+ I,

On vérifie alors par I'absurde que p = 1, ce qui conclut.

La réunion de ces deux classes ne fournit pas non plus la classe des fonctions p.p. comme le
montre ’exemple suivant :

Exemple 3.1.9 Construisons par récurrence une suite (oy)g>1 telle que, pour tout k :

Opt1 € 01Q + ... + 0, Q,

(ce qui est possible puisque 'ensemble de droite est dénombrable). On pose alors :

eiant

f6) =3 —

n>1

On obtient ainsi une fonction p.p. qui est ni semi-périodique, ni q.p.

On sait également qu’'une fonction q.p. n’est pas nécessairement une somme finie de fonctions
périodiques, comme le montre ’exemple suivant :

Exemple 3.1.10
eit(1+m/§)
= —5—

n>1

n2

Cette fonction est visiblement q.p. puisque A(f) C Z +/2Z. Si f est une somme finie de
fonctions périodiques, notant Ty, ..., Ty les périodes, on sait grace a [90] que :

A(Tl, ‘e ,Tk)f = 0,

ou :

A(T1,. T f(w) = AT, To1) (AT ().

Or on voit tout de suite que :
k .
a/)\(A(Th v aTk))f) = G/)\(f) H (elATj - 1) )

et donc :
vneN, 3Jje{l,....k}, (1+nV2)T; € 2nZ.

A Uaide de ceci et du principe des tiroirs, on déduit que \/2 est rationnel, ce qui n'est pas.
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En revanche, bien entendu, si on s’autorise les sommes infinies de fonctions périodiques, on
récupere toutes les fonctions p.p. En effet, toute fonction p.p. est limite uniforme d’une suite
de polyndémes trigonométriques (f,)n,, eux-mémes des sommes finies de fonctions périodiques.
Ecrivant :

f=fo+ Y (fasr = fa),

la fonction f apparait comme une somme (infinie) d’une suite de fonctions périodiques.

3.1.3 Liens entre suites et fonctions s.p.

Le lien entre suite et fonctions s.p. est le méme que dans le cadre p.p. (sauf que l'on précise
Pappartenance & N* de la semi-période) :

Proposition 3.1.11 Soit x € EZ. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. fy est s.p. avec une semi-période dans N*,
2. il existe une fonction s.p. avec une semi-période dans N* dont la restriction a Z est x,

3. x est s.p.

3.2 Fonctions semi-périodiques uniformément en le parametre.

Définition 3.2.1 Soit f:R x M — R*, oo M C R™. On dit que f est uniformément semi-
périodique (u.s.p.) si pour tout ensemble compact K C M C R™, on a :

Ve > 0,37 > 0,Vn € Z,Vt e R,V € K, |f(t+nT,z) — f(t,z)|pr < &.

On notera qu’une telle fonction est u.p.p., donc elle est bornée sur tout R x K, ou K est
un compact de R™ inclus dans M. Le théoreme 3.1.5 s’étend au cadre a parametre, avec une
démonstration assez proche :

Proposition 3.2.2 Toute fonction u.s.p. est limite uniforme sur tout R x K (K compact de
R™ inclus dans M), d’une suite de fonctions continues, périodiques en leur premiére variable.

Remarque 3.2.3 La démonstration permet de voir que si f L-Lipschitzienne par rapport a
sa seconde variable, on peut choisir une suite de fonctions qui sont également L-Lipschitzienne
par rapport a leur seconde variable.

Remarque 3.2.4 ] est possible de faire la méme chose et d’obtenir des résultats analogues
en discret.

En revanche, en ce qui s’agit de 'opérateur de Nemytskii construit sur une fonction u.s.p.,
la situation est tres différente selon que l'on soit en discret ou en continu. En effet, si f est
u.s.p. et ¢ est s.p., la superposition ¢ — f(t, $(t)) n’est pas toujours s.p., comme on le voit en
prenant f(t,x) = sin(t) + x et ¢(t) = sin(nt). En revanche, le résultat est vrai en discret :

Proposition 3.2.5 Si f:Z x M — RP est u.s.p. et x = (1) est s.p. avec {x4,t € Z} C M C
R™, alors la suite (f(t,x¢))iez est s.p.

Pour la preuve, on se place sur le compact K = {z;,t € Z}. Puisque z est a.p. (car s.p.),
on sait que K est compact et donc étant donné € > 0, on trouve n > 0 tel que :

sup  |f(t,z) — f(t,y)|re <e.
te€Z,|z—y|<n



3.3. SOLUTIONS SEMI-PERIODIQUES DE SYSTEME QUASI-LINEAIRES DISCRETS ET CONTINUS.31

On pose 1’ := min{n,e}. On peut trouver un 7" € N* de sorte que soient simultanément
satisfaites :

Vn € Z7Vt € Za |xt+nT - xthR" < 77/;

et
VneZNteZ,Nvx e K, |f(t+nT,x)— f(t,x)|re <7’

Alors au final on obtient :

|ftnT, wppnr) = f (6 w)|e < |fEART, 2opnr) = f (40T, ) [ge +|f (40T, 20) = f (£, 20)[Re < 2¢.

3.3 Solutions semi-périodiques de systeme quasi-linéaires
discrets et continus.

La situation est un peu différente en discret et en continu : dans le cadre discret, I’espace des
suites semi-périodiques est un espace de Banach (notamment un e.v.) tandis que dans le cas des
fonctions, c’est juste un espace métrique complet. De plus, I'opérateur de Nemytskii construit
sur une fonction (ou suite) u.s.p. laisse stable ’espace des suites s.p. et non celui des fonctions
s.p.. Nous allons illustrer ces différences sur deux premiers exemples de résolution de problemes
quasi-linéaires.

3.3.1 Solutions semi-périodiques de systemes quasi-linéaires discrets.

Pour une premiere illustration, on a décidé de prendre un systeme autonome dans sa partie
linéaire :
Tey1 + Axt = f(t7xt)7 (1)

ou A est une matrice carrée p X p.

Théoréeme 3.3.1 Si A n’a pas de valeur propre de module 1 et si f est u.s.p. et lipschizienne
avec une constante suffisamment petite par rapport a sa seconde variable, alors il existe une
unique solution s.p. a (1).

Pour la preuve, on rappelle en premier que 'application T': (z;) — (2441 + Axy); est linéaire
bijective de AP(Z,RP) dans lui-méme. Le théoréme de Banach assure que T est bicontinue. T
envoie l’espace des suites semi-périodiques dans lui-méme, et sa bicontinuité (en norme infinie)
permet de constater que c’est un homéomorphisme de ’espace des suites s.p. dans lui-méme.
L’équation que ’on souhaite résoudre est équivalente a la recherche d’un point fixe de

TZT_IONf.

L’opérateur de Nemytskii envoie bien S(Z, R?) dans lui-méme donc lopérateur est correctement
défini sur I’espace de Banach S(Z, RP). Si L est une constante de Lipschitz commune & toutes les
f(t,.), on constate que ||T~!||L est une constante de Lipschitz pour 7, qui sera donc contractant
pour L < 1/||T~}||. Le théoréme du point fixe s’applique. On notera que I'on a bien utilisé & la
fois le fait que 'opérateur de Nemytskii laisse stable S(Z,RP) dans le cadre discret et que cet
espace est bien un espace de Banach. On notera également qu’en rendant A triangulaire, il est
possible d’estimer ||T~!|| et donc d’avoir une borne explicite.

3.3.2 Solutions semi-périodiques de systemes quasi-linéaires continus.

Cette fois-ci, considérons :
¥+ Az = f(t,z). (4)
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On suppose que la matrice carrée A a la propriété de dichotomie exponentielle, i.e. il existe
une matrice de projection P des constantes C > 0, A > 0, t.q. :

I X(t)PX (s)| < Cexp(—A(t —s)), sis<t,
I X()(I — P)X ! (s)] < Cexp(—A(s —t)), sit<s,

oll X est la résolvante de 2’ + Az = 0. On suppose de plus que f:R x R¥ — R* est u.s.p.

On pose :
/|Gt—s | ds

A(t—s)P it>
e ., si s
Glt,5) = { AP sit<s

est la fonction de Green associée a A et P_, Py sont les projections spectrales sur les sous-
espaces invariants par A.

= sup
teR

< sup/ Ce MNt=slds = %,

teR

ou

Théoréme 3.3.2 Si de plus f est L-Lipschitzienne par rapport a sa seconde variable avec
L < (\/2C <)1/C(A), alors il existe une unique solution semi-périodique a l’équation (4).

Cette fois-ci, on va approcher la fonction f par une suite de fonctions (f,), périodiques
par rapport a leur premiere variable convergeant uniformément vers f et qui conservent la
L-lipschitzianité par rapport a la seconde variable. On note  l'unique solution bornée de (4)
(cf. [9, Chapter II1.5]). On note z,, 'unique solution bornée (qui sera périodique en vertu de
l'unicité) de :

x, + Az, = f(t, ).

A Paide des représentations intégrales :

) :/RG(t—s)fn(s,xn(s))ds

- / Gt — 5)f (s, 7(s)) ds,
R
on parvient & montrer que R = sup,, ||, || est fini, puis que :

c(A
[~ Flow < )

i—cr, S lalt:z) = ft @)l =0,

(t,2)ERX B(0,R)

ce qui démontre la convergence uniforme de (x,), vers T, qui est par conséquent s.p.

Remarque 3.3.3 Ici nous avions ['existence (et ['unicité) de la solution bornée pour le problé-
me de départ. Nous avons montré qu’elle est s.p. en travaillant avec des problémes périodiques
approchant notre probleme. Cette approche a €té choisie ici en raison de la moins bonne struc-
ture de l’espace des fonctions semi-périodiques que celui des suites. Cette approche peut sans
aucun doute étre faite dans le cas discret.



Chapitre 4

Perturbations singulieres de
problemes variationnels pour des
oscillations quasi-périodiques.

Dans ce chapitre, nous avons souhaité proposer une méthode de perturbations singulieres pour
les problemes de recherche de solutions quasi-périodiques & module de fréquence fixé. En effet,
le formalisme de Percival, étudié avec J. Blot durant ma these, transforme ce probleme en
un probleme de recherche de solutions multiplement périodiques d’une E.D.P. Ce probleme
semble en apparence plus simple (la multiple périodicité se lit mieux que la quasi-périodicité),
en revanche, du fait de I'absence de dérivées dans plusieurs directions, le probléme est fortement
dégénéré. 1l était donc naturel de I’étudier en le regularisant. Ces résultats ont été publiés dans
[41].

4.1 Rappels.

On considere ici un espace de Hilbert réel' H. On rappelle l'expression de la moyenne d’une
fonction p.p. f :

T
M{f} = M{f(D)}; = Jim ~ / f(tyt,

T—+o00 T
existe dans H. On peut alors associer a f un développement en série de Fourier-Bohr :

F&) ~ D ax(f)e™,

A€R

avec convergence en moyenne quadratique. Les coefficients de Fourier-Bohr sont donnés par:

ax(f) = M{f(t)e"*}e.

L’ensemble:
A(f) ={NeR, ax(f) # 0}

est dénombrable, on note Mod(f) le Z—module qu’il génere A(f). f est dite quasi-periodique
(q.p.) sile module est libre de type fini, c’est-a-dire §’il existe un entier N > 1 et (wy,...,wy) €
RN t.q.:

Af) =Z2wi + ...+ Zwy,

Lquoique pour I’analyse de Fourier, nous passerons dans son complexifié encore noté H.

33
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et 'hypothese Ej kjw; = 0 avec k; € Z pour tout j implique k& = ... = ky = 0. On
note QP°(R, H) I'ensemble des fonctions q.p., et QPY(R, H) I'ensemble des fonctions q.p. f
t.q. A(f) C Zwy + ... + Zwy, avec w = (w1,...,wyn). On note QP (R, H) = QPY(R, H) N
AP™(R, H).

Maintenant, w étant fixé, on considere le tore qui est un groupe abélien compact TV =
(R/(27Z))N. L’application Q, : CO(TN, H) — QPY%(R, H) définie par Q,(u) = [t — u(tw)]
est bijective. Si CL(TY, H) est ’'ensemble des fonctions u € C°(TV, H) qui admettent en tout
x € TV, une dérivée directionnelle:

Do) = }1_{% u(r + tu;) - u(x)

Par récurrence, on introduit :
CL(TN,H) ={u e CL(TY,H);0,u e C. (T, H)}.
Alors Q,, est une bijection entre C™ (T, H) et QP"(R, H), et de plus, pour tout k¥ < n, on a :
Q. (0ku) = (Quu)™.

Toute u € CO(TY, H) admet un développement en série de Fourier :

U~ Z a(v)e,,

veZN
ol ey, : T — e et :
. dx
i) = [ fae (o) gy
On notera p la mesure de Haar du tore :
dx
d =
() @n)N

Pour les solutions faibles, on va introduire des espaces type Sobolev. On note L? =
L?(T¥; H) que 'on munit de son produit scalaire standart :

(Fo)es = [ @) g@)mduta).

Sa norme sera notée ||.||z2. On introduit I'espace de Sobolev standart :

H1:H1(TN;H):{ueL2, Vi=1,...,N, gu ELQ},
£

et son produit scalaire :

N ou ow
(u,v)gr = (u,v)p2 + (, ) .
= L ; axl 8%1 2

PosantDu::(a“ ﬂ):TN%HN,ona:

%,..., TN
(u,v) g1 = (u,v) g2 + (Du, Dv)e.

Pour ces probléemes q.p. & module de fréquences fixé, introduisons (cf [39]) H. = HL(TY, H)
défini par :

HL(TV,H) = {ue L? d,ue L},
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et son produit scalaire :
(f,9)m =/ ((u(z),v(2)) b + (Ouu(x), 0uv(x)) 1) du().
']I‘N

Nous avions démontré que Q,, est également une bijection de L2(TV, H) (resp. HL(TY, H)) sur
'espace de Besicovitch B2 (R, H) (resp. BL2(R, H)) (cf. [39] pour les détails). Nous I’avions
fait avec H = RP mais cela est vrai avec un espace de Hilbert.

L’opérateur Q,,, en tant que bijection, permet de transformer la recherche de solutions q.p. a
module de fréquences fixé en la recherche de solutions multiplement périodiques d’une E.D.P. Le
formalisme a été introduit par Percival [104], [105], mais a été étudié par Berger et Zhang [18],
[19] et plus précisément encore par J. Blot et moi-méme dans [39]. Par exemple la recherche
des solutions q.p. a module de fréquence généré par w de :

q"(t) = F(q(t) + e(t)
avec e € QPY(R, H) se transforme en 'E.D.P.:
OZu(z) = F(u(x)) + E(x),

ot E = Q_!(e). Le lien précisé dans [39] est qu'une fonction u est une solution faible ou forte
de la seconde équation ssi. Q,(u) est une solution (faible ou forte) de la premiere équation.
Malheureusement, le fait de ne dériver que dans une direction pour les fonctions de H(TV, H)
(qui correspondent aux solutions faibles dans I'espace de Blot BL2(R, H) ) entraine un défaut
de compacité et nous tombons sur une E.D.P. dégénérée. On se propose alors d’introduire une
méthode de perturbations singulieres.

4.2 Lemmes préliminaires.

Rappelons la synthese harmonique qui nous permettra d’obtenir des inégalités entre normes.
Toute u € L? se développe en série de Fourier :

U~ Z a(v)e,.
veZN

Nous avons (@(v)) € £2(ZN; H) et méme :
Lemme 4.2.1 On a :

o [lullZs =3, ezn l0(w)*.

o we HY 550 Xyenn (1 + WP < +o00, et alors lullys = 5 con (1 -+ WP)a(0)P-

e u€ HL(TN, H) ssi Y, con (14 (vw)?)|a(v)]? < 400, et alors ”uHiI;(TN,H) =D enn (1+

(vw)?)la)]?.

Rappelons que 4(v) = [pn u(z)e—,(z)du(z) ; en particulier, @(0) = [in u(z)du(x) est la

moyenne de u.

Maintenant pour u € L? considérons la décomposition u = i + % avec @ = Jon u(x)dp(zx) est la
moyenne de u. On pose : ~
L2 ={ueL*u=0}.
A I’évidence, L2 est un sous-espace fermé de L?, et la somme H + L2 est directe et orthogonale.
De ce fait :
2 —12 ~ 112
lullze = [alF + llallz.-

Introduisons H' = H' N L2 et HL = H. N L2
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Lemme 4.2.2 Nous avons :
o Vue H', |illz2 < Dullr:.
o Yue HY, || Dull < [Jull < V2| Dull 2.
e Il n'existe pas de constante C > 1 t.q. pour toute u € H}, lull 7y < CllOuullp2-

La démonstration se fait a ’aide de ’expression des normes obtenues par les relations type
Parseval. Le dernier point est relié au probleme des petits diviseurs : il est possible de trouver,
pour chaque, € > 0, un v, € ZN \ {0} t.q. |v..w| < e. Le deuxieéme point du lemme montre que
sur H! Dlapplication u — ||Dul|z2 est une norme équivalente & ||.|| g1

Adaptant une preuve de [117] (pour la premieére partie), on peut proposer ce lemme, qui est
relié a des propriétés type Rellich :

Lemme 4.2.3 Si (up)m € (HY)Y est t.q. w, — 0 faiblement dans H', alors u, — 0
fortement L%. Le résultat est fauz pour les fonctions de H}.

La premiere partie est adaptée de [117]. Si u,, — 0 faiblement dans H®, la suite (tm,)m
est bornée dans H! par une certaine constante C. De plus, @, (v) = (e,,umn) — 0. Donc,
découpant la somme en deux, on peut écrire pour tout R € N* :

CZ

2 ~ 2

lumll7z < > Jam(V)* + TR
lv|<R

Le second terme peut étre rendu aussi petit que souhaité en augmentant R, et ce indépendamment
de m. Ensuite, le premier terme est une somme finie de terme tendant tous vers zéro donc peut

étre rendu arbitrairement petit en augmentant m. Le contre-exemple dans H) se fabrique &

l'aide d’une suite (v;); t.q. |v;.w| < 1et |v;| > |vj_1]. On pose alors :

1 m
Ym>1, Uy, =— €y, -
vy

On vérfie alors facilement que u,, — 0 faiblement dans H, mais pas fortement dans L? puisque
pour tout m, ||um,||rz = 1.

4.3 Le probleme.

4.3.1 Transformation en un probléeme sur le tore.

Ici on considere V : Rx H — R t.q. V(¢,.) est C! et convexe pour tout ¢ et V(.,y) est w—q.p. en
t uniformément en y. On sait qu’il existe un unique A € CO(TN x H;R) t.q. A(tw,y) = V(t,v)
Pour tout (¢,y) € R x H. On cherche des solutions ¢ w—q.p. de :

{'(t) = %Z(t,qa)). (4.1)

Ce probléme se transforme en une E.D.P. sur le tore TV :

Oulr) = 5 (., u(a)) (4:2)
L’équation (4.2) s’écrit :
0%u 0A
> g g (@) = G (@) (4.3)

1<j,k<N
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Nous allons régulariser le probleme en introduisant une perturbation dépendant de m € N*
destiné & tendre vers l'infini?

N
1 0%u(x) 0A
wjwk 55— () + — —u(z) | = (2, u(w)).
1<]zk:<N J 8:v 6mk m \ = &r? Oy

On pose donc pour m € N*:

Uik = Wi+ si j=k
et on considere :
o 0%u 1 0A
Z ajkm(x) - E“@") = Fy(ﬂf’u(ﬂf))- (4.4)

4.3.2 Hypotheses et exemples.

Nous formulons les hypothéses sur A pour des raisons de clarté. C’est bien entendu un point
discutable puisque la fonction donnée au départ est la fonction V ; cependant nous donnons
juste apres un exemple de classes de fonctions V satisfaisant notre jeu d’hypotheses.

On suppose que :
(H1) A est mesurable, et pour tout = € T, la fonction A(z,.) : TV — R est C! et convexe,
(H2) il existe pg € L? t.q. A(.,0(.)) € L*(TV;R) et %(.,cpo(.)) € L?
(H3) Fa e 12, e INTVR), Azy) > {ale),yhu +bz),
(H4) J(a1,B1,7) € Rf x L2(TY;R) x LY(TN;R), V(z,y) € TV x H:
T,y
(P20 ) = alall - Aa(a)lla — ),
Y H
et? |17z + 4min{1, a1} (frn mdp) = 0,

(H5) 3(c,d) € L*(TN;R) x L'(TV,R):

0A

a—y(m, y)| < c@)|ylg +dx) presque partout.

H

Voici un exemple de fonction V' pour laquelle la fonction associée A satisfait ces hypotheéses.
On suppose que V prend la forme suivante :

Vit y) = ¢()f(y) + @)y
Ici on considere une équation de la forme :
q"(t) = () f'(a(t)) + (),
et on suppose que :
(i) o, € APY(R,R) et infp > 0.
(ii) f e CYHR,R) est convexe.
(iii) (o, B) e RS xR, y = (f'(v),y)ur — aly|% + Bly|u est bornée inférieurement.
(iv) 3(u,v) € R, Vy €R, [f'(Y)|a < plyla +v.

2Lorsque H = R, la perturbation est simplement : %(Au —u).
3Noter que ceci est vrai lorsque fﬂ.N y1dp > 0.
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4.4 Résolution du probleme.

4.4.1 Etude de I’équation perturbée.
On introduit ¢,, : H' = R :

o) = { Ly an (22 22) |+ Bl + fox AW u(@)dp(e) st A(,u() € LTV, H),

too si A(,u(l) & LMTN, H)

Les hypotheses (H1), (H2), (H3), assurent que ¢,, est une fonctionnelle convexe s.c.i.,
dont le sous-différentiel d¢,,(u) est donné par :

{{wzfz;z(g’;,;;)f,;<u,u>Lz+fTN<%;j( w),v > du} si (., u() € LTV, H)

0si G5 (,u() ¢ L*(TV, H).

La démonstration utilise les outils classiques du calcul sous-différentiel. Grace & ’hypothese
(H5), il est méme possible ici de dire que ¢, est Gateaux-dérivable partout, et :

m(Ou Ov e U, V)2 o4 x, u(x x x
De¢m<u>-v=1<;KNajk(8%,8%)L2+m< e+ [ (G o) ol o).

Nous allons montrer que ¢,, admet un minimum. Pour ce faire, on a besoin de la coercivité,
c’est le role des hypotheses (H1), (H2), (H4) que de 'assurer. Nous avons tous les éléments
pour énoncer :

Proposition 4.4.1 Sous (H1), (H2), (H3), (H4), l’équation (4.4) admet une solution u,, €
HY(TN; H).

Bien entendu, en un minimum, on a : 0 € 9¢,,(u,,). Relisant ceci, on obtient que u,, est
solution de (4.4). Ainsi, nous avons obtenu une solution de I’équation perturbée.

4.4.2 Le passage a la limite.

Le but est maintenant de faire tendre m vers 'infini, afin d’obtenir (au moins en sous-suite) la
convergence de (U, ), vers une solution de (4.1).
On montre en premier la proposition suivante :

Proposition 4.4.2 Sous (H1), (H2), (H3), (H4), (um)m est bornée dans H}.
Finalement la derniére hypothése (H5) ne sert que pour le passage & la limite :

Théoreme 4.4.3 Sous (H1), (H2), (H3), (H4), (H5), ["équation (4.1) admet une solution
faible.

Pour cela, on introduit la limite de ¢ : H* — R de ¢y, :
ou Ou

E WjWg —|— Az, u(z))dp(x).
83: Oz, ™~

1<g k<N

On constate que (U, )m a une sous-suite faiblement convergente dans H}, vers une limite U.
En utilisant que ¢ est s.c.i. et la décroissance de m +— ¢,,, on obtient que U est un minimum
de la fonction convexe ¢ sur H.. On peut bien entendu, comme pour ¢,,, justifier que ¢ est
Gateaux-dérivable. En écrivant que Dg¢(U) = 0, on obtient exactement :

B2U (x) = %@c, U(x)).

Enfin, en posant ¢(t) = U(tw), on a bien :
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4.5 Passage aux solutions p.p.

Il est bien entendu possible d’approcher des problemes de recherche de solutions p.p. par
une famille de problemes q.p., et donc d’obtenir ’existence de solutions p.p. en passant par
des techniques sur le tore, techniques spécifiquement q.p. Illustrons ceci sur un exemple. On
considere :

q"(t) = F'(q(t)) + b(t) (4.5)
obe APY(R,H) et F € C'(H,R) est convexe et satisfait :
a,B,7) €ERF xR xR,  (F'(y),y)g > B>+ 4dymin{l,a} > 0.
Théoréeme 4.5.1 Sous ces hypothéses, l'équation (4.5) admet une solution p.p. faible.

L’idée est d’approcher b par une suite de polynémes trigonométriques (donc quasi-périodiques)
(bn)n. Les problémes perturbés

q"(t) = F'(q(t)) + bn(t).

auront tous une solution ¢,. Les calculs effectués dans la section précédente permettent de
sortir une constante absolue Ry telle que :

V’I’LEN, ||q7l||Bl>2 SRM

2
(précisément Ry = @). Alors la suite (g,), admet dans I'espace de Hilbert B1:2 une
sous suite faiblement convergente vers un ¢ € BH2.
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Chapitre 5

Notion de solution variationnelle
faible en temps discret et en
temps continu.

Ce chapitre développe une idée lancée dans ma these [99], en corrigeant une erreur et, en
poussant un peu la formalisation, a étendre a des problemes qui ne seraient plus issus de
systemes dynamiques. Pour 'instant, je considere que les choses doivent étre développées, car
méme si ce travail a donné lieu & deux publications [102] et [103], il me semble que les hypotheses
pourraient étre grandement améliorées.

L’idée de base est d’adapter a une situation non linéaire une technique bien connue des E.D.P.
elliptiques, la formulation variationnelle. Présentons rapidement son principe en dimension 1.
Soit & résoudre :

—u”(2) + a(z)u(z) = f(x)

avec u(a) = u(b) = 0. On démontre que cette équation implique la suivante :

b b
Yv € Hy(]a, b)), / (W (z)v' (z) + a(z)u(z)v(z))de = / f(x)v(z)dz,

appelée formulation variationnelle du probleme. Cette formulation variationnelle a un sens pour
toute u € Hg(Ja,b[). Sous certaines hypotheéses sur la fonction «, on est en mesure d’appliquer
le lemme de Lax-Milgram (et méme ici le théoréme de Riesz) pour assurer que cette équation
a une solution et une seule. Apreés on peut remonter & la premiere grace a des théorémes de
régularité.

Ici nous allons adapter le principe de cette méthode & des équations non linéaires. La formulation
variationnelle consistera en la recherche d’un zéro d’une fonction envoyant un Sobolev dans son
dual. La recherche de ce zéro se fera via une technique de Newton, dont nous montrons qu’elle
fonctionne dans un cadre Gateaux-dérivable. Nous laissons en suspens la question du retour a
I’équation de départ, méme en un sens faible (qui peut étre faux comme nous le verrons par un
exemple). Nous allons proposer deux approches, une concernant plutét un cadre continu et pour
des équations d’ordre 2, 'autre en dimension n et assez générale mais adaptée aux systemes
discrets. On notera au passage que nous parlons d’opérateurs généraux, et pas exclusivement
de dérivée ou de schift.

41
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5.1 Technique pour des probléemes continus.

Le premier article [102] a introduit la technique sur des problemes les plus proches de la question
d’origine, les EDP linéaires. Toutefois, on introduit les notions dans un cadre abstrait, bien
qu’ayant en téte des cas particuliers tels le cadre p.p. ou q.p. & module de fréquences fixé.

5.1.1 Le cadre.

On se donne un espace mesuré G (mesure ug, qui est la mesure de Haar lorsqu’on travaille avec
un groupe localement compact), un opérateur 7' & valeurs dans Lé = L*(G,H), qui est muni
de son produit scalaire naturel et de la norme associée ||.||2 ; ici (H,(.,.)yr) est un espace de
Hilbert .

On considere le domaine de l'opérateur T :
Hl ={ue *(G,H), Tuc L*G, H)}.

C’est un espace de Hilbert lorsqu’il est muni de :

lullg, = y/llull3 + 1 Tul3.

Alors T : H}, — L% est un opérateur linéaire continu. On supposera que :

Y(u,v) € HY x L%, / (Tu,v)gdug = f/ (u, Tv)gdpc.
G G

Nous considérerons également un sous espace de Hilbert de Hé,, H}; o, dans lequel nous sup-
poserons que nous avons une inégalité de Poincaré-Wirtinger :

dapw >0, Yué€ Hé',()’ ||Tu||2 > OépwHuHQ.
Alors H,  est un espace de Hilbert muni de la norme suivante, équivalente a celle de H, :

lullo = [Tull2.

5.1.2 Quelques exemples d’espaces.

Avec G =T = R/(27Z), L% est 'ensemble des fonctions de L} (R, H) qui sont (27— )périodiques.
Pour T on prend la dérivée et alors Hé est 'espace des fonctions de Hlloc(R,H ) qui sont

2m—périodiques. Introduisant la moyenne d’une fonction f € L% :

27 T
Misy =g [ =t 2 [ g = [ i

2 0 T—=00 T Jo

on a l'inégalité de Poincaré-Wirtinger dans :

HGo={feHs M{f}=0}.

Avec G = TN et pour T I’application 9, :

O.u(z) = lin u(r + sw) — u(:c)7
S—r S

on retombe sur le cas q.p. a module de fréquences fixé.

Avec G le compactifié de Bohr de R, bR, L?(G) est isométrique & I’espace de Besicovitch B2(R).
La moyenne est :

T
sisy=Jim = [ gt = [ s,

Pour T nous prenons la dérivation au sens de J. Blot, pour récupérer les espaces de Blot.
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5.1.3 Notion de solution variationnelle faible.

Il y a une coquille dans l’article (un signe — & gauche en trop) que 'on corrige ici. On souhaite
résoudre :

T?u(z) = X (z,u(z), Tu(z)) (5.1)
On remplace (5.1) par la recherche de u € H (H = Hf ou H ) t.q. :

Yv € H, /G((Tu,TU>H—|—<X(.,u,Tu),v>H) dug = 0. (5.2)

C’est cette équation que l'on appelle la forme variationelle de la premiere équation.

Toute solution du premier probléme est solution du second. La réciproque n’est pas toujours
vraie. Dans nos espaces H}, présentés auparavant, on a bien la réciproque. Cependant, dans
H é,o, il se peut que la deuxieme équation admette une solution et non la premiere. C’est le cas
par exemple pour :

—G+0g=¢
Dans H}(T), elle admet une solution variationnelle faible pourvu que 6 > —a%,W =—1;en
revanche, il est clair que lorsque 8 = 0 et ¢ = 1, la premiere équation n’admet pas de solution
méme dans H}(T) (la moyenne du terme de gauche est nulle tandis que celle du terme de droite
est 1).
5.1.4 Hypothéses communes.

On suppose que X est une fonction de Caratheodory t.q. X (.,0) € L% et les dérivées partielles
02X et 93X existent et sont bornées.
On pose, pour j € {2,3}, M; = supy , vyeaxuxu 10X (¢, u,v)|[z. On introduit ms t.q.:

Y(t,u,v,w) ER X H x Hx H, (0:X(t,u,v).w,w)y > ma|w|%
et enfin, pour ¢ = 2, 3:

0 = sup 10; X (L, uz,v2) — 0; X (¢, ur, v1)|| 1 € [0;00].

(t,u2,v2,u1,v1)EGXH*

5.1.5 Un énoncé préparatoire : Newton.

On commence par donner un résultat de convergence de la méthode de Newton dans un cadre
de fonction continue et Gateaux-dérivable, adapté du livre de Ciarlet (cf. [51], théoréme 7.5-1).

Proposition 5.1.1 Soit une fonction f : Q C E — F continue el Gateauz-dérivable, ou E
est un Banach et F un e.v.n., et v >0 t.q. B(xg,r) C Q. Sl existe M >0 et a € (0,1) t.q.:

® SUDPcB(wo,r) I1Da f(x) "l zvx) < M;
® SUD(, 1\ eB(ao,m2 1P f (@) — Daf(@)llex,y) < of/M;
o |[f(zo)lly <r(l—a)/M

alors f(z) = 0 a une unique solution dans B(zg,r).

La démonstration consiste a suivre celle de Ciarlet, en plus simplifiée puisqu’on remplace les
Ay par Dgf. La seule chose a remarquer est que 'on utilise I'inégalité de moyenne, qui est
licite avec les fonctions Géateaux dérivables. Elle figure in extenso dans [103].
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5.1.6 Théoréme d’existence et d’unicité dans H/,.

Théoréme 5.1.2 On suppose que X est de Caratheodory, X(.,0) € L% et que les dérivées
partielles 0o X et 03X existent et sont bornées. Si:

M2
° m2 >3

1— /(1 24 M2
o§§+5§< mat (2+m2)+ 3,

Alors il existe une unique solution H}—variationelle faible a (5.2).

Principe de la démonstration. Résoudre notre probleme est équivalent a trouver un
zéro a Popérateur : ® : HY, — (HL)' défini par :

D(u) = [v — /G (Tu, Tv)g + (X(.,u,Tu),U))dug] .

Afin d’appliquer le théoréeme de Newton, on commence par démontrer que ® est Gateaux
dérivable, et :

Dg®(u).h = [v — /G ((Th,Tvyg + (02X (., u, Tu)h + 03X (., u, Tu)Th),v)g) d,uc] .

Ceci se fait par composition. Ensuite, on démontre que De®(u) est inversible. Pour ce faire,
on constate que
De®(u).h = o+ A(h,v)],

avec :

B(h,v) = /G (Th,Tvyg + (02X (., u, Tu)h + O3 X (., u, Tu)Th),v) ) duc.

2
On constate que [ est bilinéaire, continue, et elliptique du fait que mgy > %. On peut donc
appliquer le théoréeme de Lax Milgram qui permet d’obtenir 'inversibilité de Dg®(u), puis

I'estimation : .

))_IHL((Hé)’,Hé) <

|(De®(u -

1—ma+4/(1+m2)2+M?2
5 .
On applique alors Newton & f = ®. La premiere condition est assurée en prenant M = e, ‘et
ppliq p P 0

est valide pour tout r > 0. La seconde condition est assurée indépendamment de r par :

ol Eo =

.. \/02+62 . . N o
83 + 02 < 3. On choisit f = % satisfaisant les deux premieéres conditions, et par exemple

2o = 0. On peut conclure qu'il existe une unique solution dans B(0,r). Puisque c’est vrai pour
tout r, on conclut quant a ’existence et I'unicité globale.

5.1.7 Existence et unicité dans Hé,o-

On peut démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 5.1.3 On suppose que X est de Caratheodory, X (.,0) € L% et que les dérivées
partielles 02 X et 03X existent et sont bornées. Soit apw la constante de Poincaré-Wirtinger
de Hé:,O' Si :

[ min{ozfpw — Msapw + mo, 2apw — Mg} > 0;

. 2 M _ 2
o 2 +02< (mm{apw sapwms 20pw —Ms .

apyy 2apw

Alors il existe une unique solution H}, —variationnelle de (5.2).

La seule modification dans la démonstration est ’obtention de la condition d’ellipticité.
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5.2 Le cadre discret.

Cette section a donné lieu & la publication [103]. Ici nous allons nous intéresser & une équation
du type :
A(t, T, l’t+1, e 7xt+n) = 0,

ou A est non linéaire, et proposer une condition qui étend la classique de ”diagonale dominante”.

On cherche les solutions classiques & = (z;); définies sur Z, mais également les solutions
périodiques ou p.p.

Nous allons étre en fait un peu plus général. On s’intéresse a chercher les solutions d’une
équation :

A, z,0(z),...,0"(x)) =0,

ot © est un opérateur bijectif et continu d’un espace L?(G, H) dans lui-méme (et pas nécessaire-
ment le schift (x); — (2¢11)¢), ot G sera un espace mesuré et H un Hilbert. De ce fait, © sera
bicontinu en raison du théoréeme de Banach. On supposera en premier que © est une isométrie
(pour simplifier la présentation), puis indiquerons les modifications & apporter apres.

Puisque nous avons en téte de travailler avec des suites (mais ce n’est pas indispensable), les
espaces LP(G, H) seront notés ¢?(G) (et leur norme ||.|[s»). On supposera avoir ¢?(G, H) C
{>*(G, H) avec injection continue, i.e. :

Ve € (G H), |zlle= < cllzlle,
ce qui équivaut a :
VGEG,  (na(A)>0) = (ua(A) = 1/¢).

Comme exemple d’ensembles G, on sera intéressé par G = Z (cas discret), G = Z/wZ (cas
discret w—périodique, avec w € N*) ou G = bZ (cas discret p.p.). Ces exemples seront munis
de leur mesure de Haar ('intégrale donne alors la moyenne) et satisfont ’hypothese d’injection
continue, contrairement par exemple a R.

5.2.1 Rappels sur le cas linéaire autonome.

On rappelle la condition de diagonale dominante, dans le cas autonome et H = R pour des
raisons de simplicité. On cherche ici les solutions z = () de :

AnTiq4n + ...+ Q0Tt = Yy,

ott (y¢)¢ est dans un espace de suites adéquat E et (ao,...,a,) € R"*1. On montre que si cette
condition (Hadamard) est satisfaite :

Fjo €40,...,n},  ajo> > lajl,
J#Jo

alors pour tout y € E, il existe une unique solution dans x € FE, par exemple dans les cas
suivants F = (P(Z,R), E = (?(bVZ,R), E = RZ/(=72),
5.2.2 Le premier théoreme.
Soit A: G x H" ™ — H, A: (t,50,..,8n) — A(t,80,...,8n) t.q.:
(A1) A(.,s) est mesurable de (G,G) vers H.
(A2) (A(t,0)): € £2(G);
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(A3) Toutes les dérivées de Fréchet t%‘ : G x H"' — L(H) (écrites d;424),j = 0,...,n,
existent ;
(A4) les dérivées ;424 ,j =0,...,n, sont uniformément continues, i.e. :

lim sup ||6j+2A(t, S) — 8j+2A(t’, 5/) ||[,(H) =0.

520 | [t/ [+ |5~ || yrt1 <6

(A5) les dérivées 0424 ,j =0,...,n, sont uniformément bornées :

Vje{0,...,n}, M;:=supl|0;42A(t, )|z < o0.

(t,9)

(A6) il existe jo t.q.:

:: nf (Ojo+2A(t, s)v, v) Z M,

Mo (t,5,0)ERX Hn+1x (H\{0}) lv|%

J#jo

Remarque 5.2.1 Les hypothéses (A1), (A3) et (A4) assurent que A est une fonction de
Caratheodory.

On peut énoncer :

Théoréme 5.2.2 Sous (A1)-(A6), étant donnée une isométrie bijective © : (?(G) — (%(Q),
il existe z € (?(G) t.q.:

A(,z,0(z),...,0"(z)) =0. (5.3)
Principe de la preuve Fixons b et introduisons l'opérateur

o C2(G) = (P(G))

op(z) = {v»—) L(A(.,@,...,@”@) -0, @k0g>Hd,uG .

Notre équation 5.3 est équivalente & ¢g(z) = 0. Grace a la méthode de Newton, on va montrer
- . s 1"
que si b est t.q. ¢y a une racine, c’est le cas de tous les ¢y lorsque b" est assez proche de
V', avec un assez proche indépendant de b’. De ce fait, tout point sera atteignable, y compris
lorsque b = 0.
Plus précisément, on va donner une constante C, ne dépendant que de M; et m;,, t.q. si
A(,z,0(z),...,0%(x)) =b

a une solution (étant donné (b;); € ¢*(G)), alors pour tout b’ € (*(G) t.q. ||b—¥]e= < C,
I’équation admet une solution proche de la premiere. On considere alors :

o 2(G) = ((G))

dp(z) = |:’UP—) /G<A(.,L...,9"(g)) —Q,@’“@)Hd,uc .

On démontre que ¢, est lipschitzien, avec un rapport L(A) ne dépendant que de A (et non de
b) et que ¢, est Gateaux-différentiable, de différentielle :

Degw(z / Z 9j12A(,,...,0™(2))0h, 0% v) ydpg
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Ensuite, on constate que Dg¢y est uniformément continu. C’est la qu’intervient I’hypothese
restrictive d’injection continue, puisqu’on souhaite transformer une estimation en norme ¢2 en
une estimation ponctuelle. Ensuite, comme dans le cadre continu, on montre par le théoreme
de Lax-Milgram que D¢y (z) est inversible, et avons une constante 81 = mj, — > 2o Mj ne
dépendant que de A t.q.

1((2)) "l 2(gezy o2y < Bt

On applique alors I'énoncé de Newton. La premiere hypothese est satisfaite pour M = i L
Pour satisfaire la seconde, on doit avoir :

sup  [[dh(x) — dh(2)ll ez e2)) < B
(z,2’)EB(z0,r)2

et lorsque ceci est vrai, si o est le sup, on pourra choisir « = o/f8;. Grace a 'uniforme
continuité des dérivées, on peut trouver r > 0 de sorte que la boule B(xzq,r) satisfasse la
propriété. Enfin, si on prend pour zy une solution de ¢y (z¢) = 0, on aura la derniére propriété
si|lb—"bllz <7r(1—a)/M, la constante C := r(1 — a))/M & choisir ne dépend bien que de A.

Comme illustrations du théoreme, proposons en premier le cas de :
n
A(t,s) = —ye + > (ak(t), sk)m;
k=0

si les a; sont bornées et uniformément continues, on retrouve la condition usuelle. On peut
également proposer un cadre quasi-linéaire avec bornes explicites :

A(t,s) = Ai(t,s) —ys + Zak(t)sk.
k=0

On suppose que A; satisfait (A1)-(A5) et qu’il existe jg de sorte que :
infay,(t) > Y la(0)],
J#3jo
Alors, si :
—inf 0j,4241(t, s) + Z sup |0jA1(t, )| < inf aj, (t) — Z sup |a;(t)],

— t — ¢

J#jo J#jo
I’équation

ap(t);thrp + ...+ ao(t)l't + Al(t, Lyowo 7xt+p) =Yt

a une solution.

5.2.3 Extensions a un opérateur non isométrique.

Lorsque © n’est plus une isométrie mais est seulement bicontinu, en notant (ae,Be) € (R})?
t.q.:

(H7) : pour tout 2 € E,  aelz] < [0()] < o]z,

on démontre que le résultat est encore vrai si on remplace (H6) par (H8):
o o
(H8) : aZmy, > ¥, 857 M;.

Comme exemple ol le schift ne serait pas isométrique, on peut penser a des £2 & poids. Etant
donné p : G — RY, on considere 'espace £2 de poids p :

2= {x € HE, / |z *pedpc (t) < —l—oo} .
G
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Cette fois, la mesure v de densité p par rapport a la mesure de comptage ne satisfait plus
nécessairement notre hypothese :

Je>0, VA, ((A)>0)= ((A) >1/c2).

En revanche, on continue a travailler avec la mesure de comptage. On suppose de plus
I'hypothese (H9) suivante satisfaite :

Pt—1

3(01,02) S (R:—)Q,Vt eG, <
bt

< Co.

On vérifie facilement que le schift n’est plus nécessairement une isométrie, mais qu’il demeure
bijectif et bicontinu, et que plus précisément :

Ve el alzl <O < ezl
Ainsi, on a ici ag = ¢1 and fo = cs.

1

Par exemple, lorsque p; = 1+ t2, on peut prendre ¢; " = ¢y = %, ce qui permet d’affirmer :

Corollaire 5.2.3 Sous les assertions (H1)-(H5), sip; = 1+ 12, et si :
5 j+3j0
Mo > Z (2> M,

alors il existe x € (2(G) t.q.:

A (t, Lty L1y - ,xt—&-n) =0. (54)

5.2.4 Un cas d’unicité.

On revient au théoréme 5.2.2 (une remarque similaire pourrait étre faite dans la situation non
isométrique). Au lieu de (H4), supposons :

—1
n

> sup [10542A(t 8) = 9j12A(t )|y < | My — Y M

. ’ . .
j=0 (1,57 J#d0

Dans ce cas, comme pour la situation continue, les deux premieres propriétés de 1’énoncé de
Newton sont valides pour tout r > 0. On peut donc le prendre aussi grand que ’on souhaite,
et partir par exemple de x, = 0. Prenant directement b = 0, I'unicité dans 1’énoncé de Newton
donne l'unicité a notre probleme. Par conséquent :

Théoréme 5.2.4 Sous les hypothéses (H1)-(H3), (H5), (H6) et :
-1

n
> sup [[0542A(t8) = 042 At ) iy < | mgo — Y M
j=0 (1:5:5") J#o

FEtant donnée une isométrie bijective, © : (2(GQ) — (%(G), il existe une unique x € (*(G) t.q.:

A(,z,0(z),...,0"(z)) = 0. (5.5)



Chapitre 6

Solutions ”mild”
presque-périodiques ou
pseudo-presque-automorphes
d’équations aux dérivées
partielles d’évolution.

Ce chapitre a comme points communs de rechercher des solutions en des sens variés d’équations
d’évolution en étudiant les espaces adéquats puis en appliquant des techniques de point fixe. 11
a donné lieu & quatre publications [13, 38, 37, 96].

6.1 Solutions pseudo-presque-automorphes.

Les notions de solutions presque-automorphes (a.a.), introduites par Bochner au milieu des
années 60, ont pris un regain d’intérét depuis la publication de [92]. Récemment, J. Liang
et al. ont proposé une notion de solution pseudo-presque-automorphe, qui sont des fonctions
sommes d’une fonction presque-automorphe et d’un terme ergodique, i.e. de moyenne nulle
(cf [83, 84, 118]) ; la décomposition est unique. Cette notion étend celle d’asymptotiquement
presque automorphe et est plus complexe & étudier. Dans [61] les auteurs se sont intéressés a
I’existence et 'unicité d’une solution a.a. de :

d

T [u(t) + f(t,u(t))] = Au(t) + g(t,u(t)), t R, (6.1)

Nous allons nous intéresser a deux types d’équation :
du

- = Au(t) + f(tLu(t),  tER, (6.2)

ol A est un opérateur sectoriel non borné et non nécessaire & domaine dense dans un Banach
Eetg:Rx E,— E,ou E,, o € (0,1), est un espace intermédiaire entre D(A) et E.

La deuxieme équation est une perturbation de

du
i Au(t), teR, (6.3)
en une équation :
4 [u(t) + f(t,u(t))] = Au(t), teR, (6.4)

dt
49
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ou A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe exponentiellement stable agissant sur
X, B, C sont deux opérateurs fermés & domaine dense dans X, et f est continue.

6.1.1 Quelques rappels.

Définition 6.1.1 Une fonction continue f : R — X est dite presque-automorphe (a.a.) si
pour toute suite (s),)nen il existe une sous-suite (Sp)nen de (s),)nen telle que :

gt) = lim F(t+s,)
n—oo
est bien définie pour tout t € R, et

F(t) = lim g(t —s,)

n—oo

pour tout t € R.
De méme :

Définition 6.1.2 Une fonction continue f : R x X — X est dite a.a. ent € R pour tout
u € X si pour toute suite (s, )nen il existe une sous-suite (Sn)nen de (s),)nen telle que :

gt,u) = lim f(t+ s,,u)
n—oo
est bien définie pour toutt e R u € E, et

ft,u) = lim g(t — sp,u)

n—oo

pour toutt € R et u € F.

Rappelons que si f est a.a., alors son domaine est relativement compact. De ce fait, elle
est bornée et on peut montrer que lensemble des fonctions a.a., noté AA(E), muni de la
norme uniforme, est un espace de Banach. Ces fonctions sont des extensions des fonctions p.p.
(définition de Bochner).

Définition 6.1.3 1. Une fonction continue est dite de moyenne nulle si elle appartient a :
1 /T

AA(R,X)=<{¢ € BC°(R,E): lim —/ |p(0)|gdo =0 . (6.5)
T—o0 2T -T

2. De méme, on définit AAy(R x E, E) comme ensemble des fonctions f € BC(R x E, E)
telles que :

uniformément pour x dans tout borné de E.

On définit maintenant les espaces de fonctions pseudo-presque-automorphes (p.a.a.) PAA(R, E)
et PAA(RX E,E) :

[ f=g+¢€BCR,E), :
PAA(RE)—{ g€ AA(R,E) et ¢ € AAy(R,E) }
[ f=g+éeBORxXE,E),
PAA(RXEE)—{ ge AAR X B,E) et ¢ € AAy(R x E,E) }

Les termes g et ¢ sont respectivement appelés terme principal et terme ergodique de f. La
décomposition f = g+ ¢ est unique.

On rappelle ([118] Theorem 2.2) que PAA(R, E), muni de la norme du sup, est un espace
de Banach.
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6.1.2 TUne équation du type Volterra.

Sous réserve d’existence, considérons la convolution fxh de f et h, ou f: R — X est p.a.a. et
h:R — R est Lebesgue mesurable :

(f*h)(t) := / flo)h(t —o)do = / f(t—=o)h(o)do = (h* f)(t), pourtoutteR. (6.6)
R R
Soit p € L' et A € C. L'opérateur A, \ défini par :
Ao u=Au+p*u (6.7)
agit continiment sur BC(R, E). De ce fait :

Proposition 6.1.4 Pour Q= PAP(R,E) ou Q= PAAR,E) :

Atp,)\(Q) C Q.
A titre d’application, considérons :
“+o0
z(t) = g(¥) +/ a(t — o)x(o)do, t € R, (6.8)

olt g : R — R est continue et a € L'(R).

Proposition 6.1.5 Supposons g € PAAR,E) et |la||p: < 1. Alors Uéquation (6.8) a une
unique solution p.a.a.

Pour la démonstration, on applique le théoréeme du point fixe de Banach-Picard a I'opérateur,
qui est bien défini en vertu de ce qui précede, I' : PAA(R, E) — PAA(R, E), d’expression :

+oo
(Tz)(t) = g(t) + / a(t — o)z(o)do, teR.

— 00

6.1.3 Solutions p.a.a. dans les espaces intermédiaires.

On s’intéresse ici & ’équation (6.2) dans des espaces intermédiaires.

On suppose que A est un opérateur non borné sectoriel & domaine non nécessairement
dense & valeurs dans un espace de Banach E et f : Rx E, — E, ou E,, a € (0,1), est
un espace de Banach intermédiaire entre D(A) et E. De tels exemples d’espaces E, sont les
espaces d’exposants fractionnaires D((—A)%), 0 < a < 1, les espaces D 4(«, c0), introduits par
J. L. Lions et J. Peetre, et les espaces de Holder D4(a) qui sont identiques avec les espaces
d’interpolation de G. Da Prato and P. Grisvard.

Rappelons que dire que A est sectoriel signifie qu’il existe des constantes w € R, 0 €]F, 7],
M > 0 telles que :

(7) p(A) D Spw ={Ae€C: A#w,|arg(A —w)| < 6}
(@) [[RON A < A€ Spo-

M
A—wl]?
Dans ce cas A, génere un semi-groupe analytique 7 := (T'(t));>0 sur |0, oo vers £(X) tel que :

IT@)| < Mge*t, t>0,
[6A = )T (8)| < Myet, >0,
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Le semi-groupe 7 est supposé étre hyperbolique, i.e. on a une projection P et des constantes
M,5 > 0 t.q. chaque T(t) commute avec P, ker P est invariant par rapport a T'(t), T(t) :
Im@Q — ImQ@Q est inversible et

|T(t)Pz|| < Me™%|z| pour ¢ > 0, (6.9)

1T(6)Qzx| < Me®||x| pour t <0, (6.10)

ot Q:=1—Petpourt<0,T(t):=(T(-t) L
On rappelle que lorsque 7T est analytique, il est hyperbolique si et seulement si

a(A) NiR = 0,
cf. par exemple [65, Prop 1.15, p.305].

Rappelons que pour « €]0, 1], un espace de Banach E,, (norme ||-||») est dit espace intermédiaire
entre D(A) et E, ou un espace de classe J,, si D(A) C X, C X et qu’il existe une constante
c > 0 telle que :

Vo e D(4),  zlla < cllel' (|2l (6.11)

ol || - |4 est la norme du graphe de A. De tels exemples d’espaces E, sont les D((—A)%),
a € (0,1), domaines des puissances fractionnaires de —A, les espaces d’interpolation D 4 («, 00),
a € (0,1), définis de la maniere suivante :

{ Da(a,00) :={x € X : [r]a = supgs<y [[t1=2(A — w)e T (t)x|| < +oo}
[zlla = ||zl + [z]a,

et les espaces de Holder abstraits D4 («) := D(A)”'”a. Les deux derniers exemples ne dépendent
que de D(A) et E (contrairement aux espaces de puissances fractionnaires de —A) ; c’est-a-dire
que si B est un opérateur de méme domaine que A, leurs espaces d’interpolation et de Holder
coincident.

Pour le semi-groupe hyperbolique analytique 7, on a des estimations analogues & (6.9) et (6.10)
avec les normes || - ||o. Plus précisément on peut établir qu’il existe une constante c¢(«) > 0 telle
que :

IT(H)Qx||la < c(a)e’|z]| pour t < 0. (6.12)

et des constantes M (c) > 0 et v > 0 telles que :
|T(t)Px|lo < M(a)t % ||| pour ¢ > 0. (6.13)
Formulons les hypotheses suivantes :
e Hl. A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique hyperbolique (T'(¢)):>0

e H2. (t,z) — f(t,z) est uniformément continue sur chaque partie bornée K C E, uni-
formément en t € R ;

e H3. (t,2) — g(t,z) est uniformément continue sur chaque partie bornée K C E, uni-
formément en t € R ;

e H4. f satisfait
1f(tz) = f(& )l < k(B2 = ylla

pour tout t € R et x,y € X, pour une certaine fonction k € L'(R,R*) telle que

IE]1[C(a)d~! + M(a)y*—°T(1 - a)] < 1. (6.14)
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Par définition, une solution "mild” de (6.2) est une fonction continue z : R — E,, telle que

2(t) = T(t — $)a(s) + / T(t — o) (o, 2(0)) do (6.15)

pour tout s € Rett > s.
Commencgons a titre de lemme avec le probleme non homogene :

ax(t) = Az(t) + h(t), teR. (6.16)
Proposition 6.1.6 Si h € PAA(R, E), alors il existe une unique solution "mild” z(-) p.a.a.
de (6.16) in PAA(R, E,) donnée par :

2(t) = / " P ) Ph(s)ds /t - $)Qh(s)ds, e R. (6.17)

— 00

On sait que Pexpression proposée donne 'unique solution "mild” de (6.16) (cf [47]). On
veut montrer qu’elle est p.a.a. On décompose alors h en sa partie principale 8 € AA(R, E) et
sa partie ergodique ¢ € AA((R, E). Ainsi 2 apparait comme étant la somme & + 6, ol :

t +o0
&) = / T(t—s)PB(s)ds — /t T(t—s)QB(s)ds, teR

— 00

et :
t —+o0
o(t) = / T(t — 5)Po(s)ds — /t T(t - 5)Qd(s)ds, teR.

— 00
On sait que £ € AA(R, E,), et il reste donc & prouver que 8 € AAg(R, E,). C’est 'objet d'un
long calcul avec découpages d’intégrales et estimations données par le semi-groupe.

Nous sommes alors en mesure de démontrer :

Théoréme 6.1.7 Sous les hypothéses H1-H/, I’équation d’évolution (6.2) a une unique solu-
tion p.a.a. x(-) dans E, (z() € PAA(R, E,)) vérifiant :

t +o0
z(t) = / T(t—s)Pf(s,z(s))ds — /t Tt —s5)Qf(s,z(s))ds, teR. (6.18)

La proposition précédente couplée aux hypotheses H1 et H2 permet de définir 'opérateur
G: PAAR, X,) —» PAA(R, X,,) d’expression :

t +oo
(Ga) (1) ::/ T(t—s)Pf(s,x(s))ds—/t T(t = $)Qf (s,x(s))ds, t€R.

— 0o

Les hypotheses formulées permettent de lui appliquer le théoreme du point fixe de Banach-
Picard.

6.1.4 Solutions p.a.a. pour ’équation (6.4).

Formulons les hypotheses suivantes :

(H.1) A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe exponentiellement stable (T'(t)):>¢ tel
qu’il existe M > 0 et § > 0 de sorte que :

IT®) ey < Me™, Wt >0.

De plus, la fonction ¢ — AT (o) définie de |0, 00[ vers B(E) est Lebesgue-mesurable et il
existe une fonction +y :]0, oo[— [0, oo[ telle que sup,s, ¥(s) < oo pour tout so > 0 et une

oo
constante w > 0 avec p := / e “*y(s)ds < oo telle que
0

AT ()| p(g) < €. 4(s), s>0.
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(H.2) La fonction f: R x E — E, (t,u) — f(t,u) est continue et
1f(t,w) = f(t,v)lle < k@) |lu—vl, and
pour tout t € R, et tout u,v € E, avec k € L'(R,R™).

(H.3) f=g+1 € PAAR X E, E), ou g et ¢ sont respectivement le terme principal et le terme
ergodique de f ; on suppose que f et g sont uniformément continus sur tout borné K C FE
uniformément en ¢t € R.

Définition 6.1.8 Une fonction u € BC(R, E) est appelée solution "mild” de (6.4) Si la fonc-
tion s — AT (t — s) f(s,u(s)) est intégrable sur ] — oo, t] pour tout t € R et :

u(t) = — f(t,u(t)) — [ AT(t — 5) (s, u(s))ds

pour tout t € R.

Lemme 6.1.9 Supposons vraies les hypothéses (H.1)-(H.2)-(H.3). Alors lopérateur Ay défini

par :
t

VE € PAA(E), (A6)(t) = / AT(t — ) f(s,(s))ds

— 00

envoie PAA(E) dans lui-méme.

Pour la démonstration, on décompose h(.) = f(.,£(.)) en sa partie principale et sa partie
ergodique h = 8 + ¢. Comme dans [93], on peut prouver que ¢ — fioo AT(t — s)B(s)ds est un
élément de AA(FE). Introduisant :

v(t) = 7/7 AT (t — s)¢(s)ds,

on parvient a l'aide de découpages d’intégrales a montrer que v est de moyenne nulle. Ainsi,
h est bien la somme d’un terme principal a.a. et d’une partie ergodique, c’est donc bien une
fonction p.a.a.

Théoreme 6.1.10 Supposons (H.1), (H.2) et (H.3). Alors l’équation (6.4) a une unique
solution (mild) qui est p.a.a. pourvu que (1 + p)||lk|lco < 1.

On applique le théoréme du point fixe de Banach a I' : AA(E) — AA(E) défini par :
t
D) : s —f(t, u(t)) — / AT(t — ) f(s,u(s))ds.

6.2 Solutions pseudo-presque-automorphes a poids.

Nous travaillons ici avec les fonctions pseudo-presque-automorphes & poids (w.p.a.a.), notion
introduite par T. Diagana [62]. Nous étendons quelques-unes de leurs propriétés et présentons
un théoreme de composition avec des hypotheses plus faibles que la lipschitzianité. On applique
ensuite les résultats a la recherche de solutions "mild” w.p.a.a. d’équations abstraites a valeurs
dans un Banach E du type :

' (t) = Ax(t) + f(t,z(t)), tER, (6.19)

ou A est le générateur infinitesimal d'un Cy-semigroupe {7'(t)};>0 & valeurs dans un espace de
Banach E, et f: R x E — E est une fonction w.p.a.a.
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6.2.1 Fonctions pseudo-presque-automorphes a poids.

Comme en [62], considérons I’ensemble U des fonctions localement intégrables et strictement
positives p : R —]0, oo[ qui jouent donc le réle du poids. Pour > 0 et p € U , introduisons :

m(r, p) = / plx)dz.
On pose
U ={pelU: ILm m(r,p) = oo}
et
Up :={p € U : p est borné et ig%p(m) > 0}.
x

On a bien entendu U, C U, C U.
On introduit pour p € Uy :

PAAy(E,p):={f € BCR,E): Thﬁrgo m(rp)

| 1@ loto)is = 0)
De méme, PAAG(R x E, p) est la classe des fonctions F': R x X — X continues telles que

F(-,y) est bornée pour toute y € X, et
lim

1 T
tin 2 [ PG lple)ds =0

-r

uniformément par rapport a y € E.
On introduit alors les espaces de fonctions w.p.a.a. (par rapport au poids p).

_ | f=9+¢€BCRE): :
WPAA(Eyp)—{ g€ AAR,E) et ¢ € PAA(E,p) }
f=9g+¢€BCRXE,E):
ge AARX EE) et ¢ € PAAR X E,E,p)

Comme pour les fonctions w.p.a.a., on établit 1'unicité de la décomposition, I'argument
crucial étant que si f = g+ ¢, on a g(R) C f(R).
Par I'unicité, et du fait que les deux parties vivent dans des espaces de Banach, on établit :

WPAAR x E,E) = {

Proposition 6.2.1 Sip € Uy, alors WPAA(E, p), ||-|loc) est un espace de Banach.

La convolution est correctement définie, ce qui permet de considérer des équations de
Volterra :

Proposition 6.2.2 Si p € U, f € WPAA(E,p) et g € L'(R). Alors lopérateur J, :
WPAA(X, p) > WPAA(X, p) d’expression :

(JgF)(t) := (f x 9)(t)
est bien défini.

On peut définir une relation d’équivalence sur Uy, notée ~ (et notée < par Diagana ([63]) :
(p1 ~ p2) & <p2 GUb) .
!

Le passage au quotient se passe bien au niveau des espaces ; si p1 ~ pa, alors WPAA(E, p1) =
WPAA(E, p2).

On en vient & lopérateur de Nemytskii. Prenons f € WPAA(X,p) et notons g sa partie
principale. On suppose :
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e H1. (t,z) — f(t,x) est uniformément continue sur toute partie bornée K C X, uni-
formément en t € R ;

e H2. (t,z) — ¢g(t,z) est uniformément continue sur toute partie bornée K C X, uni-
formément en ¢t € R

On peut alors énoncer :

Théoréme 6.2.3 Supposons [ = g+ ¢ € WPAA(E,p) ot p € U el que H1 et H2 soient
satisfaites. Alors Uopérateur de Nemytskii Ny envoie WPAA(E, p) dans lui-méme.

6.2.2 Une équation d’évolution.

On considere I'équation :
' (t) = Ax(t) + f(t,z(t)), teR, (6.20)

avec les hypotheses suivantes :

o (H3) A est le générateur infinitesimal d’un Cy-semi-groupe {T'(t)};>o sur un Banach E
tel que :
IT@t)] < Ne™', t>0

o (HA) f=g+¢ € WPAA(E, p) ot p € Uss
o (H5) lf(t,z) = f(t, )l < Lyllz —yll, Y,y € E

Lemme 6.2.4 Si f = g+ ¢ € WPAA(E,p) ot p € Ux et si (T(t))i>0 est un semi-groupe
exponentiellement stable, alors F(t) := ffoo T(t—s)f(s)ds € WAAP(E, p).

Décomposant f en sa partie principale g et sa partie ergodique ¢, on peut écrire F = G + ®
avec G(t) == fioo T(t — s)g(s)ds et ®(t) := ffoo T(t — s)p(s)ds. Il est connu (cf. [94]) que,
G € AA(FE). On montre alors que & € PAAq(E, p) par des estimations d’intégrales.

Théoréme 6.2.5 Sous les hypothéses (H3-HG), l'équation (6.20) a une unique solution "mild”
dans WPAA(X, p) lorsque % <1.

On peut définir V'opérateur : I' : WPAA(X, p) - WPAA(X, p) d’expression :

(Tz)(t) := / T(t—o)f(o,z(0))do, t € R.

— 00

On montre alors que cet opérateur est contractant.

6.3 Solutions presque-périodiques jusqu’a ordre n.

Les fonctions C(™-presque-périodiques de R vers R ont été étudiées en premier par Adamczak
([3] et [4]). Une fonction f : R — E sera dite C(™-presque-périodique (abréviation C(™)-p.-
p. et notation f € AP™(R, E)) si f est de classe C" sur R et f, f/,..., f(™ sont toutes dans
AP°(R, E). AP"(R, E), muni de sa norme naturelle :

- § (2)
n = su t)|E,
1 £1] te]gi o‘f t)e
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est un espace de Banach. Pour une fonction f € BC"(R, E), étre dans AP"(E) est équivalent
au fait que pour tout & > 0, son ensemble E( (e, f) de (|| ® ||, €)-presque-périodes, défini par :

EW(e,f)={r>0, [If(-+7)=flla<e}

is relativement dense dans R.
Etendant des résultats de J. Liang, L. Maniar, G. M. N’Guérékata et T-J. Xiao, qui avaient
étudié dans [82] I'équation :

2'(t) = A@t)x(t) + f(t), teR (6.21)

dans un contexte ou A est périodique, nous allons cette fois supposer que nous sommes
en dimension infinie et que A n’est plus nécessairement périodique mais géneére une famille
exponentiellement stable d’opérateurs (U(t,s));>s satisfaisant les conditions d’Acquistapace-
Terreni.

On note respectivement BC(R, E), BUC(R, E), p(D), R(\, E), sp(f) espace des fonctions
continues bornées f : R — F, le sous espace des fonctions bornées et uniformément continues,
la résolvante (A — D)~! de D, et le spectre de Carleman de f € L*®(R, E) (voir par exemple
[58]).

6.3.1 Spectre uniforme d’une fonction dans BC(R, E).

On rappelle quelques propriétés du spectre uniforme de fonctions bornées, notion introduite
dans [58]. Pour cela, considérons I’équation linéaire

(1) — Az = f(t), (6.22)

avec f € BC(R, E). Lorsque ReX # 0, "équation homogene satisfait la dichotomie exponen-
tielle, de sorte que (6.22) a une unique solution bornée que ’on note ¢ »(-). Pour chaque { € R,
on a:

[N f(dt (si Red <0)
J}fv\(&) = _f£+oo eA(gft)f(t)dt (Si Rel > O).

_ SO e Mf(E+m)dy  (si Red <0) (6.24)
— [, e (€ +m)dn  (si Red > 0). :

(6.23)

Pour A € C\iR, on aainsi A € p(D) et x5, = (D—X)"! f pour tout A € C\iR and f € BC(R, E).
De plus, 'opérateur (A — D)~1f est analytique sur C\iR.

Définition 6.3.1 Soit f € BO(R, E).

1. a € R est dit uniformément régulier par rapport & f s’il existe un voisinage U de i dans
C tel que X — (A — D)~ f admette un prolongement analytique a U.

2. L’ensemble des & € R qui ne sont pas uniformément réguliers par rapport ¢ f € BC(R, E)
s’appelle le spectre uniforme de f et se note sp,(f).

Lorsque f € BUC(R, E) et « € R, les notions de spectre régulier et d’uniformément régulier
sont identiques (cf. [86]).
Rappelons quelques propriétés du spectre uniforme :

Proposition 6.3.2 Soit g, f, f, € BC(R, E) tel que f, — f lorsque n — +oo et soit A C R
un ensemble fermé tel que sp,(frn) C A pour tout n € N. Alors on a :

1. spu(f) = spu(f(h+"));
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2. spu(af(-)) C spulf), @ €C;

8. sp(f) C spu(f);

4- spu(Bf(-)) C spu(f), B € L(E);
5. spulf+9) C spulf)Uspulg);

6

. spu(f) C AL

On rappelle aussi (cf [86]) que le spectre uniforme et le spectre de Carleman, sp.(f)
coincident.
De ce qui précede et d’une récurrence, on établit :

Proposition 6.3.3 Lorsque f € C,()n)(E), on a:

spu(f) € spu (FO7V), pour tout i = 1,2, ..., n.

6.3.2 Une équation du type Volterra.

Lemme 6.3.4 Si f € AP"(E) et si ¢ € L'(R) est & d support compact. Alors g := ¢ f €
APM™(E) et spy(g) C spu(f) N supp(e).

Ce lemme est connu pour n = 0, et se déduit par dérivation de la convolution. Il vient :

Proposition 6.3.5 On suppose que g € AP(")(]R) et que |lal|pr < 1 est d support compact.
Alors :

+oo
z(t) = g(¥) +/ a(t — o)z(o)do, t € R.

— 00

a une unique solution dans AP™(R).

En effet, le lemme permet de définir I'opérateur I : AP (R) — AP"(R) :

“+o0
(Ta)(#) = g(t) +/ a(t — o)a(o)do, t € R,

— 00

dont on montre qu’il est contractant.

6.3.3 Applications aux équations d’évolution.

Rappelons en premier les théorémes de Bohl-Bohr [50, Theorem 3.4], [54, Theorem 6.20] et de
Kadets [78], que I'on énonce ici & 'ordre n (les théorémes classiques sont ceux pour n = 0) :

Théoréme 6.3.6 Soit f € AP(”)(E) et F' une primitive de f. Alors :
e lorsque l'image de F est relativement compacte, F € AP(”H)(E) ;

e lorsque' E ne contient pas de copie isomorphe i ¢, on a F € APMV(E) si et seulement
st Rp est bornée.

On commence par I’équation linéaire sur un espace de Banach (complexe) E :
2 (t) = Ax(t) + f(t), t €R, (6.25)

ou A: D(A) C E — E est linéaire et f € C(R, E).

Lo’est par exemple le cas lorsque E est uniformément convexe.
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On pose :

MI:={2z€C : Rez#0}.

Rappelons que A est dit de type le plus simple lorsque A € L(E) et A se décompose
sous la forme A = Y7 APy, ot Ay € C, k = 1,..n, et les (Px)1<k<, forment un systéme
d’opérateurs tels que ZZ=1 P, =1et PjP, = 0;1,Px.

On étend le lemme 4.1 [82] en le lemme, de démonstration similaire :

Lemme 6.3.7 Soit E est un espace de Banach ne contenant pas de copie isomorphe a cg.
Considérons sur E ’équation :

'(t) = Xz(t) + f(t), tE€R, (6.26)

ot A € C et f e AP™(E). Alors toute solution bornée = appartient & APV (E) lorsque
NI et ax e APM(E) lorsque \ € T1.

On en vient alors a :

Théoréme 6.3.8 Soit f € AP"(E), ou E ne contient pas de copie de cg, et soit A de type
le plus simple. Alors toute solution bornée de x de (6.25) satisfait x € AP""Y(E) lorsque
Me €11 k=1,....,n et x € AP"(E) si A\ € II pour au moins un k € {i,...,n}.

En effet, grace a la décomposition de A, on se ramene a appliquer le lemme aux P;x.
On en vient maintenant au cas de ’équation non autonome (6.21), i.e. :

z'(t) = A(t)z(t) + f(t), teR. (6.27)

On suppose que A(.) satisfait les conditions de ‘Acquistapace-Terreni’ introduites dans [1],
i.e. il existe des constantes A\g > 0, 6 € (§,7), L,K >0, et o, 3 € (0,1] avec v + > 1 telles

que :
K

Yo U{0} < p(Alt) = do), - IBON AW) = o)l <

(6.28)

et
ICA(®) = X0)R(X, A(t) = o) [R(Xo, A(1)) = R(Xo, A(s)]]| < LIt — s[*[A”
pour t,s € R, A € g := {X € C\ {0} : |arg \| < 0}. Sous ces conditions, il existe une unique
famille d’évolution {U(t,s)} _co<s<t<+oo sSur E, gouvernant I’équation (6.21), cf [2, Theorem
2.3] ou encore [1, 119, 120].
La famille (U(t, s)):>s, satisfait les propriétés suivantes :

o (i) U(t,t) = I pour tout ¢t € R,
e (ii) U(t,s)U(s,r) = U(t,r) pour tout t > s > r,
e (iii) L’application (t,s) — U(t, s)x est continue pour tout x € E.

Nous supposerons de plus que (U(t, s));>s est exponentiellement stable, i.e. il existe des con-
stantes strictement positives N,w indépendantes de t > s telles que ||U(t, s)|| < Ne=«(t=9),

Signalons cette conséquence de la Proposition 4.4 de [87]:

Lemme 6.3.9 On suppose que A(.) satisfait les conditions d’Acquistapace-Terreni, que U (t, s)
est exponentiellement stable et que R(Ao, A(-)) € AP(R, L(E)). Soit f € AP(E) et h > 0. Alors
pour tout € > 0, il existe l(e) > 0 tel que chaque intervalle I de longueurl(g) contient un nombre
T satisfaisant

Ut +7,s+7)—U(t,s)|| < e 2

pour tout t — s > h et tout
[fE+7) = f@Ol <n, teR,

avec n =n(e,h) — 0 lorsque € — 0.
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Définition 6.3.10 Sous ces assertions, appelons solution "mild” de ’équation (6.21) une
fonction continue x : R — FE telle que :

x(t) = U(t, s)x(s) +/ U(t,o)f(o)do, t>seR.

On peut alors énoncer :

Théoréme 6.3.11 Si la famille (U(t,s))i>s est exponentiellement stable et f € AP"(E).
Alors équation 6.21 posséde une unique solution "mild” dans AP(")(E).

Considérons une solution "mild” de (6.21) :
¢
o(t) = Ut s)as) + [ Ulto)f(o)do, t2 s e R

et définissons ,
y(t) = / U(t,o)f(c)do, t€R
— 00
On montre que l'intégrale définissant y est absolument convergente. On vérifie a 1'aide du
lemme 6.3.9 que y € AP"(E). Le calcul montre alors que y est une solution "mild” de (6.21).
Pour 'unicité, considérons x1, x2 deux solutions du probleme et z = x1 — x5. z est solution de
I’équation homogene :
2'(t) = A(t)z(t), t € R.

De ce fait, on sait que
z2(t) = U(t, s)z(s), t > s,
et donc
J2(t)] < Nest=2),

Soit (s;,) une suite arbitraire telle que s, — —oc. At fixé, on a, a partir d’'un certain rang,
sp < t, et donc posant s = s,, et utilisant le fait que w > 0, on obtient z = 0.
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