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Introduction.

"Ni rire, ni pleurer, ni hair mais comprendre.”
Spinoza, Traité politique.

Les travaux présentés dans ce mémoire se situent dans le domaine de 1’Analyse
Fonctionnelle et trouvent leur champs d’applications en Optimisation, en Géométrie
des Espaces de Banach, en topologie des Espaces Métriques et en Controle Optimal.
Voici les grands axes de mes contributions & I’Analyse Fonctionnelle contenues dans ce
mémoire.

Géométrie des convexes compacts métrisables : Un principe variationnel de
type Deville-Godefroy-Zizler dans un cadre compact mais sans fonction bosse a été
prouvé dans [6] et est présenté dans le chapitre 1. Ce principe variationnel permet
de travailler en particulier dans le cadre des espaces de fonctions linéaires, affines ou
harmoniques qui ne possédent pas de fonctions bosses. Il a été utilisé ensuite pour établir
des résultats de géométrie sur des convexes compacts métrisables, qui seront présentés
dans le chapitre 2. Ainsi, une nouvelle classe d’espaces vectoriels topologiques séparés
localement convexes (e.v.s.l.c.) a été mise en lumiére et une notion nouvelle de points
remarquables d’un convexe a été introduite que j’ai appelée les points affines exposés.
Sur cette classe d’e.v.s.l.c., le théoréme de Krein-Milman se trouve étre amélioré. Soit
K un sous-ensemble convexe d'un e.v.s.l.c. On dit que x € K est un point affine exposé
s’il existe une fonction affine continue sur K qui atteint son maximum unique en zx.
On notera AExp(K) 'ensemble des points affines exposés de K. Dans le cas général on
a Exp(K) ¢ AExp(K) ¢ Ext(K), ou Exp(K) (resp. Ext(K)) désigne I'ensemble des
points exposés (resp. extrémaux) de K.

Le théoréme classique de Krein-Milman dit que tout convexe compact non vide d’un
e.v.s.l.c. est Penveloppe convexe fermée de ses points extrémaux : K = conv(Ext(K)).
Il est question, dans le chapitre 2, de chercher & étudier la classe des e.v.s.l.¢ ol on peut
améliorer le théoréme de Krein-Milman, ¢’est-a-dire ol tout convexe compact non vide
est ’enveloppe convexe fermée de ses points aflines exposés. Cette classe d’espaces a été
nommeée la classe des e.v.s.l.c. ayant la propriété des points affines exposés (P.A.E.).

Voici maintenant un théoréme obtenu dans [6] et présenté dans ce méme chapitre :
Soit X un e.v.s.l.c. Alors, toul ensemble convexe compact métrisable K de X est l'en-
veloppe conveze fermée de ses points affines exposés : K = tonv(AExp(K)).

7
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Ce théoréme est une extension du théoréme de Krein-Milman sur tout convexe
compact métrisable. Voici donc comme conséquence, ce que je sais & ’heure actuelle sur
les e.v.s.l.c. ayant la propriétée P.A.E. :

e tout e.v.s.l.c. dans lequel tout compact est métrisable, a la propriété P.A.E. C’est
le cas en particulier pour tous les e.v.s.l.c. métrisables, un cadre général et important
de I'analyse fonctionnelle (le cadre des espaces de Fréchet par exemple),

e on ne peut pas espérer, dans le cas général, remplacer AExp(K) par Exp(K), car
on sait par exemple que Exp([—1,1]%0) = () dans I’espace séparable et métrisable R0,

e il existe des e.v.s.l.c. ayant la propriété P.A.E. dont les compacts ne sont pas tous
métrisables, par exemple I'espace (12(T"), faible) pour I non dénombrable,

e l'espace (I°°(T"), faible*) pour I" non dénombrable n’a pas la propriété P.A.E.

Plus généralement, on va introduire dans le chapitre 2 la notion de points ®-exposés
et on va utiliser la notion de ®-convexité tel qu’elle a été introduite par Ky Fan. Rap-
pelons, que Ky Fan a généralisé (voir [51]) le théoréme de Krein-Milman au cas des
compacts ®-convexes. On donnera un théoréme général qui étend le théoréme de Krein-
Milman-Ky Fan dans le cadre métrisable, ol les points ®-extrémaux seront remplacés
par les points ®-exposés. On montrera aussi, par un contre-exemple, que cette extension
n’est plus valide en général en dehors du cadre métrisable.

La frontiére de Shilov et les points ®-exposés. Soit K un espace topologique
compact et ® un sous-espace fermé de (C(K),||.]lcc) qui sépare les points de K et
contient les constantes. On sait par un résultat de Milman (voir [57] et [58]) que 0P =
Ch(®) ou Ch(®) désigne la frontiére de Choquet et 9P la frontiére de Shilov. Un point
x de K sera dit ®-exposé (une notion générale de point remarquable), 'il existe p € @
qui atteint son maximum unique en x. On note ®Exp(K’) I'ensemble de ces points. Il
se trouve que lorsque K est supposé métrisable, ’ensemble ®Exp(K) qui est en général
strictement inclus dans Ch(®), est aussi une frontiére dense dans la frontiére de Shilov
0®. Les résultats nouveaux suivants seront présentés dans le chapitre 2. On voit bien ici
que la notion introduite des points ®-exposés apparait de maniére trés naturelle dans
la description des points pré-faiblement exposés de la boule unité duale Bg+ : si K est
un métriqgue compact, alors, on a

w*Exp(Bg+) = {£dx/k € PExp(K)},

et

0% = PExp(K) = Ch(P),

ot pour chaque k € K, i : ¢ — @(k) pour tout ¢ € ® et ot w*Exp(Bg+) désigne
ensemble des points pré-faiblement exposés de Bgx.

Un contre-exemple dans le cas non métrisable ou ®Exp(K) = ) sera aussi donné,
montrant ainsi que ce résultat est faux en général si K n’est pas supposé métrisable.

Introduction a une théorie globale de I’inf-convolution. L’inf-convolution (étu-
diée depuis Mac Shane 1934, [52]) est un outil d’interface entre plusieurs champs de
I’analyse fonctionnelle et la théorie de 'optimisation. Elle permet notamment de ré-
gulariser des fonctions non réguliéres, comme la régularisée de Moreau-Yoshida ou la
régularisée de Lasry-Lions. Elle est utilisée notamment dans la théorie des equations
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de Hamilton-Jacobi (formule de Hopf-Lax par exemple) ou en théorie des equations
elliptiques non linéaires, etc. Dans ce mémoire, il est question de traiter 'opération de
Iinf-convolution sous un angle nouveau. Il sera mis en lumiére dans le chapitre 3, par
des résultats obtenus dans quatre articles ([7], [8], [9], [10]), des propriétés globales de
cette opération sur des espaces de fonctions. En effet, il sera montré que 'inf-convolution
confére des structures de monoides & des espaces de fonctions (non stable pour I’addi-
tion usuelle) et permet, en tant que structure de monoide, de caractériser entiérement
les complétés des groupes métriques invariants. Soit (X, -, d) un groupe métrique inva-
riant et Lip! (X) ensemble des fonctions positives 1-lipschitziennes sur X. Pour deux
fonctions f et g de Lipi_(X ), on définit 'opération de 'inf-convolution par

Foo@ = _f () +o(): Veex

On montre que (Lip) (X), ®) est un monoide. Un résultat important qui s’avére utile
dans ses applications est la caractérisation du groupe complété (X,-,d) d’un groupe
meétrique invariant quelconque (X, -, d) par le groupe des inversibles U (LipL(X )) du
monoide (Lipl (X),®). Ainsi, on a la caractérisation suivante :

(X, d) = U(Lip (X)), @, dw),

ol le symbole = désigne "isométriquement isomorphe comme groupe" et do, désigne la
distance de la convergence uniforme sur U (Lip} (X)). Un résultat de type Banach-Stone
est obtenu en conséquence de maniére trés naturelle pour la structure de monoide de
(Lip! (X),®). D’autre part, on verra que les sous-ensembles de Lip} (X) consistant en
les "problémes bien-posés au sens de Tikhonov" et les "probléemes mal-posés au sens de
Tikhonov" sont respectivement un sous monoide dense et un idéal d’intérieur vide de
Lip}r(X ) lorsqu’on les muni de 'opération @ de I'inf-convolution. Ceci montre que 'inf-
convolution, en tant que loi de monoide, permet aussi de classifier, algébriquement, des
sous-ensembles remarquables de 'espace Lipi(X ), ce que 'addition usuelle ne permet
pas. Ainsi, on peut dire que I'inf-convolution permet aussi la rencontre entre le domaine
de 'optimisation, des structures algébriques et des structures topologiques.

Isométries et théoréme de Banach-Stone. Le théoréme classique de Banach-
Stone dit que deux compacts K et L sont homéomorphes si et seulement si les espaces
de Banach (C(K),||-|lcc) et (C(L),||-]locc) sont isométriquement isomorphes. Il existe
une littérature abondante sur ce sujet. La liste des contributions étant trés longue, on
renvoie a l'article de M. Garrido et J. Jaramillo [40] pour un historique des contributions
et une liste de références plus compléte. Des résultats nouveaux ont été obtenus dans
[12],[8], [9] et [11]. Ainsi, des extensions et généralisations du théoréme de Banach-Stone
seront présentées dans le chapitre 4. Par exemple le fait que deux groupes complétés
métriques invariants (X,d) et (Y,d’) sont isomorphes isométriques si et seulement si
les monoides (Lip! (X), @, p) et (Lip’.(Y),, p) sont isomorphes isométriques pour une
certaine métrique p. Différentes autres directions ont été traitées :

e un cadre abstrait pour la structure d’espace de Banach qui englobe plusieurs
espaces classiques

e pour des espaces métriques complets non nécessairement compacts,

e des isométries partielles qui ne sont pas nécessairement des isométries et aussi
pour des opérateurs non nécessairement linéaires et & valeurs vectorielles,
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e des structures de monoides en utilisant 'inf-convolution,
e des isométries d’espaces produits.

Principe de Pontryagin en dimension infinie et en temps discret. Le prin-
cipe de Pontryagin a bien été étudié en dimension finie notamment par J. Blot et N.
Hayek [22]. L’extension du résultat a la dimension infinie s’avére trés délicat. Plusieurs
difficultés apparaissent dans le passage & la dimension infinie dii entre autres aux deux
problémes suivants :

e 'image d’un opérateur linéaire continu n’est pas forcément fermé,

e dans un espace de Banach dual, 'origine appartient toujours a la fermeture faible*
de la sphére unité du dual. Ainsi, par le théoréme de Josefson-Nissenzweig, il existe
toujours une suite d’élément du dual topologique de norme un qui converge vers zéro
pour la topologie pré-faible.

Pour contourner notamment ces deux difficultés, nous avons élaboré avec J. Blot
dans [15],[16] et [17] (voir Chapitre 5) des outils basés sur le théoréeme de Baire et le
théoréme de 'image fermée, pour obtenir des extensions du principe de Pontryagin a la
dimension infinie.

Différentiabilité, opérateurs et géométrie en dimension infinie. Dans les ar-
ticles [13], [18] et [19], il a été question d’étudier les liens qui peuvent exister entre la
différentiabilité et la géométrie de certains espaces de Banach ainsi que les liens entre
différentiabilité et des propriétés d’opérateurs en dimension infinie (voir le chapitre 6.).
Les résultats obtenus concernent :

e des caractérisations d’opérateurs limités et d’opérateurs compacts en termes de
différentiabilité (basé sur [13]),

e une caractérisation de la propriété de Radon-Nikodym par la différentiabilité au
sens de Gateaux (basée sur [18] avec A. Daniilidis)

e une caractérisation de la propriété de Schur par la différentiabilité (basée sur [19]
avec G. Lancien)

e des résultats de différentiabilité génériques de certaines semi-normes et normes
définies sur des espaces de fonctions (basée sur [19] avec G. Lancien).
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Quelques Notations.

On regroupe ici certaines notations et définitions qui seront souvent utilisées par la
suite.

Transformée de Fenchel. Rappelons que lorsque X est un espace de Banach et
X* son dual topologique, pour une fonction f avec dom(f) # 0, la transformée de
Fenchel de f est définie sur le dual topologique, pour tout p € X* par

f*(p) = sup{(p,z) — f(z)}.
zeX
La seconde transformée (f*)* est définie sur le bidual topologique X** par la méme
formule. On notera f**, la restriction (f*)* a X, ou X est identifié & un sous-espace
de X** par l'injection canonique. Rappelons aussi que le théoréme de Fenchel dit que
f = f" si et seulement si f est convexe semi-continue inférieurement sur X. Enfin, par
int(dom(f)) on désigne l'intérieur topologique du domaine de f.

Espaces de fonctions. Soit (X, d) un espace métrique. Par Cy(X) (resp. C¢(X))
on désigne l'espace de Banach des fonctions bornées et continues (resp. uniformément
continues) a valeurs dans R muni de la norme-sup ||.||oo. Pour 0 < a < 1, on désigne
par Lipy'(X) I'espace des fonctions bornées a-hslderiennes muni de la norme compléte

[@llooa := max([[¢lloo, [|@lla), Vo € Lipy (X)

" o(z) — o)
px) — ey
lola = sup PO W)
z,yeX/x#y ($> y)
Lorsque o = 1, on écrira ||¢ll1 = ||¢]liip- Lorsque X est un espace de Banach, pour un

entier s > 0, on note Cj(X) l'espace des fonctions ¢ de classe C* telles que ¢, o)
soient bornées, qu’on équipe de la norme ||.||cs définie par

lelles = max(|[@lloc, ¥ lloos s 17 lloo)-

Enfin, pour 0 < a < 1, on note C;’Q(X) I'espace de Banach des fonctions de C}(X) tel
que ¢’ est a-holderienne, muni de la norme

el = max(llelloc, ¢ lloo, 1 lla)-

Notons que, grace au théoréme des accroissements finis, on a

lellip = ¥, Vo € Cp(X).

13
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Chapitre 1

Un Principe Variationnel Compact
sans Fonction Bosse.

Soit (M, d) un espace métrique complet et f : M — RU{+o0} une fonction propre
et bornée inférieurement. Par le terme propre on entend que le domaine de finitude de
f, dom(f) :={x € M/f(x) < +oo} est non vide. On dit que f a un minimum fort en
x siinfy f = f(x) et d(xzp, x) — 0 dés que f(z,) — f(x).

Le probléme de trouver un minimum fort pour une fonction f, est appelé un probléme
"bien-posé" au sens de Tykhonov. Soit (M, d) un espace métrique complet et (Y, ||.||y)
un espace de Banach inclus dans Cy(M). Soit

N(f)={¢ €Y : f—¢n’apas un minimum fort sur M}.

L’ensemble N(f) est appelé 'ensemble des problémes "mal-posés” . Le probléme est de
trouver des conditions sur Y sous lesquelles N(f) est un sous-ensemble "négligeable”.
Dans [36], Deville, Godefroy et Zizler (D-G-Z) ont montré que N(f) est de premiére
catégorie de Baire dans Y et dans [38], Deville et Revalski (D-R) ont généralisé ce
résultat, ou ils ont prouvé que N(f) est o-poreux dans Y.

Théoréme 1. (D-G-Z [36] et D-R [38]) Soit (M,d) un espace métrique complet
et f: M — RU {400} une fonction propre semi-continue inférieurement et bornée
inférieurement. Supposons que (Y, ||.|ly) est un espace de Banach inclus dans Cy(M) tel
que

(@) 9]l > lglloe, pour tout g € Y ;

(ii) pour tout entier n > 0, il existe une constante positive M, tel que pour tout
x € M, il existe une fonction h, : M — [0,1], telle que h, € Y , ||ha|| < M,,
hu(z) = 1 et diam(supp(h)) < L.

n

Alors, N(f) est o-poreuz dans Y.

Le principe variationnel de D-G-Z a plusieurs applications notamment en géométrie
des espaces de Banach et en optimisation et s’applique sur des espaces métriques M
qui ne sont pas nécessairement compacts. Cependant, la condition (i7) ci-dessus est
cruciale dans la preuve de D-G-Z; ceci empéche d’englober les cas linéaires tel que le

15
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principe variationnel de Stegall. Bien siar, l'intérét du principe variationnel de D-G-
7 est de contourner la compacité, mais en ce qui nous concerne et en particulier en
relation avec le théoréme de Krein-Milman (voir chapitre 2), il est surtout question de
traiter le cas compact métrisable. Ainsi, on obtient dans le Théoréme 2 que lorsqu’on
suppose que (K, d) est un métrique compact, alors la condition (i) peut étre omise.
Ceci permettra d’élargir la classe de fonctions Y a une classe englobant les perturbations
linéaires et affines. De plus, lorsque I'espace (Y, ||.||y’) est séparable et sépare les points
de K, alors ’ensemble N(f) peut étre plus petit que o-poreux. En fait, dans ce cas,
P’ensemble N (f) peut étre recouvert par une réunion dénombrable de d.c-hypersur faces
(voir les definitions plus bas). Ceci donne en particulier des exemples qui montrent que
la o-porosité de N(f) dans [38] n’est pas optimale. Le principe variationnel compact
proposé dans ce chapitre a plusieurs applications. Il permet, par exemple, d’obtenir des
informations nouvelles : sur la Gateaux-différentiabilité des fonctions convexes, sur le
Principe du Maximum de Bauer et surtout de démontrer une extension du théoréme
de Krein-Milman dans le cadre des compacts métrisables. Au lieu de I'hypothese (i)
utilisée dans la preuve de D-G-Z, ce théoréme est basé sur l'utilisation d’un résultat
de Zajicek |74] sur la Gateaux-différentiabilité des fonctions convexes continues sur les
espaces séparables et un analogue non convexe de la dualité de Fenchel introduit dans
[14]. Ce nouveau principe variationnel compact et sans fonction bosse peut étre vu
comme un complémentaire du principe variationnel de D-G-Z.

1.1 Un Principe Variationnel.

On rappel les définitions suivantes que l'on trouvera dans [75].

Définition 1. Soit Y, Z deux espaces de Banach, C C'Y un ouvert convezxe, et F :
C — Z une application continue. On dit que F est d.c. (delta-conveze) sl existe une
fonction convexe continue f: C — R telle que y* o F + f est convexe dés que y* € Y™,
ly*|l < 1.

Définition 2. Soit X un espace de Banach et n € N*, 1 < n < dimX. On dit que
A C X est une d.c-sur face de codimension n s’il existe un espace F' C X de dimension
n, son supplémentaire topologique E et une application d.c. ¢ : E — F tel que A =
{z + p(x) : x € E}. Une surface d.c. de codimension 1 sera dite une d.c-hypersur face.

Rappelons que dans un espace séparable X, tout ensemble A qui peut étre recouvert
par une réunion dénombrable de d.c-hypersur faces, est o-inférieurement poreux (o-
lower porous en anglais), aussi o-directionnellement poreux (o-directionally porous),
en particulier est Aronszajn (équivalent & Gauss) négligeable et I'-négligeable. Pour
les détails sur ces notions d’ensembles négligeables en dimension infinie, on référe a
Particle de Zaji¢ek [75] et les références auxquelles il renvoie. Rappelons aussi que dans
[74], Zajitek montre que sur un espace de Banach séparable, 'ensemble NG(F') des
points de non Gateaux-différentiabilité d’une fonction F' convexe et continue, peut étre
recouvert par une réunion dénombrable de d.c-hypersur faces. Ce résultat ainsi qu’une
dualité introduite dans [14] ont permis de démontrer le résultat suivant.

Théoréme 2. Soit (K,d) un métrique compact et (Y, ||.||y) un espace de Banach inclus
dans C(K), qui sépare les points de K et tel que .||y > ||.|lcc pour un certain réel
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a>0. Soit f: (K,d) - RU{+o0} une fonction propre et semi-continue inférieurement.
Alors, l'ensemble

N(f)={¢ €Y : f— ¢ quin’apas un minimum fort sur K}

est de premiére catégorie de Baire dans Y. De plus, pour tout sous-espace séparable Z
de (Y, |.|ly) qui sépare les points de K, on a que N(f) N Z peut étre recouvert par une
réunton dénombrable de d.c-hypersurfaces dans Z. En particulier, si Y est séparable
alors N(f) peut étre recouvert par une réunion dénombrable de d.c-hypersur faces dans

Y.

La preuve de ce théoréme est basée sur trois idées. Soit f* : Y — R la fonction
définit pour tout p € Y par

f*(p) = sup{op(z) - f(2)}.

zeK

Cas séparable :

(1) Différentiabilité. Grace au théoréme de Zaji¢ek mentionné plus haut, pour tout
sous-espace séparable fermé Z de Y, la fonction convexe lipschitzienne f* est Gateaux-
différentiable sur Z en tout point excepté les points d’un sous-ensemble de Z qui peut
étre recouvert par une réunion dénombrable de d.c-hypersur faces.

(2) Dualité. On choisit un sous-espace séparable fermé Z de Y qui sépare les points
de K (un tel espace existe car K est un métrique compact et Y sépare les points de K) et
on applique ensuite un théoréeme de dualité établi dans ma theses de doctorat (voir |14,
Théoréme 2.8.]). Ce théoréme dit que les points ¢ € Z ou f* est Gateaux-différentiable
sont exactement les points ¢ € Z tel que f — ¢ a un minimum fort.

Cas non séparable :

(3) Pour finir la preuve dans le cas général, on procéde comme dans la preuve de
D-G-Z en remplagant ’hypothése (i7) du principe variationnel de D-G-Z par 'utilisation
du cas séparable.

Remarque 1. Un minimum fort et un minimum unique (ou stricte) coincident pour
les fonctions semi-continues inférieurement sur un métriqgue compact .

On obtient alors immeédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 1. Soit (K,d) un espace métriqgue compact et Y un sous-espace fermé quel-
conque de (C(K), ||.||oc) qui sépare les points de K. Soit f : K — RU {400} propre et
semi-continue inférieurement. Alors, 'ensemble

N(f)={¢ €Y :f—¢n’apas un minimum fort sur K}

peut étre recouvert par une réunion dénombrable de d.c-hypersur faces dans'Y .

Ce résultat donne des exemples montrant que la o-porosité de N(f) dans [38] n'est
pas optimale.

Notons que le corollaire précédent ne peut pas s’obtenir du principe variationnel
de D-G-Z. Par exemple, l'espace Y = {p € C(Bgrn)/¢(0) = 0}, ot Bgn est la boule
unité fermée de R™ pour une norme donnée, satisfait les hypothéses du corollaire 1 mais
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puisque ¢(0) = 0 pour tout ¢ € Y, il suit que Y ne satisfait pas la condition (ii) du
théoréme de D-G-Z et D-R. Un second exemple qui rentre dans le cadre du Corollaire
1 mais qui ne peut pas se déduire du principe variationnel de D-G-Z concerne ’espace
des fonctions harmoniques. Soit O un ouvert connexe borné non vide de R™. On note
\(O) Tespace des fonctions harmoniques sur O et continues sur O. On muni A(O) de
la norme ||.||oo. On sait que (A(O), ||.]|s) est un sous-espace fermé de (C(O),||.|lso)- 11
est facile de voir que A(O) sépare les points de O. Ainsi, le Corollaire 1 s’applique pour
'espace (A(O), ||-|loo)- Cependant, on sait par le principe du maximum qu’une fonction

u € A(O) atteint son maximum et son minimum sur la frontiére topologique Fr(O)
de O. Ainsi, 'espace A(O) ne peut pas satisfaire la condition (ii) du Théoréme 1. On
obtient en revanche du Corollaire 1, que "presque" toutes les fonctions harmoniques sur
O et continues sur O atteignent & la fois un unique maximum et un unique minimum
réalisés sur la frontiere Fr(O). On donnera d’autres exemples trés utiles dans la section

qui suit.

1.2 Applications aux cas Linéaires et Affines.

Comme conséquence du Théoréme 2, on donne dans cette section les principes va-
riationnels suivants analogues au principe variationnel de Stegall pour les compacts
métrisables. Ces résultats ne se déduisent pas non plus du théoréme de D-G-Z. Si E
est un espace de Banach et x € F, on note par & l’application & : p — p(x) pour tout
p e E*

Proposition 1. Soit E un espace de Banach et K un sous-ensemble pré-faiblement
compact métrisable de E*. Soit f : K — RU{+00} une fonction propre pré-faiblement
semi-continue inférieurement. Alors, 'ensemble

N(f)={z € E: f —& n’a pas un minimum unique sur K}

est de premiére catégorie de Baire dans E. De plus, pour tout sous-espace séparable F
de E qui sépare les points de K on a que N(f)NF peut étre recouvert par une réunion
dénombrable de d.c-hypersur faces dans F.

Proposition 2. Soit I un espace de Banach et K un sous-ensemble faiblement compact
métrisable de E. Soit f : K — RU{+400} une fonction propre faiblement semi-continue
inférieurement. Alors, l’ensemble

N(f)={«z" € E*: f — 2" n’a pas un minimum unique sur K}

est de premiére catégorie dans E*. De plus, pour tout sous-espace séparable F de E*
qui sépare les points de K, on a que N(f) N F peut étre recouvert par une réunion
dénombrable de d.c-hypersur faces dans F.

Soit K un ensemble convexe d’un espace vectoriel topologique. Une fonction ¢ :
K — R est dite affine si pour tout z,y € K et 0 < A < 1, oAz + (1 — N)y) =
Ao(z) 4+ (1 — N)p(y). L'espace des fonctions affines continues sur K et a valeurs dans R
sera noté Aff(K). On obtient le principe variationnel suivant pour l’espace Aff(K).
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Proposition 3. Soit K un sous-ensemble conveze compact métrisable d’un espace vec-
toriel topologique séparé et localement convere X (en abrégé e.v.s.l.c.) et soit f: K —
R U {400} une fonction propre semi-continue inférieurement. Alors, [’ensemble

N(f):={p € Aff(K) : f — ¢ n’a pas un minimum unique sur K}

peut étre recouvert par une réunion dénombrable de d.c-hypersurfaces dans l'espace

(AFE), [[-lloo)-

1.3 Application au Principe du Maximum de Bauer.

Nous allons donner une application au principe du maximum de Bauer dans le cadre
des convexes compacts métrisables. Rappelons que si C' est un sous-ensemble d’un espace
vectoriel, on dit qu'un point z € C est un point extrémal de C, et on écrit x € Ext(C),
si et seulement si:y,z € C,0<a<1; z=ay+ (1 —a)z = = =y = z. Rappelons
ensuite le principe du maximum de Bauer dans toute sa généralité :

Théoréme 3. (Bauer) Soit K un ensemble non vide convexe compact d’un espace
vectoriel topologique séparé et localement convexe X et f : K — R une fonction
convere semi-continue supérieurement. Alors, parmi les points de K ou [ atteint son
mazimum sur K, il y a au moins un point extrémal de K.

La preuve de ce théoréme dans toute sa généralité est basée sur le lemme de Zorn.
Il est question dans le Corollaire 2, de montrer grace & la Proposition 3, que sur des
convexes compacts métrisables, I’ensemble des fonctions convexes semi-continues supé-
rieurement qui atteignent leur maximum en un unique point (nécessairement extrémal
dans K) est un G dense.

L’ensemble des fonctions convexes semi-continues supérieurement sur un convexe
compact K et & valeurs dans R sera noté CS(K) et sera muni de la distance suivante :
pour tout f,g € CS(K)

1) ()]
PU9) = S0 T ) — o))

11 est facile de voir que l'espace (CS(K), p) est complet.

Corollaire 2. Soit K un ensemble non vide convexe compact mélrisable d’un espace
vectoriel topologique séparé et localement convexe X. Alors, l'ensemble

G :={f€CS(K) : f atteint son maximum en un unique point extrémal de K},

est un Gs dense de (CS(K),p).
Démonstration. Pour tout n € N, on considére ’ensemble

On = {f € CS(K): T, € K/ f(wn) > sup{ f(z) : d(z, ) > %}}.

Il est facile de voir que O,, est un ouvert de (CS(K), p) pour tout n € N. Grace a la
Proposition 3, pour tout € > 0 et pour toute fonction f € CS(K), il existe une fonction
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v € A(K) tel que p(p,0) < € et —f — ¢ a un minimum unique sur K en un certain
point xg. Ceci entraine que g := f + ¢ € NpenOy, (on prend x,, = ¢ pour tout n € N)
et p(g, f) < e. D'ou la densité de NyenO,, dans (CS(K), p). 1 s’en suit que NyenO,, est
un G dense dans (CS(K), p). On montre ensuite comme dans la preuve de D-G-Z que

NnenOn = {f € CS(K) : f atteint son maximum en un unique point de K}.

Pour conclure, il suffit de voir que si une fonction convexe atteint son maximum en un
unique point de K, alors ce point est extrémal dans K. O

1.4 Application a la Gateaux-Différentiabilité.

Rappelons qu’un espace de Banach FE est dit faible Asplund si toute fonction convexe
continue est Géateaux-différentiable en tout point d’'un G5 dense de E. Tout espace
de Banach séparable est un espace faible Asplund (Un théoréme de Mazur [53]) mais
I'espace [*° est un exemple d’espace qui n’est pas faible Asplund. Le corollaire qui
suit, permet d’exhiber une classe de fonctions convexes continues qui est Gateaux-
différentiable en tout point d’un Gs dense lorsque E est un espace de Banach quelconque.
Sa preuve repose sur la Proposition 1 et un résultat d’Asplund-Rockafellar dans [5,
Corollaire 1.].

Corollaire 3. Soit E un espace de Banach et f : E — R, une fonction convere
continue telle que dom(f*) C K, ot K est un sous-ensemble pré-faiblement compact
métrisable de E*. Alors, f est Gateaux-différentiable en tout point d’un G5 dense de E.

Soit C' un ensemble non vide de E*. Par o¢ on désigne la fonction support définie
sur F par
oc(x) = sup (x*,x); Vo e E.
z*eC
Soit f: E — R U {400} une fonction propre convexe et semi-continue inférieure-
ment. L'inf-convolution de f et o¢ est définie pour tout x € E par

fvoc(z) = ;gg{f(w —y)+oc(y)}

Du corollaire précédent, on en tire que si K est un sous-ensemble convexe pré-faiblement
compact métrisable de E* et f une fonction propre convexe et semi-continue inférieu-
rement sur E telle qu’il existe p € K et a € R satisfaisant (p,z) + a < f(x) pour tout
x € F (ceci est équivalent au fait que dom(f*) N K # 0), alors f 7 ok est convexe
continue et Gateaux-différentiable en tout point d’un sous-ensemble G dense de E.
En particulier, la fonction support ox est Gateaux-différentiable en tout point d’un
sous-ensemble qui est G dense dans FE.



Chapitre 2

Une Etude Géométrique des
Convexes Compacts Métrisables.

Le théoréme classique de Krein-Milman (1940, [54]) affirme que tout ensemble
convexe compact K d’un espace vectoriel topologique séparé et localement convexe
X (on notera en bref e.v.s.l.c.) est I'enveloppe convexe fermée de ses points extrémaux,

K = conv(Ext(K)).

Notons que 'hypothése de locale convexité dans le théoréme de Krein-Milman ne peut
pas étre omise (un résultat da a Roberts [65] (1977)). Ce théoréme a une réciproque
partielle connue sous le nom du théoréme de Milman (voir [63]) qui dit que si A est
un sous-ensemble de K et que 'enveloppe convexe fermée de A est K, alors tout point
extrémal de K appartient a ’adhérence de A,

(AC K; K =rconv(A)) = Ext(K) C A.

Il est alors trés naturel de se demander s’il existe un sous-ensemble A ¢ Ext(K) C A tel
que K = tonv(A). Klee a déemontré dans [Theorem 2.1, [48]|, qu’un convexe compact
d’un espace vectoriel normé est l’enveloppe convexe fermée de ses points exposés :
K = conv(Exp(K)), les points exposés sont des points extrémaux particuliers. On
reviendra sur ces notions plus tard. Dans le méme article, Klee mentionne le fait qu’en
dehors des espaces vectoriels normés, ce résultat peut étre faux y compris dans le cas
métrique séparable en donnant le contre exemple suivant : dans ’espace localement
convexe séparable et métrisable RY, le cube [—1,1]% n’a aucun point exposé.

Pour répondre positivement au probléme mentionné par Klee et généraliser le théo-
réme de Krein-Milman dans le cadre des ensembles convexes compacts métrisables, une
nouvelle notion de points remarquables d'un convexe a été introduite dans [6] (déja
définie dans Vintroduction). En fait, on va introduire dans ce chapitre la notion plus
générale de points P-exposés, et utiliser la notion de ®-convexité telle quelle a été
introduite par Ky Fan. Rappelons, que Ky Fan a généralisé dans [51] le théoréme de
Krein-Milman au cas des compacts ®-convexes (Théoréme 4).

21
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2.1 Points P-Extrémaux et Points ®-Exposés.

Soit S un ensemble non vide, ® une famille de fonctions définies de S dans R. Un
sous-ensemble X C S est dit ®-convexe si X = .5 ou il existe un ensemble non vide I,
tel que

X =Nier{z € S : ¢i(x) < \i}

ol p; € ® et \; € R pour tout ¢ € I. Pour un ensemble non vide A C S, 'enveloppe
®-convexe de A est par définition l'intersection de tous sous-ensembles ®-convexes de
S contenant A. Par convg(A) on désignera l'enveloppe ®-convexe de A.

Soit a,x,y € 5, on dit que a est P-entre x et y, si

(v € @,0(x) < p(a), p(y) < p(a)) = (p(a) = ¢(z) = ¢(y))-
Soit ) # A C B C S. L’ensemble A est dit ®-extrémal dans B, si

(a € A,a est P-entre les points x,y € B) = (x € A,y € A).

Si A est un singleton A = {a}, on dit que a est un point ®-extrémal de B. L’ensemble
de tout les points ®-extrémaux d’un ensemble non vide A sera noté par ®PExt(A).

On introduit maintenant le concept des points ®-exposés.

Définition 3. Soit S un espace topologique séparé, C un sous-ensemble non vide de
S et ® une famille de fonctions définies de S dans R. On dit qu’un point x de C est
O-exposé dans C, et on écrit x € PExp(C), sl existe p € O tel que ¢ a un mazimum
unique sur C en x c’est-a-dire o(x) > p(y) pour tout y € C'\ {z}. On dit alors que ¢,
$-expose C en x, ou que C est P-exposé par ¢ en x .

11 est facile de voir que ®PExp(C) C ®Ext(C) mais nous verrons que cette inclusion
est en général stricte.

Exemple 1. Selon les choix de S et de ®, nous retrouvons des notions classiques.

Quelques cas classiques. Lorsque S est un e.v.s.l.c. et ® = S* est le dual topologique
de S, alors la ®-convexité coincide avec la convexité classique pour les fermés de S et
Uenveloppe ®-convexe d’un ensemble coincide avec son 'enveloppe convexe fermée.

Points extrémaux : Toujours lorsque S est un e.v.s.l.c. et ® = S*, les points ®-
extrémaux d’un ensemble non vide coincident avec ses points extrémaux au sens classique
[[47], Proposition 2.].

Points exposés : (1) Toujours lorsque S est un e.v.s.l.c. et ® = S*, les points
O-exposés sont habituellement appelés les points exposés. On notera Exp(K) l’ensemble
des points exposés de K C S.

(2) Soit (E,||.||) un espace de Banach et S = (E, faible) l'espace dual E muni de
la topologie faible. On prend ® = (E*,||.||) ’espace de Banach dual muni de sa norme
duale. Alors, la ®-convexité coincide avec la convezité classique pour les ensembles fai-
blement fermés de S qui sont aussi fermés pour la norme (Grice au lemme de Mazur
sur la coincidence des fermétures faible et en norme pour les convexes) et 'enveloppe
®-convezre d’un ensemble coincide avec son 'enveloppe conveze faiblement fermées qui
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coincide aussi avec son l'enveloppe conveze fermée pour la norme (toujours par le lemme
de Mazur). Dans ce cas, les points ®-exposés sont habituellement appelés les points ex-
POSES.

Points faible*-exposés : Soit (E,|.||) un espace de Banach et S = (E*, faible*)
Uespace dual E* muni de la topologie pré-faible. On prend ® = (E,||.||). Alors, la ®-
converité coincide avec la convezité classique pour les faibles™ fermés de S et 'enveloppe
D-convere d’un ensemble coincide avec son enveloppe convexe faible® fermée. Dans ce
cas, les points ®-exposés sont habituellement appelés les points faibles*-exposés. On no-
tera w*Exp(K) l'ensemble des points faible*-exposés de K C S.

Un cas nouveau. Lorsque S = K est un compact convere non vide d’un e.v.s.l.c.
et & = Af(K) (espace des fonctions affines continues sur K ), les points ®-exposés
seront appelés les points affines exposés (déja définies dans l'introduction). Rappelons
que ’ensemble des points affines exposés de K est noté AExp(K).

Soit K un sous-ensemble convexe d'un e.v.s.l.c. X. Il est facile de voir qu’on a
toujours

Exp(K) C AExp(K) C Ext(K).

Nous allons voir que ces inclusions sont en général strictes. Nous donnerons aussi des
cas d’égalité.

A) Exemple ot Exp(K) & AExp(K). Le cube [~1,1]% dans le e.v.s.l.c. métrisable
et séparable R, n’a aucun point exposé. Cependant, I'ensemble de ses points affines
exposés est non vide. En effet, par exemple le point b = (1,1, 1, ...) est affine exposé dans
[—1,1]% par Iapplication affine continue définie sur [—1,1]% par ¢ : (z1, 29,23, ...) —
ano 27" xy,.

Un petit changement de I'ensemble [—1,1]¥°, donne un exemple ot ) # Exp(K) #
AExp(K). Par exemple, on peut prendre le compact convexe K := {ta + (1 — t)k/t €
0,1],k € [-1,1]%}, ou a = (—2,0,0,0,...). Dans ce cas, le point a est exposé par
Papplication linéaire continue z* : (z1, x9, 3, ...) — —x1, mais le point b = (1,1,1,...)
n’est pas exposé. D’autre part, b est affine exposé par I’application affine continue définie
sur K par ¢ : (z1,22,23,...) = >, 5027 "y,

B) Exemple ou Exp(K) = AExp(K). Soit K un convexe d’'un espace vectoriel
topologique. Clairement, toutes les translatées de fonctions linéaires continues sont des
éléments de Aff(K), mais la réciproque n’est pas vraie en général (Voir [63] page 22.).
Cependant, on a la relation bien connue suivante.

Proposition 4. ([63], Proposition 4.5) Supposons que K est un conveze compact non
vide d’un e.v.s.l.c. X, alors

L(K):= {a € Aff(K) : a = x)c + r pour un certain 2° € X* et un certain r € R}

est dense dans (Aff(K), ||.]lco)-
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Si (E,].||) est un espace de Banach et E* est son dual topologique, l'espace S =
(E*, faible™) est un e.v.s.l.c. Il est alors bien connu que S* = E (Voir [Corollary 224.,
[44]]). Dans ce cas, les points exposés d'un sous-ensemble non vide de S sont par défi-
nition les points faible®-exposés et la fermeture d’un sous-ensemble de S coincide avec
sa faible® fermeture dans E*.

Voici deux résultats (voir [6]) sur les cas ou les points exposés et affines exposés
coincident.

Proposition 5. Soit E un espace de Banach. Soit K un sous-ensemble convezxe faible*
compact de E* et d’intérieur non vide pour la norme. Soit S = (E*,faible™). Alors,
S* = FE et w'Exp(K) = AExp(K).

Proposition 6. Dans un espace vectoriel normé, les points exposés et affines exposés
coincident pour les convexes compacts de dimensions finies (c¢’est-a-dire les converes
compacts dont l'enveloppe affine est de dimension finie).

On sait par la Proposition 4 que I’ensemble
L(K) := {a € Aff(K):a =) + r pour un certain 2* € X* et un certain r € R}

est toujours dense dans (Aff(K),||-||loc)- On sait qu’il existe des situations o L(K) =
Aff(K), par exemple si K = Bp- dans (E*, Weak™), ou E est un espace de Banach.
Mais il existe d’autres situations ou L(K) peut étre tres "petit" dans Af f(K). Clest le
cas par exemple si K = [—1,1]% C R car Exp([—1,1]%) = . Plus généralement, on
a la proposition suivante.

Proposition 7. Soit K un convere compact métrisable et non wvide d’un e.v.s.l.c.
tel que Exp(K) = 0. Alors, L(K) est inclus dans une réunion dénombrable de d.c-
hypersur faces de (Af f(K),|.]|co)-

Démonstration. Puisque Exp(K) = () alors on conclut en utilisant la Proposition 3, et
le fait que L(K) C N(0) ou 0 désigne la fonction constamment nulle. O

C) Exemple ot AExp(K) & Ext(K). Il est bien connu que méme dans l'espace de
dimension 2, il existe une boule unité fermée B pour une norme bien choisie, tel que
Exp(B) # Ext(B) (Voir Exemples 5.9 dans [62]). Ainsi, par la Proposition 5 ou la
Proposition 6 on a aussi que AExp(B) # Ext(B).

D) Exemple ot Exp(K) = AExp(K) = Ext(K). Si K = B est la boule euclidienne
fermée de R? par exemple alors clairement on a Exp(K) = AExp(K) = Ext(K) = S,
la sphere unité.

2.2 Extension du Théoréme de Krein-Milman dans le cas
Meétrisable.

Rappelons que le Théoréme de Krein-Milman a été étendu dans [51]| par Ky Fan au
cas des compacts ®-convexe.
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Théoréme 4. (Krein-Milman-Ky Fan) Soit S un espace topologique séparé et ® une
famille de fonctions & valeurs réelles définies sur S. Soit K un sous-ensemble compact
non vide et ®-convexe de S et supposons que :
(1) la restriction de chaque p € ® & K, est semi-continue inférieurement sur K ;
(2) ® sépare les points de K.
Alors, PExt(K) # () et K = convg(PExt(K)).

Il a été démontre dans [6], que dans le cadre des ensembles ®-convexe compacts
métrisables, la situation est meilleure. En effet, on peut dans ce cas remplacer, dans le
théoréme de Krein-Millman-Ky Fan, les points ®-extrémaux par les points ®-exposés.
Tout compact d’un espace topologique métrisable est évidement métrisable, mais il
existe des espaces topologiques séparés non métrisables ot tout compact est métrisable
(voir la section qui suit). Le théoréme suivant s’applique donc dans une large classe de
situations ; sa preuve repose sur le Théoréme 2.

Théoréme 5. Soit S un espace topologique séparé et (P,|.||s) un espace de Banach
de fonctions définies sur S et a valeurs dans R. Soit K un sous-ensemble non wvide
®-convere compact mélrisable de S el supposons que :

(1) chaque p € ® est continue sur K, et qu’il existe un réel ae > 0 tel que ax||pllo >
sUp,ex |p(x)| pour tout p € & ;

(2) ® sépare les points de K.
Alors, on a

(i) PExp(K) # 0 et l'ensemble de tous les p € @ qui P-exposent K en un certain
point, est un sous-ensemble G5 dense de (P, ||.||s) ;

(17) K = conve(PExp(K)).

Remarque 2. Sous les hypothéses du Théoréme 5, si on suppose de plus que (D, ||.||s)
est un espace de Banach séparable, alors on a que U’ensemble des p € ® qui ®-exposent
K en un certain point, a un complémentaire dans ® qui est inclus dans une réunion
dénombrable de d.c-hypersur faces de (P, ||.||s).

Notons que le Théoréme 5 n’est pas vrai en général pour les $-convexes compacts qui
ne sont pas métrisables. Par exemple, si (E, |.||) = (I}(T), ||.|l1) (oi T est un ensemble
non dénombrable), S = (E*, faible™) et (@, |.||s) = (E, ||.]|) alors, toutes les hypothéses
du Théoréme 5 sont satisfaites. Cependant, pour le faible* compact non métrisable K =
Bpg+ (1a boule unité fermé du dual), on a que ®Exp(K) = w*Exp(K) = AExp(K) = (.
Ceci est dt au fait que la norme ||.||1 est nulle part Gateaux-différentiable (Voir Exemple
1.4 (b) p. 3 dans [62] et [Proposition 6.9., [62]]). Notons aussi que le Théoréme 5 est
faux en général si ® n’est pas un espace de Banach satisfaisant (1). En effet, dans le
e.v.s.l.c. séparable et métrisable S = R, out @ = S* est son dual topologique, le cube
K = [~1,1]% n’a aucun point exposé.

On sait par le [Théoreme 6.2., [62]] quun espace E est un espace de Gateaux-
différentiabilité (toute fonction convexe continue sur E est Gateaux-différentiable sur
un ensemble dense) si et seulement si tout convexe faible* compact de E* est I'enveloppe
convexe faible* fermé de ses points faible*-exposés. Comme je ’ai rappelé plus haut,
(I(T), ||-]l1) (ot T est un ensemble non dénombrable) n’a pas cette propriété. Cependant,
le résultat est toujours positif pour les convexes faibles* compacts métrisables dans tout
espace de Banach dual. Comme conséquence du Théoréme 5, on obtient le Théoréme
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6 déja mentionné dans lintroduction ainsi que le corollaire qui suit (dont la partie (1)
est, & ma connaissance, nouvelle aussi dans les espaces de Banach quelconques).

Théoréme 6. Soit X un e.v.s.l.c. Alors, tout ensemble convexe compact mélrisable K
de X est l'enveloppe conveze fermée de ses points affines exposés : K = conv(AExp(K)).

On applique le Théoréeme 5 avec S = K et (P, ||.||o) = (Af f(K), ||-||oc), pour obtenir
le théoréme précédent.

Corollaire 4. Soit E un espace de Banach.
(1) Soit K un conveze faible* compact métrisable non vide de E*. Alors,

K = conv” (w*Exp(K)).
(2) Soit K un conveze faible compact métrisable et non vide de E. Alors,
K = comv” (Exp(K)) = convl'l (Exp(K)).

Pour ce corollaire, on applique le Théoréme 5 dans (1) avec (S = (E*, faible*) et
(P, ||.l8) = (E,||.]|) et dans (2) avec (S = (E, faible) et (D,].|o) = (E*,|.]])-

Notons que la partie (2) du précédent corollaire n’est pas optimal. En effet, il existe
un résultat due & Lindenstrauss et Troyanski qui dit que tout sous-ensemble convexe
faiblement compact d'un espace de Banach est 'enveloppe convexe fermé de ses points
fortements exposés (Une preuve géométrique de ce résultat est due & Bourgain [29]).

Comme il a été dit dans U'introduction de ce chapitre, Klee a pointé dans [48], le fait
que 'on ne peut pas espérer avoir un résultat analogue au corollaire 4 en dehors des
espaces vectoriels normés. Il mentionne exemple du cube [—1,1]% dans R® qui n’a
pas de points exposés. En revanche, avec la notion des points aflines exposés nous avons
étendu, dans le Théoréme 6, le théoréme de Krein-Milman pour les convexes compacts
meétrisables de n’importe quel e.v.s.l.c.

En utilisant la réciproque partielle du Théoréme de Krein-Milman (le théoréme de
Milman) on obtient aisément le corollaire suivant.

Corollaire 5. Soit E' un Banach.
(1) Soit (K, faible™) un conveze faible* compact métrisable non vide de E*. Alors,
lensemble w*Exp(K) est faible* dense dans AExp(K), qui est faible* dense dans Ext(K).
(2) Soit (K, faible) un conveze faible compact non vide de E. Alors, l’ensemble

Exp(K) dense pour la topologie faible dans AExp(K) qui est dense pour la topologie
faible dans Ext(K).

2.3 Introduction d’une Nouvelle Classe d’Espaces Locale-
ment Convexes.

On introduit la classe d’e.v.s.l.c. suivante :
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Définition 4. On dit qu’un e.v.s.l.c. X a la propriété des points affines exposés (on
dira en bref que X a la propriété P.A.E.) si tout convexe compact de X est l’enveloppe
convezxe fermée de ses points affines exposés.

Pour mieux situer cette classe d’espaces dans l’ensemble des e.v.s.l.c., je vais donner
des exemples généraux et des contre-exemples. Soit

Z:={X e.wv.s.lc / tout compact de X est métrisable }.

La classe = a été activement étudiée dans les années 1980 par plusieurs auteurs.
Cette classe contient bien str tout les e.v.s.l.c. métrisables (en particulier les espaces de
Fréchet) mais elle est plus large. On trouvera dans [32] et les références qu’il contient,
plusieurs exemples. On sait par exemple que C.(T), Cy(T') € =, lorsque T est un espace
topologique contenant un sous-espace K-analytique dense et ot C.(T') désigne 'espace
des fonctions continues et Cy(7") 'espace des fonctions continues bornées, muni chacun
de sa topologie compacte-ouverte.

Ainsi, on obtient immédiatement du Théoréme 6, un premier résultat significatif
dans I’étude de la propriété P.AE..

Proposition 8. Tout e.v.s.l.c. X de la classe E o la propriété P.A.E.

Exemple 2. Des exemples immédiats.

(1) Tout espace de Fréchet a la propriété P.A.E..

(2) Tout convexe fermé borné d’un espace de Fréchet-Montel est l’enveloppe conveze
fermée de ses points affines exposés (dans un espace de Fréchet-Montel, tout fermé borné
est compact). Un exemple classique d’espace de Fréchet-Montel est l’espace C*°(2) des
fonctions de classe C*° sur un ouvert ) de R™.

(3) Les espaces C.(T) et Cyp(T) (lorsque T est un espace topologique contenant un
sous-espace K-analytique dense) munis de leur topologie compacte-ouverte ont la pro-
priété P.A.E.

La réciproque de la Proposition 8 est fausse. Voici maintenant une autre classe
d’e.v.s.l.c. possédant la propriété P.A.E. mais qui peut différer de la classe Z. Rappelons
un théoréme de Phelps dans [62]. Un espace de Banach E est dit un espace de Gateaux-
différentiabilité (EGD) si et seulement si toute fonction convexe continue sur E est
Gateaux-différentiable sur un ensemble dense.

Théoréme 7. (Phelps [Theorem 6.2., [62] p. 95]) Un espace de Banach E est
un EGD si et seulement si tout faible® compact convexe de E* est l'enveloppe converxe
faible* fermée de ses points faible*-exposés.

Puisque tout point faible*-exposé est en particulier un point affine exposé, il suit
du théoréme précédent que l'espace (E*, faible) a la propriété P.A.E. dés que E est un
EGD. Cependant, si F n’est pas séparable alors la boule unité fermée du dual est un
convexe faible® compact non métrisable. On a donc la proposition suivante.

Proposition 9. Soit E un EGD. Alors, (E*,faible®) a la propriété P.A.E. Si de plus
E n’est pas séparable, alors E ¢ Z.
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On sait par [Proposition 6.9., [62]] que si la norme de E n’est nulle part Gateaux-
différentiable (c’est le cas par exemple pour E = [}(I'), I non dénombrable), alors la
boule unité fermée dual Bg+ n’a aucun point faible* exposé et on sait par la Proposition
5 que w*Exp(Bg+) = AExp(Bg+). D’ou la proposition suivante.

Proposition 10. Soit E un espace de Banach dont la norme est nulle part Gdteauz-
différentiable. Alors, (E*,faible®) n’a pas la propriété P.A.E.

o vi voi . 1 oxi .
Ainsi, par ce qu’on vient de voir dans cette section, il existe des espaces qui n’ont

pas la propriété P.A.E., d’autre part la classe possédant cette propriété est strictement

plus large que Z. C’est une classe qui reste donc a caractériser et & mieux connaitre.

2.4 Relation Entre la Frontiére de Shilov et les Points &-
Exposés.

Soit K un espace compact et (P, ||.]|s) un sous-espace fermé de (C(K),|.||«). Par
Bg+ on désigne la boule unité fermée du dual de (9, |.||s). On utilisera les notations
suivantes :

+5(PExp(K)) := {£dx/k € PExp(K)}
ou, pour chaque k € PExp(K), di : ¢ — ¢(k) pour tout ¢ € P.

Dans le théoréme qui suit, il s’agit d’expliciter les points faibles*-exposés de la boule
duale Bg+.

Théoréme 8. Soit K un espace compact métrique et (P, ||.|) un sous-espace de Ba-
nach de (C(K),|.||co) qui sépare les points de K et contient les fonctions constantes.
Alors, on a

w*Exp(Bg+) = £§(PExp(K)),

et
By~ = conv" (+6(PExp(K))).

On voit bien dans ce théoréme comment la notion des points ®-exposé apparait trés
naturellement dans la description des points faibles*-exposés de la boule duale Bg+.
Nous verrons aussi dans le théoréme 9 que ’adherence des points ®-exposés coincide
avec la frontiére de Shilov.

La preuve du Théoréme 8 repose en particulier sur la part (1) du Corollaire 4 et le
lemme suivant :

Lemme 1. Soit K un métriqgue compact et (P, ||.||c) un sous-espace de Banach de
(C(K),|l.llcc) qui sépare les points de K et contient les fonctions constantes. Alors, les
assertions suivantes sont équivalentes.

(1) un point Q € B~ est faible*-exposé

(2) il existe un point ®-exposé k € PExp(K) tel que Q = 0.

On déduit du théoréme précédent les corollaires suivants. En remplacant ® par
Aff(K) dans le Theorem 8, on obtient :
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Corollaire 6. Soit K un convexe compact métrisable d’un e.v.s.l.c. X. Alors,
w*Exp(Bag(r))+) = £0(AExp(K)),

el

En remplacant ® par C(K) dans le Theorem 8, ou (K, d) est un métrique compact
et en observant que ®Exp(K) = K, puisque chaque point k € K est un point exposé
par la fonction continue x — —d(z, k), on obtient que :

Corollaire 7. Soit (K,d) un métriqgue compact . Alors,

w*Exp(B(o(k))+) = £(K),

et
B(C(K))* — conv" (£6(K)).

Remarque 3. Il est bien connu que si K est un espace topologique compact, alors
Ext(B(c(k))+) = T0(K). Ainsi, pour les espaces compacts métriques K, les points ex-
trémauz et les points faibles™-exposés dans B(c(ky)- coincident.

La frontiére de Shilov et les points ®-exposés. Soit K un compact et (P, ||.||s0)
un sous-espace de Banach de (C(K), ||.||oo) qui sépare les points de K. Un sous-ensemble
L de K est dit

e une frontiére pour @ si pour tout ¢ € ®, on a ||¢||e = sup,er, |¢(z)],

e une frontiére fermée pour ® si pour tout ¢ € ®, on a ||p||cc = maxzer [p(z)|.

la frontiére de Choquet de ®, noté Ch(®), est définie comme suit
Ch(®) := {x € K/0, est extrémal dans la boule unité du dual de ®*}.

Il est bien connu que Ch(®) est une frontiere pour ® (Voir |[71], p. 184]). Lorsque ®
admet une unique frontiére fermée et minimale, elle est appelée la frontiére de Shilov de
® et elle est notée par 0®. Milman a prouvé 'existence de la frontiére de Shilov pour
tout sous-espace linéaire fermé de C(K), qui sépare les points de K et qui contient les
constantes (Voir [57] et [58]). Il a aussi montré que dans ce cas, on a 90& = Ch(®).
Une preuve de ce résultat, due a H.S. Bear, peut étre trouvée dans [20]. Pour d’autres
notions de frontiéres, on renvoie a [2] et [3].

Comme conséquence du Theorem 8, on obtient dans le résultat qui suit, que si K
est un métrique compact, alors 'ensemble ®Exp(K) des points ®-exposés (qui est en
général strictement inclus dans Ch(®)) est aussi une frontiére pour ®, dense dans la
frontiére de Shilov de ®. Une différence avec I'étude effectuée par Araujo, et Font dans
[2], c’est qu’on ne suppose pas ici que P soit une sous-algébre fermée mais uniquement
un sous-espace fermé contenant les constantes (en revanche, K est supposé compact
métrisable ici). Ceci permet d’englober le cas important ® = Aff(K), lorsque K est un
convexe compact d'un e.v.s.l.c ou encore le cas de I’espace des fonctions harmoniques.
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Théoréme 9. Soit K un métrique compact et (P, ||.||cc) un sous-espace de Banach de
(C(K),||.llco) qui sépare les points de K et contient les constantes. Alors, ensemble
SPExp(K) est une frontiére pour ® et on a que

0% = PExp(K) = Ch(P).

Notons deux choses :

e On a toujours PExp(K) C Ch(®P) mais cette inclusion est stricte en général. En
effet, si on prend un convexe compact comme dans Exemple C. dans la Section 2.1,
c’est-a-dire tel que () # AExp(K) # Ext(K) et ® = Aff(K), alors on a que

0 # ®Exp(K) = AExp(K) & Ch(®) = Ext(K).

e Le théoréme précédent est faux en général si on ne suppose pas que K est
métrisable. En effet, lorsque, K = (Bpg-, faible*) (la boule unité fermée du dual de
(E,|I.]) = (IXT), ||.]l1) ot T est un ensemble non dénombrable), et ® = Aff(K), alors
PExp(K) = AExp(K)) = w*Exp(K) = ) (voir Proposition 5) alors que 0® = Ch(®) #
() par un résultat de Milman cité plus haut.




Chapitre 3

Introduction a une Théorie Globale
de I'Inf-Convolution.

Historiquement, l'inf-convolution est apparue dans un article de Mac Shane [52],
dont I'objectif était d’étendre des fonctions lipschitziennes d’un sous-ensemble d’un es-
pace métrique & 'espace entier. Mais son utilisation s’est avérée efficace dans plusieurs
domaines de l'analyse. On peut citer la régularisée de Moreau-Yoshida [61] ou la régu-
larisée de Lasry-Lions |50] qui sont utilisés en théorie des équations de Hamilton-Jacobi
(formule de Hopf-Lax) [33] ou en théorie des équations elliptiques non linéaires [35],
[70], les propriétés de dualité entre l'inf-convolution et la transformée de Fenchel uti-
lisées en optimisation [69], [66] ou encore l'utilisation de l'inf-convolution en analyse
fonctionnelle [4].

Un regard nouveau est porté sur 'inf-convolution et sera présenté dans ce chapitre
(basé sur les articles ([7], [8], [9], [10]). En effet, 'opération de I'inf-convolution s’avére
étre une opération globale sur certains espaces de fonctions, permettant la rencontre
entre I'optimisation, des structures algébriques et des structures topologiques. Autre-
ment dit, elle confére des structures de monoide & certains espaces de fonctions et permet
d’obtenir des résultats naturels comme la caractérisation des complétés des groupes mé-
triques invariants a partir de la notion algébrique d’éléments inversibles d’un monoide.
Nous verrons aussi dans le chapitre 4 des applications au théoréme de Banach-Stone.
On commencera ce chapitre par des résultats d’optimisation (dans la section 3.2) qui
montrent que les problémes bien-posés sont stables par l'opération de l'inf-convolution.

3.1 Magmas Métriques Quasi-Invariants.

Soit (X, d) un espace métrique. L’espace produit X x X sera muni de la distance
définie pour tout (y, 2), (¢/,2') € X x X par
w((y,2), (', 2") == d(y,y) +d(z,2).

Lorsque X est un magma, c’est-a-dire un ensemble muni d’une loi de composition interne
notée multiplicativement, on définit 'inf-convolution de deux fonctions réelles f et g
définies sur X par la formule suivante :

(fog)(r) = Wegg/fyzzx{f(y)Jrg(Z)}; Vo € X.

31
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Définition 5. Soit (X,-,d) un magma métrique. On dit que (X, d) est quasi-invariant,
st la loi - : (X x X,w) — (X,d) est continue et satisfait : pour tout € > 0 il existe
6 > 0 tel que, pour tout y,z,t € X :

d(yt,zt) < § = d(y,z) < ¢

et
d(ty,tz) <d = d(y,2) < e

Si de plus X est complet pour la métrique d, alors on dit que (X, d) est un magma
complet quasi-invariant.

Définition 6. Soit (X,d) un magma métrique. On dit que (X, d) est invariant, si
d(zy,xz) = d(yzx, zz) = d(y, z), Vz,y,z € X.
Si de plus X est complet pour d, alors on dit que (X, d) est un magma complet invariant.

Chaque magma invariant est en particulier un magma quasi-invariant. Plusieurs
exemples de magma invariant (complet) ont été donnés dans [8]. On donne plus bas
quelques exemples de magma quasi-invariant.

Exemple 3. Dans chacun des cas suivants, la loi - : X x X — X est surjective et
satisfait la Définition 5.

1) Soit (X,d) un espace vectoriel métrique (complete) muni de la distance d satis-
faisant, pour tout x,y,z € X et tout A € RT

dz+zy+z) = dz,vy)
d(Az,Ay) = Md(z,y).

Dans ce cas (X,+,d) est un groupe complet invariant. Soit C' un sous-ensemble

conveze fermé de X et A €]0,1] fizé. On définit la loi - sur CxC par, yz := Ay+(1—N)z,
pour tout y,z € C. Dans ce cas (C,-,d) est un magma (complet) quasi-invariant, on a

d(yz, zx) = A\d(y, z); Vx,y,z € C.

et
d(zy,xz) = (1 = N)d(y,2); Va,y,z€C.

2) Si (X, *,d) est un groupe (complet) invariant (voir plusieurs exemples dans [8]).
on définit la loi - comme suit : yz = T(y) % S(z) pour touty,z € X, ouT,S : (X,d) —
(X, d) sont bijectives et bi-lipschitziennes. Alors, (X, -, d) est un magma (complet) quasi-
mvariant.

3.2 Inf-Convolution et Optimisation.

Voici un résultat d’optimisation établi dans [10] qui montre que les problémes bien-
posés sont stables par 'opération de 'inf-convolution.
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Théoréme 10. Soit (X, -, d) un magma métrique complet quasi-invariant. Soit a € X
et f,g: X — RU{+oo} deuz fonctions propres et semi-continues inférieurement.
Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.

(1) la fonction f & g a un minimum fort en a

(2) il existe (a1,a2) € X x X tel que, ajag = a, f a un minimum fort en a; et g a
un minimum fort en as.

On en déduit quelques conséquences immédiates.

Corollaire 8. Soit (X,-,d) un magma complet quasi-invariant. Soit p : X — R un
homomorphisme de magma continu. Soita € X et f,g: X — RU{+o00} deux fonctions
propres semi-continue inférieurement. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.
(1) f®g—p aun minimum fort en a
(2) il existe a1,az € X satisfaisant ajas = a tel que f —p a un minimum fort en a;
et g —p a un minimum fort en as.

11 suffit ici de voir que f@g—p=(f —p) ® (g — p).

Soit (X, d) un magma métrique et f : X — R U {+oc} une fonction propre, par
G(f) on désigne ’ensemble suivant

G(f) :={p: X — R morphisme de magma continu /f — p a un minimum fort }.

On obtient immédiatement du Corollaire 8 la proposition suivante.

Proposition 11. Soit (X,-,d) un magma quasi-invariant et f,g : X — RU {400}
deuz fonctions propres et semi-continues inférieurement. Alors, on a

G(feg)=G(f)NG(g).

Considérons maintenant un espace de Banach X. L’ensemble (X, +) est un groupe
abélien et 'opération @ est l'inf-convolution classique. Un morphisme de groupe p :
(X,4+) — R est continu si et seulement si, p € X* (le dual topologique de X). Par un
principe variationnel de Fabian (voir [62, Corollary 5.22]) et le Corolaire 8 avec X un
espace de Banach ayant la propriété de Radon-Nikodym (RNP), on obtient le corollaire
suivant qui garantit une perturbation commune de norme arbitrairement petite de deux
fonctions distinctes.

Corollaire 9. Supposons que X est un espace de Banach ayant la propriété de Radon-
Nikodym et que f,g : X — R U {400} sont propres semi-continues inférieurement
telles que

(1) f @ g est semi-continue inférieurement

(2) il existe a >0 et b e R tel que

(f ® g)(x) > aljz|| +b, Vzec X.

Alors, pour tout € > 0 il existe p € X* et x1,x0 € X tel que
(i) Il < e,

(it) (f @ g) —p a un minimum fort sur X en x1 + T2,

(ii7) f —p a un minimum fort sur X en x1,

(iv) g — p a un minimum fort sur X en xs.
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3.3 Structure de Monoide et Plongement Isométrique.

Soit X un ensemble. On note F(X) 'ensemble de toutes les fonctions de X dans
RT. On munit F, (X) de la distance

@) o)
PU9) = S0 T R @) — gl

On munit 'espace produit Fi (X) x F4(X) de la distance
p((f,9).(f',9) = p(f. f)) + plg,9).

Proposition 12. Soit X un semi-groupe (commutatif). Alors, (F1(X),®) a la struc-
ture de semi-groupe (commutatif) et l'opération de 'inf-convolution

vfag E'/_.'Jr(X)

O (Fr(X) x Fr(X),p) — (F4(X),p)
(fr9) = fog

est 1-lipschitzienne.

Dans ce qui suit, on suppose que (X,d) est un groupe métrique invariant ayant e
comme élément neutre. Pour chaque point fixé x € X, I'application J, est définie de X
dans R comme suit

0, : X — R
z = d(z,x) =d(zz7Le).
On définit le sous-ensemble G(X) de Lip! (X) comme suit
G(X) = {6, :x € X} C Lip} (X).
On considére 'opérateur vx définit par

Wx:X — Q(X)
T = Oy

Le symbole = désignera "isométriquement isomorphe".

Par (X, d) on désigne le groupe complété de (X, d) (voir [49] pour une construction
du groupe complété d’'un groupe invariant). Rappelons que Lip! (X) désigne Iensemble
des fonctions positives 1-lipschitziennes sur X. Par W}F(X ) on notera le sous-ensemble
de tous les problémes bien-posés au sens de Tikhonov dans Lz’p}k(X) :

W1i(X) = {f € Lip}.(X)/f a un minimum fort en un certain point}.

L’ensemble de tout les problémes mal-posés au sens de Tikhonov, I1(X) := Lip} (X) \
W1(X) est défini comme étant le complémentaire de W (X) dans Lip) (X).

Définition 7. Etant donné un monoide M, un idéal & gauche de M est un sous-
ensemble I de M tel que MI est contenu dans I. De maniére similaire, un idéal a
droite est un sous-ensemble I de M tel que IM C I. Finalement, un idéal, dans M est
un sous-ensemble I qui est a la fois un idéal 6 gauche et un idéal a droite de M.
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La preuve du théoréme suivant utilise le théoréme 10 (pour la densité dans (2) on
utilise aussi le principe variationnel de Deville-Godefroy-Zizler). Ce théoréme affirme
que (Lip! (X),®) est un monoide et permet de le décomposer en une réunion de deux
sous-ensembles disjoints remarquables.

Théoréme 11. Soit (X,d) un groupe métrique invariant (abélien) ayant e comme élé-
ment neutre, alors :
(1) (Lipt(X), ®, p) est un monoide complet (abélien) ayant 5. comme élément neutre.
(2) Si de plus (X,d) est complet, alors :
(a) WL(X) est un sous monoide dense dans (Lip} (X),®, p).
(b) I ( ) est un idéal d’intérieur vide de (Lip (X),, p).

La proposition qui suit dit que tout groupe métrique invariant (X, ﬁ‘ld)) s’injecte
isométriquement dans (Lipl (X),®, p).

Proposition 13. Soit (X, -, d) un groupe métrique invariant d’élément neutre e. Alors,

X:(Xv'ad) - (g(X)7€B’dOO)
T = Of

est 1somorphisme isométrique de groupes. De maniére équivalente, 'application

d .
VX - (vam) - (g(X)7@7p) C (sz}k(X)vé‘%p)
T — O
est isomorphisme isométrique de groupes. Ceci signifie que (X, d) s’ingjecte isomé-
triguement comme groupe dans le monoide métrique (Lier(X) , ).

3.4 Caractérisation du Complété d’un Groupe Métrique
Invariant.
On donnera dans cette section une caractérisation du complété d’un groupe metrique

invariant. Rappelons que si (M, -) est un monoide ayant ep; comme élément neutre, le
groupe des éléments inversibles de M est I’ensemble

UM):={meM/Im'e M:m-m'=m'-m=-epy}.

Le théoréme suivant explicite I'ensemble des éléments inversibles du monoide (Lip} (X), &)
et du sous monoide (W}F(X ), @), lorsque (X, d) est un groupe métrique invariant et com-
plet.

Théoréme 12. Soit (X, d) un groupe métrique complet invariant ayant e comme élé-
ment neutre. Alors, on a :

(1) U(Lip} (X)) = UW.
(2) U(Lipl(X)).d
(3) U(Liph (X)), ﬂ)

X)) =6(X).

X,d) comme groupe.

(X, id) comme groupe.
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Le lemme suivant, permet de travailler avec des groupes métriques invariants non
nécessairement complets.

Lemme 2. Soit (X,d) un groupe métrique invariant et (X,d) son groupe complété.
Alors, o
(LipL(X), @, p) = (Lip}(X), ®, p)

comme monoide. Plus précisément, ['application
X (Lipi(X),®,p) — (Lipy(X),®,p)
= I ) -
f = f= xH;g)f({d(:cz e)+ f(z)}

est un isomorphisme isomélrique de monoides. De plus,on a que f = [ sur X.

Ainsi, grace aux deux résultats précédents et puisque le complété d'un groupe in-
variant est unique & un isomorphisme isométrique prés, le corollaire suivant donne une
alternative nouvelle quand & la considération du groupe complété (X, d) d’un groupe
métrique invariant (X, d).

Corollaire 10. Soit (X, d) un groupe métrique invariant. Alors, on a

(X, d) = (U(Lip (X)), deo)-

3.5 L’Application argmin Comme Homomorphisme Continu
de Monoides.

Rappelons que pour une fonction propre f définie sur un ensemble X est & valeurs
dans RU {+o0}, on définit arg min(f) comme suit,

argmin(f) = {z € X« f(x) = inf f(y)}-

On va voir que D'application argmin a des propriétés globales lorsqu’on la restreint
au monoide (W1 (X),, p). Elle permettra d’étendre un morphisme continu défini d’'un
groupe métrique invariant (X, d) dans un groupe topologique Y, & un morphisme continu
de monoides défini de (W1 (X),®,p) dans Y.

Théoréme 13. Soit (X,-,d) un groupe métrique invariant complet ayant e comme
élément neutre. Alors, Uapplication,

argmin : (W—‘,l-(X)7 @7 p) — (Xa Yy d)
est un morphisme de monoide continu et surjectif. En conséquence, on a que
V(f,9) € WL(X); argmin(f @ g) = arg min(f) - arg min(g).
On a aussi le diagramme commutatif suivant, ot I est Uapplication identité sur X

(X> ) J; (W-ll—(X)>@)

arg min
\ i .

(Xv')
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Soit (X, -, d) et (Y, -,d") deux groupes métriques invariants complets et h : (X, -, d) —
(Y,-,d’) un morphisme continu de groupes. Considérons V'application ® : f +— foh
pour tout f € (Wi(Y),®,p). Remarquons que foh ¢ WI(X) en général si h n'est
pas 1-lipschitzienne. Remarquons aussi que ® n’est pas un morphisme de monoides en
général si h n’est pas surjectif. Cependant, en utilisant le Théoréme 13 on obtient les
conséquences suivantes.

Corollaire 11. Soit (X,-,d) et (Y,-,d’) deuzx groupes métriques invariants complets.
Alors, on a l'équivalence enire

(1) il existe un morphisme de groupes continu h: (X,-,d) — (Y,-,d’),

(2) 1l existe un morphisme de monoides continu H : (WL(X),®, p) — (WL(Y),®, p).

Proposition 14. Soit (X,.,d) un groupe métrique invariant complet et (Y,*,7) un
groupe topologique. Alors, on a

(1) si @ : (WL(X),®,p) — (Y,*,7) est un morphisme de monoides continu, alors
Uapplication ® oyx : (X, .,d) — (Y, *,7) est un morphisme de groupes continu.

(2) si x: (X,.,d) — (Y, *,7) est un morphisme de groupes continu, alors on a que
x oargmin : (W1(X),®,p) — (Y,*,7) est un morphisme de monoides continu.
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Chapitre 4

Isometries et Théoréme de
Banach-Stone.

Le probléme connu sous le nom du théoréme de Banach-Stone, trouve sa source
dans le livre de Banach (1932) Théorie des Opérations Linéaires. Dans ce livre, Banach
a considéré le probléme ou deux espaces C'(K) sont isométriques. Il répond au probléme
lorsque K est un métrique compact et donne une description compléte des isométries
dans ce cas. En 1937, Stone a étendu le résultat de Banach aux cas des compact topo-
logiques quelconques.

Théoréme 14. (Banach 1932 et Stone 1937) Soit K et L deur espaces compacts.
Alors, C(K) est isométriguement isomorphe a C(L) si et seulement si, K et L sont
homéomorphe. Soit T : C(K) — C(L) un isomorphisme. Alors (1) < (2).

(1) T est isométrique pour ||.||oo-

(2) il existe un homéomorphisme 7 : L — K et une fonction continue € : L — {£1} tel
que, pour tout k € K et pour tout ¢ € C(K), on a Tp(k) = e(k)p on(k).

Le théoréeme de Banach-Stone a été étendu par plusieurs auteurs. Il existe une litté-
rature abondante & ce sujet. La liste des contributions est trés longue, ainsi on renvoie
a l'article de M. Garrido et J. Jaramillo [40] pour un historique des contributions et une
liste de références plus compléte.

Dans ce chapitre, il est question de présenter quelques contributions récentes concer-
nant des extensions de théoréme de Banach-Stone. Ainsi, les généralisations obtenues
dans [12],[8], [9] et [11] traitent, comme il a été mentionné dans l'introduction, les di-
rections suivantes :

e un cadre abstrait pour la structure d’espace de Banach qui englobe plusieurs
espaces classiques

e pour des espaces métriques complets non nécessairement compacts.

e des isométries partielles qui ne sont pas nécessairement des isométries et aussi
pour des opérateurs non nécessairement linéaires et & valeurs vectorielles

e des structures de monoide en utilisant ’inf-convolution,

e des isomeétries d’espaces produits.

39
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4.1 Axiomes et Exemples.

Dans cette section, seront présentés les axiomes généraux qui permettront d’étendre
le théoréme de Banach-Stone.

Soit (X, d) un espace métrique complet et (A, ||.||) un espace de Banach inclus dans
Cy(X). Par A* on note le dual topologique de A. Par § on note 'application de Dirac
et par J, la masse de Dirac associée au point z € X :

0: X — AF
r = [0z p(x)].

Supposons que X et Y sont des espaces métriques complets, A C Cy(X) et B C
Cy(Y') des espaces de Banach, T': A — B un isomorphisme et 7™ son adjoint. Dans le but
de prouver le théoréme de Banach-Stone, il est classique de trouver un homéomorphisme
h qui associe ’ensemble des masses de Dirac §(X) a I'ensemble des masses de Dirac
(YY) :

5(Y) 1 5(x)

]

B* A*

*

Dans le cas compact, (c’est-a-dire lorsque X = K et Y = L sont compacts) et lorsque
T est isométrique, l'idée classique de faire correspondre 6(X) a §(Y') consiste en le fait
que Pensemble des points extrémaux de la boule unité fermée du dual de C(K)* est
exactement £(K) := {£0, : k € K} (c’est le théoreme de Arens-Kelley (1947), voir
[Theorem 4, [40]]) et le fait qu’une isométrie (ici c’est T™) envoie nécessairement les
points extrémaux sur les points extrémaux. Malheureusement, le théoréme de Arens-
Kelley est faux si X n’est pas compact ou si A est une classe abstraite d’espaces de
fonctions. En effet, d’une part ’ensemble des points extrémaux de la boule unité du
dual de (Cp(X))* est £5(BX) (ou BX est le compactifié de Stone-Cech de X) qui
contient strictement l’ensemble +6(X) lorsque X n’est pas compact. D’autre part, on
ne connait pas explicitement les points extrémaux de la boule unité du dual de A dans
le cas abstrait. Ainsi, on est amené & chercher un autre moyen d’identifier les masses
de Dirac dans la boule unité fermée du dual A*. L’idée proposée ici, est de les identifier
comme dérivées de la norme-sup ||.||o ou plus généralement comme dérivées d’une
fonction conjuguée f* : A — R d’une fonction semi-continue inférieurement f définie
sur X :

£*(¢) = sup{p(a) — f(a)}, Vi€ A
reX
Cette dualité a été introduite dans [14] et deux théorémes importants qui ont été uti-
lisés pour étendre le théoréme de Banach-Stone sont [14, Theorem 2.8.] et [14, Theorem
2.2.] ainsi que le principe variationnel de Deville-Godefroy-Zizler.

Définition 8. (La propriété P%) Soit (X,d) un espace métrique complet et (A,].|)
un espace de Banach inclus dans Cy(X). On dit que A a la propriété PY (resp. PC) si
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et seulement si, pour toute suite (x,), C X, les deuz assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) la suite (zy), converge dans (X,d),

(ii) la suite des masses de Dirac associées (0, )n converge dans (A*,|.||*) (resp.
dans (A*, faible*)). ou ||.||* désigne la norme dual et faible* la topologie pré-faible.

Pour plus de détails sur cette propriété, on renvoie & [14]. Dans ce chapitre on
prendra 8 = G ou 8 = F. La définition précédente admet une formulation équivalente
grace a la proposition suivante.

Proposition 15. Soit (X,d) un espace métrique complet et (A, ||.||) un espace de Ba-
nach inclus dans Cy(X) qui sépare les points de X. Alors,
(1) lespace A a la propriété Pt si et seulement si lapplication

5 (X.,d

X

= (0(X), 1)
— O
est un homéomorphisme.
(2) Vespace A a la propriété PC si et seulement si Uapplication

d:(X,d) — (0(X),w")
T = O
est un homéomorphisme séquentiel.

On donne maintenant les axiomes que doit satisfaire un espace de fonctions A. Ces
axiomes seront satisfaits par plusieurs espaces classsiques. On donnera des exemples.
Notons ici, que les axiomes (A1) and (As) sont reliés au principe variationnel de Deville-
Godefroy-Zizler [36] et Deville-Revalski [38] et I'axiome (Af ) a été introduit et étudié
dans [14] et fait partie des hypothéses du [14, Theorem 2.8].

Axiomes 1. Soit (X, d) un espace métrique complet et A une classe d’espaces de fonc-
tions inclus dans Cy(X). On dit que A satisfait les aziomes (Al)—(Af) si A satisfait :
(A1) (A, ||.]|) est un espace de Banach tel que ||.|| > ||.||co-
(A2) A contient les constantes.
(A3) pour tout n € N* il existe une constante positive M, tel que pour tout x € X
il existe une fonction h, : X — [0,1] tel que hy, € A, ||hyn]] < M,, hp(z) = 1 et
diam(supp(hy,)) < % Cet aziome entraine en particulier que A sépare les points de X .
(Af) A a la propriété PP (pour B =F ou B =G).

Voici quelques exemples d’espaces classiques qui satisfont ces axiomes.

Proposition 16. On a :
(1) Pour tout espace métrique complet X, les espaces Cyp(X), Cp(X) satisfont les
aziomes (A1)-(AS) et Uespace Lipf(X) (0 < a < 1) satisfait les aziomes (A1)-(A])
(2) Si X est un espace de Banach possédant une fonction bosse (une fonction avec
un support non vide bornée) dans A = CF(X) avec k € N* (resp. dans A = C;’Q(X)
avec 0 <a<1ou A= C’;’U(X)), alors A satisfait les aziomes (A1)-(AL).
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Notons que l'existence d'une fonction bosse dans Cy(X), Cp'(X) ou dans Lipy(X)
avec 0 < o < 1 est toujours vraie (en utilisant la distance d sur X). Ce n’est pas toujours
le cas lorsque X est un espace de Banach, pour les espaces de fonctions différentiables
tel que A = CF(X) (k € N*) ou C’bl’a(X) (0<a<1)ou C’;’U(X). Dans ces dernier
exemples, 'existence d’une fonction bosse est liée a la géoméétrie de 'espace de Banach
X. Pour plus d’informations et de détails, on renvoie au livre de R. Deville, G. Godefroy
et V. Zizler |37].

4.2 Extension du Théoréme Classique de Banach-Stone.

Ce chapitre est basé sur les travaux décrits dans [12],[8], [9] et [11]. Le théoréme sui-
vant qui est une extension du théoréme de Banach-Stone a plusieurs autres applications
qu’on traitera dans les sous sections qui suivent.

Théoréme 15. Soit X et Y deuz espaces métriques complets et A C Cy(X), B C Cp(Y)
deuz espaces satisfaisant les axiomes (Al)—(Af) avec le méme 3. Soit T : A — B un
isomorphisme, f : X — RU {400} et g : Y — RU {+o0} deuz fonctions propres
semi-continues inférieurement et bornées inférieurement. Alors, (1) < (2).

(1) Pour tout ¢ € A, on a

sup {[To(y)| — g9(y)} = sup {[p(z)] — f(z)} .
yey zeX

(2) il existe un homéomorphisme m : dom(g) — dom(f) et une fonction continue
e :dom(g) — {£1} tel que, pour tout y € dom(g) et tout ¢ € A on a

Tp(y) = e(y)pom(y)

et
g(y) = fom(y).

On obtient immédiatement I’extension suivante du théoréme de Banach-Stone dans
le cas métrique complet, lorsqu’on prend f = 0 sur X et g = 0 sur Y. Mais le cas général
a ses intéréts comme nous le verrons dans les sections qui suivent.

Corollaire 12. Soit X et Y deux espaces métriques complets. Alors, Cy(X) est iso-
métriguement isomorphe o Cy(Y) si el seulement si, X et Y sont homéomorphes. Plus
généralement, pour A C Cy(X) et B C Cy(Y') satisfaisant (Al)—(Aff) avec le méme f3 et
T : A — B un isomorphisme, on a l'équivalence suivante :

(1) T est isométrique pour la norme ||.||oo-

(2) il existe un homéomorphisme m:Y — X et une fonction continue e : Y — {1}
tel que, pour tout y €Y et tout p € A, on a To(y) = e(y)p om(y).

4.2.1 Isométries Partielles.

Soit X et Y deux espaces métriques complets et A C Cp(X) et B C Cp(Y) deux
espaces de Banach. Soit T': A — B un isomorphisme. On dit que T est une isométrie
partielle (pour la norme ||.||o) s’il existe un sous-ensemble non vide E de X et un sous-
ensemble non vide F' de Y tel que sup,cp [T¢(y)| = sup,ep [#(z)| pour tout » € A. 11
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existe des exemples ol un isomorphisme est une isométrie partielle sans étre pour autant
une isométrie. En effet, soit K C X et L C Y deux compacts non homéomorphes tels
que C(K) et C(L) soit isomorphes et soit 77 : C(K) — C(L) un isomorphisme (77 ne
peut pas étre isométriques par le théoréme classique de Banach-Stone). Notons que A.
A. Milutin a prouvé dans [59] que si K et L sont des ensembles compacts métriques non
dénombrables, alors C(K) et C'(L) sont toujours isomorphes. Soit £ C X et FF C Y
deux sous-ensembles fermés homéomorphes tels que ENK = 0 et F N L = ( et soit
7 : F' — E un homéomorphisme. Considérons 'application T': Cy(K UE) — Cy,(LUF)
définie par T(p)(y) = Ti(px)(y) siy € L et T(p)(y) = ¢ on(y) siy € F pour
tout ¢ € Cp(K U E). Ici, ¢ i désigne la restriction de ¢ a K. L’application T est un
isomorphisme non isométrique satisfaisant sup,cp [T@(y)| = sup,ep [¢(z)| pour tout
p e Cy(KUE).

Une deuxiéme extension du théoréme de Banach-Stone dans le cadre métrique com-
plet qui découle du Théoréme 15 est le corollaire suivant.

Corollaire 13. Soit X et Y deuzx espaces métriques complets. Soit A C Cp(X) et
B C Cy(Y) deux espaces de Banach satisfaisant les aziomes (Al)—(Af) (avec le méme
B). Soit E un sous-ensemble non vide fermé de X et F' un sous-ensemble non vide fermé
de Y. Soit T : A — B un isomorphisme. Alors,

sup [T'(y)| = sup |¢(z)]
yekr el

pour tout o € A si et seulement si, il existe un homéomorphisme w : F — E et une
application continue € : F — {£1} tel que pour tout y € F et toul p € A on a

To(y) =ce(y)pon(y).

Ce corollaire s’obtient en prenant dans le Théoréme 15, f = ig et g = ip, les
fonctions indicatrices de F et F' respectivement qui valent 0 sur ces ensembles et 400
sinon.

4.2.2 Groupes et Isométries.

Soit X un espace métrique complet et E un sous-ensemble non vide fermé de X.
Par (IS5(Cy(X)), 0) on note le groupe (pour la loi o de composition des applications) de
tout isomorphisme de Cy(X) dans lui méme. On définit les ensembles suivants

Isomp(Cy(X)) := {T € IS(Cp(X)) = sgg |To(y)| = sgg lo(x)], Vo € Cb(X)} )

Isom(Cy(E)) :=={S : C4(E) — Cy(E) : S isomorphisme isométrique} .

On définit I'application restriction Rg : Cp(X) — Cp(E) par Rg : ¢ = @p ol 9|
désigne la restriction de ¢ € Cy(X) & E. Par Ng on note le sous-ensemble de I.5(Cp(X))
défini par

Ng = {T €IS(CyX)): RgoT = Rg}
= {TeIS(Cy(X)): (T)p =, ve<C(X)}.
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Clairement, Isomp(Cy(X)) et Isom(Cy(E)) sont des groupes et Ng est un sous-
groupe de I'somp(Cy(X)). Le but du résultat qui suit est de donner une relation entre
ces trois groupes.

Théoréme 16. Soit X un espace métrique complet et E un sous-ensemble non vide
fermé de X. Alors, Ng est un sous groupe distingué de Isompg(Cy(X)) et le groupe
quotient Isomp(Cy(X))/NE est isomorphe a un sous-groupe de Isom(Cy(E)). Si de
plus, on suppose que X \ E est aussi fermé (dans ce cas X est non conneze), alors on a

Isomg(Cy(X))/Ng = Isom(Cy(E)).

4.2.3 Opérateurs entre deux Produits d’Espaces de Fonctions.

Cette section concerne la représentation de certains opérateurs entre des produits
d’espaces de fonctions.

Soit X, Y deux espaces métriques complets et Z, W deux espaces de Banach. Par
Cy(X, Z) on désigne I'espace des fonctions continues bornées a valeurs dans Z. Lorsque
Z =R, on utilise la notation C(X) au lieu de Cp(X,R). On défini la norme ||.||,1 sur
Cy(X) x Cp(X, Z) par

1(#; ) lloc,1 = ig)g{lw(fv)l + ()]l 2}

pour tout (¢, ) € Cp(X) x Cp(X, Z). Soit A C Cp(X) et B C Cy(Y') deux sous-espaces
de Banach et A’ C Cy(X, Z), B' C Cy(Y, W) des sous-ensembles non vides. Soit H un
opérateur

H:AxA — BxDB
(@71/}) = (H1(<Pa¢)aH2(90a w))

ou H; et Ho désignent respectivement la premiére et la seconde fonction composante
de H.

Définition 9. On dit que l'opérateur H satisfait la propriété (P) si

(a) pour tout (p,v) € Ax A" on a Hy(p,v) = Ho(0,) (Ho dépend seulement de
la seconde variable).

(b) pour tout o € A’, Uapplication ¢ — Hy(p,v) est un isomorphisme de A sur B.

Exemple 4. (1) Supposons que X et Y sont des espaces métriques complets homéo-
morphes et Hoo(Y,X) Uensemble de tous les homéomorphismes de Y sur X. Soit
A Cp(X) — Hoo(Y,X) une application quelconque. Soit A = A" = Cp(X) et B =
B' = Cy(Y). On défini H par

H(p,¥) = (po AM@), ¥ o A()).

Alors, H n’est pas linéaire mais satisfait la propriété (P). Notons que dans ce cas, H
satisfait aussi || H(p,V)]|oo.1 = (0, ¥) 001 pour tout (p,v) € A x A’. Par exemple, on
peut poser \ : ¢ — elPlor pour un homéomorphisme firé = de Y sur X (lorsque X et
Y sont des espaces de Banach).

(2) Soit T : A — B un isomorphisme et S : A" — B’ une application. Alors,
Vopérateur H := (T,S) défini par H(p,v) = (Tp,SvY) pour tout (p,9) € A x A
satisfait la propriété (P).
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On s’interesse maintenant aux opérateurs (non nécessairement linéaires) satisfaisant
la propriété (P) et préservant la norme ||.||o0,1. Le théoréme suivant donne une représen-
tation canonique de ces opérateurs. Notons qu’un opérateur non linéaire H qui satisfait
| H (¢, V)|loo1 = [I(¢,%)]loo1, pour tout (p,7) € A x A’, n’est pas une isométrie en
général.

Théoréme 17. Soit X et Y deux espaces métriques complets et Z,W deux espaces
de Banach. Soit A C Cyp(X) et B C Cy(Y) deux espaces de Banach qui satisfont les
aziomes (Al)—(Af) (avec le méme B) et soit A" C Co(X,Z) et B' C Cp(Y, W) deux
ensembles non vides. Soit H : Ax A" — B x B’ une application satisfaisant la propriété
(P). Alors, (1) & (2), ou

(1) pour tout (p,16) € A x A’ on a [|H(, 6)lloct = (&, 6) ot

(2) pour tout p € A', il existe un homéomorphisme my, : Y — X, une fonction
continue g 1 Y — {£1} tel que pour tout (p,¢) € Ax A et touty €Y,

Hi(p,9)(y) = ep(y)p o my(y),

et

[Ha(, ) (y)llw = [[Ha2(0, ) (y)llw = [|¢ o 7y ()| z-

Pour le cas ot H est linéaire et isométrique pour la norme |||« 1 et satisfait (P),
on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 14. Soit X et Y deuzx espaces métriques complets et Z,W deux espaces de
Banach. Soit A C Cyp(X) et B C Cy(Y) des espaces satisfaisant les aziomes (Al)—(Af)
(avec le méme () et soit A C Cy(X, Z) un sous-espaces linéaire contenant les constantes
et B' C Cy(Y,W) un sous-espace linéaire quelconque. Soit H : A x A’ — B x B" un
opérateur satisfaisant (P). Alors, (1) < (2), ou

(1) L’application H est linéaire et isométrique pour la norme ||.||oo.1-

(2) Il existe un homéomorphisme m:Y — X, une fonction continue ¢ : Y — {1}
et une application linéaire et isométrique U, : Z — W pour chaque y € Y tel que
pour chaque z € Z Uapplication y — Uy(z) est continue de Y dans W et pour tout
(p,0) € Ax A et pour tout y €Y, on a

Hi(p, ) (y) = Hi(p,0)(y) = e(y)p o m(y)
et
Ha (0, ¥)(y) := H2(0,9)(y) = Uy (¢ o (y)).

Si de plus, on suppose que H est surjective et B’ contient les constantes, alors U,
est aussi surjective.

4.3 Le Théoréme de Banach-Stone pour la Structure de

I’'Inf-Convolution.

Dans cette section (basée sur les articles [7], [8], [9]), il est question de donner des
théorémes du type Banach-Stone pour la structure de l'inf-convolution. On a vu dans
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le chapitre 3 que pour un groupe métrique invariant (X, d), I'ensemble (Lip’ (X), &, p)
est un monoide complet ayant (X,d) comme groupe des inversibles & isomorphisme
isométrique pres.

La représentation des isométries entre des espaces de Banach de fonctions lipschit-
ziennes définies sur un espace métrique et munis de leur normes naturelles, a été consi-
dérée par plusieurs auteurs [40], [72], [46]. En général, de telles isométries sont données
(sous certaines conditions) canoniquement comme compositions d’opérateurs. Un autre
résultat de type Banach-Stone pour la structure de 'ordre a été donné dans [41].

Le théoréme qui suit, donne une représentation compléte des isométries de monoides
entre Lip} (X) et Lip} (Y) dans le cadre des groupes métriques invariants.

Théoréme 18. Soit (X,d) et (Y,d') deuz groupes métriques invariants. Soit ® une
application de (Lip} (X)), ®, p) dans (Lipt (Y), ®, p). Alors, les assertions suivantes sont
équivalentes.

(1) ® est un isomorphisme isométrique de monoides

(2) il ewiste un isomorphisme isométrique de groupes T : (X,d) — (Y,d') tel
que ®(f) = (f o T_l)‘y pour tout f € Lipl (X), ou [ désigne l'unique extension 1-
lipschitzienne de f & X et (f o T_l)‘y désigne la restriction de foT 1 a Y.

La preuve de ce théoréme repose sur quelques lemmes (voir [9]) et la caracté-
risation (voir Section 3.4 du chapitre 3) de Iensemble des éléments inversibles de
(Liph(X), @, p).

Si M (resp. G) est un monoide métrique (resp. un groupe métrique), par Is,,(M)
(resp. Isy(G)) on désigne le groupe de tous les automorphismes isométriques du mo-
noide M (resp. de tous les automorphismes isométriques du groupe G). Le symbole 7~”
désigne "isomorphe comme groupe". Une conséquence immédiate du Théoréme 18 est
le corollaire suivant.

Corollaire 15. Soit (X, d) un groupe métrique invariant. Alors,

Isp(Liph (X)) ~ Isy(X).

On obtient aussi le corollaire suivant concernant le monoide (W (X),®), lorsque
(X, d) est un groupe métrique invariant complet.

Corollaire 16. Soit (X,.,d) et (Y,.,d") deuz groupes métriques invariants complets.
Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.
(1) les monoides (W1(X),®,p) et (WL(Y),®,p) sont isométriquement isomorphes
(2) les groupes (X, -,d) and (Y,-,d") sont isométriguement isomorphes.

De plus, pour tout isomorphisme isométrique ® : (WL(X),®,p) — (WL(Y),&,p),
il existe un isomorphisme isométriqgue T : X — Y tel que ®(f) = fo T~ pour tout
fewiX).
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4.4 Isométries entre Espaces de Type X x R.

Etant donnés deux espaces vectoriels normés X et Y, on cherche des hypothéses
assez générales sur les normes, pour que l'existence d'un isomorphisme isométrique
entre X xR et Y x R soit équivalente & ’existence d’un isomorphisme isométrique entre
X et Y. On commence par donner des contre-exemples génériques montrant que c’est
faux dans le cas général.

Proposition 17. Soit X = Y = R2. Pour chaque norme |.|x sur X il eziste une
norme ||.|ly surY, une norme |.||xxr sur X x R et une norme ||.||[yxr sur Y x R tel
que :

(1) (X, [|.][x) n’est pas isométriguement isomorphe & (Y,|.||lv)-
(2) (X xR, ||.|lxxr) est isométriguement isomorphe a (Y X R, |.||ly«xr)-
(3)

3) |.|lxxr coincide avec ||.||x sur X x {0} et ||.|[yxr coincide avec ||.||y surY x {0}.
Dans le cas de la dimension infinie on a aussi la proposition suivante.

Proposition 18. Soit (X, ||.||x) un espace vectoriel normé lisse (la norme ||.||x est
Gateaux-différentiable en dehors de 0). Alors, il existe une autre norme ||.| sur X et
deux normes Ny et No sur X X R tel que :

(1) (X, ||.][x) n’est pas isométriguement isomorphe & (X, |.|).
(2) (X xR, Ny) est isométriguement isomorphe a (X x R, Ny).
(3) N1 coincide sur X x {0} avec ||.|x et No coincide sur X x {0} avec ||.]|.

Pour obtenir une réponse positive & notre probléme, on introduit la propriété sui-
vante.

Définition 10. Soit (X, |.||x) et (Y,|.]ly) deuz espace vectoriel normés. Soit ||.||x xr
et ||.|lyxr deux normes définie sur X x R et Y x R respectivement. On dit que la paire
des normes (||.||xxr, ||-||[y xr) satisfait la propriété (K) si et seulement si,

(@) (@ Dllxxr = (2, 0)[xxr = lzllx pour tout (z,t) € X xR et [|(y,t)[lyxr >
[y, 0)lyxr = |lylly pour tout (y,t) €Y x R.

(1) pour tout x € X ety €Y :

lzllx = llylly = (@ Mlxxe = [[(y; Mlly <z, YA eR.

(7i1) Soit (a,u) € X xR et (b,v) € Y x R tel que a # 0 et b # 0. Si pour tout
(o, B) € R2, ||(a(0,1) + B(a,u)|| xxr = ||(8(0,1) + (b, v)||yxr alors u = v = 0.

On on a alors le théoréme suivant.

Théoréme 19. Soit (X, ||.|lx) et (Y,|.||ly) deux espaces vectoriels normés. Supposons
que (|||l xxr, |-y xr) satisfait (K). Alors, (X x R,||.||xxr) et (Y X R, ||.|lyxr) sont
isométriquement isomorphes si el seulement si, (X, |.]|x) et (Y, ||.|ly) sont isométrique-
ment isomorphes.
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Exemple 5. Soit (X, |.]|x) et (Y,|.|ly) deuz espaces vectoriels normés.
Soit p € [1,+00[\ {2} ; on définit les normes 12 comme suit :

3 =

1, D)l xx = ([l + [¢F)7,

ou
1z, )l x xr := max(||z]|x, [¢]),

pour tout (z,t) € X xR. On définit ||.||yxr de maniére analogue comme on le fait pour
la norme ||.||xxr. Alors, la paire (||.||xxr, |||y xr) satisfait (K).

Notons que le point (ii7) de la propriété (K) est faux pour la norme lg avec p = 2.
Cependant, on obtient de la Proposition 19 qui suit, un critére pour avoir la propriété
(K) a partir d’une classe générale de normes N sur R?. Rappelons qu'une norme N sur
un espace vectoriel ordonné F est dite absolue si N(|z|) = N(z) pour tout x € E; et
dite monotone si N(z) < N(y) dés que 0 < x < y. Si la norme est & la fois absolue et
monotone, elle est appelé une norme de Riesz. Toute norme absolue sur R (muni de
I'ordre usuel) est monotone, et est donc une norme de Riesz. On pose maintenant £ = R?
et soit N une norme de Riesz sur R2. Par Isom(R?, N) on désigne le groupe de tous les
automorphismes isométriques de (R2, N). Soit Sy le groupe des permutations de {1,2}.
Pour o € Sy et A := (A1, A2) € (R*)?, on désigne par u,,, automorphisme de R? définit
par ugy : (t1,t2) — (Altg(l),)\zta(g)). Par I; on note le groupe des automorphismes
suivant

I := {UU,)\/U SIHIPNS (R*)2}.
Rappelons que le groupe des isométries pour les normes lg sur R? pour p € [1,+00]\ {2}

est exactement ’ensemble {ug)\/a € Sy A € {—1, 1}2} C Is.

Proposition 19. Pour chaque norme de Riesz N sur R?, si Isom(R? N) C Iy alors la

paire (||.||x xr, ||-||xxr) satisfait (K), ot ||(z,t)||xxr := ¢N(||z| x, |t]) pour tout (x,t) €

X xR et |(y,t)|lyxr := cN(||ylly,|t]) pour tout (y,t) €Y x R avec ¢ := m.

Remarque 4. En utilisant lo jouge de Minkowski d’un convere fermé symétrique de
R?, on peut facilement construire une norme de Riesz satisfaisant les hypothéses de la
Proposition 19.



Chapitre 5

Le Principe de Pontryagin en
Dimension Infinie et en Horizon
Infini (temps discret).

Ce chapitre est basé sur les travaux effectués dans [15], [16] et [17]. Comme il a
été dit dans l'introduction, le principe de Pontryagin a bien été étudié en dimension
finie notamment par J. Blot et N. Hayek [22] mais son extension & la dimension infinie
nécessite des techniques nouvelles. En effet, deux difficultés majeures apparaissent dans
le passage & la dimension infinie dii en particulier aux deux problémes suivants :

e l'image d’un opérateur linéaire continu n’est pas forcément fermé : Un critére
permettant de vérifier que 'image d’'un espace de dimension infinie par un opérateur
linéaire continu est donné dans le Lemme 3 et démontré dans [15] (voir aussi [24]).

e dans un espace de Banach dual, 'origine appartient toujours & la fermeture faible*
de la sphére unité du dual. Ainsi, par le théoréme de Josefson-Nissenzweig, il existe
toujours une suite dans le dual topologique, de norme un qui converge vers zéro pour
la topologie pré-faible. Un critére a été donné dans le Lemme 4 et son application le
Corollaire 17, permettant de s’assurer dans certains cas qu’une suite de formes linéaire
de norme un ne converge pas pré-faiblement vers zero.

Deux idées pour étendre le principe de Pontryagin & la dimension infini : la premiére
est la réduction & I’horizon fini et & ce niveau, on a besoin que I'image de la différentielle
de 'opérateur qui représente les contraintes soit fermée. Dans ce cas on obtient des
multiplicateurs de Lagrange non triviaux. Le second point est de savoir si en passant
a la limite, les multiplicateurs restent non triviaux. C’est a ce niveaux que nous avons
besoin de contourner le phénoméne de Josefson-Nissenzweig. Les deux critéres donnés
dans la section 5.2 permettent de mener & bien ces deux idées.

Nous allons commencer ce chapitre par définir la problématique et préciser nos
notations. Ensuite, dans la section 5.2 on donnera les critéres mentionnés plus haut. La
section 5.3 est dédiée a la méthode de réduction & I’horizon fini ou on peut appliquer
les théorémes classiques, pour enfin dans la section 5.4, passer & 'horizon infini.

49
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5.1 Problématique et Notations.

Les problémes du Contréle Optimal en horizon infini, sont gouvernés par le systéme
dynamique discret suivant :

Tip1 = fe(xe,ug), teN (5.1)

ounz € Xy CX,ur €U CUet fr: Xy XxUp = Xyy1. Ici X et U sont des espaces de
Banach ; X; est un ouvert non vide de X et U; est un sous-ensemble non vide de U. Les
x; sont appelés les variables d’état et les u; les variables du controle.

A partir d’un état initial o € X, on désigne par Adm(o) I’ensemble des processus

((ze)ten, (u)ten) € (ITien Xt) X (Il;en Ut) qui satisfont (5.1) pour tout ¢ € N. Les
éléments de Adm(o) sont dites les processus admissibles.

Pour tout ¢ € N, on considére la fonction ¢, : X; x Uy — R pour définir le critére.
Par dom(.J) on note I'ensemble des ((2¢)sen, (ut)ten) € ([ Leny Xt) X (I Ut) telle que

la série > ;2% é(w,uz) est convergente dans R. On définit la fonction (non linéaire)
J :dom(J) — R par

+o0o
J((z)ten, (ut)ten) == Z Or(we, ur). (5.2)
t=0

On considére maintenant les probléme du Controle Optimal suivants :

(P1(0)) : Trouver ((Z¢)en, (Ut)ten) € dom(J) N Adm(o) tel que J((Z¢)ien, (Ut)ten) >
J((x¢)ten, (ut)ten) pour tout ((x¢)en, (ut)ten) € dom(J) N Adm(o).

(Pa(0)) : Trouver ((Z¢)ien, (Ut)ien) € Adm(o) tel que

msupy o0 D opo(Pe(Ze, r) — d(x4,u)) > 0 pour tout ((z¢)ien, (ur)ien) € Adm(o).
(P3(0)) : Trou\;er ((2¢)ten, (Ut)ten) € Amd(o) tel que

lminfy oo > po(de(Ze, Ur) — p(ae,ur)) > 0 pour tout ((x¢)een, (ur)en) € Adm(o).

Ces problémes sont classiques en théorie macroéconomique; cf. [55], [22], [76], [67]
et les réferences auxquelles ils renvoient.

Problématique. Il est question d’étudier les conditions nécessaires d’optimalité pour
ces trois problémes. La méthode qui sera utilisée est la méthode de réduction a l’horizon
fini déja utilisée dans le papier de Blot et Chebbi dans [23] dans le cas discret. Le cas
continu avait été traité par Halkin (voir [25], Theorem 2.3, p. 20).

Voici la liste des hypothéses dont on aura besoin.
(H1) X et U sont des espaces de Banach séparables.

(H2) Pour tout t € N, X; est un sous-ensemble ouvert de X et U; est un sous-ensemble
convexe non vide de U.

Lorsque ((Z¢)ten, (4t)ten) est un processus admissible donné de I'un des problémes
((P;(0))), i € {1,2,3}, on considére les conditions suivantes.

(H3) Pour tout t € N, ¢; est Fréchet-différentiable en (¢, 4¢) et f; de classe C! en
(Z¢, Ug).
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(H4) Pour tout t € N, t > 2,
Dy fi(&4,04) 0 Dafi—1(24—1, Ut—1)(U) + Dafe(Ze, t)(Ty, (4r)) = X.

(H5) D1 f1(21,11) o Dafo(Zo, to)(Tu, (o)) + Dafi(21, 1) (Ty, (41)) = X.
(H6) 7i(Ty,(10)) # 0 et ri(Ty, (41)) # 0.

Dans (H3), puisque U; n’est pas necessairement un ouvert de 4y, le sens de cette
condition est qu’il existe un voisinage ouvert V; de (&, ;) dans X x U et une fonction
Fréchet-différentiable (respectivement de classe C!) b : Vi > R (respectivement fe :
Vi — X) tel que &, and &, (respectivement f; et ft) coincident sur V; N (X; x Uy). De
plus, Dy et Dy désignent respectivement la Fréchet-différentielle partielle par rapport
a la premiére variable et par rapport a la deuxiéme variable. Pour (H4), (H5) et (H6),
lorsque A est un sous-ensemble convexe de U, 4 € A, I'ensemble T4 (1) est la fermeture
de Ry (A—1); il est appelé le cone tangent (de l’analyse convexe) de A en 4. Pour (H6),
si aff (Ty,(d;)) désigne l'enveloppe affine de Ty, (d¢), ri(Ty,(t:)) désigne son intérieur
relatif de Ty, (4;) dans aff(Ty,(d;)). Notons enfin, qu’en dimension finie, ’hypothése
(H6) est toujours satisfaite.

5.2 QOutils pour la Dimension Infinie.

Dans cette section, nous allons donner une caractérisation utile de la fermeture
de 'image d’un espace de dimension infinie par un opérateur linéaire continu. Nous
donnerons ensuite un lemme qui permettra de contourner le phénomeéne de Josefson-
Nissenzweig en dimension infinie.

Lemme 3. Soit E et F' des espaces de Banach, et L € £(E, F) (I’espace des applications
linéaires continues). Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) ImL est fermé dans F.

(it) il existe ¢ € (0,4+00) tel que pour tout y € ImL, il existe v, € E satisfaisant
Lay =y et [lyl| = cflzy]].

Ce résultat a été prouvé dans [15, Lemme 3.4], voir aussi [24, Lemme 2.1.].

Pour un sous-ensemble A de Z, Aff(A) désigne l'enveloppe affine de A dans Z.
L’intérieur relatif de A C Z, noté ri(A), est Uintérieur topologique de A dans le sous-
espace topologique Aff(A). Ce lemme est basé sur le théoréme de Baire.

Lemme 4. Soit Z un espace de Banach. Soit K un sous-ensemble non vide conveze
fermé de Z et supposons que 1i(K) # 0. Soit T un ensemble non vide, (pp)neT une
collection de fonctions sous-additives et semi-continues inférieurement sur Z et (Ap)neT
une collection de nombres réels positifs. Supposons que pour tout z € K, il existe C, € R
tel que pour tout n € T, pn(2) < C\,.

Alors, pour tout a € K, il existe b, € Aff(K) tel que pour tout sous-ensemble borné B
de Aff(K) il existe Rp > 0 tel que

VneT, suppp(h—a) < Rp- A+ pn(be —a)).
heB



52 CHAPITRE 5. LE PRINCIPE DE PONTRYAGIN EN DIMENSION INFINIE

Ce résultat a été établi dans [16]. De ce lemme on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 17. Soit Y un espace de Banach; Y* son dual topologique. Soit (7p)pen €
(YN et (pn)nen € (RN, Soit K un sous-ensemble non vide conveze fermé de Y tel
que ri(K) # (0. Soit a € K et posons S := aff(K) —a qui est un sous-espace de Banach.
Supposons les conditions suivantes.

1. pp — 0 lorsque h — 4o00.

ible*
2. Thig chf 0 dans S* lorsque h — +oo.

3. Pour tout y € K, il existe ¢, € R tel que m,(y) < cypp, pour tout h € N.

Alors, on a ||mh¢|ls+ — 0 lorsque h — +o00.

Ainsi, par la contraposée du corollaire précédent, si on suppose que :
(1) pn + |I7h g lls+ = 1 pour tout h € N
(2) pour tout y € K, il existe ¢, € R tel que m,(y) < ¢ypp, pour tout h € N,

faible*
Alors, on a que (pp, Th|g) #— (0,0) dans S* xR, et donc le phénoméne de Josefson-

Nissenzweig est évité.

5.3 Réduction a I’Horizon fini.

Lorsque ((Z¢)ten, (U¢)ren) est un processus optimal pour 'un des probléme (P;(0)),
i € {1,2,3}. La méthode de réduction a I’horizon fini consiste en la considération de la
suite de problémes en horizon fini suivants :

Maximize Jp(z1, ..., T, Ug, ..., Up)

1 = Zt 0 ¢t($t7ut)
(Fp(0)) when (v?é?th,ehl}t[,t:;;)ft’( () <t<}3 e[ o Ut

Ty = 0, Tpp1 = Te41
La preuve du lemme suivant est donnée dans [23].

Lemme 5. Lorsque ((&4)ten, (t)ten) est un processus optimal pour l'un des probléemes
(Pi(0)), i € {1,2,3}, alors, pour tout h € Ny, (Z1,..., Tp, U, ..., Up) est un processus
optimal de (Fp(0)).

Notons que ce résultat n’a besoin d’aucune hypothése.

On note x" := (21, ..., 1) € H?:l X, ul = (ug,...,up) € H?:o Ut. Pour tout h € N,
et pour tout t € N, on introduit I"application g : (H?Zl Xi) % (H?:o Up) — Xiq1 en
posant

—:L'l—i-fo(O',UO) if t=0
gr(x"u) =0~z + filwuy) i te{l,..,h—1} (5.3)
—Zhy1 + fr(@h, un).

On introduit Papplication ¢" : (TT", X¢) x (IT/—, Uz) — X' définie par

9" (", u") = (g5 (", u), g (x" u")). (5.4)
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Sous 'hypothése (H3), g est de classe C.

Ainsi, le probléme devient :

Maximiser J*(x", u”)
high ih (5.5)
lorsque  ¢"(x",u") =0

5.4 Extension du Principe de Pontryagin a la Dimension
Infinie.

Pour établir notre résultat du Principe de Pontryagin en horizon infini, on a besoin
du lemme et la proposition suivantes en horizon fini. Il faut noter que grice aux outils
développés dans les sections précédentes on est en mesure d’établir ces résultats. Ainsi,
grace au Lemme 3, on obtient la garantie que ImDg"(x", u”) est fermée.

Lemme 6. On suppose que (H3), (H4) et (H5) sont satisfaites, alors ImDg"(x", u")
est fermée.

On obtient ensuite cette proposition.

Proposition 20. Soit (Z¢)en, (Ut)ien) une solution optimale pour un des probléemes
(Pi(0)), i € {1,2,3}. On suppose les hypothéses (H1-H6). Posons,

Zy = D2f0(0'7 ﬂo)(TUo(ao)) and Zy = D2f1(jlaal)(TU1 (le))

Alors, pour tout h € N, h > 2, il eziste \} € R et (P?+1)O§t§h € (XML tel que
(1) \p > 0.
(2) pl' = pl | o D1 fi(&4, @) + NyD1¢w (34, 4) for all t € N,.
(3) <)\8D2¢t(§ct, ) +p?+1 o Do f(&y,Uy), us — U) <0 pour tout t € {0,...,h}, pour
tout uy € Uy.
(4) pour tout t € {1,...,h + 1}, il existe a;,by € Ry tel que, pour tout s € {1,...,h},
Il < @A + bellpk ]l
(5) ()‘hvpﬁzoaplzl‘zl) #* (0707())'
(6) Pour tout zg € Zy et pour tout z1 € Zy, il existe ¢4, ., € R tel que,
pour tout h > 2, ph(z0) + ph(21) < o A2
(7) Pour tout v € X il existe (20,21) € Zy X Z; tel que
5 (v) = pi(20) + ph(21) — A D11 (21, 1) (20) for all h > 2.
Grace a cette proposition et Corollaire 17, nous obtenons maintenant ce Principe de
Pontryagin en horizon infini et en dimension infinie.

Théoréme 20. Soit ((Z¢)ien, (Ut)iten) un un processus optimal pour un des probléme
(P;(0)), i € {1,2,3}. On suppose (HI-H6) ; alors, il eviste \g € R el (pry1)en € (X*)N
tels que :

1. ()\07p17p2) 7£ (07070)

2. A > 0.

3. pt = prt1 0 D1 fe(Ze, 4e) + Mo D1 (8, ), pour tout t €N, t > 1.

4. (AoD2gu (21, Gr) + pra1 0 Do fi(@e, G ), ug — ) < 0, pour tout uy € Uy, for all't € N.
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Chapitre 6

Différentiabilité en Dimension
Infinie.

Le théoréme de Rademacher affirme que toute fonction lipschitzienne de R”™ dans R™
est presque partout différentiable (au sens de Lebesgue) [56]. Il existe dans la littérature
plusieurs résultats qui peuvent étre vus comme des extensions ou généralisations a la
dimension infinie du théoréme de Rademacher. Un des premiers résultat en dimension
infinie, est du & Mazur (1933) [53], ou il montre que toute fonction convexe continue
définie d’un espace de Banach séparable & valeurs réelles est génériquement Gateaux
différentiable. Asplund dans [1], étudie les espaces de Banach sur lesquels toute fonction
convexe continue & valeurs réelles est génériquement Fréchet-différentiable. Ces espaces
de Banach portent depuis le nom des espaces d’Asplund et se caractérise par le fait que
tout sous-espace fermé séparable admet un dual topologique séparable. Un résultat ob-
tenu indépendamment par Aronszajn, Christensen et Mankiewicz dans les années 1970
(voir |26]) affirme que toute fonction localement lipschitzienne d’un espace séparable
a valeurs dans un espace qui a la propriété de Radon-Nikodym, est Gateaux différen-
tiable en dehors d’un ensemble négligeable au sens d’Aronszajn. En 1991, Preiss prouve
dans [64] que toute fonction lipschitzienne d’un espace d’Asplund a valeurs réelles est
Fréchet-différentiable sur un sous-ensemble dense. Il existe de nombreuses études sur la
différentiabilité des fonctions en dimension infinie.

Ce chapitre est basé sur les articles [13], [19] et [18], ou il est question d’étudier la
différentiabilité des fonctions composées du type f o T o f est une fonction convexe
continue ou plus généralement localement lipschitzienne et T est un opérateur linéaire
continu. Le cas ot T' est 'opérateur identité revient évidement aux résultats pionniers
cités plus haut. 1l s’agit dans ce chapitre d’étudier la différentiabilité de f o T lorsque
T est un opérateur compact ou plus généralement un opérateur limité et d’en tirer des
conséquences lorsque I’espace n’est pas nécessairement un espace d’Asplund. Il est aussi
question de caractériser les espaces de Banach ayant la propriété de Radon-Nikodym
et les espaces de Schur & partir de la différentiabilité de fonctions. On commence ce
chapitre par une construction canonique, en dimension infinie, de fonctions convexes
lipschitziennes qui sont Gateaux mais non Fréchet-différentiable en un certain point.
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6.1 Une Construction Canonique de Fonctions PGNF en
Dimension Infinie.

On sait qu’en dimension finie, la notion de Fréchet-différentiabilité et de Gateaux-
différentiabilité coincident pour les fonctions localement lipschitzienne. Ce n’est plus le
cas en dimension infinie. Une fonction f définie sur un espace de Banach et & valeurs
dans R sera dite une PGNF-fonction (voir [30]), s’il existe un point en lequel f est
Gateaux-différentiable mais non Fréchet-différentiable. Une JN-suite (dt au théoréme
de Josefson-Nissenzweig, voir Chapitre XII dans [39]) est une suite (py, ), dans un espace
dual Y* qui converge vers zéro pour la topologie faible* et telle que inf, ||p,| > 0. Il
existe différentes méthodes de construction d'une PGNF-fonction en dimension infinie.
On peut trouver une telle construction dans [30].

Une nouvelle méthode de construction d’une PGNF-fonction canoniquement & partir
d’une JN-suite (voir aussi [13]) est proposé plus bas. Cette construction est basée sur le
lemme 7 et la proposition qui le suit. Si B est un sous-ensemble d’'un espace dual Y™,
on notera conv? (B) I'enveloppe convexe fermeée pour la topologie faible* de B.

Définition 11. On dit d’une fonction g définie sur X* qu’elle a un minimum fort (resp.
faible*-fort) en un point p € X* si g(p) = infoex- g(q) et (pn)n C X* converge en norme
(resp. converge faible*) vers p dés que g(pn) — g(p).

Un minimum fort ainsi qu’un minimum faible*-fort est en particulier un minimum
unique.

Lemme 7. Soit X un espace de Banach et K un sous-ensemble de X*.

(1) Supposons que K est séparable. Alors il existe une suite (), de la sphére unité
Sx de X qui sépare les points de K (c’est-a-dire pour tout p,p' € K, si (p,xn) = (P, Tn)
pour tout n € N, alors p = p'). En conséquence, si K est un sous-ensemble de X*
séparable pour la norme et faible® compact, alors la topologie faible® de X* restreinte a
K est métrisable.

(2) Soit (pp)n une suite de X* qui converge vers zéro pour la topologie faible*. Alors,
mw*{pn :n € N} est un ensemble séparable pour la norme, conveze et faible* compact.

Proposition 21. Soit X un espace de Banach et K un sous-ensemble de X* faible*
compact contenant 0. Supposons qu’il existe une suite (x,)n, C Sx qui sépare les points

de K (dans ce cas K est faible® métrisable). Alors, la fonction h : X* — R définie
par :
M) = (o2 (" @)z, Vet e X,
k>0
posséde les propriétés suivantes :
(1) h est une semi-norme continue sur X*,
(2) h est faible* semi-continue inférieurement et séquentiellement faible* continue,
3) la restriction hix de h ¢ K a un minimum faible*-fort en 0, avec ming hjx =
| |
h(0) = 0.
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Comment construire une PGNF-fonction? Soit X un espace de Banach de di-
mension infinie. Pour une JN-suite donnée (p,), C X*, on pose K = conv®” {p, : n €
N}. En utilisant le Lemme 7, il existe une suite (z,), € Sx qui sépare les points de K,
et par la Proposition 21, la fonction A : X* — R définie par :

') = (3275 ((a* a))?)3, Vet e X7,
k>0

est faible* semi-continue inférieurement et faible* séquentiellement continue telle que
h|k a un minimum faible*-fort en 0.

Puisque (pp), converge faible* vers 0 et que h est faible* séquentiellement continue,
alors (pn)n est une suite minimisante pour h . Puisque (p,), est une JN-suite, il suit
que 0 n’est pas un minimum fort de . On définit maintenant la fonction f par

flz)=(h+0r)"(z), VrelX,

ou 0 désigne la fonction indicatrice de K, qui est égale & 0 sur K et prend la valeur
400 sinon et ot pour tout x € X, on note par £ € X** 'application linéaire et faible*
continue x* — (x*, x) pour tout z* € X*.

Alors, f est une fonction convexe lipschitzienne, Gateaux-différentiable en 0 (puisque
h 4+ dx a un minimum faible*-fort, voir [5, Corollaire 1.]) mais elle n’est pas Fréchet-
différentiable en 0 (car 0 n’est pas un minimum fort de h + dx, voir [5, Corollaire 2.]).

6.2 Une Caractérisation des Opérateurs Limités.

Un ensemble A d’un espace de Banach X est dit limité, si toute suite (p,), de X*
qui converge pré-faiblement vers 0, converge uniformément sur A, autrement dit,

A SUp | (P, 2)| = 0.

On sait qu’'un sous-ensemble de X relativement compact est limité, mais la réciproque
est fausse en général. Un opérateur linéaire continu T : Y — X entre les espaces de
Banach Y and X est dit limité, si T" envoie la boule unité fermée By de Y sur un sous-
ensemble limité de X. Il est facile de voir que T': Y — X est limité si et seulement
si, opérateur adjoint 7™ : X* — Y™ transforme les suites pré-faiblement convergente
vers zéro en des suites convergentes en norme vers zéro. Cette notion d’opérateur limité
a été introduite par Bourgain et Diestel dans [28] et a ensuite été étudiée par plusieurs
auteurs notamment par Schlumprecht dans sa thése [68]. On peut aussi consulter les
références [31] et [1] pour d’autres informations sur cette notion.

Voici une caractérisation (prouvée dans [13]) des opérateurs limités par la différen-
tiabilité des fonctions convexes.

Théoréme 21. Soit Y et X deuz espaces de Banach et T :' Y — X un opérateur
linéaire continu. Alors, les assertions suivanies sont équivalenies.

(1) L’opérateur T est limité

(2) pour toute fonction conveze semi-continue inférieurement f : X — RU{+o0} et
tout a € Y tel que T'(a) € int(dom(f)), on a que foT est Fréchet-différentiable ena € Y
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avec comme Fréchet-différentielle T*(Q) € Y*, dés que f est Gateaux-différentiable en
T(a) € X avec comme Gadteauz-différentielle Q € X*.

(3) pour toute fonction conveze lipschitzienne f : X — R, on a que f o T est
Fréchet-différentiable en 0 dés que f est Gateauz-différentiable en 0.

Il existe une classe d’espaces de Banach (E, ||.|g) tel que l'injection canonique i :
E — E** est un opérateur limité. Cette classe contient I'espace ¢o(N) des suites réelle
qui converge vers 0 ainsi que tout sous-espace fermé F' de co(N) (cette classe est aussi
stable par produit et quotient. Pour plus d’informations & ce sujet on référe a [31]).
Comme conséquence du Theorem 21 et en s’appuyant sur un résultat de Gilles Godefroy
[43], on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 18. Soit E un espace de Banach. Supposons que linjection canonique i :
E — E** est limité (on utilisera lidentification i(x) = x). Soit g : E** — RU {400}
une fonction conveze semi-continue inférieurement. Alors,

(1) la restriction g\ est Fréchet-différentiable sur E en tout point de ENint(dom(g))
en lequel g est Gateauz-différentiable

(2) si de plus, on suppose que g est conveze et semi-continue inférieurement pour la
topologie faible*. Alors, la Gateaux et Fréchet-différentiabilité coincident pour g en tout
point de E Nint(dom(g)).

Exemple 6. La norme infinie ||.||co définie sur {°°(N) est Gateaus-différentiable en un
point x € co(N) si et seulement si elle est Fréchet-différentiable en ce point. Plus géné-
ralement, soit [ : co(N) — R une fonction convexe continue. Alors, (f*)* : 1*°(N) —
R U {+o0} est Gateauz-différentiable en un point x € c¢o(N) si et seulement si elle est
Fréchet-différentiable en ce point.

Proposition 22. Soit Y et X des espaces de Banach et T :'Y — X un opérateur
limité a image dense. Soit f : X — R une fonction convexe continue. Alors, foT est
Gdtequx-différentiable en a € Y si et seulement si, f o T est Fréchet-différentiable en
acY.

Exemple 7. PrenonsY = Lip[0, 1] muni de sa norme ||.||s0,1 et X = C[0, 1] muni de la
norme ||.||oo. On sait que Uinjection canonique i : Lip[0, 1] — C[0,1] est un opérateur
compact & image dense. La Proposition 22 dit donc, que pour tout ¢ € Lip[0,1], on a
que ||.||oo (considéré comme fonction conveze sur Lip|0,1]) est Gateaus-différentiable en
@ si et seulement si elle est Fréchet-différentiable en ¢. On arrive a montrer (voir [14]
et [19]) que la norme ||.|s est Fréchet-différentiable sur un sous-ensemble G5 dense de
Lip[0, 1].

6.3 Une Caractérisation des Opérateurs Compacts.

Un espace de Banach X est dit espace de Gelfand-Phillips, si tout sous-ensemble
limité de X est relativement compact (voir [68]). Dans ce cas, pour tout espace de
Banach Y, si T : Y — X est un opérateur limité, alors c’est un opérateur compact.
Le Théoréme 22 qui suit (prouvé dans [13]|) donne une caractérisation des opérateurs
compacts en terme de différentiabilité des fonctions lipschitziennes et sa preuve repose
sur le Théoréme 21 (prouvé dans [13]) et le lemme suivant qu’on a prouvé dans [19] :
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Lemme 8. Soit X, Y et Z trois espaces de Banach et T :' Y — X un opérateur
compact. Supposons qu’une fonction localement lipschitzienne f définie d’un ouvert U
de X dans Z est Gateauz-différentiable en Ty € U pour un certain point y € Y. Alors,
foT est Fréchet-différentiable en y.

Théoréme 22. Soit Y un espace de Banach et X un espace de Gelfand-Phillips. Soit
T :Y — X un opérateur linéaire continu. Alors, T est compact si el seulement si,
pour toute fonction localement lipschitzienne f: X — R et tout pointy € Y, fol est
Fréchet-différentiable en y € Y dés que [ est Gateauz-différentiable en T(y) € X.

Question 1. (ouverte) La caractérisation des opérateurs compacts donnée dans Théo-
réme 22 reste t-elle toujours vraie si on ne suppose pas que X est un espace de Gelfand-
Phillips ?

Rappelons le théoréeme de Zajicek [74] :

Théoréme 23. (Zajicek) Soit X un espace de Banach séparable et f : X — R
une fonction convexe continue. Alors, l'ensemble NG(f) des points de non Gdteaur-
différentiabilité de la fonction f, peut étre recouvert par une réunion dénombrable de
d.c-hypersur faces.

Notons qu'un ensemble limité d'un espace séparable est relativement compact [28].
On déduit le résultat suivant & partir du Théoréme 23 et la Proposition 22.

Corollaire 19. Soit Y un espace de Banach séparable, X un espace de Banach et
T :Y — X un opérateur compact & image dense. Soit f : X — R, une fonction
conveze continue. Alors, 'ensemble des points ot f o T n’est pas Fréchet différentiable
peut étre recouvert par une réunion dénombrable de d.c-hypersur faces.

Exemple 8. Soit E un sous-espace de Banach séparable de (Lip|0,1],]|.]/s0,1) (Lip[0,1]
n’est pas séparable). Alors, la norme ||.||s est Fréchet différentiable sur E en dehors d’un
ensemble négligeable c’est-a-dire qui peut étre recouvert par une réunion dénombrable de
d.c-hypersur faces.

On s’intéresse maintenant & la différentiabilité des fonctions localement lipschit-
ziennes & valeurs dans un espace qui a la propriété de Radon-Nikodym. On a obtenu
dans [19] le théoréme suivant.

Théoréme 24. Soit Y un espace de Banach qui o la propriété de Radon-Nikodym et Z
un espace de Banach séparable. Soit X un espace de Banach et supposons qu’il existe
un opérateur compact T de X dans Z telle que T X est dense dans Z. Alors,

(1) Uensemble TX n'est pas Aronszajn négligeable dans Z.

(ii) Pour toute fonction localement lipschitzienne f : Z — Y, il existe un sous-
ensemble B de Z qui est Aronszajn-négligeable et tel que f oT est Fréchet-différentiable
en tout point de T~*(Z \ B).

Exemple 9. Avec X = Lip[0,1], Y =R, Z = C[0,1] et T = i l'injection canonique,
on obtient qu’il existe un sous-ensemble B de C[0, 1] qui est Aronszagn-négligeable et tel
que ||.|oo est Fréchet-différentiable en tout point de i—1(C[0,1]\ B).
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6.4 Une Caractérisation de la Propriété de Schur.

Soit X et Y deux espaces de Banach et f une fonction définit sur un ouvert U de Y
et & valeurs dans X. On dit que f est faiblement différentiable en un point yo de U si,
pour toute fonctionnelle z* du dual topologique X*, x* o f est différentiable en yg. Pour
un entier naturel k& > 0, on dira que f est faiblement C*, ou faiblement de classe C* si,
pour tout z* € X*, %o f est de classe C*. Il est mentionné par N. Bourbaki dans [27] et
démontré par Gutiérrez et Llavona dans [42] qu’une fonction faiblement C* est toujours
de classe C*~1. Il existe par ailleurs des exemples de fonctions faiblement C' mais nulle
part différentiable. En effet, soit f : R — ¢o(N) définie par f(t) = (fn(t))n>1, o1

cos(pt) sin(pt) ‘

p
Il est alors bien connu (voir [42]), que f est faiblement C! mais nulle part diffe-
rentiable. On rappel qu’un espace de Banach X a la propriété de Schur si toute suite
faiblement convergente est convergente pour la norme. L’espace I!(N) est l'espace de
dimension infinie le plus classique qui a la propriété de Schur. On a montré dans [19] que
la notion de différentiabilité faible et la notion de Fréchet-différentiabilité coincident si
et seulement si X a la propriété de Schur.

VpeN, fo1(t) = et fop(t) =

Théoréme 25. Soit X un espace ayant la propriété de Schur, U un ouvert d’un espace
de Banach'Y et yy € U. Soit f: U — X une fonction faiblement différentiable en yq.
Alors, [ est Fréchet-différentiable en yq.

Les propriétés du Théoréme 25 sont en fait une caractérisation des espaces de Schur.

Proposition 23. Soit X un espace qui n’a pas la propriété de Schur. Alors, il existe
une fonction f : [—1,1] — X non différentiable en 0 mais telle que, pour tout voisinage
ouvert U de f(0) dans X et pour toute fonction g : U — R différentiable en f(0), go f
est différentiable en 0.

Une construction possible de la fonction f se fait de la maniére suivante : Soit ()
une suite de X qui converge faiblement vers 0 et telle que ||z,|| = 1 pour tout n € N. on
définit f par f(0) =0, f(27") = 2 "z, f est affine sur chaque intervalle [2~("+1) 2]
et f est paire.

On obtient a partir du Théoréme 25 le corollaire suivant.

Corollaire 20. Soit X un espace de Banach avec la propriété de Schur, U un ouvert
d’un espace de Banach Y et f une fonction de U dans X. Soit k > 0 un entier et
supposons que f est une fonction faiblement C*. Alors f est une fonction de classe C*.

6.5 Une Caractérisation de la Propriété de Radon-Nikodym.

Soit (X, ].||) un espace de Banach, F' un sous-ensemble fermé de X et zp un point
de F. On dit que z( est un point de I fortement exposé, s’il existe pg € X* tel que toute
suite (zp)n de F qui satisfait limy, (po, x,,) = sup,cr(po, ) converge en norme vers xo.
Dans ce cas, on dit que py expose fortement z¢ dans F. Par Se(F) on note l’ensemble
des fortement exposés de F'. On introduit maintenant la notion de point faiblement
exXpose.
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Définition 12. Soit F' un sous-ensemble fermé de F. Un point xqg € F est dit faible-
ment exposé dans F, s’il existe pg € X* tel que toute suite (x,)n, de F qui salisfait
limy, (po, Tn) = sSup,ecr(po, z) converge pour la topologie faible vers xg.

Dans le cadre de cette définition, on dit que py expose faiblement F' en xq. Il s’ensuit
facilement que pg atteint son maximum unique sur F' en le point x¢. D’ot, en particulier,
xo est un point extrémal de F. On notera We(F) l'ensemble des points faiblement
exposés de F'. En outre, un point xg sera dit un point de continuité de F', si ’application
identité i : (F, 7) — (F,7.) est continue en xg, ot 7, (resp. 7)) désigne la topologie
faible (resp. la topologie de la norme) sur F. Il en découle immédiatement que xq est
fortement exposé dans F’ si et seulement si xg est a la fois faiblement exposé et un point
de continuité. Finalement, un point xg sera dit un point de dentabilité faible, si pour
tout ouvert relatif pour la topologie faible W de F' contenant zg, il existe p € X* et
a > 0 tel que 'ensemble {x € F : (p,z) > (p,x0) — a} est inclus dans W. Une preuve
du théoréme suivant se trouve dans [29, Corollary 3.7.6].

Théoréme 26. (Bourgain) Un espace de Banach X a la propriété de Radon-Nikodym
si et seulement si tout ensemble non vide convexe fermé F de X a au moins un point
de dentabilité faible.

En utilisant ce théoréme, on obtient facilement le corollaire suivant.

Corollaire 21. Pour un espace de Banach X, les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) X a la propriété de Radon-Nikodym.

(7i) Tout conveze fermé borné non vide de X est l'enveloppe conveze fermée de ses
points faiblement exposés.

(7i1) Tout convexe fermé borné non vide de X a au moins un point faiblement exposé.

Collier a démontré dans [34] qu'un espace de Banach X a la propriété de Radon-
Nikodym si et seulement si, toute fonction convexe continue pour la norme et semi-
continue pour la topologie faible* sur le dual X™, est génériquement Fréchet-différentiable.
En s’appuyant en particulier sur le théoréme précédent, nous avons démontré dans [18]
la caractérisation suivante des espaces ayant la propriété de Radon-Nikodym.

Théoréme 27. Un espace de Banach X a la propriété de Radon-Nikodym si et seule-
ment si, toute fonction convere continue pour la norme et semi-continue inférieurement
pour la topologie faible* sur le dual X*, est Gateauz-différentiable en un certain point
de son domaine et dont la Gdteauz-différentielle en ce point est un élément du prédual
X.

Puisque la Fréchet-différentiabilité d’une fonction convexe continue et semi-continue
pour la topologie faible* est toujours un élément du prédual, la nouveauté dans le Théo-
réme 27 par rapport au résultat de Collier, est de passer de la Fréchet-différentiabilité
a la Gateaux-différentiabilité et de la densité & la différentiabilité en un point.

Comme conséquence du Théoréme 27 on a obtenu le corollaire suivant. Rappelons
qu'un espace de Banach X est dit faiblement séquentiellement complet, si toute suite
faiblement de Cauchy dans X converge faiblement dans X . Un exemple typique d’espace
non réflexif qui a cette propriété est I'espace L' (i), oil u est une mesure positive o-finie.
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Corollaire 22. Soit X faiblement séquentiellement complet. Alors, X a la propriété
de Radon-Nikodym si et seulement si toute fonction convexe continue pour la norme
et semi-continue inférieurement pour la topologie faible® sur le dual X*, est Gateauz-
différentiable en un certain point de son domaine.

L’espace ¢o(N) est un exemple typique d’espace n’ayant pas la propriété de Radon-
Nikodym. Dans ce cas, on sait que la norme |.||; est une fonction convexe conti-
nue et semi-continue inférieurement pour la topologie faible* sur I'(N) qui est géné-
riquement Gateaux-différentiable (nulle part Fréchet-différentiable) avec pour Géateaux-
différentielle dans [*°(N) \ ¢o(N). Nous avons montré dans [18] qu’il existe un exemple
de fonction convexe continue et semi-continue inférieurement pour la topologie faible*
sur [1(N) qui est nulle part Fréchet-différentiable mais Gateaux-différentiable sur un
ensemble dense avec toute ses Gateaux-différentielles dans c¢o(N).

6.6 Différentiabilité de Certaines Semi-Normes sur des Es-
paces de Fonctions.

On s’est intéressé dans [19] & I’étude de la différentiabilité de la semi-norme |||z
(voir page 13) sur les espaces (Lip} (R), ||-lsc,1), (C5(R), ||-lc#) (s > 0) et (C; *(R), ||-]l1.0)
ainsi qu’a I’étude de la différentiabilité de la norme |.|c1 sur (CE(R), ||.||c1)-

Commengons par ce résultat négatif sur la Fréchet-différentiabilité de la semi-norme
- lliip-
Proposition 24. La semi-norme ||.||1;p est nulle part Fréchet-différentiable sur l’espace
(CyR), [lln)-

La situation est en fait encore pire sur (Lipi (R), ||.|lcc,1)-

Proposition 25. La semi-norme ||.||;;p est nulle part Gateauz-différentiable sur l’espace
(Lipy (R), ||-loo,1)-

Si D(R) désigne un espace de Banach de fonctions différentiables, alors, pour tout
z € R on note ¢/, la fonction linéaire définie par 0, () = ¢'(z) pour tout ¢ € D(R). Par
€ on note la fonction signe définie sur R\ {0}.

Voici maintenant un premier résultat positif.

Théoréme 28. (a) La semi-norme ||.|;;p est génériquement Gateauz-différentiable sur
(CL(R), ||.llcr)- Plus précisément, l'ensemble des points de Gateaus-différentiabilité de
H'Hlip; est

G = {p € CL(R)/|¢'| a un maximum fort}

qui est un sous-ensemble Gy dense de (C}(R), ||.||c1). La Gateauz-différentielle de ||.||p
en ¢ € G est donnée par €(¢'(20))d,, ot xo € R est le point ot |¢'| a un mazimum fort.

(b) La norme ||.|c1 est Gateauz-différentiable sur un sous-ensemble G5 dense de

(Cy®R), Il llc)-

En fait on a aussi un résultat de Fréchet-différentiabilité.
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Théoréme 29. Soit 0 < o < 1 et s € N tel que s > 2. Pour X = CJ(R) ou X =
C;’O‘(R), la semi-norme ||.||1ip est Fréchet-différentiable en tout point de l’ensemble

{p € X/|¢'| a un maximum fort},

qui est un sous-ensemble G5 dense de X et la Fréchet-différentielle de ||.||1;p est donnée
par la méme formule.

Ainsi, on voit que plus la régularité de 'espace de fonctions est meilleure plus la
semi norme ||.||;;, est réguliére.
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