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Exercice 1. Loi normale

On considère une suite de variables aléatoires (ε1, . . . , εn) i.i.d. de loi N (0, 1) et une suite de
variables aléatoires (X1, . . . , Xn) telles que

Xi = θ ×
√
i+ εi

où θ est un paramètre réel.
On rappelle que la densité de la loi N (µ, σ2) est 1

σ
√
2π

exp(−1
2(
x−µ
σ )2).

On rappelle aussi que pour une variable aléatoire Y suivant la loi gaussienne de moyenne 0
et de variance 1 on a

IP(Y ≤ −2.32) = 0.01; IP(Y ≤ −1.96) = 0.025; IP(Y ≤ −1.64) = 0.05; IP(Y ≤ −1.28) = 0.10.

1. Les variables (X1, . . . , Xn) sont elles indépendantes ? identiquement distribuées ?
2. Montrer que la vraisemblance d’une réalisation (x1, . . . , xn) de (X1, . . . , Xn) en fonction

de θ est

L(θ, x1, . . . , xn) =

n∏
i=1

1√
2π
e−

1
2
(xi−θ×

√
i)2 .

3. Calculer l’estimateur du maximum de vraisemblance θ̂ de θ.
4. Quelle est l’espérance de θ̂ ? Sa variance ?
5. Montrer que θ̂ converge en probabilité vers θ lorsque n tend vers l’infini.
6. Donner un intervalle de confiance à 95% pour θ.

Exercice 2. Loi uniforme

On considère un échantillon (X1, . . . , Xn) i.i.d. avec Xi, une variable aléatoire de loi uniforme
à valeurs dans l’intervalle [0, 1]. On pose Zn = min(X1, . . . , Xn).

1. En remarquant que pour tout x ∈ R,

{min(X1, . . . , Xn) ≤ x} = {∀i ∈ {1, . . . , n}, Xi > x}{,

calculer la fonction de répartition de Zn : FZn(z) = IP(Zn ≤ z).
2. En déduire que la densité de Zn sera fZn(z) = n(1− z)n−11I[0,1](z).
3. Calculer IE(Zn) et Var (Zn).
4. Pour z ∈ [0, 1], calculer limn→∞ FZn(z), en déduire la loi de la variable Z = limn→∞ Zn.
5. Pour 0 < ε < 1, calculer IP(|Zn| > ε), en déduire que

∑∞
n=1 IP(|Zn| > ε) <∞.

1


