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Exercice 1. Loi uniforme (12 points)

On considère un échantillon (X1, . . . , Xn) i.i.d. avec Xi, une variable aléatoire de loi uniforme
à valeurs dans l'intervalle [0, θ], où θ est un paramètre positif inconnu. Rappelons que la densité
de la loi uniforme sur [a, b] est f(t) = 1

b−a1I[a,b](t).
1. Donner l'estimateur du maximum de vraisemblance de θ.
2. On pose Zn = max(X1, . . . , Xn). Calculer la fonction de répartition de Xi et en déduire

celle de Zn. (Indication : {max(X1, . . . , Xn) ≤ x} = {∀i ∈ {1, . . . , n}, Xi ≤ x})
3. En déduire que la densité de Zn est fZn(z) =

n
θn z

n−11I[0,θ](z).
4. Calculer IE(Zn), IE(Z

2
n) puis Var (Zn).

5. Pour z ∈ [0, θ], calculer limn→∞ FZn(z), en déduire la loi de la variable Z = limn→∞ Zn.
6. Pour 0 < ε < θ, calculer IP(|Zn − θ| > ε), en déduire que

∑∞
n=1 IP(|Zn − θ| > ε) <∞.

Exercice 2. Loi exponentielle (8 points)

Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramètre 3. On lui associe la
variable aléatoire discrète Y = [X], où les crochets désignent la partie entière. On rappelle que
la fonction de répartition de X est F (x) = 1− exp(−3x).

1. Calculer IP(Y = 1).
2. Quelle est la loi de Y ?
3. Considérons la variable aléatoire Z := X − [X]. Montrer que IP(Z ≤ z) = 1−exp(−3z)

1−exp(−3) pour

z ∈ [0, 1). (Indication : {Z ≤ z} =
⋃∞
y=0{y ≤ X ≤ y + z})

4. En déduire la densité de Z.
5. Calculer IEZ.


