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Introduction

Exemple.

Processus ou séries chronologiques climatiques et financieres,...

Objectifs. Les objectifs de ce cours sont:
1. décrire une série chronologique en général.
2. modéliser une série et tester les modeles proposés.
3. comprendre et expliquer des phénomenes attenant a une telle série.

4. prévoir le comportement futur d’une série temporelles.

1 Processus aléatoires: premieres définitions et pro-
priétés

Nous allons voir en premier lieu qu’un processus differe de ce que I'on a jusqu’alors essentielle-
ment rencontré en probabilités et statistiques, c¢’est-a-dire des suites de v.a.i.i.d. C’est d’une
part I'hypothese d’étre identiquement distribuées sur laquelle nous allons revenir mais surtout
celle d'indépendance, en proposant des formes de dépendances que 'on pourra caractériser
par les covariances, les probabilités conditionnelles,...

1.1 Processus aléatoire
Définition. Soit (2, A, P) un espace de probabilité.

e On dit que X = (X3, t € T) est un processus aléatoire (ou encore stochastique) sur T
& valeurs dans R* lorsque pour tout t € T, X, est une variable aléatoire sur (Q,A) a
valeurs dans IR”.

o Pourw € Q, (X(w), t €T) est appelé une trajectoire du processus X.

e On dit que X = (X, t € T) est un processus aléatoire du second ordre lorsque pour tout
t €T, X, est une variable aléatoire appartenant a IL*(Q, A, P).

e On appelle fonction espérance, variance, covariance et corrélation d’un processus aléatoire
du second ordre a valeurs réelles, pour (s,t) € T?, les fonctions m(t) = IEXy, o%(t) =
EX? —m?2(t), v(s,t) = E (X, — EX,)(X; — [EX;) et r(s,t) = v(s,t)/(a(s)o(t)).

Exemple.

Fonction réelle; Suite de variables indépendantes; Marche aléatoire; Chaine de Markov;
Mouvement brownien.

Définition. Une série chronologique (temporelle) est un processus aléatoire réel indicé par 7L
ou IN (on dit encore processus a temps discret; quand ce n'est pas le cas, notamment lorsque
T =R, on parle de processus a temps continu,).
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Définition. On appelle processus aléatoire (ou une série chronologique) X = (X;, t € T)
gaussien, un processus aléatoire tel que Vk € IN*, ¥(ty, -+ ,t,) € T", (X4, -+, Xy,) est un
vecteur gaussien.

Remarque.

Rappelons que (X3, -+, X;,) est un vecteur gaussien si et seulement si V(uq, - -+ ,u,) € R",
ur X1 + - -+ + u, X, est une variable gaussienne.

Propriété. o S5i X etY sont des vecteurs issus d’un vecteur gaussien, alors (Indépendance
de X et Y <= cov(X,Y)=0).

e Un processus gaussien est entierement défini par ses fonctions espérance m(t) = IE X (t)
et covariance y(s,t) = IE X;X;. Réciproquement, la connaissance d’une fonction v(s,t)
définie positive et d’une fonction m(t), définit un unique processus gaussien.

Définition. e Un bruit blanc (fort) est une suite de variables aléatoires identiquement
distribuées indépendantes (v.a.i.i.d.) centrées.

o Un bruit blanc faible est une suite de wvariables aléatoires identiquement distribuées
centrées non corrélées.

o Un bruit blanc gaussien est une suite de v.a.i.i.d. gaussiennes centrées.
Remarque.

La terminologie de bruit blanc est surtout employée par les spécialistes de traitements du
signal. Ceux-ci évoquent aussi parfois des bruits roses pour certaines formes de dépendances
entre les données...

1.2 Stationnarité

Définition. On dit qu’un processus aléatoire X = (X, t € T) est (strictement) stationnaire
lorsque X est tnvariant en distribution par toute translation du temps, c’est-a-dire que Vn €
IN*, Y(ty,--- ,t,) €T, Ve €T, (X4, -, Xy,) ala méme distribution que (X, 1o, Xi,1c)-

Remarque.

Une caractérisation de 1’égalité en loi est celle obtenue par la fonction caractéristique. On
montrera ainsi que pour tout (ug,--- ,u,) € R",

ei Z?:l uJ-th ) _

¢(Xt1,~~7th)(Ul7 T ,Un) =1E ( = ¢(th+c7--~7th+c)(ula T 7Un)-

On pourra ainsi utiliser le fait que la fonction caractéristique de la somme de 2 v.a. indépendantes
vaut le produit des fonctions caractéristiques...

Exemple.
Suite de v.a.i.i.d., chaine de Markov homogene.

Propriété. Conséquences de la stationnarité sur les fonctions espérance, variance, covariance
d’un processus a temps discret X :

o L’espérance m(t) = IE (X;) est constante.
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e La variance o2(t) = var(X;) est constante.
e La covariance y(s,t) = cov(Xs, X;) est une fonction ne dépendant que de |t — s|.
Définition. Soit un processus a temps discret X = (X;, t € T). On dit que X est:

e Un processus stationnaire d’ordre 2 lorsque: 1/ son espérance m(t) est constante, 2/ sa
covariance cov(X,, X;) est une fonction de |t — s|.

e Un processus a accroissements stationnaires lorsque le processus Y = {Y;, t € T} telle
que Y; = X1 — Xy pourt € T, est stationnaire.

Propriété. e (Stationnarité stricte = Stationnarité d’ordre 2), mais la réciproque est
fausse.

o 5i X est un processus gaussien, alors (Stationnarité stricte <= Stationnarité d’ordre

Remarque.

On pourrait penser qu’il est plus difficile d’étre stationnaire strict que stationnaire d’ordre
2. Cependant la stationnarité d’ordre 2 requiert d’avoir des moments d’ordre 2 ce qui n’est
pas demandé par la stationnarité stricte. On peut ainsi montrer que pour un ARCH(p) (on
verra plus loin la définition d’un tel processus), les conditions de stationnarité d’ordre 2 sont
plus fortes que celles de stationnarité stricte.

1.3 Processus stationnaires et moments

Dans toute la suite, on suppose que X = (Xy)rez est un processus a temps discret sta-
tionnaire (donc un processus sans tendance additive ou multiplicative non constantes). Ceci
induit en particulier que les X,, sont des variables identiquement distribuées. On considérera
également que les processus sont centrés, ce qui s’adapte par simple translation au cas non
centré.

Définition. Soit X = (Xy)rem un processus du second ordre a temps discret centré station-
naire,

o on appeller(k) = E Xo Xy = EX; X1k pourk € Z et i € Z , la covariance de X . Ainsi,
r(0) est la variance de la série.

e on appelle p(k) = r(k)/r(0) la corrélation de X. On a —1 < p(k) <1 pour k € Z.

Définition. Soit X = (Xy)kem un processus du second ordre a temps discret centré station-

naire. S’il existe une fonction f: [—m, w[— C telle que Yk € Z, r(k) = / e*A F(N)dN, alors

on dit que X admet une densité spectrale f.
Exemple.

Montrer que la densité spectrale d’un bruit blanc faible stationnaire a variance finie existe
et la calculer.
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Propriété. Soit X = (Xj)kem un processus du second ordre a temps discret stationnaire.

1. (Les covariances r(k) vérifient > |r(k)|> < o) < (f(\) = L Zr(k)e’““)‘ pour

T or
keZ
presque tout A € [—m, 7| et est de carré intégrable sur [—m,m|).
1 .
2. (Les covariances r(k) sont telles que > |r(k)| < o0) = (f(\) = gy Xzfr’(/c)e’“lCA pour
7r
kEZ

tout X € [—m,w[ et f continue sur [—m,]).

Ces résultats découlent de résultats classiques en analyse de Fourier (les autocovariances
jouant le role des coefficients de Fourier, a (27 pres).

Exemple.

Soit (ex)ren une suite de v.a.ii.d. a variance finie et soit Xy = e, — g, pour k € Z.
Déterminer la densité spectrale de (X)pez -
La densité spectrale apparait dans les résultats suivants:

Proposition. Soit X = (Xy)gez un processus du second ordre a temps discret stationnaire
d’espérance m et de densité spectrale f continue en 0. Alors:

X_n LN m et
n——+0o
lim E (vn(X, — m))2 = 27 f(0).

n—oo

Proof. 1/ La convergence presque-siire nécessite des arguments trop longs & exposer ici (voir par exemple
Azencott et Dacunha-Castelle, 1984, pour une preuve).

2/ On a facilement IE (y/n(X, — m))2 = nvar (X,,) = %22:1 Yo rx(lj —i]) o rx est 'autocovariance
de X. On montre alors que nvar (X,) = 37 (n — |k|)rx(|k|). Mais comme f est continue en 0 on a

~n
> kez ITx (k)| < oo. Par suite

n

LS o k(KD = 32 (k) — = S Kk

k=—n k=—n k=—n
Mais
1< X 2
- Z k|7 (|&]) = - Z |k|7'X(|k|)+E Z krx(|k[)
h=—n h=—[v/n] h=[v/nl+1
1 & 1 [vn] n
= = > [Kllrx (k)] < N Yo IrxURDI+2 D7 Irx(lkD)]
k=—n k=—[v/n] k=[v/n]+1
e 0 car ), p lrx (k)| < oo.
. 1 ¢
En conséquence, - Z (n—|k|)rx(|k]) e Z rx (k) =2nf(0). O
k=—n keZ
Proposition. Soit X = (Xy)gez un processus gaussien stationnaire d’espérance m et de

densité spectrale f. Alors:

1. Silimy_oo (k) =0 alors X, 25 m.

n—-+0o
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2. Si la densité spectrale f existe et est continue en 0 (notamment si Y |r(k)| < oo), alors

AKXy —m) = N(0,27£(0)).

Proof. La convergence presque-siire est délicate, mais le théoréme central limite se déduit du comportement
asymptotique précédent (une suite de distributions gaussiennes de moyenne 0 et de variance tendant vers

27 £(0), lois de /n(X,, — m), converge quand n — oo vers une distribution gaussienne de moyenne 0 et de
variance 27 f(0)). O

Le cas gaussien permet donc d’avoir des théoremes limite sous des conditions assez faibles.
Pour le cas plus général, on peut commencer par donner un théoreme central limite pour les
processus M-dépendants qui se définissent ainsi:

Définition. Soit X = (Xi)iem un processus stationnaire tel que varX, = 02 < 0o. On

suppose que X est M-dépendant, ou M € IN, c’est-a-dire que pour tout t tel que t > M + 1,
alors (X _g)kew est indépendant de (Xiik)reN-

Théoréme 1 (Théoreme central limite pour les processus M-dépendants). Soit X = (Xi)ez
un processus stationnaire tel que var X, = o>
avec M € IN. Alors

< 00, d’autocovariance rx, et M-dépendant,

M

Vn(X, — E (X)) £, N(0,7%) avec = Z rx(k) =2m f(0).

n—-+o0o
k=—M

PTOOf. La preuve se fait en découpant n en r morceaux, blocs, de taille p, avec r et p qui tendent vers
Iinfini. Ainsi on considere Z; = % Zi:lw X(i—1)p+x pour @ = 1,--- 7. Les variables aléatoires Z; sont des
v.a.li.d. du fait de la stationnarité de X et de la M-dépendance. A p fixé, on peut appliquer un théoréme

.. . . . — L 2 N 1
central limite classique aux variables Z; et on obtient que /rpZ, ij N(O,Wp) ou Z, = . Yoil1 Z; et

=02+ 250 (1 - rx() L, 42 Posons UP = S S Xipx pour i = 1,--- 7. Ces variables
p—00

»
+=(p)

aléatoires Ui(p) sont également des v.a.iid. et pvar(U,”) — 0 avec Uf,p) =15, Ui(p). I1 ne reste plus

n—-+oo
qu’a écrire que X,, = B i1 Zi+ Ui(p ) pour montrer le théoreme de la limite centrale voulu en faisant tendre
p vers l'infini et en utilisant le Théoreme de Slutsky. O

Une fois ce théoreme démontré, on peut 'utiliser pour un théoreme tres utile, a la source
de tests classiques d’indépendance pour les processus stationnaires, les tests portemanteaux.
Commencgons par définir les estimateurs ” ‘naturels”” des autocovariances et des autocorrélations
pour des processus stationnaires:

M

Définition. Soit X = (Xi)rez un processus stationnaire a temps discret. On appelle autoco-

variance empirique (ou covariogramme) de (Xy,...,X,) pour p=0,1,--- ,n—1,
1 <= . .
rx(p) = n Z(Xkﬂ) — X)) (X — X,) et Tx(—p) =Tx(p).
k=1

On appelle autocorrélation empirique (ou correlogramme) de (X1, ..., X,) pourp=0,1,--+ ,n—
L,

~ x(p)

P)==
pX( ) TX<O)
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Théoréme 2 (Théoreme central limite pour les autocorrélations de suite de v.a.ii.d.). Soit
X = (X})iem un processus stationnaire constitué par des v.a.i.i.d. de variance 0 < 0% < 0.
Alors pour K. € IN fize,

Vn <?X(k:))1§k<l( o Nk (O’ Ug()'

=HNmax n—+o00

Proof. On commence par supposer que (X;) est centrée et on définit rx(p) = L > 777 XpipXp. 1l est
clair que les (X;) étant indépendantes, alors les YV; = X; X4, forment une suite stationnaire p-dépendante.
De plus E (V) = 0 et var (Y;) = 0% pour [p| > 1. On peut donc appliquer le TLC pour les processus p-
dépendants et on le fait plus généralement & Z; = ug Xo Xpp1 + -+ + vk, XeXttKooys OU (U1,. .., UKk, .. ) €st
un vecteur quelconque de IR*=> . Les (Z;) forment une suite stationnaire p-dépendante avec IE (Z;) = 0 et
var (Z;) = o% (u? + -+ + uk,,,.) car cov (X; X yi, X¢ Xi4;) = 0 sauf pour i = j ot 'on a 0%. On applique le
TLC pour les processus K ax-dépendants et on a:

n—Kmax

m Z Z, — £, N(0, oy (ul+ - +U§<mx))-

max n—+oo

Comme p ne dépend pas de n on peut en déduire le méme TLC en remplagant n — p par n par le Lemme de
Slutsky. Il est clair que ce résultat s’étend a une série stationnaire d’espérance m en considérant dans ce cas
Tx(p) = 2 Y0V (Xpyp — m)(Xy — m). 1l nous reste & considérer pour 1 < p < Kpax,

Fx(p) = Px () =%§jmﬂ (X~ m) — (i — X)X~ X,)
= L R Y Ky )+ (X m) — (- X
k=1
E[[fx@) -mx@)] < LB [m-X.)% +2/B [m-X.)]

en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Or IE [(m — X,,)?] = 0% /n et apres calculs on en déduit donc que
VI E [|Fx (p) — 7x (p)| - 0 et par Markov
n—-+oo

VB [[Fx() - x()| 0.

En utilisant tout ce qui précede, on en déduit que:
Vn (Ul Tx(P) + o F UK T AX(Kmax)) — N(Ov o (uf +- U%(mx))~
De ceci on en déduit le résultat final vectoriel. O
Une conséquence intéressante s’obtient de ce résultat:

Conséquence. Soit X = (X})iem un processus stationnaire constitué par des v.a.i.i.d. de
variance 0 < 0% < co. Alors pour Ky.x € IN fixé et avec Ik, la matrice identité de taille
Kmax;

\/ﬁ (ﬁX(k))lgkgKmx n_> NKW (0 [Kmax)

—>400

Proof. Sous ces hypotheses, il est bien connu que 7x (0) % 0% . Par conséquent, en utlisant le Lemme de
n—-+oo

Slutsky et le théoreme centrale limite pour les autocovariances on en déduit celui pour les autocorrélations. [J

De ce résultat, on en déduit les graphiques appelés ”correlogrammes” ol sont représentés
les autocorrélations empirique en fonction du ”‘lag”’, et dont voici deux exemples sur la fig-
ure suivante (a gauche le corrélogramme d’un bruit blanc, a droite celui d’un processus MA[1]):
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ACF

Lag Lag

Sur ces graphes, est représenté l'intervalle de confiance asymptotique a 95%. Ceci donne
une premiere idée de la structure de dépendance du processus (lorsque celui-ci est supposé
stationnaire, sinon aucune conclusion ne peut étre retirée). Mais, comment aller plus loin
qu'une vérification graphique pour attester de la dépendance ou l'indépendance de la série?
C’est ce que proposent les deux tests suivants:

Théoréme 3 (Comportement asymptotique des tests portemanteaux d’indépendance). Soit
X = (X¢)tem un processus stationnaire ayant des moments d’ordre 2. On désire tester:

{ Hy : (X;) forme une suite de variables indépendantes
Hy : (X}) ne forme pas une suite de variables indépendantes

On définit deux statistique de test:

Kmax
e La statistique de Box-Pierce: Typ =n Z px(k);
k=1

e La statistique de Ljung-Box: T = n(n + 2)

n—k
k=1
Dans les deux cas, on a
TBP L
2
7 XKmax

PT’OOf. Ceci s’obtient directement dans le cas fB p en écrivant cette statistique comme la norme au carré du
vecteur y/n (ﬁX (k))1 <r<y. . €ten utilisant le TLC précédent et le fait que I'application norme est continue.

Pour fL B cela s’obtient avec Slutsky. O

Ces tests s’appellent ”‘tests du portemanteau”’, mot anglais signifiant ”‘fourre-tout”’; sans
doute parce que ’hypothese alternative peut revétir un nombre considérable de formes...

1.4 Combinaison linéaire de processus stationnaires

Définition. Soit X = (Xi, k € Z) un processus a temps discret. On appelle filtre linéaire
une famille de réels a = (a;)ner, ot I C 7, et la série filltrée est Y = (Yy, k € Z) telle que

Yk = Zai Xk—i-

el

Exemple.
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Filtres des accroissements, moyenne empirique sur des fenétres mobiles,...
Proposition. Avec les notations de la définition précédente,

1. Si I est fini, alors Y dans ILP lorsque X existe dans P (avec p > 0). De plus si X
est stationnaire strict (respectivement du second ordre) alors Y est stationnaire strict
(respectivement du second ordre).

2. Si I est infini, alors la condition Z la;] < 00 et sup,ey E[|X¢|] < 00 garantit que Y
iel
existe p.s. De plus si X est stationnaire strict alors 'Y est stationnaire strict. Sous cette
condition, si X est gaussien alors Y est gaussien, si X est centré alors Y est centré.

3. Si I est infini, alors la condition Z lai| < 400 et sup,ey E[|Xi]?] < oo garantit que
icl
Y existe dans IL>. De plus si X est stationnaire strict (respectivement du second ordre)
alors Y est stationnaire strict (respectivement du second ordre).

4. Si I estinfini et X est un bruit blanc fort (respectivement faible) et Z la;|? < 400 alors
iel
Y existe p.s. et dans IL?, est appelé un processus linéaire et Y est stationnaire strict
(respectivement du second ordre).

Proof. (1) L’existence ne pose pas de probleme. Pour démontrer la stationarité, en supposant I = —m, - -- ,m,

comme X est stationnaire, on sait que pour tout n € IN*, pour tout t1,-- - ,t, dans Z, alors pour tout ¢ € Z,

(th—’rru Xt1—7rL+17 e 7Xt1+ma th—ma e 7th+’m) a la méme 101 que

(th_m+c,th_7n+1+c,--- s Xty +mtes Xtg—mates ,th+m+c). Maintenant, en considérant la fonction g :
R(2m+l)k — ]:Rk telle que g(thmv Xt1fm+17 T vXt1+ma Xt27m7 T ather) = (Z;i—m Qi Xt17ia T 7Z£—m a; th*i)v
la fonction g étant continue donc mesurable, on montre bien que

I( Xty —my Xty —mt1, 5 Xty tmy Xty—ms -+, X, +m) & la méme loi que

9( Xt —maes Xty —mtides s Xty fmter Xto—meter *+ » Xtntme) done (Yy,, -+, Yy ) alamémeloi que (Y, 4e, -+, Ve, 1)
(Y;) est bien stationnaire.

Si X est stationnaire d’ordre 2, il est facile voir que IEY; est constante. Concernant les moments d’ordre 2,

on a cov (Ys,Y;) = Do > s aiapcov (X, Xo o) = D 01> iep@iapy(t —s — i+ 4') en notant (k) =

cov (Xo, Xi). Donc cov (Ys, Y;) est bien une fonction de ¢ — s. De plus, on peut intervertir ¢ et i’ et du fait de

la parité de -y on voit bien que cov (Y, Y;) est une fonction de |t — s|.

(2) On a E|Y| <IE (Yo lail [ Xiil) < (X;es lail) sup ez IE[|X;]] d’apres le Théoréme de Lebesgue, donc

IE |Y;| < oo: (Y}) est bien finie avec une probabilité 1.

Pour la stationarité stricte, on procede comme précédemment en considérant des restrictions (Yt(m))t qui

sont bien stationnaires. Du fait de ’existence d’une limite, on a (Yt(lm), e 7Y;t(nm)) qui tend dans IL' vers

(Yy,, - ,Y:, ) lorsque m tend vers l'infini, donc on a également convergence en loi. Aussi comme (Yt(lm), cee Yt(m))

a la méme loi que (Yt(ﬁl, - ,Ytgﬁ)c), cette égalité a également lieu & la limite: (Y;) est bien stationnaire.

(3) On a W[(Y; = Y, "™)2) = I (510 oo @1 00 B (Xe—i X ir) < (i1 lail)*supjezz | X2 d'apres
le Théoreme de Lebesgue, donc IE (Y; — Y,™)2 = 0 (m — oo) car Sierlail < oo: (V) existe dans IL.

La stationarité stricte s’obtient comme dans le cas précédent et la stationarité d’ordre 2 utilise le point (1): on
a (Y,;(m))t qui est stationnaire d’ordre 2 et comme on a convergence dans IL? donc en loi, on a bien convergence
de I'espérance et de la covariance des (Yt(m)): (Y;) est bien aussi stationnaire d’ordre 2.

(4) Dans le cas d’un processus linéaire, on peut obtenir 'existence et la stationarité sous la condition
oo qui est plus faible que la condition ), |a;| < co. En effet, on a:

B (Y; = Y,"™)? = B (Yo i om @ 0 B (X Xi—i) = Yy 0 B(XE) = 0 (m — o0) des que (X,)
est un bruit blanc. La preuve de la stationarité est immédiate (voir (3)), et pour la stationarité d’ordre 2, on
a clairement cov (Y5, Y;) = IE X3 Y, aiaips— qui est une fonction dépendant de [t — s| et qui existe (d’apres
Cauchy-Schwarz). O

2
ier @7 <
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Propriété. Avec les notations de la définition précédente, la composée de 2 filtres linéaires
est un filtre linéaire.

Grace a la notion de stationnarité il est possible d’obtenir un résultat théorique tres puissant,
qui n’a cependant que peu d’intérét en pratique:

Théoréme 4 (Décomposition de Cramer-Wald). Soit X = (X;)iem un processus a temps dis-
cret stationnaire d’ordre 2 tel que [*_log(f(A))dA > —oo. Alors il existe un unique bruit blanc
faible (e¢)iem (donc cov(es, e5) = 0 pourt # s mais les e, ne sont pas forcément indépendantes)
et une famille de réels (a;)iew telle que ag >0 et >, |ar* < oo, vérifiant dans IL?

X, =EX,+ Zai €i_; pour toutt € . (1)

=0

Ceci permet d’avoir une forme un peu générale d’un processus stationnaire. Cependant
nous verrons que 1’on peut surtout traiter le cas des processus linéaires (quand le bruit blanc est
fort, donc avec I'hypothese d’indépendance en plus); dans le cas général, la décomposition de
Cramer-Wald n’apporte pas beaucoup de renseignements (voir le cas des processus GARCH).

2 Estimation des tendance et composante saisonniere

2.1 Tendance et saisonnalité

Les séries de données réelles que I'on peut rencontrer ne sont que tres rarement des séries que
I’on peut modéliser par un processus a temps discret stationnaire. En effet, tres souvent leurs
moyennes varient dans le temps, parfois de maniere suffisamment réguliere pour étre facilement
modélisées (typiquement une tendance linéaire), parfois non... Voici pour commencer le type
principal de “tendances” dites tendances additives:

Définition. Tout processus a temps discret X = (X;)er avec T C 7 peut s’écrire sous la
forme
Xe=ua(t)+ S(t) +¢e, pourteT,

ot a(t) et t — S(t) sont deux fonctions déterministes telles que IE X; = a(t) + S(t), avec

1. sit— S(t) est une fonction périodique non nulle de période r > 0 telle que Z S(i) =0,
i=1
alors S est la composante saisonniere, saisonnalité de X,

2. sit a(t) est non nulle, a est la tendance de X,

3. si € = (e)ier est non nulle, £ est une série chronologique centrée appelée souvent le
bruit de X.

Exemple.
Tendances polynomiales, saisonnalité annuelle,..

Remarque.
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Attention, il n’y a pas unicité de la décomposition précédente. Il y a en revanche unicité
du bruit de X puisque u; = X; — IE X; pour tout t.

Définition. Pour X = (X;); un processus aléatoire ayant pour tendance a et pour saisonnalité
S. On appelle:

o Série détendancialisée la série (X, —a(t));. Sila fonction a(-) n’est pas connue explicite-
ment, ce qui est le plus souvent le cas, (Xy — a(t)):, ot a(t) est un estimateur de a(t)
sera la série détendancialisée (méme dénomination).

o Série désaisonnalisé (ou série corrigée des variations saisonniéres) la série (X; — S(t))s.
Si la fonction S(-) n'est pas connue explicitement, ce qui est le plus souvent le cas,
(X, — 5(t))s, ot S(t) est un estimateur de S(t) sera la série désaisonnalisée (méme
dénomination).

Il est aussi possible que le processus ait une variance qui varie de maniere déterministe en
fonction du temps. En ce cas on évoquera une tendance multiplicative:

Définition. On dira que X posséde une tendance multiplicative si Xy —m(t) = o(t) u(t) pour
toutt € T, ot u = (us)rer est une suite de variables aléatoires centrées de variance constante
et o(-) est une fonction positive.

2.2 Estimation de la tendance et de la saisonnalité

Cette partie est souvent omise ou vite traitée dans les livres consacrés aux processus ou aux
séries chronologiques. Pourtant l’estimation de la tendance et de la saisonnalité est essen-
tielle dans la plupart des travaux concrets portant sur les séries chronologiques, en particulier
parce qu’elle apporte une information souvent bien plus importante que la partie bruit en
vue de prédictions. Les techniques utilisées peuvent étre semi-paramétriques (typiquement
régression linéaire) ou non-paramétriques (régressions locales, régressions par splines, lissages
exponentiels, convolution par un noyau, décomposition dans une base d’ondelettes,...).

2.2.1 Estimation semi-paramétrique par régression

On voudrait connaitre la tendance et la saisonnalité du processus en supposant connue une
trajectoire (X, -+, Xn).

On suppose que la tendance et la saisonnalité s’écrivent sous une forme connue a priori (les
fi, fonctions quelconques, et r sont supposés connues), soit:

k r—1

a(t) = Zaifi(t) et S(t) =) si(gi(t) —g:(t)) pourteT,

1

i=1 7

avec g;(t) = llu—; )y sont r-périodiques (on a ainsi Z S(i) =0).

=1

Notation. e X ='(Xy,.., Xy).

o F, = 'fi(1), ..., i(N)) pouri = 1,...k et G; = “gi(1) — g,(1), .., 5i(N) — g-(N)) pour
i=1,..,r—1.

o U= (g(1),..,e(N)).
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Le modele s’écrit alors vectoriellement:
k r
X=> aifi+) silgi—g)+U
i=1 i=1

Proposition. On peut estimer les coefficients (a;) et (s;) par une régression par moindres
carrés en minimisant une distance dans IR":

| X — (@ Fy + -+ 5..1G,_1) ||?, et on notant Z la matrice Z = (Fy -+ FG1 - - G_1),

1. st U est un bruit dont on me connait pas la vartance, on utilise une estimation par
moindres carrés ordinaires et:

t(a/'\l".. 7@75\17”' 73/7“-—\1) = (tZZ)_ltZXv

2. si U est un bruit tel que IEU'U = X est une matrice connue, on utilise une estimation
par moindres carrés généralisés, et:

t<é\1a e 767975\17 e 73/7"\—1) - (tZE_lZ)_ltZE_lX.

On déduit aisément de ces expressions un premier résultat de convergence pour les estima-
teurs de la tendance et de la saisonnalité:

Propriété. Dans le cadre de régression précédent, si (g,) est un bruit blanc de variance finie,
si la matrice (*Z Z)™' tend vers 0 en norme, alors les estimateurs des paramétres sont non
biaisés et convergents en probabilité quand N — oo.

Sous les mémes hypotheses, une condition nécessaire et suffisante de convergence presque

sure est  max ‘(Z (‘zz)™"'Z2) } — 0. La normalité asymptotique (théoreme de la lim-
1<i<k+r—1 “l N—oo

ite centrale vérifié par les estimateurs des parametres) est également impliquée par cette
condition. Cependant, quand on n’est plus dans le cas d'un bruit blanc, les résultats de con-
vergence peuvent étre plus complexes, le comportement avec N de la matrice 3 ayant un role
important...

Exemple.

Soit le cas ou la tendance est une constante, ou il n’y a pas de saisonnalité et le bruit
est stationnaire et admet une matrice de covariance . A-t-on toujours convergence? Et si
lim,, o [E (uou,) = 07

Remarque.

e On peut noter que ces estimateurs sont des combinaisons linéaires des Xj.

e Une telle régression nécessite la connaissance a priori des fonctions f;. Pour ce faire
on peut faire différentes hypotheses: on peut considérer que a(-) est un polynéme (typ-
iquement f; = t'), ou bien que a(-) est un polynéme trigonométrique (typiquement
fi(t) = sin(it) ou bien f;(t) = cos(it)). Concretement, on utilisera plutdt une régression
polynomiale lorsque les données semblent prendre une certaine direction, alors que la
modélisation par un polynéme trigonométrique permet d’avoir des prédictions qui restent
dans le méme ordre de grandeur que les données connues. Pour aller un peu plus loin,
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on peut méme essayer de décomposer la tendance a(t) dans une certaine base (ce qui
peut étre fait en Fourier ou avec une base d’ondelettes par exemple).

La question qui se pose ensuite est celle de savoir comment choisir le nombre k& de
fonctions f; considérées. Cela revient dans le cas polynomial a choisir le degré maxi-
mal du polynome que l'on utilise dans la régression. Il est clair que ce nombre k doit
étre inférieur a N — r, sinon les différents parametres a; ne pourront pas étre estimés.
Une technique efficace pour obtenir “mathématiquement” un choix “optimal” de k est
d’utiliser un critere de sélection de modele. Pour ses propriétés de convergence méme
dans des cas non gaussiens, le critere BIC (Bayesian Information Criterium) est un
choix souvent intéressant. Pour k fixé, on calcule

BIC(k) = —2log(Vraisemblance maximisée du modele a (k+r-1) parametres)+log N (k+r—1)

et on cherche k& qui minimise ce critere. Cela revient, apres des approximations, a
chercher

o~

L . AN 1 A~ ~
k= Argmaxkzovlj_wkmx(log (0,3+T_1)+10g]\7k>, ou U£+T_1 = EHX—((MFH—- A5G|
ol kpax est un entier suffisamment grand mais plus petit que N — r.

Cas particulier de ’estimation du saisonnier

L’estimation par moindres carrés ordinaires permet d’estimer le saisonnier d’une série chronologique
détendancialisée. On suppose connue (X7, -+, X,y), ot r est la période (connue) du saison-
nier. On écrit X; = S(t)+Y;, ot S(t) = 20— 8i(gi(t) —g-(t)) pourt € T, avec gi(t) = Wpey 1)y
(voir plus haut). Dans ce cas, on a:

1 0 0 0
0 1 0 0 1.1
0 0 1 0 gz-n| 12 1|
~1 -1 -1 . -1 11 .2
1 0 0 0

Z=| 0 1 o0 o |, et
~1 -1 -1 . -1 r—1 -1 ~1
1 0 0 0 ~1 r—1. -1

(12.2)' =L |

L 1 -1 . r—1
-1 -1 -1 . -1

On montre alors que dans le cadre d’une estimation par moindres carrés ordinaires:

1 N 1 rIN
A":NZ i (k— 1)__2Xk> pour i =1,---,r—1
=1 k=1

Exercice.

Montrer que si lim,,_,o, Eugu, = 0, ot u = (ug)x est un bruit gaussien stationnaire, il y a
convergence en probabilité de cet estimateur.



M2 TIDE 2019 16

2.2.2 Estimation non-paramétrique de la tendance

On supposera donc ici que la série n’admet pas de composante saisonniere, et que l'on a
X; = a(t) + u; pour t € {t1,--- ,tnx}. Plutot que de poser a priori un modele pour la fonction
a comme cela a été fait avec la régression, on peut estimer directement cette fonction avec une
méthode non-paramétrique. On présente ici deux types de méthodes:

e Méthode d’estimation par noyau.

Définition. On appelle noyau K : IR — IR une fonction mesurable telle que f]R t)ydt =1 et
K(0) > 0.

L’idée de la méthode par noyau est que pour o € R et h > 0 dit taille de fenétre,

1 T — X
- K ( ) converge vers une masse de Dirac lorsque h — 0, ce qui permet sous certaines

h h )
r—x
conditions d’avoir / - K ( 0
rh h
peut-on définir un estimateur de la tendance a par:
1 N t—t;
Nh ijl XJ'K( hj)
1 N t—t;\
Nh ijl K ( h])

Sous certaines hypotheses sur la maniere dont A converge vers 0 en fonction de N, on peut
montrer que ay,;(t) = a(t) pour tout ¢ lorsque a est suffisamment réguliere.

) f(z)dz — f(z0) quand h — 0, pour toute fonction f. Aussi

ann(t) =

On peut également estimer de fagon automatique une taille de fenétre h ~ adaptée aux données
et optimale en un certain sens: pour ce faire on utilise par exemple le principe de la validation

croisée, c’est-a-dire que pour h > 0 fixé et pour chaque ¢ = 1,--- , N, l'on calcule ag\i,)?h(z') a
partir de I’échantillon (Xi,- -, X;-1, Xj41, -+, Xn) et 'on compare Eig\i,)’h(i) a X; qui est la

valeur obtenue en t = i. Ainsi on pourra choisir

hy = Argmin, Z 5§f,h ) —X;)? = ay7,. (1) estimateur de a.
i=1

e Régressions localisées

Pour estimer la tendance, il est aussi possible d’utiliser des régressions localisées de type
Spline, Loess ou Lowess. Celles-ci s’obtiennent en fixant une taille de fenétre et on fait une
régression polynomiale (pour les Splines, de degré 3) ou linéaire mais pondérées (pour Loess
ou Lowess) de X dans la fenétre que I'on fait glisser. En fait ce sont également des estimations
non-paramétriques, au sens ou elles ne supposent pas connues les fonctions pouvant composer
la tendance (comme dans le cas de la régression), mais juste une certaine régularité de la
fonction tendance. Plus précisément, considérons 'approche par moyenne mobile: en X;, une
idée pour approcher a(t) serait de supposer que a ne change pas trop autour de t et que 'on
peut moyenner sur les valeurs de temps proche de t.

Par exemple, on pourra considérer ’exemple important de la moyenne mobile élémentaire

(dite uniforme):
¢

1
ZX,:H pour t € {1,---,N}.
¢

a(t) = 20+ 1
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L’intérét réside dans le fait de faire ainsi baisser la variance du bruit u; en moyennant, ce qui
se montrer facilement dans le cas ou le bruit u est un bruit blanc. Mais il faut choisir ¢: trop
grand, on lissera trop jusqu’a n’obtenir qu'une constante pour tout t, trop petit, on ne fera
guere mieux que d’estimer a(t) par X3, et la fonction a sera donc tres irréguliere.

Une idée pour dépasser cela sera de considérer une moyenne mobile pondérée dans laquelle on
n’accorde pas le méme poids a tous les X; autour de X;, mais plutot un poids décroissant en
fonction de la distance entre i et t. Aussi considérera-t-on différentes formes de pondérations
dépendant d’un parametre que nous noterons [3:

Zz— t+1 Wﬂ(|t |>Xt+i
S W]t — )

les W3 étant des ”‘poids”’ (a valeurs donc dans [0, 00] et décroissants en fonction de |t — i|)
pouvant prendre plusieurs formes, par exemple:

ap(t) =

)

e Des poids exponentiels: Ws(z) = 8% et § € [0, 1] (on notera que pour 8 = 1 on trouve
ag(t) = Xy pour tout t;

3\ 3
e Des poids tricubes: Ws(z) = (1 — (%) ) I,<gn et B € [0,1], SN mesurant une

taille de fenétre.

On appelera un tel estimateur un estimateur LOWESS (LOcally WEighted Scatterplot Smooth-
ing). Le choix de 3 peut aussi se faire par validation croisée, comme cela est présenté ci-dessus

pour obtenir By = Argmin, >N (@ )( ) — X;)2

Notons que d’une maniere générale, la généralité des estimateurs non-paramétriques se traduit
souvent pas une moins bonne vitesse de convergence de ay vers a que les estimateurs paramétriques
dans le cas ou le vrai modele est paramétrique. En général, ils ne permettent pas des
prédictions, mais peuvent inspirer des méthodes de prédictions (voir plus loin). Pour détendancialiser
une série et ainsi permettre une identification de la partie aléatoire de la série, ils demeurent
des outils précieux. Enfin, pour estimer la partie tendance quand une saisonnalité est présente,

il est d’abord possible d’appliquer une moyenne mobile uniforme dont la longueur totale est un
multiple de T, période de la saisonnalité. Cela permet une premiere estimation de la tendance.
Sur la série détendancialisée, on pourra alors estimer la saisonnalité. Puis, en désaisonnalisant,

on pourra a nouveau estimer la tendance par une des techniques précédentes. Cette suite de
procédures peut s’enchainer pour arriver a une forme de stabilité. C’est ce que propose no-
tamment la procédure stl en R.

3 Les processus ARMA, GARCH et longue mémoire

3.1 Processus ARMA

Les processus AR (Auto-Regressive), MA (Moving Average) et ARMA ont été introduits par
Slutsky (1927) et Yule (1921) dans le cadre de modélisation de cycles en économie.

Définition. Pour (Xy)kem un processus a temps discret, on appelle:

e opérateur retard B 'application linéaire qui a X associe Y = (Y, )nemw = B - X tel que
Y, = X,,_1 pour n € Z (par abus de notation B - X,, = X,,_1).
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o puissance B la k-iéme composée de B par elle méme qui est donc telle B - X,, = X,,_j.

e avec le polynome P(B) =3 "F_ a; B’ ot (a;)o<p € RP*, P(B)- X = ( 00 Xn—j)nem -

e B! wérifiant B~'- X,, = Y, 41 est tel que B~'B = BB~! = I; d’ou l'extension a B*

pour k € 7.
® si Z la;| < 00, alors f(B) = Z a; B transforme X en'Y tel que Y, = Z a; Xp_;.

Du fait de la structure linéaire des applications B, P(B) ou f(B), on a les propriétés
suivantes:

Propriété. o Additivité des fonctions de B: f(B)-(AX +AX") = Af(B)- X+ XN f(B)-X'.
o Commutativité du produit de fonctions de B: f1(B)f2(B) = f2( B) f1(B).

Proposition. Soit X = (X, )nez €t Y = (Yo)nez = (1 — AB) X avec X etY deux processus
stationnaires. Alors, si

o si|A[ <1, X,=(1-AB)" Y, =) MV,
=0

o si|A[>1, X, =-A"'B1-XAT'BT) Y, = =) A Y
=1

e si |\ =1, 1— AB nlest pas inversible.

Conséquence.

1. Sion suppose que P(B) est un polyndéme dont les racines ne sont pas situées sur le cercle
trigonométrique (donc les racines sont telles que |z| # 1), alors il existe une unique série

de la forme (P(B))™! = Z a; B" avec Z la;| < 0.

1=—00 1=—00
2. Si les racines de P sont hors du disque unité (donc les racines sont telles que |z| > 1)
o0 oo
alors alors il existe une unique série de la forme (P(B))™" = Z a; B" avec Z la;| < oo.
=0 =0

On dira alors que la relation entre les deux processus est causale.

Définition. Soit P et ) deux polynomes de degrés respectifs p et q tels que P et Q) soient
premiers entre euzr dans C[X|. On suppose que les racines de P ne sont pas sur le cercle unité.
Soit également € = (e,)nez un bruit blanc (fort).

e Un processus X = (X, )nez tel que P(B) - X = ¢ est appelé un processus AR(p). Ceci
revient & écrire qu’il existe (by,--- ,b,) € RP tel que:

Xy +01 Xy + -+ 0, X, =€, pour toutn € 2.
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o Un processus X = (Xp)nem tel que X = Q(B) - € est appelé un processus MA(q). Ceci
revient a écrire qu’il existe (cy,--- ,c,) € R? tel que:

Xp=¢ép+cigp1+ -+ cgen_q pour toutn € 2.

o Un processus X = (X,)nez tel que P(B) - X = Q(B) - e est appelé un processus
ARMA(p,q). Ceci revient a écrire qu’il existe (by,---,b,) € RP et (¢1,---,¢,) € RY
tels que:

Xn+0 X+ -+ 0, X, ) =€p +Cc16p1 + -+ CgEn—g pour toutn € Z.

Exemple.
Exemples d’AR(1), de MA(1), ’ARMA(1, 1).
Voici un exemple (a gauche) d'une trajectoire du processus ARMA(1,1) avec by = 0.6 et

c; = —0.5, & comparer avec une trajectoire (a droite) de variables gaussiennes indépendantes
et identiquement distribuées:

Propriété. Si les racines de P sont a extérieur (strictement) du disque trigonométrique,
alors un processus ARMA est stationnaire et causal. Si les racines de P sont a l'intérieur
(strictement) du disque trigonométrique, le processus ARMA est stationnaire mais non causal.

Exemple.
Exemples d’ARMA stationnaires et non-stationnaires.

Propriété. Lorsque les racines de P sont a lextérieur du disque trigonométrique, on peut
établir des relations de récurrence permettant de calculer la fonction covariance d’un processus

ARMA (p, q) tel que
P(B) - Xy = Xppp + b1 Xpip1 + -+ b, X, = Q(B) - 20,
et on obtient
r(n+p)+bir(n+p—1)4---+byr(n) =0 pour tout n>p—q.

Corollaire. En particulier, on obtient les équations de Yule- Walker, vérifiant le systeme:

r(q) rig—=1) - r(@-p+1) by r(qg+1)
r(g+1) (q) o r(g—p+2) by r(q +2)

Mgtp—1) rgtp—2) - (g b, r(q +p)
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Conséquence.

e La covariance d’un processus ARMA décroit asymptotiquement exponentiellement vite.

e S'il existe un estimateur convergent de la covariance (ou de la corrélation), I'inversion
des équations de Yule-Walker permet d’obtenir des estimateurs des parametres a; quand

une trajectoire (Xi,---, Xx) est connue.
o
Propriété. Soit le processus a temps discret X = (X,)nem tel que X, = Z iEn_i POUT
1=—00
(o]
n € %, avec (en)nez un bruit blanc de variance o* et Z la;| < oo. Alors X admet une
i=—00

densité spectrale f telle que

02| — ]2
f\) = 7 Z aje” " pour \ € [—m, 7.
j=—o0
Proof. Le processus X a pour autocovariance r(n) = E(XoX,) = Y2 377 a0 (eie,j) =
2 .
025°%°  _a;_pa; car (g;) est un bruit blanc. Donc f(A) = &Y °° ®  _aij_pa;e” "> 1l suffit alors de
j=—o00 ] J 27 n=—00 Luj=—o0 J J
poser k = j—n et ainsi on obtient que f(\) = % S o Yoo akaje T TR = % Do k€Y ajemih =
2
2 .
5| TR s are =
[o¢]
Propriété. Soit le processus a temps discret Y = (Y,)nez tel que Y, = a; X,—; pour
p p p € q p
1=—00

n € %, avec X = (X,)nem un processus a temps discret stationnaire de densité spectrale fx
(o]

et Z la;| < 0o. Alors Y est un processus a temps discret stationnaire de densité:

1=—00

2
, pour A\ € [—m, 7[.

Hr) = x| 3 ae™

Jj=—00

Proof. Sionnote rx I'autocovariance de X et ry cellede Y, onary(n) = IE (YY) = D e oo Dok oo @jaRTX (N

k+3). Done fy(A) = 5= > 02 322 S0 ajarrx(n—k+j)e” ™. Les séries pouvant étre interverties

grice au Théoreme de Fubini, on a donc encore fy(A) = 5=>22 302 3™ ajaprx(m)e (mHF=dA i
en posant m = n—k+j et ainsi fy(\) = 3272 D02 ajerage” A fx (V) soit fy(A) = fX(/\)‘ S ajeT A

O

Propriété. Lorsque les racines de P sont a l'extérieur du disque trigonométrique, un processus
ARMA(p,q) (tel que P(B)(X) = Q(B)(e) avec (g,) un bruit blanc de variance o*) est un
processus linéaire causal ayant pour densité spectrale:

Q(e™)
P(e?)

2
, pour A\ € [—m, [

0.2

F) = o

Proof. Soit le processus Z = P(B)(X). Alors d’apres ce qui précede Z est stationnaire et fz(\) =
fX()\)|P(ei’\)‘2 Mais on a également Z = Q(B)(e). Dou fz(\) = fs()\)‘Q(ei’\)‘2 = %‘Q(e“‘)f. En
égalisant les 2 valeurs de fz(\) on trouve fx (). O
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3.2 Les processus GARCH

Les processus ARCH(p) ont été introduits par Engle (1982) et généralisés en GARCH(p, ¢) par
Bollersev (1986) dans le cadre de données financieres ot la “volatilité” (la variance) dépend
conditionnellement du passé.

Définition. Soit (cx)kem un bruit blanc. Alors on dit que (X )kez est un processus GARCH(p, q),
ot p,q € IN s%l existe (ag,a,--- ,ap,b1, - ,by) une famille de constantes réelles positives
telles qu’il existe une solution stationnaire a l’équation

p q
X, =0, et O‘;% =ag+ Zan,f_j + Z bia,%_i pour tout k € 7L . (2)

j=1 i=1

On peut se demander quelles sont les conditions qui pourraient permettre d’obtenir des
processus stationnaires vérifiant une telle équation de récurrence. Nous commencons par
étudier le cas des processus GARCH(1, 1) pour lesquels un

Propriété. Un processus GARCH(1,1) vérifiant l’équation (@ est stationnaire si et seulement
st IE [log(aied + b1)] < 0 et il vérifie alors ().

Proof. On note la fonction a(z) = a; 22 + by. Alors 02 = ag + a(e;_1)o?_, pour tout ¢t € Z. En itérant,
pour m > 1, on obtient:

ol = ao( + Z afer—1)aler—2) X -+ % a(st,j—)> + e 1)aler_o) X - X alei_m)o? .

Supposons que IE [log(aied + b1)] = IE [log(a(ed))] < 0. Par conséquent, d’apres la loi forte des grands
nombres:

— Zlog ale? ) A ]E[log(a(ag))}

n——+00

= (a(st,l)a(gt,Q) X oo X a(gt,n))l/n 2% exp (IE [log(a(sg))D <1

n—-+4oo

On peut alors utiliser le critere de Cauchy de convergence des séries numériques a termes positifs: si un/ " U<
n—-+oo

1 alors > u,, converge. Par conséquent:
n
p.s.
ap (1 + ZOZ St 1 Et 2) X oo X OZ(Et,j)) n—>_+>oo S = Qo (1 + Z 5t 1 €t 2) X e X O[(Etfj)>,
limite existant presque stirement, ce qui implique également que a(e;—1)a(ei—2) X+ - X a(es—_p) p'—jr} 0. Ainsi,

pour obtenir une solution stationnaire (Xt) a I'équation de récurrence, ce qui induit que (0?) est également

stationnaire, alors a(ey_1)a(es_2) X -+ X a(gs_n)o?_,, P50 et
n——+00
= 1/2
= Vaoe ( Z a(er—1)ales—g) x - X a(gtfj)) presque stirement. (3)

. . ’ . . !/ ! . .
On peut montrer 1'unicité de cette solution: si X; = e;0'(t) avec 0,2 = ag + a(e,—1)0,2, stationnaire, en
- e, s . ;. 2 9 2 '2 p-s;
utilisant I'itération précédente, on a 07 — 0,2 = aey—1)a(ei—2) X -+ X aler—n) (0F_, — 0,2,) e 0.

Si IE [log(aid + b1)] = E [log(a(ed))] > 0, avec o7 > ao(l + 200 aler—1)a(er—g) X - X a(Et_j)) pour
tout m € IN, en utilisant également la régle de Cauchy on montre que et Z?Zl aler—1)a(er—2) X -+ X
ale—j) —+> + oo donc il n’existe pas de solution stationnaire.

n—-+0oo
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Si IE [log(aief + b1)] = E [log(a(ef))] = 0, on a o} > ao(l + Yo alei—)aler—2) x -0 % G(Et—j))
pour tout n € IN. Pour qu’une solution stationnaire existe, il faut que la série converge p.s., donc que
S

afep—1)a(er—g) X - X aler—j) WS 0, soit Y7 | log(a(es—;)) n—p>.—+.>00 — 00. Mais (log(a(e¢—;)))i>1 est une

suite de variables aléatoires centrées, donc Y . log(c(e;—;)) est une marche aléatoire centrée qui ne peut

converger p.s. vers —oo (par exemple grace au TLC on obtient IP( Y- | log(a(g¢—;)) > 0) =7 1/2). Donc
n—-+oo

il n’existe pas de solution stationnaire dans ce cas. O
Conséquence. Plusieurs conséquences découlent de ce résultat:

1. Tout d’abord, si ag = 0, l'unique solution stationnaire est Xy = 0 pour toutt € ZZ. On
verra également que la variance de X; est proportionnelle a ag.

2. Si le bruit blanc fort (;); est centré et de variance 1, alors par l'Inégalité de Jensen,
IE [log(aie] + b1)] < log (IE [a1ed + b1]) < log(as + b1). On en déduit donc que si
ay + by < 1 alors la solution stationnaire existe toujours.

Voici un exemple d’une trajectoire du processus ARCH(2) avec ag = 1, a; = 0.3 et ag = 0.5:

Une trajectoire d un processus ARCH(2)

1s

—10

—a1s
o 100 Zoo =00 aoco soo [=Y=Ts) Zoo s00 soco 1000

Propriété. Un processus GARCH(1,1) vérifiant I’équation (@ est stationnaire d’ordre 2 si
et seulement si aq + by < 1.

Proof. = Si X aun moment d’ordre 2 et est stationnaire d’ordre 2 alors IE [X?] = IE [0?] = ag+a; IE [X2 ]+
b1 E[o?_,], ot I'équation IE [X3] = ag + a1 E[X3] + by IE [X{?], soit:
Qo
E[X}]= "+ = by < 1.
[Xo] 1—a; — b ay + 01

<= Sia +b <1letE(g}) =1 alors [E [log(aied + b1)] < 0 et X est donc stationnaire strict. On a donc
X qui s’écrit sous la forme (3]). Il sera stationnaire d’ordre 2 si IE [XZ] < co. Or d’aprés et en utilisant
I'indépendance des (&),

E[X? = aE[E]E [1 + ia(st_l)a(st_g) X e X O[(St_j):|
j=1
- a0<1 + 2 Bla(e)| Ba(e2)] x - x I [a(st,j)])
_ a0(1 +3 (@ +b1)j) _ #ﬁ_bl
j=1

Ce dernier résultat se généralise au cas des processus GARCH(p, q):
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Propriété. Un processus GARCH(p, q) vérifiant I’équation (@ est stationnaire d’ordre 2 si
et seulement si Y7 a; + 3 5 by < 1.

La preuve de ce résultat est tres récente en ce qui concerne la condition nécessaire (elle n’a
été montrée qu’en 2000...). Pour la condition suffisante on a:

Proof. = Si X a un moment d’ordre 2 et est stationnaire d’ordre 2 alors IE [X?] = IE [0?] = ag+a1 IE [X2 ]+
ot ap BIX? )+ 01 Elof |44+ b E[07_ ], dou Péquation IE [XF] = ag + a1 B [XF] + - +a, E [XF] +
b E[X3] + - + by E[X?], soit:

p q
ag
E[X?] = = . b; < 1.
[Xo] l—ay—-—ap,—b—-—b ;a —I—;J

De ceci, on peut déduire les propriétés suivantes:

Propriété. Soit X = (Xi)rez un processus GARCH(p,q) stationnaire d’ordre 2. Alors
r(k) = cov(Xo, Xx) = 0 pour tout k # 0. De plus la densité spectrale f de X est la méme que
celle d’un bruit blanc: f(\) = C pour tout \ € [—7, x|, ou C > 0.

On s’apercoit donc qu'un processus GARCH(p, ¢) ne pourra pas étre identifié a partir de ses
covariances ou de sa densité spectrale. On peut cependant montrer qu’en considérant (X?);
au lieu de (Xj)x on se rameéne a un processus ARMA:

Propriété. Soit X = (Xi)rem un processus GARCH(p,q) stationnaire d’ordre 2 tel que
E (%) < 0o. Alors Y = (X}?)kez est un processus ARMA (max(p,q),p) faible non centré.

Proof. On considere v, = X} —o0? = (¢7 —1)o?. La série (v;) est un bruit blanc faible car (v;) est stationnaire,
IE (v;) = 0 et pour t > 0, cov (vg,v¢) = cov ((e3 — 1)03(e? — 1)o?) = 0 car (¢7 — 1) est indépendant des 3 autres
termes et d’espérance nulle. De plus, on montre que X7 = v, + (ao + Y oy a; X2 ;) + > b; (XP—vy) =
ap + Y0y ai X7+ 35 (X v — 200 vey), dott (X7) ARMA faible non centré. O

Conséquence. On en déduit qu’un processus GARCH(p,q) n’est pas un bruit blanc fort et
donc qu’il ne peut pas étre un processus gaussien.

3.3 Processus affine causaux a mémoire infinie

Des deux types de processus étudiés précédemment, deux extensions "naturelles” peuvent étre
considérées:

e Les processus AR(00): Xy =¢,+ > ) a;X;—; pour t € ZL;

e Les processus ARCH(c0): X; = ¢, 04 avec 07 = ag+ Y.y ;X7 ; pour tout t € Z.
Il est possible de généraliser encore de la maniere suivante. Tout d’abord, dans la suite on
note IR* I'ensemble des suites (x,),en+ telles que (z,) n’a qu'un nombre fini de termes non
nuls. Ceci amene a la définition suivante:

Definition (0). Soit (¢¢)icz un bruit blanc tel que IE [|go]"] < 00, ot r > 1. On dit que (Xt)iem
est un processus affine causal s’il existe F': R — IR et M : R™ — IR deuz fonctions telles
que

X, = F((Xt—k)k21> + & M((Xt—k)k21) pour tout t € 7. (4)
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Naturellement on se pose la question de connaitre les conditions pour que (X;) existe, soit
stationnaire, ait des moments... Pour cela, on utilisera un résultat encore plus général sur les
séries & mémoire infinie démontré par Doukhan et Wintenberger (2007):

Proposition. On suppose que (X;) est définie par . On suppose que F' et G ont toutes
leurs dérivées partielles qui existent presque partout sur IR™ et on note

0
o;(F) = su Fa:‘ et oa;(M)= su
( ) gce]Rpoo Oz, () ( ) acGIRpOo X

M(x)).

Alors (X;) est une série chronologique stationnaire stricte, avec un moment d’ordre r (donc
IE | Xo|"] < o0) qui s’écrit sous une forme causale Xy = H((g4—1)r>0) avec H une unique
fonction telle que H : IR™ — IR des que:

D au(E) + (Bl )" Y aa(M) < 1. (5)

Exemple.
e Pour un processus AR(00), cela revient a écrire: >~ |a;| < 1.

e Pour un processus ARCH(00), cela revient & écrire: (IE Hao\r])l/r Yoo V@ < 1.

3.4 Processus longue mémoire

Definition (0). Soit X = (Xy)gez une série chronologique stationnaire d’ordre 2. Alors on
dit que X est un processus longue mémoire si Y, |rx(k)| = oo

Exemple: X = (Xj)rez avec Xy = X, pour tout k € 7 .

Consequences: Si X est un processus longue mémoire:
e La densité spectrale de X, si elle existe, n’est pas continue sur [—m, 7[;

e (Cette définition n’est pas vraiment satisfaisante car elle demande nécessairement d’avoir
un moment d’ordre 2 pour mesurer une mémoire infinie. De plus, une densité spec-
trale avec une discontinuité en une fréquence mais des limites a droite et a gauche, ne
caractérise pas le méme type de ”"longue” mémoire qu'un pole dans la densité spectrale.

On va donc un peu plus ”quantifier” la premiere définition:

Definition (1). X = (Xi)rez est un processus stationnaire d’ordre 2 a longue mémoire
lorsque
rx (k) = |k|"PL(|k|), pour k #0, avec

e D €|0,1[ le paramétre de longue-mémoire

e L une fonction a variations lentes en oo, i.e.. Vt > 0, lim, .o % =1
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Contre-exemple: X = (Xj)rez avec X = X pour tout k € Z n’est plus un processus
longue mémoire suivant cette définition.

Une autre définition est possible a partir de la densité spectrale:

Definition (2). X = (Xi)rem est un processus stationnaire d’ordre 2 a longue mémoire
lorsque
1
FO) = M) o pour X [ ofuo,m, - avee

o D €]0,1[ le paramétre de longue-mémoire;
e M une fonction a variations lentes en oo.
Remarque. e La définition (1) implique la définition (2) (Théoréme abélien);

e La définition (2) associée a l'hypothése d’une décroissance de la fonction r(-) implique
la définition (1) (Théoréme taubérien).

Pour permettre une définition de la longue mémoire qui ne soit pas liée aux moments d’ordre
2, voici une autre possible définition [Samorodnitsky and Taqqu (1994)]. On définit d’abord 1’auto-
similarité:

Definition. On dit que X = (X;)ier, un processus H-auto-similaire a accroissements sta-
tionnaires lorsque:

{ (Xes)s Lt (Xs)s pour tout ¢ >0

(Xivs — Xy)r est un processus stationnaire pour tout s € IR

On peut alors énoncer une nouvelle définition de la longue mémoire qui ne soit plus relative
aux moments d’ordre 2:

Definition (3). X = (Xg)kez est un processus stationnaire a longue mémoire lorsque Xy =
Yii1 =Yy, pour k € Z , avec (Yy) un processus H-auto-similaire a accroissements stationnaires
et H €]1/2,1].

Cette définition est cependant beaucoup moins générale que les précédentes puisqu’elle de-
mande 'autosimilarité de Y ce qui est une condition forte. On remarque apres quelques cal-
culs que si Y admet des moments d’ordre 2, alors 'autocovariance de X satisfait la condition
rx (k) C |k|*=2 pour k — oo et ainsi la définition (2) est satisfaite avec D =2 — 2H.

3.4.1 Deux exemples célebres de processus longue mémoire

Bruits gaussiens fractionnaires

Definition (Kolmogorov, 1940, Lévy, 1965). On dit que Y = (Y})iem est un mouvement brownien
fractionnaire de paramétres o > 0 et H € (0,1] lorsque Y est un processus gaussien centré a
accroissements stationnaires tel que pour tout t € R, IE [Y?] = o? |t|*H.

Remarque. La famille des mouvements browniens fractionnaires correspond a celle des pro-
cessus gaussiens autosimilaires a accroissements stationnaires. Notons que pour H = 1/2, on
retombe sur le classique mouvement brownien de Wiener.
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Cela nous permet de définir une famille de processus longue-mémoire (voir définition (3))

Definition. Soit Y un mouvement brownien fractionnaire de paramétres a* > 0 et H € (0, 1].
Alors X = (Y1 — Yy)iez est appelé un bruit gaussien fractionnaire de paramétres o® > 0 et
H e (0,1].

On a alors la propriété suivante:

Propriété. Si X est un bruit gaussien fractionnaire de paramétres o® > 0 et H €]1/2,1] alors
rx(k) ~ o H(2H — 1) |k|*72 pour |k| — oco: X est un processus longue mémoire. Lorsque
H €]0,1/2], X est un processus courte mémoire, c’est-a-dire que Y |rx (k)| = co.

Simulations d’une trajectoire (Xi,...,X,) d’un bruit gaussien fractionnaire:

1. Une idée naturelle: utiliser la décomposition de Cholesky de ¥ = (r(|7 — i|))1<ij<n,
matrice de Toeplitz, qui s’écrira sous la forme ¥ = R R'. 1l suffira alors de calculer
X = RZ ou Z est un échantillon de v.a. i.i.d. gaussiennes standardes.

2. Un meilleur choix: plonger > dans une matrice circulant et utiliser la décomposition
spectrale (en terme de valeurs propres et matrice de passage) d’une matrice circulante
— décomposition spectrale d’'une ”‘racine”’ de ¥ notée ¥/? comme matrice extraite
de taille n d’une racine de la matrice circulante, et calcul de X = ZY2Z olt Z est un
échantillon de v.a. i.i.d. gaussiennes standardes.

Processus FARIMA (p, d, q)

Definition (Granger et Joyeux, 1980). Si € = (g;)iez est un bruit blanc, on dira que X = (X)ez
est un processus FARIMA(p,d,q), ou d €] — 1/2,1/2] et (p,q) € IN? lorsque

< (1-B)'P(B)(X)=Q(B)(e) avec P € R,[X], Q € R,[X], deuz polynémes premiers
entre euz et P(z) # 0 pour tout |z| < 1;
- L'(j+d) . : .
— Xi= (—) _; avec un processus ARMA(p, q) stationnaire, soit:
; ; FATG 2 1)) (1) un p (p:q)
Me +Omp—1 + - + Oy = € + G181 + -+ + DgEr—q.

L'(j+d) ~ 1
T@rg+y = T/
on utilise le développement asymptotique I'(x) ~ 2me'™ (z — 1) V/2 pour 2 — o0), on

I(j+d
peut montrer que Y %, ‘%
processus linéaire du second ordre centré stationnaire.

Propriété. De la seconde écriture, comme =1 quand j — oo (pour cela

2
‘ < 00 pour tout d < 0.5, on obtient que X est un bien un

Conséquence: Grace aux résultats précédents obtenus sur la densité spectrale on obtient que
celle-ci existe sur [—m, 0[U]0, 7] et est telle que:

Q(e™)
P(ei)

2 1
11— e[

J =52

pour A € [—m,0[U]0, 7].

Ceci permet de montrer facilement en utilisant la définition (2) qu'un processus FARIMA est
bien un processus longue mémoire si d €]0,1/2[ car:

Propriété. Pour X un processus FARIMA(p,d,q), X est un processus stationnaire longue
mémoire lorsque 0 < d < 1/2 car alors f(\) ~ C|\|72% quand A\ — 0. Sid < 0, X est un
processus a mémoire courte.
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Simulations d’une trajectoire (X,...,X,) d’un processus FARIMA:

1. Meilleure idée dans le cas gaussien (un FARIMA n’est pas forcément un processus
gaussien): utiliser la méthode la matrice circulante...

2. Dans le cas non gaussien, utiliser une troncature de Z;io (%)%—j; soit X =

ijvio (%)nkﬁ avec M grand, par exemple M = 10000.

3.4.2 Des processus affines causaux longue mémoire

Soit Z un processus FARIMA (0, d, 0). De sa définition, on peut aussi écrire que:
(1-B)'Z=c = Z =¢— Y oj(d)Z; pourtoutteZ,
j=1

ou o;(d) = %, avec ay;(d) ~ ﬁj‘d_l quand j — oo. Un FARIMA(0,d, 0) est donc

un cas particulier de processus AR(0o0) a longue mémoire, et donc un processus affine causal
stationnaire a longue mémoire.

Plus généralement, on peut poser

X, = M((Xt—k)kzl) €+ Z a; X;—; pour tout t € Z, (6)

j=1
avec M : IR™ — IR une fonction différentiable sur IR* et la suite (a;) telle que:
aj =L(j) 77" avec k €]1,3/2] et L(-) une fonction a variations lentes.

Si on suppose de plus que pour r > 2,

S a+ (E[le) Yy (M) < 1,
j=1 =1

avec o;(M) = sup,cpe ’%M ()], alors il existe une unique solution (X;) stationnaire de (),

avec des moments d’ordre r, et longue mémoire de parametre.

4 Identification d’un processus causal affine stationnaire

On s’intéresse ici a 'identification de la partie bruit d’un processus causal affine stationnaire.
Lorsque 'on considere une suite de v.a.i.i.d., on connait un certain nombre de techniques
(estimation, tests) et des résultats asymptotiques qui permettent d’en savoir plus sur cette suite
(par exemple estimer sa variance, la probabilité d’une occurrence, tester si les variables sont
gaussiennes,...). Pour une série chronologique, il faut compter avec la structure de dépendance
du bruit, ce qui nous oblige a donner des extensions aux résultats asymptotiques classiques
(loi des grands nombres, théoreme de la limite centrale,...).
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4.1 Comportement asymptotique des processus causaux affines

On considere donc ici des processus affines causaux qui pourront étre aussi bien des processus

ARMA, GARCH, AR(o0), ARCH(o0)....

Théoréme 5 (Théoreme central limite pour les processus causaux affines stationnaires).
Soit (Xi)iem un processus affine causal stationnaire défini par . On suppose également qu il
existe C' > 0 et p € [0, 1] tels que

max {a;(F), a;(M)} < Cp'  pour tout i € IN. (7)

Pour k € IN*, on note p = (p1,...,pr) € IN* et |p| = p1 + -+ + pe. On suppose de plus que
IE [| Xo[*Pl] < oo et on définit

m®) = E[X'XP... XP*],  le moment d’ordre p
N—k+1
~(p) __ 1 PP XPr I o S
my = N Z C X X e moment empirique a’ordre p.
i=1

1. Avec o*(p) = Z (]E (Xf1X§2 e X X 'Xﬁk) - (m(p))2))
(e

Vi (%) —m®) £ N(0,0%(p)),

N—oo

2. Plus généralement, soit I € IN*, (ky,...,k;) € (IN), et pouri = 1,...,1, p» =
(p(f), e ,p,(;i)). Sous ’hypothése IE [|X0|2max(|P1| ~~~~~ \pID] < 00, alors

VN (@) = m®) s s N(0,5(.p). ®)

@) 6 ONE) ()
ot (p, ..., pr) = (Z (]E (XXX XX _m<pi>m<pj>>)

1<ig<I
el

Nous pouvons donner deux conséquences directes de ce résultat pour les moments empiriques
d’ordre 1 et 2 d'un processus affine causal stationnaire:

Corollaire. Soit (X;)iez un processus affine causal défini par vérifiant [’hypothése .
1. SiE[X?] < oo, alors

VNXy = N(0,7%) avec ~*=2mf(0) = ZTX(K).

N—oo
LeZl

2. Si E[X{] < oo, alors avec X(m) = (Z (IE [XoX; X3 Xptj] — TX(i)rX(j)))OSMSm,
kEZ

v (P (i) = rx (i) £5 Nyt (0, 3(m)).

0Si<m N o
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Par conséquent, on en déduit également un théoreme de la limite centrale pour les auto-
corrélations empiriques, soit:

I~ . c

N (pn () = () 1<icm N Non (0, T(m)).

> —00
avec I';;(m) = 7”2#(0) >rez (B [XoX: X3 Xiyj] — rx(i)rx(j)). Ce qui nous permet de voir que
X

le corrélogramme peut étre utilisé pour évaluer la structure de dépendance du processus.

Remarque. Le résultat précédent montre en revanche que les théorémes portemanteaux ne
peuvent pas étre appliqués tels quels a des processus affines causauzr, méme lorsqu’ils sont des
bruits blancs faibles. Un exemple est celui des GARCH(p,q). Dans ce cas, il est facile de
voir que la matrice I'(m) précédente est bien diagonale, mais les termes diagonauz s’écrivent
Wl(o) E [X(?Xf] , et ne sont donc pas tous égaur a 1 comme dans le cas d’un bruit blanc fort.
Nous verrons qu’en travaillant de maniere adéquate sur les résidus ils peuvent [’étre.

On remarque également que ces résultats ne sont pas valables pour des processus a longue
mémoire: ils sont méme fauz, la vitesse de convergence des autocrrélations n'est plus en v’ N
dans ce cas.

4.2 Estimation semi-paramétrique pour un processus affine causal

stationnaire
On suppose que 'on a observé une trajectoire (X1, ..., Xy) d'un processus affine causal dont
la dynamique est gouvernée par un parametre = (61,---,04) ou d € IN* tel que la “vraie”

valeur prise par ce parametre #* soit inconnue. Plus précidément, on suppose que:

X, = Fy- ((Xt,k)kzl) + &t M- ((Xt,k)kzl) pour tout t € Z, 9)
avec:
e (Xi,...,Xy) est une trajectoire observée;
e Pour § € © C ]Rd, les fonctions Fy : R™ — IR et My : IR*™ — IR sont connues;

6* € © c R? est inconnu;

(€¢)tez est un bruit blanc dont la loi est inconnue, mais dont on sait qu’il possede un
moment d’ordre r.

Notre but ici est 'estimation de 6*, ce qui nous place dans un cadre semi-paramétrique (puisque
la loi du bruit blanc n’est pas supposée étre connue).

Exemples: Voici plusieurs exemples d’estimation que nous allons traiter:

e Les parametres by, ..., by, ¢, ..., c, d'un processus ARMA(p, ¢) stationnaire dont on sup-
posera que le bruit blanc (g4,);, est tel que IE [€3] = 62 < 0o, que 'on estime également.
Ici 0 = (by,...,by,c1,. .., cq02).

e Les parametres ag, a1, ..., ap, b1, ..., b, d'un processus GARCH(p) stationnaire dont on
supposera que le bruit blanc (g;) est tel que IE [¢2] = 1 (nécessité de fixer cette valeur
pour éviter la surparamétrisation, aqy jouant également le role d’une variance). Ici 6 =
(@, ay,...,ap,b1,...,0,).
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e Les parametres ag, i et p d'un processus ARCH(o0) défini par X; = ¢, (a0+,u Z;’;l j_pthfj) 12
pour tout t € Z . Ici, la stationnarité et 'obtention d'un moment d’ordre 2, demande
que 1 22577 < 1,doncp > 1, et onad = (ag,,p).

e Les parametres d et o2 d’un processus FARIMA (0, d, 0) avec d €] — 1/2,1/2[. Pour cet
exemple on a 0 = (02, d).

Dans la suite on propose une méthode dont le principe est unique pour estimer 6* dans
des cadres aussi divers que ceux des exemples évoqués ci-dessous, et plus généralement pour
des processus affines causaux stationnaires: celle de l'estimateur par maximum de quasi-
vraisemblance gaussienne.

Pour cela on suppose dans un premier temps afin de construire I’estimateur que la loi de ¢ est
gaussienne. Notons f§ = fo(X;_1, Xy 9,...), M{ = Mp(X;_1, Xi—2,...). Alors la log-densité
conditionnelle de X; sachant (X;_1, X;_o,...) est:

L1 (X — f3)° 2
)= —|——F7—+ 1 M }
Mais Xy, X_1, ..., sont inconnus, et on va les remplacer par des 0. Posons ]/”\5 = fo(Xi—1,..., X1,0,- -+

et ]\/4\5 = My(X;_1,...,X3,0,--+), alors on définit la quasi log-densité conditionnelle par

. 11X, — f))? =
0)=—= [A— 1 M})? }
q:(0) 2l (a2 + log ((My)?)
Pour les les densités conditionnelles, on connait la propriété suivante:

S0 Xn) 1X0.X 1) = J (X [Xno1. X ) S (Xvor [Xy—2 Xn—g) X X fxy X0, X 1,00)

En passant au logarithme, le produit devient une somme. Ceci nous permet de définir En
la quasi-log-vraisemblance conditionnelle gaussienne et I'estimateur par maximum de quasi-
vraisemblance (QMLE) gaussienne par:

N
0, = Arggggx L,(0) avec Ly(0)= tzlqt(ﬁ). (10)

On peut appliquer cet estimateur méme si le bruit n’est en réalité pas gaussien. Il est alors
possible de montrer le résultat suivant:
Théoreme 6. On suppose que r > 2 et on définit
00 1 0
o(r) = {0 eR, Y ai(Fy) + (I [leo]]) / > ai(M)y < 1}. (11)
i=1 i=1
On suppose que © est un compact de O(r), que 0* € © et:
1. Il existe M > 0, tel que pour tout 8 € O(r) et tout x € IR™, My(x) > M > 0.
2. Si pour 0y et Oy dans O, (Mg, () = Mp,(-) ou Fp,(-) = Fy,(-)) alors (6, = 0,).

3. Il existe { > max(1, 3/r) tel que sup a;(Fy) + sup aj(My) = O(57°).
90 90



M2 TIDE 2019 31

-~ .S.
Alors on a: Oy 22 0~
N—oo

Exemples: Cette convergence presque-sire de I'estimateur est valable:
e Pour estimer tous les parametres d’un processus ARMA ou d’un processus GARCH.

e Pour estimer tous les parametres de modeles type ARMA-GARCH, TARCH ou APARCH.

e Pour estimer le vecteur de parametre ¢ d’un modele AR(co) ou ARCH(oo) dont les
coefficients (qui sont infinis) s’écrivent a;(f) et vérifient les conditions de décroissance
précédentes.

e Pour r > 3, ce théoreme est donc également valable pour les processus affine causal a
longue-mémoire de type Fy(r) = 3,5, a;(0) 2; avec a;(0) = Lg(j) 5" et a;(My) =
O(j‘f), ou d €]0,1/2] (typiquement un processus FARIMA(p, d, q)).

Sous quelques hypotheses supplémentaires, on peut également montrer la normalité asympto-
tique de Oy:

Théoréme 7. On se place sous les conditions du Théoréme [ avec r > 4. On rajoute
également les hypotheses suivantes:

1. On suppose que pour tout 6 € ©, Fy et Gy sont 3 fois différentiables sur IR™;

2. 1l existe ¢! > 3/2 tel que

bob b, (I 00z, o(@)||+ ” 00w, H*H 892837] H+H 6628% @) =0G7).
Alors
VN (By - 6%) nﬁm N0, F(0*)'GO")F(6)™). (12)
avec (F(Q*))” =E [a;gj—gz:)} t (G(67))i, E[ang?*) &‘géf*)} pouri, j € {1,...,d}.

Il est clair qu’en utilisant le Lemme de Slutsky, on peut remplacer F'(0*) et G(6*) par F (/H\N)

et G(é\N) dans une renormalisation du TLC précédent, ce qui peut permettre d’obtenir des
régions de confiance et des tests de Wald sur les parametres du processus.

Exemples: Cette normalité asymptotique est valable pour les mémes exemples que précédemment,
a savoir, sans aucune condition supplémentaire si ce n’est r > 4, pour estimer tous les
parametres d'un processus ARMA, GARCH, ARMA-GARCH, TARCH ou APARCH. Et avec

des conditions de différentiabilité en 6, pour estimer les parametres de modeles AR(c0) ou
ARCH(o0). En revanche, pour des processus de type FARIMA,| méme si ce résultat est val-
able, il nécessite d’étre préciser pour passer de £ > 3/2 & £ > 1 dans ce cas précis.
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4.3 Sélection de modele et test d’adéquation pour les processus
affines causaux

Nous venons de voir qu’une fois un modele posé, on peut estimer ses parametres avec une
méthode performante. Les tests de Wald, comme les tests de Student ou de Fisher en régression
linéaire par moindres carrés, pourraient étre mis en place pour tester la nullité des coefficients
des modeles. Mais, comme désormais on préfere le faire en régression, on va utiliser des criteres
de sélection de modeles AIC et BIC pour identifier un modele.

On commence d’abord par la définition suivante:

Definition. Pour X = (X;); un modéle causal affine stationnaire semi-paramétrique défini
par @, dont on a observé une trajectoire (X1, -+ , Xn) et pour lequel le parameétre § € © C R?
est inconnu. On définit alors:

e e critére AIC pour ce modéle: AIC = —2 Ln(0y) +2d;
e le critere BIC pour ce modéle: BIC = —2 EN(@V) +log(N)d.

Notons que d pourrait aussi étre remplacé par ”‘nombre de parametres estimés”’. Ces criteres
sont les acronymes de AKaike Information Criterion (Akaike, 1973) et Bayesian Information
Criterion (Shwartz, 1978). La valeur de ces deux critéres importe peu, ce sont plutot les
comparaisons entre ces valeurs pour différents modeles qui vont étre essentielles. Ainsi va-t-on
plutot définir ces criteres pour des familles de modeles:

Definition. Soit M une famille de modeles affines causauz stationnaires semi-paramétriques,
telle que st m € M il existe O(m) tel que m soit défini par @D On observe une trajectoire
(X1, -+, Xn) d’un processus stationnaire. Sil’on note |m| la dimension de l’espace dans lequel
0(m) varie, on définit alors:

e e critéere AIC pour un modéle m € M par: m(m) = -2 EN(gN(m)) + 2|m|;

e le critere BIC pour un modéle m € M par: ]?[E’(m) = 2Ly (gN(m)) + log(N) |m|.

La famille de modele peut-étre hiérarchique (par exemple si elle contient tous les modeles
AR(p) avec p € {0,1,...,pmax}) ou non (par exemple si elle contient tous les modeles
ARMA(p,q) avec p € {0,1,...,pmax} €t ¢ € {0,1,...,¢max}). Elle peut également étre
composée de différentes familles de modeles (par exemple 'ensemble des ARMA(p, q) avec
p€40,1,... ,Pmax} €t ¢ € {0,1,..., Gmax} et des GARCH(p,¢') avec p' € {0,1,...,p. ..} et
7 e g )

Le critéere mesure une forme de distance (dissemblance de Kullback) entre le modele m et
un modele optimal, le second est relatif & 'inverse d’une probabilité d’avoir le modele m
sachant que (Xi, -+, Xy) a été observé. Parmi tous les modeles de la famille M, on choisira
le(s) modeles qui minimisent ces criteres:

Mmarc = Ary%lél}/lll m(m) et mpo = Argnrenfi/lll Ef?j(m)

On peut alors montrer le résultat suivant:
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Théoreme 8. Si M est une famille de taille finie de modéles affines causaux stationnaires
semi-paramétriques, et s’il existe un “vrai” modéle m* € M tel que (Xi,---,Xn) soit une
trajectoire observée issue de la dynamique @D ot 0 = 0(m*). On suppose les conditions du
Théoréme [ pour tous les modéles m € M et qu’il existe £ > 5/2 tel que

9531;@;;&(\\@—%% )+ ;M@ | s o]

o gz Mm@} =06

Mo,

960, @) + H 0920% s Foom ()]

Alors:

IP(T/T\LB[C :m*) ]\:go 1 et

VI (Bv(is1c) = 0m)) =5 Ny (0, F(Om)) ' G0(m ) F(O(m")) ). (13)
Ainsi, sous des hypotheses pas trop lourdes, le critere BIC est consistant, c¢’est-a-dire qu’il
est capable de retrouver asymptotiquement le vrai modele lorsque celui-ci appartient a la
famille de modeles. Par exemple, ceci peut étre appliqué pour retrouver le vrai ordre (p*, ¢*)
d’un processus ARMA lorsque celui-ci est inconnu et que les données sont bien issues d’un
processus ARMA. Le critere BIC permettra également de distinguer asymptotiquement entre
un ARMA et un GARCH pour modéliser, avec I'obtention de 'ordre. De plus, la seconde
propriété montre que 1'on peut directement utiliser le modele choisi par le BIC pour obtenir
un TLC optimal sur le parametre, et I’on ne perd rien par rapport a connaitre le vrai modele
a Iavance. On notera cependant que la consistance n’est pas montrée pour les processus a
longue mémoire.

Concernant le critere AIC, le résultat de consistance que l'on peut obtenir sous les mémes
hypotheses est le suivant:
IP(fT\lA[C D) m*) — 1,
N—o00
ce qui signifie que le critere AIC a asymptotiquement tendance a sur-paramétrer. Faut-il
malgré tout conserver le critere AIC pour sélectionner un modele de processus? Oui, pour
deux raisons:

1. Le critere AIC a des propriétés d’efficience plutot que de consistance, c’est-a-dire qu’il
aura tendance a choisir un modele qui minimisera le risque (c’est-a-dire les erreurs de
prédiction: voir les propriétés oracles;

2. Surtout, et méme si la famille de modeles considérée est grande, il n’y a souvent au-
cune raison pour qu'un vrai modele existe (on rentre donc dans une problématique
d’apprentissage statistique plutdt que de statistique inférentielle). Dans un tel cadre,
le critere AIC conserve des propriétés oracle, c’est-a-dire qu’il va sélectionner le modele
optimal en terme d’erreur de minimisation du risque dans la famille de modeles.

Vient alors a nouveau une question de statistique inférentielle: une fois le modele choisi, ses
parametres estimés, comment étre sur que le modele est acceptable, en vue par exemple de
I'utiliser pour des prédictions? C’est ce que permet de faire le test d’adéquation suivant, de
type portemanteau.
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Le probleme de test considéré est le suivant:

Hy: 3m* € M, tel que (Xi,...,X,) est une trajectoire de X satisfaisant (9) avec 6* = 6(m*)

H;: #m* € M, tel que (X,...,X,) est une trajectoire de X satisfaisant (9) avec 0* = (m*)

Pour ce faire, on commence par définir les résidus pour un modele m € M quelconque:

er(m) = (Mét(m))A(Xt a J/%(m))’

calculés a partir de la trajectoire observée. Pour K € IN* fixé, on définit également le vecteur
d’autocorrélation des carrés des résidus, soit:

plm) = (pi(m), ..., px(m))’,

avec pour k =1,..., K, pp(m) := /z\k(m) et Yp(m) = % Z (€7 (m) — 1) (€]_.(m) — 1).

Yo(m) t=k+1

Théoréme 9. Sous les hypothéses du Théoréme(8, en notant jiy = IE [€%] et si IE[e]] = 0 (vrai
notamment si la distribution du bruit est symétrique), alors

Ji(m*) F (%)~
(pg — 1)2

1. Avec V(0%) = Ix + <G(9*)F(0*)_1 + (g — 1)]K> Ji(m™), ot lon pose

Jr(m*) = =2 <IE) [(53 - 1) %IOg (M;*>]>1<i<K,jem*’ on a
VNB(m®) =5 Nic(0, V(0). (14)
2. Si Qrc(m*) := N p(m*) (V(8(m*))) ™ p(m*), alors
Qr(m*) = 2(K). (15)

N—o0

3. Les points 1. et 2. sont également vrai si m* est remplacé par mprc.

Il est facile de voir que pour un processus ARMA, la matrice Jx est nulle et ainsi V(6*) = Ix:
le test revient a un test classique de type portemanteau de Box-Pierce, mais sur les carrés

des résidus. Dans les autres cas classiques, cette matrice Jg peut étre naturellement estimée
t+i

~ . dlog (MA *
N—i (9~ ~ —~ N A
par Jg = + > (€ (Mmpic) — 1) <—309(]. Bl ) et ptpar [y = & >l € (Mpe), le
1/7]
Lemme de Slusky permettant une nouvelle fois d’utiliser la statistique de test Qx(mprc) en
remplacant V' (0(mprc)) par son estimateur V' (6(mprc)) ainsi obtenue.

5 Prédiction pour un processus affine causal station-
naire

Pouvoir prévoir est généralement une des possibilités offertes par les statistiques, peut-étre
meéme la plus importante.
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5.1 Définitions et propriétés générales

On commence a faire quelques rappels sur 'espérance conditionnelle qui est essentielle pour
donner des formulations théoriques a la prédiction.

Rappel. Si X etY sont deux variables aléatoires continues de densité jointe f(x y)(z,y) alors

N f$f(X,Y)(l”,y)dm
EXIY=y= ff(x,y)(l’,y)dx .

Propriété. 1. IE(Y | B) est une variable aléatoire de IL*(Q, B, P); de plus, IE(Y | X) =
h(X), avec h une fonction borélienne.

2. PourY) etY, deux variables aléatoires sur (2, A, P), et (a,b,c) € R?, alors

E (aY; +bYs + ¢| B) = alE (Y1 | B) + bIE (Ya | B) + c.

3. 51Y) <Ys, alors IE (Y1 | B) < E (Y2 B).
4. SiY € L2(Q, B, P), alorsE (Y | B) = Y; ainsi IE (g(X) | X) = g(X) pour g une fonction

mesurable réelle.
5. Ona E(IE(Y|B)=EY, donc E(E(Y|X))=EY.

6. Si Y7H(B(IR)) et B sont indépendantes alors (Y |B) = IEY; ainsi, si X et Y sont
indépendantes, IE(Y | X) =EY.

Proposition. Si (Y, X1, -, X,,) est un vecteur gaussien, alors IE (Y | (Xq, -+, X,)) = ao +
a1 X1+ -+ a,X,, ou les a; sont des réels.

Définition. On suppose que (X1, , Xn) est connue. On appelle prédiction )?NHJ a l’horizon
P Xnip = [p( X1, , XN) ou f, est une fonction mesurable.

Définition. Soit X un processus a temps discret du second ordre. On appelle erreur moyenne
quadratique (MSE) de la prédiction Xy, le réel

I (XN+p B XN+p)2-

Proposition. On suppose que X un processus a temps discret du second ordre. La prédiction
Xn+p optimale au sens de la moyenne quadratique (ou des moindres carrés) est définie par:

)?Ner = f(Xl,--- , Xn) avec f: Argmi% (IE (Xnap — (X1, ,XN))Q).

fell
Alors, R
XN-H? = IE(XN-HD | (Xla T 7XN))'
)A(N+p est donc une variable aléatoire dépendant de (Xq,--- , Xn) telle que

TN fX17~..7X XNip (le"' 7XN7:EN ))de
]E(XNﬂD‘ (Xl,"~,XN)):f +pJ( N XN4p)) _Hzi p
J o e (X X o)) de gy
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Propriété (Cas des processus ARMA). Soit (Xy)kez un processus ARMA(p,q) avec P(B) -
X = Q(B) - ot les racines de P et de Q) sont a l'extérieur du disque trigonométrique (donc

X est stationnaire, causal et inversible). On suppose également que (Xi, -+, Xy) est connu.
N-1

Soit X’NH le prédicteur optimal au sens des moindres carrés. Alors )?NH = — Z Cri1 X N_k
k=0

ot les (¢y) sont définis par le développement en série entiére de

P k
é(z) = chz :

Propriété (Cas des processus ARCH(p)). Soit (Xi)rez un processus ARCH(p) défini par

Xy = fk\/ao +uXP 4+ aleg_p pour tout k € 7L,

ot X est stationnaire d’ordre 2 (donc (a1 + -+ + a,)IJEE < 1). On suppose également que
(X1, -+, Xn) est connu. Soit Xy le prédicteur optimal au sens des moindres carrés. Alors

~

XN+1 = O

Proposition. On suppose que X est un processus a temps discret du second ordre. Alors
la prédiction linéaire Xy, optimale au sens de la moyenne quadratique (ou des moindres
carrés) est définie par:

)?Ner = QX1+ +anXy +b avec
(é\i)lgiSN = Argmin {IE (XN+p — (CL1X1 —+ 4 CLNXN + b))Q} .
(ai)i<i<nERY

Les coefficients estimés sont obtenus par régression (théorique).

Proposition. Si X est un processus gaussien, alors la prédiction linéaire par moindres carrés
est aussi la prédiction par moindres carrés (donc l'espérance conditionnelle).

5.2 Prédiction par filtrage exponentiel

L’étude théorique précédente présuppose que l'on ait choisi un modele de bruit pour prédire.
On peut cependant prédire sans avoir besoin de connaitre le modele de bruit. On suppose
cependant que la tendance et la saisonnalité sont composées de certaines fonctions. Le lis-
sage exponentiel est une démarche possible pour prédire X, lorsque (X7, -, Xv) est connu.

On suppose donc que la tendance et la saisonnalité s’écrivent sous une forme connue a priori
(les f;, fonctions non constantes, et r sont connues), soit:

k r

a(t) = Zaifi<t> et S(t) = Z sigi(t) pourt €T,

=1 i=1

T
avec g;(t) = lly—; () sont r-périodiques (on ne suppose pas ici que Z S(i) =0).
i=1

Notation. o X = (X, -, Xn).
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o B = (F(De V) pouri = 1o ket Gy = (1), () pour i = Lo+ ,r
o U=(e(1),---,e(N)).

Le modele s’écrit alors vectoriellement:

k r
X = Zazfz +ZS¢QZ‘ +U.
=1 =1

Proposition. On peut estimer les coefficients (a;) et (s;) par une régression linéaire par
moindres carrés pondérés qui accorde un poids exponentiellement plus important a Xy qu’a
X si M < N. Pour cela, on minimise la distance dans RY dépendant d’un paramétre 3:

H X — (a1F1 + 4 SrGr) H%: t(X — (CL1F1 + -+ STGT)Qil(BXX — (CLlFl 4+ STGT),

Y0 0 0
0 BNt o :

en notant Q(f) = ‘ ‘ - | et avec Z la matrice Z = (Fy--- FyGy -+ - G,),
0 o 0 --- 1

Alors Xnap= (N +p). (N +p)) ((ZQB)2) " ZB)X.
Remarque.

Il faut avoir en téte que si 5 est proche de 0 alors on prend seulement en compte les toutes
dernieres valeurs de la série, alors que 8 proche de 1 fait que ’on considere toutes les valeurs.
En pratique, on peut arbitrairement choisir 5 entre 0.5 et 0.9. Mais le mieux est d’estimer
une valeur de § adaptée au jeu de données. Pour ce faire, on utilise les données précédentes
(X10, -+, Xn—p) (le 10 est pris ici de manicre arbitraire; on pourrait aussi bien choisir X
ou Xy/2). Pour chacune de ces valeurs on connait la valeur réellement obtenue a I’horizon p; il
suffit donc pour une grille de valeur de /5 dans [0, 1], de calculer la somme des carrés des écarts
entre ces valeurs obtenues et les prédictions faites avec le filtre exponentielle de parametre /3.
On choisira Sy qui minimise cette somme de distance au carré.  Cette technique peut étre
étendue a des prédictions linéaires: c¢’est que I'on appelle une prédiction par le filtre de
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