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Cours de STATISTIQUES 1

1 Rappels de probabilités

1.1 Quelques rappels d’intégration
1.1.1 Espaces LP

Définition 1. Soit (Q, A, ) un espace mesuré. On appelle espace LP(Q, A, pn), ot p > 0, lensemble des
fonctions f: Q— IR, mesurables et telles que [ |f[Pdu < +oo.

1/p
Définition 2. Pour f € LP(Q, A, 1), ot p > 0, on note || f ||,= (/ |f|pdu) .

1 1
Propriété 1 (Inégalité de Holder). Soit p > 1 et ¢ > 1 tels que — + — =1, et soit f € LP(Q, A, pn) et
P q
g€ LI, A pn). Alors, fge LY(Q, A, pn) et
I fg =l fllp- gl
Propriété 2 (Inégalité de Minkowski). Soit p > 1 et soit f et g € LP(Q, A, ). Alors, f+g € LP(, A, ) et

I f+g =<l Fllp+1glp-

Remarque 1. Pourp > 1, || . ||, définie ainsi sur une semi-norme sur LP(Q, A, u). Pour obtenir une norme,
il faut se place dans lespace P (Q, A, 1) obtenu en “quotientant” LP(Q, A, u) par la relation d’équivalence
f = g p-presque partout (c’est-a-dire que dans ILP(Q, A, 1) on dira que f = g lorsque f = g p-presque
partout).

Définition 3. Pour f et g € IL2(Q,.A, ), on définit le produit scalaire < f,g >= /f.g dp. On muni ainsi
ILZ(Q,A, w) d’une structure d’espace de Hilbert. On dira que f est orthogonale d g lorsque < f,g >= 0.

Conséquence 1. Si A est un sous-espace vectoriel fermé de ]L2(Q,A, u) (par exemple un sous-espace de
dimension finie), alors pour tout f € IL2(Q, A, i), il existe un unique projeté orthogonal de f sur A, noté

fa, qui vérifie fo = Arginf || g — f ||2-
gEA

1.1.2 Théorémes fondamentaux

Théoréme 1 (Théoreme de convergence monotone (Beppo-Lévi)). Si (fn)n est une suite croissante de
fonctions mesurables positives convergeant simplement vers f sur , alors :

s (f fute) = [ ran= [ i g

Conséquence 2. Pour les séries de fonctions mesurables positives, on peut toujours appliquer le Théoréme
de convergence monotone et donc inverser la somme et ’intégrale.

Lemme 1 (Lemme de Fatou). Soit (fy,), est une suite de fonctions mesurables positives alors :

/ (lim inf fn> dp < lim inf/fnd,u.
n—oo n—oo
Exemple 1. Appliquer Fatou a (f,) telle que for, =04 et fopt1 = Ip.

Théoréme 2 (Théoréme de Fubini). Soit Q = Q1 x Qo, A= A1 @ As et p = 1 Q@ s (mesures o finies),
ot (1, A1, 1) et (Qa, Az, u2) sont des espaces mesurés. Soit une fonction f : Q — IR, A-mesurable et
u-intégrable. alors :

[ san= [ < 5 Flon,wahdia(en) ) daon) = [ ( A Fen,waldin (1) ) )



Théoréme 3 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue). Soit (fn)n est une suite de fonctions de
LY(Q, A, ) telles que pour tout n € IN, |fn| < g avec g € LY, A, ). Si on suppose que (f,) converge
simplement vers f sur § alors :

lim fndu:/fd,u.
n—oo

Extension 1. Le Théoréme de Lebesgue s’applique également dans le cas ot (fr,)n converge presque partout
vers f.

oo
T
Exemple 2. Convergence d’intégrale dépendant d’un parametre : par exemple / 1f_£ >n dx.
0 Z

Théoréeme 4 (Inégalité de Jensen). Soit (2, A,IP) un espace probabilisé, soit ¢ : IR — IR une fonction
convexe et soit f : Q +— IR mesurable telle que ¢(f) soit une fonction intégrable par rapport a P. Alors :

¢</fd]P) S/(b(f)d]P.

Exemple 3. Soit X une v.a. sur (2, A, IP). Alors ¢ (IEX) <IE (¢(X)).

1.2 Espérance de variables aléatoires
Définition 4. Soit X une variable aléatoire sur (2, A,TP) un espace probabilisé. Alors si X € IL'(2, A,TP),
on définit l’espérance de X par le nombre IEX = | XdIP. Plus généralement, si ¢ : IR — IR est borélienne

et si p(X) € ILN(Q, A, TP), on définit l'espérance de ¢(X) par E¢(X) = /QS(X)dIP.

Propriété 3. Si X est une variable aléatoire sur (2, A, IP), si ¢ : IR — IR est borélienne telle que ¢(X) €
IL'(Q, A, P), et si IPx est la mesure de probabilité de X alors :

EMX%iéﬂwﬂ%w)

Conséquence 3. — SiIPx est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue (donc X est
une v.a. dite absolument continue), de densité fx, alors IE ¢(X) = / o(x) fx (z)dz.

R
— SiPx est absolument continue par rapport a la mesure de comptage sur IN (donc X est une v.a. dite
discréte), de densité px, alors E¢(X) = pr(k) (k).
k=0
Propriété 4. 1. Soit X etY des variables aléatoires telles que X et Y € ILY(Q, A, IP). Alors pour tout
(a,b) € R?, aX +bY € ILY(Q, A, IP) et
E(aX +bY) = alEX + VIEY.

2. Soit X une variable aléatoire sur (2, A,IP), et soit A € A. Alors IE(I4(X)) =P(X € A).
1 1
3. Soit X etY des variables aléatoires telles que X € ILP(Q, A, IP) et Y € LY, A IP) avec — + — =1
p q
etp>1,q>1. Alors X.Y ¢ IL}(Q, A, TP) et

EX.Y| < (EIX])/(B|Y])'/".

4. Soit X et'Y des variables aléatoires telles que X et Y € ILP(Q, A, P), avec p > 1. Alors X +Y €
LP(Q, A TP) et
(BIX +Y[?)7 < (B|XP) /P + (BJY 7).

5. Soit X wune variable aléatoire telle que X € ILP(Q, A, IP) pour p > 0. Alors pour tout 0 < r < p,
X eL"(Q,A,1P) et
(E|X )Y < (BX )P,



6. Si X est une variable aléatoire sur (Q, A, IP), si ¢ : IR — IR est une fonction borélienne convexe telle

que X et p(X) € ILY(Q, A, P), alors
E(¢(X)) = ¢(IEX).

Définition 5. Pour X etY des variables aléatoires telles que X et Y € IL> (Q, A, TP), on définit la covariance
de X etY par
cov(X,Y)=E[(X - EX)(Y —-EY)];

On appelle variance de X, var(X) = cov(X, X) = E [(X — EX)?] = E(X?) — (EX)2.
Propriété 5. Sur IL?(Q, A,IP), cov(.,.) définit un produit scalaire. De plus

lcov(X, Y)? < war(X).var(Y).

1.3 Fonction de répartition et quantiles d’une loi de probabilité

Il y a une correspondance bijective entre la connaissance de IPx et celle de Fx = IPx (] — oo, z]). La fonc-
tion de répartition permet également de définir les quantiles qui sont essentiels & la construction d’intervalles
de confiance et de test.

Soit « € [0, 1]. Des propriétés de la fonction de répartition, on en déduit qu’il existe z, € IR, tel que :

lim Fx(z) < a < Fx(z,). (1)

T—Tq

Soit I, = {z4 € IR tel que xz, vérifie (1)}. On appelle quantile (ou fractile, ou percentile en anglais) d’ordre
«a de la loi IPx, noté ¢, le milieu de l'intervalle I,. Evidemment, lorsque X admet une distribution absolu-
ment continue par rapport a la mesure de Lebesgue, ¢, = Fx Ya),on F )El désigne la fonction réciproque de
Fx.

Deux cas particuliers sont a connaitre :
1/ pour a = 0.5, go 5 est appelé la médiane de Px ;

2/ pour & = 0.25 et o = 0.75 (respectivement), go.25 €t go.25 sont appelés premier et troisitme quartile
(respectivement) de IPx.

3/ pour o =0.1,...,0.9, on parlera de décile de P.

1.4 Principales lois de probabilités

Loi uniforme discreéte :

C’est la loi de probabilité discrete a valeurs dans {z1,...,z,} telle que
1
P(X =ux;)=—.
(X =)=~

1 1
On alors : EX = E(Il +oootay) et var(X) = — (23 4+ ... +22) — (EX)2
Loi de Bernoulli :

C’est la loi de probabilité discrete notée B(p) & valeurs dans {0,1} telle que
P(X=1)=p e PP(X=0)=1-p.

On alors : IEX = p et var(X) = p(1 — p).
Loi binomiale :

C’est la loi de probabilité discrete notée B(n, p) & valeurs dans {0,1,...,n} telle que

P(X =k =Ck.p" (1—p)"* pourke{0,1,...,n}.



Omnalors: X = X+ --+X,,, ou (X;) est une suite de v.a.i.i.d. de loi B(p),d’'on IEX =n - pet var(X) = n - p(1 — p).
Loi de Poisson :
C’est la loi de probabilité discrete notée P(6) & valeurs dans IN telle que
9k
IP(X:k):Eoe*Q pour k € IN.
On alors IEX = 6 et var(X) = 6.

Loi uniforme sur [a,b)] :

Cette loi est généralement notée U([a,b]), ot —co0 < a < b < oco. C'est la loi de probabilité & valeurs
dans [a, b] de densité par rapport & la mesure de Lebesgue :

On a alors [EX = bta

Loi Gamma :

Cette loi est généralement notée v(p,6), ou p > 0 et § > 0. C’est la loi de probabilité a valeurs dans
IR, de densité par rapport a la mesure de Lebesgue :

L
fx(x):@'e 2P e, -

On a alors [EX = g et var(X) = é%
Si X ~5(p,0) et Y ~~(q,0) avec X et Y indépendantes et p > 0 et g > 0, alors X +Y ~ v(p+ ¢, 6).

Pour p = 1, la loi v(p, 6) est la loi exponentielle £(6).
Loi Béta :

Cette loi est généralement notée B(p,0), ou p > 0 et ¢ > 0. C’est la loi de probabilité & valeurs dans
[0,1] de densité par rapport & la mesure de Lebesgue :

eP(l—z)™t N L'(p)I'(q)
fx(@)=—5——F— 2" -1, , ou B(p,q)=—=—"—=.
X0 =) el #9)= 414
B 1 .
On a alors [EX = (p+1.9) et var(X) = 2p a .
B(p,q) (P+a3(p+q+1) ¥
Si X ~~v(p,0)etY ~~(q,0) avec X et Y indépendantes et p > 0 et ¢ > 0, alors X+ v "~ B(p,q).

Pour p = 1, la loi v(p, 6) est la loi exponentielle £(6).
Loi normale (ou gaussienne) centrée réduite :

Cette loi est généralement notée N'(0,1). C’est la loi de probabilité & valeurs dans IR de densité par rapport
a la mesure de Lebesgue :

o) o ().

E(X)=0 et var(X)=1.

On a :

Loi normale (ou gaussienne) de moyenne m et de variance o2 :



Si Z suit la loi N(0,1), X = m + 0Z suit par définition la loi N(m,o?), loi normale d’espérance m et
de variance 2. La densité de X est donnée par :

fx(z) = \/2;7@(1) (-W) -

La figure A.1. représente la densité de la loi normale centrée réduite et celle d’une loi normale non centrée
et non réduite. A partir de la loi gaussienne, on peut en déduire les lois suivantes.

Loi du x? & n degrés de libertés :

Soit X1, -+, X,, n variables aléatoires indépendantes de loi N'(0, 1), alors
S=X{+-+X2

suit une loi du x? & n degrés de libertés, loi notée x2(n). Cette loi est & valeurs dans IR, , d’espérance n et
de variance 2n. Cest aussi la loi Gamma ~(n/2,1/2), c’est-a-dire que X ~ x%(n) admet pour densité par
rapport a la mesure de Lebesgue :

1

fx(x) = 277 T(n)2)

_ x
2" Vexp (_5) M0y,

o0

ou la fonction Gamma est telle que I'(a) = 1. e7® pour @ > 0. Enfin, si X suit une loi x?(n), par

0
définition on dira que Y = o2 X suit une loi o2 x%(n). La figure A.2. exhibe trois tracés différents de densité

de loi du x?. Loi de Student & n degrés de libertés :

La loi de Student & n degrés de liberté, notée T'(n), est la loi du quotient
N

\/S/n

olt N suit une loi N'(0,1) et S suit une loi x?(n), N et S étant deux variables aléatoires indépendantes. 11
est également possible de déterminer la densité d’une telle loi par rapport a la mesure de Lebesgue, a savoir,

t2 —(n+1)/2
fx(@) 1+ ) ,

_ 1 ( i
~n-B(1/2,n/2) n

[(a) -T'(b)
I'(a+b)
exemples de cette densité, que 'on compare également avec la densité de la loi normale centrée réduite.
Remarque : Par la loi des grands nombres, plus n est grand, plus S est proche de son espérance qui vaut n.
Le dénominateur est donc proche de 1. Il s’ensuit que la loi T'(n) est d’autant plus proche d’une loi normale

que n est grand.

ou la fonction Beta est telle que B(a,b) = pour a > 0 et b > 0. La figure A.3. illustre deux

Un des principaux intérét de la loi de Student réside dans le fait que si X1, --- , X, sont n variables aléatoires
indépendantes de loi N'(m,o?), si on considere la moyenne et la variance empiriques :

1 . _

o1
Xo= Xyt Xn) et o7 = —— (X0 = Xo)P 4+ (X = X0)%),

alors

suit une loi de Student & (n — 1) degrés de liberté.

Loi de Fisher a n; et ny degrés de liberté :



Soit 81 et Sy deux variables aléatoires indépendantes de loi respectives x2(n1) et x?(ng). Alors par défi-
nition :
o 51/111

o SQ/nQ

suit une loi de Fisher & ny et ny degrés de liberté, notée F(nq,ns).

F

Remarque : Par les mémes considérations que précédemment, la loi F' est d’autant plus proche de 1 que
les degrés de liberté nq et no sont grands.

On a également les propriétés suivantes :

n
e Si F' suit une loi F(ni,ns), alors la loi de L F est une loi beta de seconde espece de parametres

na
(n1/2,n2/2), c’est-a~dire que F est & valeurs dans IR et admet la densité par rapport & la mesure de
Lebesgue :

1 n/2 a2 xn1/271

_ I,
IO = B o™ " Gy oy )2 He0h

la notation B désignant encore la fonction Beta.

2n3 -2
e Si F' ~ F(ni,ng), alors IE(F) = e lorsque ng > 2 et var(F) = na(m + nz —2)

1
nog — 2 Tll(ng — 4) (Tlg — 2)2 orsque

ng > 4.
e Si T suit une loi de Student T'(n), alors T2 suit une loi de Fisher F(1,n).

La figure A.4. donne une idée de la distribution d’une loi de Fisher pour différents choix des parametres.

1.5 Indépendance

Définition 6. Soit (2, A,IP) un espace probabilisé.
— Soit (A;)icr une famille dénombrable d’événements de A. On dit que les événements (A;)icr sont

indépendants si et seulement si pour tous les sous-ensembles finis K C I,

P(ﬂ&):HPMJ

iEK iEK

— Soit (A;)ier une famille de sous-tribus de A (donc pour tout i € I, A; C A). On dit que les tribus
(Ai)icr sont indépendantes si et seulement si pour tous les sous-ensembles finis K C I, et pour tous
les événements A € A avec k € K, les Ay sont indépendants.

— Soit (X;)icr des variables aléatoires sur (2, A) & valeurs dans (R, B(IR)). On dit que les v.a. (X;)ier
sont indépendantes si et seulement si les tribus engendrées (X; ' (B(IR)))ier sont indépendantes.

Proposition 1. Si (X1, --,X,,) sont des variables aléatoires sur (2, A, IP). Alors les (X;) sont indépen-
n

dantes si et seulement si P(x, ... x,) = ® Pyx,.
i=1

Proposition 2. Si (X;);e; sont des variables aléatoires indépendantes sur (2, A, IP). Alors les (X;) sont

indépendantes si et seulement si pour tout J C I, J fini, pour toutes fonctions boréliennes (g;);c.s telles que
9;(X;) soit intégrable, alors

E | [[a(x5) | = [1EGX))-
jeJ jeJ

Corollaire 1. (X3, -, X,,) sont des variables aléatoires indépendantes si et seulement si pour tout (t1,--- ,t,) €
R",

¢(X17"' ,Xn)(th e atN) = H ¢XJ (t])
j=1



1.6 Vecteurs aléatoires

Définition 7. On dit que X est un vecteur aléatoire sur (2, A,IP), un espace probabilisé, si X est une
fonction mesurable de (Q, A) dans (R, B(R?)).

Définition 8. Soit X un vecteur aléatoire sur (Q, A,TP) a valeurs dans R?. Alors la loi (ou mesure) de
probabilité de X, IPx, est définie de facon univoque a partir de la fonction de répartition de X, telle que

pour x = (x1, -+ ,Tq4),
d d

Fx(2) = Px(]]] - 00,:]) = P(X € []] - o0, 2:)).

i=1 i=1

Propriété 6. Soit X un vecteur aléatoire sur (Q, A, IP) d valeurs dans RY. On suppose que X = (X1,---, X4).
Alors les X; sont des variables aléatoires sur (Q, A,TP), de fonction de répartition

Fx,(zi) = lim  Fx(zp,--- @000 24).

Les mesures de probabilités Px, déterminées de facon univoque & partir des Fx, sont appelées lois marginales
de X.

On se place maintenant dans la base canonique orthonormale de IR?. Si Z est un vecteur aléatoire &
valeurs sur IR¢, on définit IE(Z), le vecteur dont les coordonnées sont les espérances des coordonnées de Z.
Ainsi, si dans la base canonique de R¢, Z = (Zy,-+,Zq),

A E(Z)

Z, (Z,)

De la méme maniere, on définira ’espérance d’une matrice dont les coordonnées sont des variables aléatoires
par la matrice dont les coordonnées sont les espérances de chacune de ces variables aléatoires.

Ceci nous permet de définir la matrice de variance-covariance de Z de la maniére suivante :
var(2) = B[(Z - B(2)).(Z — B(2))]

donc si Z = (Zy,--+ , Zq),

7 var(Z) Cov(Z1,Z5) -+ Cov(Zy,Zy)
Cov(Zy,Z) var(Zs) <o Cov(Zs, Zyg)
var : ] _ . :
Za Cov(Z1,Zy) Cov(Za, Zg) -+ var(Zq)

matrice (d,d) dont les éléments diagonaux sont les variances et les éléments non diagonaux sont les cova-
riances des coordonnées de Z (remarquons que la variance de Z; est aussi la covariance de Z; et de Z7).

On vérifie également le résultat suivant : si C' est une matrice (p,d) & coordonnées constituées de réels
constants et si Z est un vecteur aléatoire a valeurs dans IRd, alors C'- Z est un vecteur de taille p de matrice
de variance-covariance

var(C'- Z) = C -var(Z) - C".
En particulier, si p vaut 1, alors C = A/ o h est un vecteur de taille d, et :
var(h' - Z) = h' -var(Z) - h.

Notez que cette derniere quantité est un scalaire. Soit Y7, -, Yy des variables aléatoires indépendantes de
méme loi (0, 0?), indépendantes (ce qui, dans le cas gaussien, est équivalent a cov(Y;,Y;) = 0 pour i # j).
On considere le vecteur Y = (Y7, -+, Yy)’. En raison de 'indépendance, Y est un vecteur gaussien admettant



une densité fy (par rapport a la mesure de Lebesgue sur ]Rd) qui est le produit des densités de chacune des
coordonnées, soit :

fry,-hvya) = i) X fya(y2) X -+ X fy, (ya)

—d/2
= (2%02) / exp (—2 2(y§+---+y§)>
o
—d/2 lyll?
= (2n0? -
(2m0?) exp< 507 )

avecy = (y1, - ,¥aq).- On voit donc que la densité de Y ne dépend que de la norme |Y|| : elle est constante sur
toutes les spheres centrées en zéro. Cela implique qu’elle est invariante par rotation ou symétrie orthogonale
d’axe passant par 0 : elle est invariante par toutes les isométries de R? : on dira que Y suit une loi gaussienne
isotrope. Rappelons que les isométries correspondent a des changements de bases orthonormées (BON). En
conséquence, on a la premiere propriété importante :

Propriété 7. Soit Y un vecteur aléatoire de R? de loi normale isotrope variance o2, c’est-a-dire que dans

une BON les coordonnées de Y wérifient IB(Y) = 0 et var(Y) = o2 - Id. Alors les coordonnées de Y dans
toute BON sont encore des lois N'(0,0?) indépendantes.

Voici maintenant I'un des résultats (encore appelé Théoréme de Cochran) que nous utilisons le plus et
nous en donnons donc une démonstration.

Théoréme 5 (Théoréeme de Cochran). Soit Ey et FEs, deux sous-espaces vectoriels orthogonaux de E = R¢
de dimensions respectives ki et ko et soit Y un vecteur aléatoire de R? de loi normale centrée isotrope de
variance 0. Alors Pg,(Y) et Pg,(Y) sont deuz variables aléatoires gaussienne centrées indépendantes et
| Pe, (Y)||? (resp. ||Pr,(Y)||?) est une loi a* - x*(k1) (resp. 02 - x?(k2)). Ce théoréme se généralise naturel-
lement pour 2 < m < d sous-espaces vectoriels orthogonauz (E;)1<i<m de E = R

Démonstration : Soit (e1,- - ,ex, ) et (€x, 41, , €y +ky) deux BON de Ej et Es (respectivement). L’ensemble
de ces deux bases peut étre complété en

(617"' y€hyy €hy4+1s " 5 Chy+koy Chytkot1y " " 76d)

pour former une BON de IR? (du fait que E; et F, sont orthogonaux).

Soit (Y1,---,Yy), les coordonnées de Y dans cette base; elles sont indépendantes de loi N(0,02) car le
changement de base est orthonormal et nous avons vu que la distribution de Y était conservé par transfor-
mation isométrique. Comme

Yl 2 Yk 2
Pp,(Y)=Yie1 + -+ Yy er, = ||Pg,(V)|* =0 <(J) +..._|_< Jl))

Y, 2 Y, 2
Pg,(Y) =Y s1€m41 + + Yy thphy ke, = ||Pe,(V)|]> =0 <(k;_+1> ++ (W) ) .

On voit bien ainsi I'indépendance entre les deux projections et le fait que la loi de | Pg, (Y)||? (resp.
| Pe,(Y)||?) est une loi 02 - x2(ky) (resp. o2 - x?(k2)). |

On peut définir plus généralement un vecteur gaussien Y & valeurs dans R? (non dégénéré), d’espérance
we IR et de matrice de variance-covariance ¥ quelconques (du moment que ¥ soit une matrice de Toeplitz
définie positive). Cela équivaut a définir un vecteur aléatoire de densité par rapport a la mesure de Lebesgue
sur IRd,
(2m)—"/? 1 N
fry)="——ep |5y -n' 2" (y—-n),
12 2

pour y € RY, et avec |2 le déterminant de la matrice ¥. Remarquons une nouvelle fois que l'espérance et la
variance définissent complétement la loi de probabilité d’un vecteur gaussien.

A partir des propriétés générales sur les vecteurs aléatoires, on obtient le fait que :
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Propriété 8. Soit Y un vecteur gaussien & valeurs dans RY (non dégénéré), d’espérance p € R? et de
matrice de variance-covariance Y. Soit C une matrice réelle de taille (p,d) ot p € IN*. Alors C - Y est un

vecteur gaussien tel que :
C-Y~N(C-p,C-%-C")

On en déduit les conséquences suivantes :
e si Y est un vecteur gaussien isotrope de RY de variance o2 et h un vecteur de IR, alors i/ Y est une
combinaison linéaire des coordonnées de Y tel que :

R’ -Y suit la loi N(0,0% -’ - h) = N(0,0% - ||h|*)

e si Y est un vecteur gaussien d’espérance p et de matrice de variance X et si h un vecteur de IR?, alors
h' - Y est une combinaison linéaire des coordonnées de Y et :

R’ -Y suit la loi unidimensionnelle N'(h' -y, h’ - X - h)

(Pour une présentation plus détaillée des notions sur les vecteurs gaussiens on peut consulter le livre P.
Toulouse, 1999, chap.2)

1.7 Fonctions caractéristiques

Définition 9. Soit X un vecteur aléatoire sur (0, A,P) & valeurs dans R®. La fonction caractéristique de
X est la fonction ¢x : R — C telle que

bx(t) = Blexpli < t, X >)] = / )

IRd
d
ot < . > désigne le produit scalaire euclidien sur RY tel que < t,x >= Ztixi pour t = (t1,--- ,tq) et
i=1
gj:(xh... ;xd)'
Remarque 2. La fonction caractéristiques existe sur IR et ¢x(0) = 1. ¢x est aussi la transformée de

Fourier de la mesure IP x.

Théoréme 6. Soit X et Y des vecteurs aléatoires sur (Q, A, IP) a valeurs dans RY, de lois Py et Py.
Alors IPx = Py si et seulement si ¢px = @y .

Théoréme 7 (Théoréme d’inversion). Si X est un vecteur aléatoire sur (Q, A,TP) a valeurs dans R et si
ox est une fonction intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue \g sur R, alors X admet une densité
fx par rapport & \g telle que pour x € RY,

fx((E) = ﬁ ‘/IRd €_i<t’x>¢)X(t)dt.

Proposition 3. Si X est une variable aléatoire sur (2, A, IP) de fonction caractéristiques ¢x. Alors si
E(X|") < 400 (ou X e L"(Q, A, IP)), ¢x est n fois dérivable et d)g?) (t) = i"IE(X e X).

Remarque 3. Lorsque ces moments existent, on a i"IE(X™) = g?) (0).

1.8 Convergence de suites de variables aléatoires

Lemme 2 (Lemme de Borel-Cantelli). Soit (A, )new une suite d’événements sur (Q, A, IP).
1. Si ZIP(AR) < 400 alors IP(limsup 4,,) = 0.
2. Siles (Ay) sont indépendants, ZIP(An) = 400 implique que P(limsup A4,) = 1.

Définition 10. Soit (X,)new une suite de variables aléatoires sur (Q, A, IP). On dit que

— (X,) converge en probabilité vers X, noté X, % X, lorsque pour tout € > 0,
n—-+0oo

lim P(|X, — X|>¢)=0.
n—oo
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— (X,) converge dans ILP(Q, A, IP) vers X, noté X, L, X, avec p > 0, lorsque

n—4oo

lim X, — X|? = 0.

n—oo

. . L . . .
— (Xn) converge en loi vers X, noté X, —+> X, lorsque, pour toute fonction ¢ continue bornée,
n—-—+oo

lim Ep(X,) = Ep(X).

n—oo

— (X,,) converge presque strement vers X, noté X, 25 X, lorsque 3E € Q avec P(E) =1 tel que

n—-+oo
Yw € E, limy, 00 Xp(w) = X(w)
< pour tout € > 0,
lim P(sup | X,, — X| >¢) =0.

n—oo m>n
Propriété 9. 1. ps.etP — P — L.
2. pour q > p, L9 — ILP.
3. La convergence en loi n’entraine pas la convergence en probabilité. Mais (Xy, 2, C) = (X, £, )
n—-+oo n——+oo
pour C une constante.
4. Si g est une fonction borélienne continue alors (X, 2, X) = (9(X,) N g9(X)).
n—-+00 n——+o00
(o)
Propriété 10. 1. Si pour tout € > 0, ZIP(|Xn — X|>¢e) < +o00 alors X,, 25 X (application du
=0 n——+o0o

Lemme de Borel-Cantelli).

2. Si il existe v > 0 tel que IE(|X,|") < 400 et g E(X, — X|") < 400 alors X, p'—i} X.
n—-+00
n=0

Le lemme du porte-manteau donne des descriptions équivalentes de la convergence en loi.
Lemme 3 (Porte-manteau). Pour une suite de variable aléatoires (Xp)nen et un variable aléatoire X a
valeur dans un méme esace métrique (E,d), les proriétés suivantes sont équivalentes :
1. X,, converge en loi vers X.
limsupIP(X,, € F') <IP(X € F) pour tout ensemble fermé F.
liminf P(X,, € G) > IP(X € G) pour tout ensemble ouvert G.
IP(X,, € B) = IP(X € B) pour tout ensemble borélien B avec IP(X € §B) =0, ou 6B = B — B.

Ef(X,) — f(X) pour toute fonction bornée et Lipschitz (c’est-a-dire telle qu’il existe L avec |f(x) —
fW)| < Ld(x — y) pour tout z,y.)

G fo e

Preuve (1) — (2). Soit F' un fermé de E. On note

e

F, = {x e RYd(z, F) <

b

or(x) = f(kd(x,F)) =1—kd(z, F) si x € Fy, et 0 sinon.

De plus, pour tout x € E et k > 0, on pose

Par définition Ip < ¢, < 1IIf, , et

limsup P (X,, € F) < limsup E¢r(X,,).

Comme ¢y, est continue et bornée, on aura par (1) :

limsup ¢ (X,,) = im E¢g(X,) = E¢r(X).
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Comme ¢y, < Ip,, on aura IE¢,(X) < P(X € F}), par conséquent, pour tout k > 1,

limsupP(X,, € F) <IP(X € Fy,).

Enfin, comme (F})ren- est décroissante et Ng>1F, = F = F, on a

i%fIP(X € Fy) = h}gnIP(X EF,)=P(X€EF)

et limsupIP(X,, € F) < IP(X € F). Montrons maintenant que (2) et (3) sont équivalents, supposons que
(2) soit vrai et considérons un ouvert O de E. Alors, O est un fermé, donc

liminf, IP(X,, € O) = liminf, (1 — IP(X, € O%))
=1-—limsup, P(X,, € 0°) >1— Pro(X € 0°) =P(X € 0).

La démonstration de (3) implique (2) est identique. Montrons maintenant que (2) et (3) implique (4). Soit
A un borélien de F tel que IP(X € §A) = 0. Comme

AcAc A=AUdA,
ainsi IP(X € A) = IP(X € A) = IP(X € A). D’apres (2),
limsupIP(X,, € A) < limsupIP(X,, € A) <P(X € A)

et d’apres (3) ) )
liminf P(X,, € A) > liminfIP(X,, € A) <IP(X € A).
n n

Finalement,
ImIP(X, € A) =1P(X € A).

Montrons maintenant que (4) entraine (1), soit ¢ une fonction continue et borné, telle que 0 < ¢ < 1, alors :
— Comme ¢ > 0, on montrera en TD que

1 1
Eo(X) = [ P(0(X) > )i et BOX) = [ P(6(X,) > o

— Comme ¢ est continue, §¢ ! (]z, 00]) C ¢~ 1({z}) donc P(X € §¢~ (], 00[)) = 0, sauf pour un nombre
au plus dénombrable Dy de valeurs de z, en effet, dans le cas contraire on aurait P(X € E) = oo.
De méme, pour n > 1, IP(X,, € 6¢~(]z, 00[)) = 0, sauf pour un nombre au plus dénombrable D,, de
valeurs de z. L’ensemble U, cnD,, est dénombrable et donc Lebesgue-négligeable. Par conséquent, par
(4), pour presque tout = € [0,1] :

P(p(Xp) > z) = P(p(X) > 7)

et par convergence dominée :
E¢(Xn) = E¢(X).

Enfin, pour le cas général, si ¢ est une fonction continue bornée a < ¢ < b, on se ramene au cas précédent
en posant ¢* = 2=% et on conclut par linéarité de Dintégrale. Comme toute fonction Lipschitz et bornée est
continue et borné, (1) entraine (5), pour terminer la preuve il suffit de montrer que (5) entraine (3). Pour
tout ensemble ouvert G, il existe une suite croissante de fonctions Lipschitz telles que 0 < f,, — L. Il suffit
de prendre la fonction f,,(x) = min(md(z, G¢), 1) qui est m Lipschitz. Pour tout m fixé, on aura

lim inf P(X, € G) >lim inf Ef,(X,) =Ef,(X).
n— oo n—oo
Finalement, quand m — oo, IEf,,,(X) — IP(X € G) par convergence monotone.

Conséquence de ce lemme Une premiere conséquence de ce lemme est la proposition suivante :
Proposition 4. On note x = (x1,--- ,24)7 un vecteur de RY, F, la fonction de répartition de X,, et F
celle de X. La suite de vecteurs aléatoires (X, )nen converge en loi vers X si et seulement si

li7rln F,(x) = F(x),

en tout point de continuité de x — F(x).
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Preuve Montrons d’abord que si X,, converge en loi vers X alors lim,, F},(x) = F(z) en tout point de
continuité de = — F(z). On a lim, F,(z) = F(z) < lim, IP(X,, € H?Zl |—00,2]) =P(X € H:-l:l |—00, z]).
Comme (51—[?:1 |—o0, ;] = {z}, on aura IP(X € (5]—[?:1 ]—o00,2;]) = P(X =2) = F(z) — F(z_) qui est nul
si et seulement si F' est continue a gauche, donc continue en z. Réciproquement, I’ensemble de points de
discontinuité de F, D, est au plus dénombrable, sinon on aurait P(X € D) = co ce qui est impossible. Ainsi
E=TR¢ \ D est dense dans R? et la mesure de Lebesgue de D est nulle. Si z — f (x) est continue sur R
et notons I = Hle [a;, b;] un rectangle compact de IR donc les sommets {(a;,b;),i € 1,--- ,d} sont tous
dans E. Pour tout € > 0, il existe un rectangle compact I tel que Pro(X ¢ I) < e. Comme toute fonction f
continue sur un compact est uniformément continue sur ce compact, il existe une partition finie de rectangles
{I;,1 < j < J} (I; éventuellement ouvert aux extrémités) tels que I = U;I;, avec tous les sommet de I;
dans E et telle que f varie d’au plus € sur chaque ;. On choisit un point z; dans chaque I; et on définit
fe =22, f(zj)I;;. On aura alors pour tout x € I, |f-(z) — f(z)| < e et

IEf(X)—Ef(X)|<e+P(X ¢ 1) <2

Si n est suffisamment grand on aura de plus IP(X,, ¢ I) < € et comme les sommet des I; sont dans E :

lim [, (X)) ~ E£(X)| < lim Y [P(X, € ;) ~ P(X € 1) | (z)] =0,

ainsi que

‘IEf(Xn) - IEf(X)| = |IEf(Xn> - ]Efe(Xn) +Efe(Xn) — IEfe(X) + IEfa(X) - ]Ef(X)l <
Ef(Xy) — Efe(Xo)| + [Ef:(Xn) — Efe(X)] + [Ef.(X) - Ef(X)[,

on aura, pour n suffisamment grand,
Ef(X5) —Ef(X)] < 5e.

Comme c’est vrai pour tout € > 0, on aura bien IEf(X,,) — IEf(X) pour toute fonction continue bornée et
X, 5 X.

Si la variable X a une fonction de répartition continue alors la convergence de Fj, vers F' est méme
uniforme en z.

Lemme 4. Si X, Ly X etla fonction de répartition F' de X est continue alors en notant F, la fonction
de répartition de X, :
sup | F,(z) — F(z)| — 0.
x

Preuve On commence par le cas unidimensionel. Fixons k£ € N*, par la continuité de F, il existe —oo =
o < a1 < -+ <xp =00 avec F(x;) = ¢, pour 7,y <x <y :

Fn(l’) — F(l‘) < Fn(xz) — F(xi,l) = Fn(.ﬁl) — F(xz) + %
> Fy(w) — Fwg) > Fo(wio1) — Fag) = Fo(zio1) — Faio1) — ¢
Ainsi, Vk € N*,
sup |, () — F(z)| < sup |Fy (zi) — F(zi)| + % = %

Donc, pour tout k € N* lim,, sup,, |F,,(z) — F(z)| < 4 ce qui montre que lim,, sup,, |F,,(z) — F(z)| = 0.
Pour le cas multidimensionnel, il suffit de prendre une partition finie de IR? en hyper-rectangles

(—oo =2’ <2l <. <2l = oo)1<‘<d

telle que pour = € R? il existe deux sommets d’hyper-rectangles x; et ;1 avec ;1 < = < x; tels que
F(z;) — F(zi—1) = 1 et de répéter I'argument précédent .
Une autre conséquence du lemme du porte-manteau est une partie de la proposition suivante :

Proposition 5 (Lien entre les convergences). Soit X, Y, et X des vecteurs aléatoires, alors :
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1. X, 2% X implique X, £ x.
2. 8i X, 55 X et d(X,,Yy) = 0, alors Y, -5 X.
3. X, Lo x implique X, £ X,
4. X £, ¢, ou ¢ est une constante, si et seulement si X, N
5.8 X, =5 X etY, 2 ¢, ou ¢ est une constante, alors (Xp,Yn) £, (X, 0).
6. 8i Xy 5 X et Y, 25 Y, alors (X,,,Y,) = (X,Y).
Preuve

1. La suite d’ensemble A,, = Up>pn {d(Xn, X) > €} est décroissante pour tout € > 0 et décroit vers un
ensemble de mesure nulle si X,, £ X. On aura donc IP(d(X,,, X) > ) < P(A,) — 0.

2. Pour toute fonction f & valeur dans [a,b], L-Lpischitz et ¢ > 0,
[Ef(Xn) = Ef(Ya)| < eElyx, v,)<e +2L(b = a)Ellyx, v,)>e-

Par hypothese, le second terme de droite de I'inégalité converge vers 0, le premier terme de droite
est de taille ¢ qui est arbitrairement petit, ainsi [IEf(X,,) — IEf(Y,)| — 0. Le résultat est donc une
conséquence du lemme du porte-manteau.

3. Comme d(X,,X) —0et X £, X, cette propriété découle de la propriété 2).

4. D’apres la propriété précédente, il suffit de montrer que si X, £, ¢ alors X, P, ¢. Soit une boule
ouverte autour de c¢ et de rayon ¢ : B(c,e) = {z,d(x,c) < €}. On aura IP(d(X,,,c) > ¢) = P(X, €
B(c,e)°. Si X, £, ¢ alors par le lemme du porte-manteau limsup,, P(X,, € B(c,e)®) < P(c €
B(c,e)¢) =0 et IP(d(X,,¢) > €) — 0.

5. Onremarque d’abord que d(X,,Yy), (Xn, ¢)) = d(Ya,¢) L. D’apres 2), il suffit donc de montrer que
(Xn,0) =N (X, ¢), mais pour toute fonction continue bornée (x,y) — f(z,y), la fonction z — f(x,c)
est continue bornée, ainsi IEf(X,,c) = IEf(X,¢) si X, £50.

6. Cette propriété est la conséquence de d((z1,y1), (z2,y2)) < d(z1,22) + d(y1, y2)-

Finalement, une autre conséquence du lemme du porte-manteau sera le théoreme de ’application continue
ci-apres.

Les 5 théoremes suivants sont des classiques de la théorie des probabilités et on renvoit donc au cours de
probabilité pour leurs preuves.

Théoréme 8 (Loi faible des Grands Nombres). Soit (X, )new une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées. Alors si IE(|X;]) < +oo,
Xy 44 X
X, = A1ttt An Q m = EX;.
n n—+00
Théoréme 9 (Loi forte des Grands Nombres). Soit (X, )neN une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées. Alors si IE(]X;]) < +oo,

X4+ 4+X N
X, -ttt A ps L py

n n—-+oo

Théoréme 10 (Théoreéme de la limite centrale). Soit (X, )new une suite de variables aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribuées. Alors si 0% = EX? < +o00, et m = EX;,

XnZm o £ n01).

\/ﬁ o n—+oo
Théoréme 11 (Loi forte des Grands Nombres multidimensionnelle). Soit (X, )nen une suite de vecteurs
aléatoires o valeurs dans R?, indépendants et identiquement distribués. Alors si IE(|| X;||) < +o0 (pour ||.||
une norme sur IR?),
— Xit o+ X pe
X, -1t t A e gy,

n n—-+oo
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Théoréme 12 (Théoreme de la limite centrale multidimensionnel). Soit (X,,)new une suite de vecteurs

aléatoires & valeurs dans R, indépendants et identiquement distribués. Alors si ¥ matrice de covariance de
chaque X; existe, et m = [EX},

\/E(Yn _ m) nﬁm N4(0,%).

Théoréme 13 (Application continue). Soit g une fonction presque-sirement continue de R* dans R™
alors :

1. 8i X, =5 X, alors g(X,) = g(
2. 8i X, 25 X, alors g(X) - g(
3. Si X, 25 X, alors 9(Xy) A g(

>

)

)
).

ols

Preuve

1. 11 suffit de prouver que pour toute fonction f continue borné IEf(g(X,)) — IEf(g(X)). Comme
. ’ y . L
h = f o g est continue bornée, c’est vrai car X,, — X.

2. Notons D, ’ensemble des points de discontinuité de g, comme g est une fonction presque-siirement
continue on aura IP(X € Dy) = 0. Pour € > 0, on définit B; comme :

By ={zcRMa ¢ D, : 3y e R : |l —yll < 6 et llg(a) — 9(v)] > <}
Comme g est presque-sirement continue, lims_,o Bs = (. On aura
P(lg(X,) — g(X)| > ) <P(X, — X| > 6) + P(X € By) + P(X € D,) "7=37"

Ainsi, lim,, P(|g(X,) — g(X)| > &) = 0 et g(X,) = g(X).
3. Si g est continue en X (w), alors

lim X, (w) = X () = lim g(X,,()) = 9(X ().

Ainsi
P (lim,, 9(Xa(w)) = 9(X (@) 2 P (limy, 9(Xn(w)) = g(X(@)), X ¢ Dy)
> IP (limy, X, (w) = X(w), X ¢ Dy) =

En combinant ce théoreme avec la proposition 5 sur les liens entre les convergences , on obtient le lemme
de Slutsky :

~—
\
—_

Lemme 5 (Slutsky). Si X,,, Y, sont des vecteurs (ou des matrices) aléatoires, avec des dimensions compa-
tibles avec les propriétés suivantes. Si X, Ly X et Y. g, alors :

1L Xu+Y, 5 X +e.

2. VX, 55 eX.

— L _ . ; .
3. Y, 1X, — 71X, sic est inversible.

1.9 Symboles o et O stochastiques
Une famille de vecteurs {X,,a € A} est dite uniformément tendue si pour tout € > 0, il existe M tel que
sup IP(|| Xl > M) < e.
a€cA

Il est pratique d’avoir une notation pour les termes qui convergent vers 0 en probabilité, ou qui sont bornés

en probabilité. La notation (X, )nen = op(1) signifie que X, L4 0 et la notation (Xn)nen = Op(1) signifie
que (X,,)nen est uniformément tendue. Plus généralement, pour une suite aléatoire (R, ),en on notera :

Xn=o0p(R,)si X, =Y,R, et Y, =o0p(1).
X, =0p(R,) si X, =Y,R, et Y, =O0p(1).

On montre facilement, en revenant a la définition, les regles de calculs suivantes :
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— op(Op(1)) = op(
On aura de plus le lemme suivant :

Lemme 6 (Comparaison stochastique). Soit un fonction R définie sur un domaine dans RY telle que
R(0) = 0. Soit (X,,)nen une suite aléatoire dans le domaine de R qui converge en probabilité vers 0. Alors
pour tout p > 0,

1. Si R(h) = o(||h]|P), quand h — 0, alors R(X,) = op(|| Xn||P).

2. Si R(h) = O(||h]|P), quand h — 0, alors R(X,) = Op(||Xn||P).

Preuve Soit g(h) telle que g(h) = ﬁ%"ﬁg pour h # 0 et g(0) = 0, alors R(X,,) = g(X,)|| X |?-

1. Par hypothese g est continue en 0 donc g(X,,) 50 par le théoreme de ’application continue.

2. Par hypothese, il existe M et § > 0 tel que |g(h)| < M quelque soit h avec ||h|| < 4, donc IP(|g(X,,)| >
M) <TP(]|X,]| > &) — 0 et la suite g(X,,) est uniformément tendue.

1.10 Delta-méthode
1.10.1 Résultat basique

La delta-méthode consiste a utiliser un développement de Taylor pour approximer un vecteur aléatoire
de la forme ¢(T},), quand la fonction ¢ est différentiable et T, N 6, on peut alors déduire la loi limite de

d(T,) — ¢(0). Une conséquence immédiate du théoréme de Iapplication continue est que si T, £, 6, alors
o(Ty) P, #(0). De plus si application ¢ est différentiable, de différentielle ¢7, on aura :

Vi (§(Tn) = 6(9)) ~ ¢ (Vn(Tn — 0))

et si v/n(T,, — 6) N pour une variable aléatoire T', on s’attend & avoir /n(¢(T;,) — (6)) N ¢p(T). En
général, les estimateurs statistiques 7,, sont vectoriels : T, = (Tj1,- -+ ,Tn,a), Si on suppose de plus que ¢
est une fonction de RY — IR™ définie, au moins, dans un voisinage de 6. On dit que ¢ est différentiable en
6 si il existe une application linéaire ¢j, : R = R™ telle que :

¢(0 + h) — $(0) = ¢y(h) + o(|[]]), b — 0.

Si ¢ est differentiable et 8 = (61,--- ,04), alors on peut représenter cette différentielle par la matrice :
0¢1(8) ... 091(9)
001 004
Py = : :
6¢”7L(9) .. 6¢77L(9)
001 004

Si Papplication 6 — ¢'() est continue (en identifiant la norme de 'application linéaire & la norme de la
matrice qui la représente) on dira alors que ¢ est continuement différentiable. Il est préférable de voir la
différentielle comme une approximation linéaire h — ¢} (h) de la fonction h — ¢(6 + h) — ¢(6). Si 'image de
¢ est réelle, (et sa différentielle est un vecteur ligne) la différentielle de ¢ est appelée “gradient”. Remarquons
que la dérivée d’une fonction réelle ¢ : R — IR, ne correspond pas a la différentielle qui est une application
linéaire est non pas un nombre. Ici 6 — ¢ est une fonction de IR dans I’ensemble des applications linéaires
de R — IR. Graphiquement, I’approximation affine h — ¢(6) + ¢j(h) est la tangente de la fonction ¢ en 6.

Théoréme 14 (Delta-méthode). Soit ¢ : Dy € R — IR™ une application définie sur un sous-emsemble de
RY et différentiable en 6. Soit T, un vecteur aléatoire & valeur dans le domaine de définition Dy de ¢. Si

7 (T — 0) LT pour une suite r, — 00, alors r,(H(T,,) — ¢(09)) £, ¢p(T). De plus

ra(@(Ty) — 6(8)) — ¢ (r (T — 8)) 0.
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Preuve Comme r, (T, —6) £, T, elle est uniformément tendue et T,, —6 P4 0. Comme ¢ est différentiable
en 6, R(h) = ¢(0 + h) — ¢(8) — ¢y(h) satisfait R(h) = o(||h||) quand h — 0 et le lemme de comparaison
stochastique de la section précédente permet d’en déduire que

O(Tn) = ¢(0) = —¢y(Tn — 0) = R(T;, — 0) = op (|| T — 0]]).

En multipliant cette égalité par r,, et en remarquant de op(r,||T, — 0||) = op(1) car r,(T;, — 6) est unifor-
mément tendue, on en déduit que

P

T (d(Tn) — 6(0)) — b (ru (T — 0)) — 0.

Comme une application linéaire est continue, on en déduit que

S (ra(Ty — 0)) =+ ¢(T).

Par la proposition 5 sur le lien entre les différentes convergence, on en déduit que r,(¢(T,) — #(0)), a la
méme limite ¢} (T).
Le corollaire ci-apres est une conséquence immédiate de ce théoreme :

Corollaire 2. Soit (X,,)nen une suite de vecteurs aléatoires a valeurs dans RY, indépendants et identique-
ment distribués, telle que 3 matrice de covariance de chaque X; eziste, et m = IEX;. Soit g : R? — IR? une
fonction de classe C* sur un voisinage autour de m, de matrice Jacobienne Jy(m) en m. Alors,

Vi(9(Xa) = g(m)) 55 Na(0,Jy(m) - 2 - Ty(m).

n—-—+oo

Exemple (Skewness) Pour un échantillon i.i.d. (Zy,---,Z,) onnote Z = 1 3" | Z;. La Skewness d’une
_ 3
loi de variance o2 est le quotient A = w. L’estimateur empirique de la Skewness est donc

(02)2
Ly (X - X)
Ay ox - x)2)°”

Si la loi a un moment d’ordre 3 fini, S,, converge en probabilité vers sa Skewness. La Skewness d’une
distribution symmetrique, comme la loi normale, vaut 0, et on peut utiliser la Sknewness empirique pour
tester cet aspect de la normalité. Pour n grand, une valeur critique pour tester cette hypothese peut étre

déduite de la loi asymptotique de S,. S,, peut étre écrite ¢(X, X2, X3) avec ¢(a,b,c) = %. Si on

note oy, = IE(X¥), la suite \/n(X — a1, X2 — ay, X3 — a3) est de moyenne nulle et asymptotiquement
normale des que IE(X%) < co. La valeur ¢(ay, as,as3) est exactement la Sknewness de la loi. La fonction ¢
est différentiable au point (a1, ag, a3) et on peut appliquer la delta-méthode. On peut simplifier les calculs
en remarquant que la Skewness ne dépend pas de la moyenne et de la variance de la loi. Ainsi, si on pose
Y; = X2 Testimateur de la Skewness peut aussi s'écrire ¢(Y,Y2,Y?3). Si on note p, = E(X; — E(X;))*)

le moment central de X;, A = £ et k = Var(Y?) — 2, on peut montrer que

S, =

7? T 1 A k+3
Vil 2o | Br=1n |=N|0o | A w+2 L)
W — )\ T3 K+ 3 % — % — )\2
La dérivée de ¢ au point (0,1, ) vaudra (—3,—3%,1). Ainsi v/n(S, — A) =N (=371 — 22 4+ T3). Si la loi

de X est normale, alors A = ps =0, k = 0 et £& = 15 et \/n(S, — ) £, N(0,6).

Exemple : stabilisation de la variance Si une statistique 7T}, ebt telle que /n(T,, —0) £ N(0,0%(9)),
l'intervalle de confiance de niveau 1 — 2« est donné par [T}, — -C, 19 f T+ Cy, 0(9)] avec IP(|Z] > Cy) =
Z ~ N(0,1). Ces intervalles de confiance dépendent du paramétre inconnu 6. Une solution est de remplacer

0(#)) par une estimation 6(6) il o(0), pour obtenir un intervalle de confiance de niveau asymptotique
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1 — 2a. Une autre approche est d’utiliser une transformation pour stabiliser la variance. L’idée est est de
choisir une transformation bijective croissante ¢ telle que ¢jo(f) = 1, ainsi on aura

VR((T) — 6(8)) =5 N(0,1)

et on en déduira 'intervalle de confiance de niveau 1 — 2« :

o - ) o om0 ).

11 suffit donc de choisir ¢(f) = [ ﬁd@.
Par exemple, Si on a un échantillon i.i.d. de loi normale bivariée (X1,Y7),-- -, (X,,Y,), avec pour coef-
ficient de corrélation entre X et Y : p, alors le coefficient de corrélation empirique sera

R »/ 16 o o[t s O N
VI (6 - X2, (i - )2

Avec la delta-méthode, il est possible de calculer la loi asymptotique de v/n(r, — p). Sous ’hypothese de

normalité, On peut montrer, aprés de longs calculs ennuyeux, que /n(r, — p) LN (0, (1 — p?)?). Donc les
bornes de I'intervalle de confiance dépendent de la variance inconnue (1 — p?)2. La transformation

1 1 1
d(p) = /fpzdp = 3 log % = arctanh(p)

stabilisera la variance. Ainsi, on aura /n(arctanh(r,) — arctanh(p)) LN (0,1) et lintervalle de confiance
de niveau 1 — 2« sera :

{tanh (arctanh(Tn) - \C/%) , tanh (arctanh(Tn) + \C/%ﬂ :

1.10.2 Développement d’ordre supérieur

La delta-méthode est basée sur un developpement de Taylor d’ordre 1, il est possible d’avoir besoin d’ordre
plus grand pour pouvoir conclure. C’est la cas si le premier terme du développement est négligeable, c’est-
a-dire quand ¢} = 0. On peut alors espérer que le second terme, quadratique, détermine le comportement
limite de ¢(7},).

Exemple Si X £, N(0,1) alors —2n(cos(X) — 1) £, x%(1). En effet

cos(X) — cos(0) = (X — 0)(—sin(0)) + %(X —0)%(=cos(0))* + o(|X])

—2
et la suite nX~ converge en loi vers un x?(1) par le théoreme de I’application continue. Par la proposition 5

sur le lien entre les différentes convergences, on en déduit que —2n(cos(X) — 1) a la méme limite.

1.10.3 Delta méthode uniforme

11 est possible de prouver la normalité asymptotique de \/n(¢(Tn) — ¢(6,)) si 8, — 6. Pour cela il suffit
que 'application ¢ soit continuement dérivable.

Théoréme 15 (Delta-méthode uniforme). Soit ¢ : Dy C RY — R™ une application définie sur un sous-
emsemble de R® et continuement différentiable en un voisinage de 0. Soit T, un vecteur aléatoire & valeur
dans le domaine de définition Dy de ¢. Si r (T, — 65) Lo pour 0, — 0 et une suite r, — oo, alors

ra($(Th) — ¢(0,)) =5 ¢)(T). De plus

Pr(D(T) = 6(02)) — S (ra(To — 0,)) 5 0.
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Preuve 1l suffit de prouver la convergence ne probabilité

Pr(D(T) — 6(02)) — S (ra(Tn — 0,)) > 0.

la proposition 5 sur le lien entre les différentes convergences permettra de conclure. Comme la convergence
en probabilité vers 0 d’un vecteur est équivalente a la convergence en probabilité vers 0 de chacune de ses
composantes on peut supposé, sans perte de généralité, que ¢ est réelle. Pour 0 < ¢ < 1 et h fixé, on définit
gn(t) = ¢(0, +th). Si n est suffisamment grand, et h suffisamment petit, 6, et 6,, + h seront tout deux dans
le voisinage de 6 ol ¢ est continuement différentiable. Alors ¢ — g¢,,(¢) sera continuement différentiable, avec
pour dérivée g;,(t) = ¢y 4, (h). Le théoréme des valeurs intermédiaires assure qu'il existe 0 < § <, tel que
9n(1) = 9(0) = g, (§). Ainsi

Ry (h) = ¢(0n + ) — ¢(0n) — dy(h) = do,+en(h) — $p(h).

Par la continuité de Papplication 6 — ¢y, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que, si || — 6] < J, on
aura ||¢p — ¢pll < e||h|| pour tout h. Si n est suffisamment grand et [|h| < ¢ alors |0 — (6, + h)|| < 4 et
IR, (h)|| < e|lh||. Ainsi pour tout n > 0,

é
P 0l a(T = 0] > 1) <P (I~ 0,12 ) + 12 (alIT = Bl > ).

Le premier terme de droite converge vers 0 quand n — oo , de plus le deuxieme terme est arbitrairement
petit si € est choisi suffisamment petit et IP (ry, || R (T, — 0,)|| > 1) — 0.

1.11 Espérance conditionnelle

Définition 11. Soit Y une wvariable aléatoire sur (2, A,IP). Si B est une sous-tribu de A et si Y €
IL2(Q, A, IP). Alors on note IE(Y |B) la projection orthogonale de Y sur IL*(Q,B, P), appelée espérance
conditionnelle de Y sachant B. Ainsi :

E[Y —-E(Y |B)f = Lnf {IE|Y— Z\Z}.
zZe D,

Par extension, si Y € ILl(Q,.A,IP), on définit l’espérance conditionnelle par rapport a B, comme 'unique
(p.s.) variable aléatoire, B-mesurable vérifiant p.s. :

/IE(Y\B)dIP:/YdIP, pour tout B € B.
B B

Définition 12. Par convention, si X un vecteur aléatoire a valeurs dans R"™ sur (2, A,IP) et si Y une
variable aléatoire sur (2, A,IP), on note IE(Y | X) = E(Y | X 1(B(R))).
Propriété 11. 1. Lemme de Doob : Pour Y € ILY(Q, A P), et X une v.a. de(Q, A, P), alors p.s.
E(Y | X) = h(X), avec h une fonction borélienne.
2. PourYy et Ys deux variables aléatoires sur (2, A, P), et (a,b,c) € R?, alors

E(aY; + bYs + ¢| B) = alE(Y1 | B) + bIE(Y2 | B) + c.
3. Si Y1 <Ys, alors IE(Y1 | B) < IE(Yz|B).

4. Le Lemme de Fatou, les théorémes de Beppo-Levi, Lebesque et Jensen s’appliquent avec l’espérance
conditionnelle.

5. 8iY € IL2(Q,B,1P), alors IE(Y | B) = Y ; ainsi IE(g(X) | X) = g(X) pour g une fonction mesurable
réelle.

6. On a E(IE(Y | B)) = EY.

7. Si YY(B(R)) et B sont indépendantes alors IE(Y | B) = IEY ; ainsi, si X et Y sont indépendantes,
EY|X)=EY.

8. Si(X,Y) est un couple de v.a. d valeurs dans IR? possédant une densité fx,y) par rapport a la mesure
de Lebesgue, alors si X est intégrable ,

. x,y)d
EY |X=x)= f]Ry foen @ y) y, pour tout x tel que / Jxy)(z,y)dy > 0.
Jr fxv)(z,y) dy R
Proposition 6. Si (Y, X1, ,X,,) est un vecteur gaussien, alors E(Y | (X1, -+ ,Xp)) =ao+ a1 X1 +---+
an Xy, ot les a; sont des réels.




20

2 Estimation paramétrique

2.1 Définitions

Dans toute la suite, on se place sur (£2,.4,1P) un espace de probabilité. On consideére (X,,),n une suite
de variable aléatoire, oil chaque X; est définie sur (£2,.4,1IP) et est & valeur dans ' C IR.

Définition 13. — On appelle modéle statistique de dimension n un espace (()", AL, u), ou Al est
une tribu sur ()" et p une mesure de probabilité sur (V)" AL).
— On appelle échantillon de taille n du modéle statistique ()™, Al,, 1) le vecteur aléatoire (X1, ..., X,)
distribuée selon la loi pn. Pourw € Q, (X1 (w), ..., Xn(w)) vecteur de R™ est appelé échantillon observé.
C’est a partir et sur ce vecteur que le travail statistique s’effectue (en général).

Définition 14. On appelle :
— Modéle statistique paramétrique, une famille de modeéle de la forme : ()™, Al ,Py,0 € O), ou
© C IR?.
— Modele statistique semi-paramétrique, une famille de modéle de la forme : ()", A, P 5,0 €
O,f € F), ou ©® CIR? et F nlest pas de dimension finie.
— Modéle statistique non-paramétrique, une famille de modéle de la forme : ()", A, Py, f € F), ot
F n’est pas de dimension finie.

Définition 15. — On dit que le modéle paramétrique : ()", Al ,Pg,0 € ©), ot © C IRP, est dominé
par une mesure j lorsque Py est absolument continue par rapport a p pour tout 6 € ©.
— On se place dans le cadre d’un modéle paramétrique ()", A,,,IPp,0 € ©), ou © C IRP, dominé par

dp
une mesure (. Pour (z1,--- ,xy,) € ()", la fonction 0 € © — Lg(x1, -+ ,Tpn) = d—e(xl, e, my) est
"
appelée une vraisemblance du modele statistique.
Exemple 4. — Dans le cas ot p est la mesure de Lebesque sur IR™, la vraisemblance sera la densité
(classique) en (z1,- -+ ,Tn).
— Dans le cas ot p est comptage sur IN", la vraisemblance sera la probabilité en (x1, -+ ,Zp).

— Attention! si le support de Py dépend de 0, la mesure qui domine (ainsi que Q' et Al ) ne peut
dépendre de 0 : il ne faut pas oublier de le préciser dans ’expression de la vraisemblance.

Définition 16. Lorsque l’on dispose d’un échantillon (X1, ..., X,) du modéle statistique ()™, A!, 1), une
statistique T,, est une application mesurable de ((V)", A.) dans (R, B(IR?)), donc un vecteur aléatoire
défini sur (2, A,1P) a valeur dans RY, et telle que :

Tn=h(X1,...,X,), ot h:(Q)"— IR est mesurable.

Exemple 5. Estimateur du parameétre d’une loi de Bernoulli.

Estimateur de l'espérance et de la variance par la moyenne et la variance empirique.
Estimateurs du paramétre 0 d’un n-échantillon (X1,---,X,,) de loi uniforme sur [0, 6].
Test sur la moyenne.

2.2 Statistiques exhaustives

On se place désormais dans le cadre d’une modele statistique paramétrique ((€')™, A, TPy, 6 € ©), ou
O C IRP, dominé par une mesure j.

Exemple 6. 1. Soit le modéle statistique paramétrique ([0,oo[",B([O,oo[”)J/{([O,H])(X’",Q G]O,—l—oo[). On
dispose donc d’un n-échantillon (X1,---,X,) de v.a.i.i.d. suivant une loi uniforme sur [0,60]. Si on consi-
dére max{X; ..., X, } cela semble suffire pour posséder toute linformation sur 6 que contenait (X1,...,X,) :
on a donc résumé I"information” sur 6 contenait (Xi,...,X,), un vecteur de taille n, par une statistique
de taille 1.

2. De méme, si on considere le modele statistique paramétrique ({O, 137, P({0,1}™), B(p)®",p € [0, 1]) (on
dispose donc d’un n-échantillon (X1,---, X,) de v.a.i.i.d. suivant une loi de Bernoulli de paramétre p) alors
la statistique X1 + - - - + X,, contient toute I””information” sur p contenue dans l’échantillon (X1, ..., X,).
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Comment exprimer formellement ce fait qu’une statistique puisse résumer a elle seule toute l'information
sur le paramétre ?

Définition 17. Soit T une statistique du modéle statistique paramétrique dominé a valeurs dans R?. On
dit que T est une statistique exhaustive si pour toute statistique S intégrable (donc dans I'((Q)", A, TPy))
alors TBg(S | T) ne dépend (IPg-presque strement) pas de 6.

Théoréme 16 (Théoreme de factorisation de Neyman). Soit (X1,---,X,) un n-échantillon et soit T une
statistique du modele statistique paramétrique dominé avec T & valeurs dans IRd, ot d € IN*. La statistique
T est exhaustive si et seulement s’il existe une fonction h : R" — Ry et une fonction go(.) : RY R,
telle que l'on puisse écrire pour tout (x1,...,2,) € (V)™ :

~

Lo(z1,...,2n) = go(T(x1,...,2,)) - h(x1,...,2,) pour tout 6 € O.

Lemme 7. Soit le modéle statistique paramétrique ((')", A, IPp,0 € ©), ot © C IRP. Alors ce modéle
est dominé si et seulement si il existe une sous-famille dénombrable (IPy,);e telle que pour tout A € A,
Vi € IN, Py, (A) = 0 entraine V0, IPy(A) = 0. Toute mesure de probabilité de la forme IP* =3, a; - Py,
avec ¢; > 0 pour tout i € IN et ZielN ¢; = 1 domine le modéle.

Démonstration du lemme : <= 1l est bien clair que si une telle mesure P* existe, le modele est dominé.
= Montrons maintenant que si le modeéle est dominé par une mesure p alors la famille (Pp,);en existe.
En premier lieu, si p est une mesure non finie mais o-finie (par exemple la mesure de Lebesgue), alors up
s o 1 p(An Ay
fini r A) = —_—
i e o) = 3 50
(Ai)iew+ une partition de (€')" telle que 0 < u(A4;) < oo pour tout ¢ € IN*). On travaille donc désormais
avec [ip.
Pour 6 € O, soit By le sous-ensemble de ()" C IR™ qui est le support de la densité de IPy par rapport & .
Soit

pour tout A € A, est une mesure de probabilité équivalente & u (avec

cz{UBgi, Ic]N,eieG)},
iel
I'ensemble de toutes les unions dénombrables d’ensembles By. On note M = supgee ptp(C). Soit (Cr)new
une suite d’ensembles de C telle que la suite (up(Cy)), converge vers M (une telle suite existe forcément
sinon M ne serait pas le supremum). Remarquons que chaque C; étant une union dénombrable de By, , alors
une suite (6,,) de 0 suffit pour engendrer la suite (C},)nenN-. Si on pose :

D= Jc.=J Bs.

nelN kelN

alors M = up(D) et pour tout § € ©, By UD € C et :
pp(BgUD) < M < pup(ByUD) = pp(Bg N D) + pp(D)

Donc pour tout 6 € O, up(ByN D) = 0 soit VO € O, IPy(By N D) = 0 puisque Py << pp. En conséquence,
pour tout A€ A, AC By UB§= ()", soit :

Py(AN D) =0, car par définition des By, TPy(Bg) = 0.

Si on suppose maintenant que A € A, est tel que IPy, (A) = 0, avec la suite () précédemment définie, alors
wp(AN By, ) = 0 par définition des By et donc up(AND) = 0 (par la propriété de o-additivité d’une mesure).
Comme Py << pp, onen déduit que V8 € ©,1Py(AND) = 0 et donc IPg(A) = IPg(AND)+ = IPy(AND*) = 0.
Ainsi, IP* domine bien IPy pour tout 0 € O. |

Démonstration du Théoréme de factorisation de Neyman : Soit IP* = > iew @i - IPg, une mesure de pro-
babilité dominante construite comme dans le lemme. R
<= Si go(T(x)) - h(z) avec x € ()" est la densité de IPg par rapport a y, alors Y, a; - go, (T'(x)) - h(x) =

~ ~

9+(T())-h(x) est une densité de P* par rapport & u. Alors, comme g.(T'(x))-h(xz) > 0 P*-p.s., donc IPp-p.s.,
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pour toute variable aléatoire S intégrable, pour tout 6 € © :

Ey(S-1p) / S dIPy, pour tout B € a(T), tribu engendrée par T

/ S(z) - go(F(x)) - hix) dpu(z)

T
g*(T x)) - h(z)
T
_ IE*<]IB ) ge(A) -S)
9:(T)
= I, (]IB . geg;; E.(S | ZA“)) (d’apres la définition de Pespérance conditionnelle)
G

- IEG(]IB-IE*(S | :F)).

En conséquence, d’apres la définition de I'espérance conditionnelle dans I'((Q')", A’,, TP
E.(S|T)=1Es(S|T): la statistique T est bien exhaustive.
= On suppose que T est une statistique exhaustive pour le modele. Donc pour toute statistique intégrable

9), on a Py-p.s.,

~ ~ dp

S, V0, IE.(S | T) =IEy(S | T). En conséquence, si on note ¢(z,0) = dIPg (x) la densité de IPy par rapport &
P, )
Eo(S) = IEy(E.(S | 1/;))7 (car T est exhaustive et d’aprés les propriétés de I'espérance conditionnelle)

= E.(¢(X,0)-E.(S|T)), ouX~TP,

= IE, -]E (¢(X, 0) - E.(S | f) | f)} , (d’apres les propriétés de lespérance conditionnelle)

= IE, _IE* (¢(X, 0) | f) -IE, (S | f)} ,  (car IE, (S’ | f) est une fonction de 7))

= B [B (S B (0(X,0) | T) | T)]

= B[S E.(6(X,0) | T)]

Ainsi, la variable aléatoire IE, (¢(X,0) | f), qui est une fonction de 7' (qui est elle-méme une fonction sur
(Q)™), est la densité de IPy par rapport a IP,. Par suite, la vraisemblance, qui est la densité de Py par
rapport a p, s’écrit :

dIP dIP dIP, =~
Lo(x1,...,2,) = d—j(xl,...,m: ap. (o) g (@) =B (6(X,0) [ T) - hlar,. ),
avec h une fonction mesurable. [ |

Exemple 7. Différentes statistiques erhaustives pour les modéles paramétriques de loi uniforme, de loi de
Bernoulli, de loi gaussienne...

Propriété 12. On se place dans le cadre d’un modéle paramétrique dominé.
1. La statistique T = (X1,...,X,) est exhaustive.

2. 9i T est une statistique exhaustive et s’il existe une fonction borélienne h telle qu’une autre statistique
U vérifie T = h(U), alors U est également exhaustive.

On vient de voir que 'on peut toujours trouver une statistique exhaustive (I’échantillon lui-méme par
exemple). Comme on aurait plutot tendance & vouloir le "maximum d’information” dans une statistique
exhaustive, lorsque le paramétre est dans IR?, on aimerait savoir quelle dimension minimale peut avoir cette
statistique. En particulier, si d = 1, peut-on toujours trouver une statistique exhaustive de taille 1 7 L’exemple
suivant montre que ce n’est pas toujours le cas :
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Exemple 8. Soit le modéle statistique ([0, oo™, B([0,0["), (IPg)®™,0 € IR.y), ot la densité de Py par rapport
a la mesure de Lebesque est : fo(z) = 0(e? —1)-e=0. M co,0-- Alors les statistiques Ty = max(X1,...,X,)
et fg = X1+ ...+ X,, ne sont pas chacune erhaustive alors que T = (ﬁ,fg) est erhaustive. On pourra
méme montrer que cette statistique est de taille minimale...

Qu’elle serait une sorte d’opposée de la notion de statistique exhaustive ? Ce devrait étre une statistique ne
dépendant pas du parametre, soit :

Définition 18. Une statistique T d'un modele paramétrique est dite libre si sa loi ne dépend pas du paramétre.

Peut-on rajouter une autre caractérisation des statistiques exhaustives pour pouvoir atteindre une forme
d’optimalité pour ces statistiques, qui serait qu’aucune fonctionnelle non constante de la statistique ne peut
étre libre. Cela peut également se traduire de la fagon suivante :

Définition 19. Une statistique exhaustive T du modéle statistique paramétrique dominé avec T & valeur
dans RY est dite compléte si pour toute fonction borélienne h : R? = R telle que h(T) soit intégrable,
alors :

A~

VoeO, Egh(T)=0 = nT)=0.

Propriété 13. Soit un modéle statistique paramétrique dominé.

1. si T est une statistique exhaustive compléte alors pour toute fonction borélienne h bijective h(f) est
une statistique erhaustive compléte.

2. (Théoréme de Basu) si T est une statistique exhaustive compléte alors T est indépendante de toute
statistique libre sur le modéle.

Démonstration de la propriété : 3. Théoreme de Basu. Soit S une statistique libre pour le modele et soit f

une fonction telle que IEq(f(S)) existe. Comme S est libre, on peut noter e(f) = Eg(f(S)) une application
linéaire ne dépendant pas de 6. Par suite, la statistique IE,(f(S) | T') —e(f) est une fonction de T mesurable

telle que IEq (]Eu(f(g) | f) —e(f)) = 0 pour tout # € ©. Comme on a supposé que T est exhaustive complete,
alors IE, (f (5) | T) = e(f) presque-sirement : les statistiques S et 7' sont indépendantes. |

Définition 20. On suppose un modéle paramétrique ((2)", A}, IPy,0 € © C IRP) dominé par une mesure
. Si, pour tout (x1,--- ,x,) € ()" et 6 € O, la vraisemblance de ce modéle par rapport d p peut s’écrire
sous la forme :

LQ('T17"'7xn):eXp ﬁ(0)+b(x177xn)+

J

P
aj(xla"' ’xn)'aj(e) ) (2)

=1

avec les fonctions a; : ()" - R, b: ()" = R, a; : © CRP = R, et B: 0 — IR, alors on dit que le

modéle est exponentiel (ou qu’il appartient a la famille exponentielle).

Exemple 9. Appartiennent a la famille exponentielle les lois :
— Loi discrétes : Lois de Bernoulli, binomiales, de Poisson,...
— Loi "continues” : Lois normales, exponentielles, gamma, du chi-deux,...

Remarque 4. Si (X1, -, X,) est un n-échantillon d’un modéle exponentiel (avec 0 fixé) alors l'ensemble
des valeurs prises par (X1,---,X,) ne dépend pas du paramétre 6.

Propriété 14. Soit un modéle exponentiel. Si pour tout § € © on note a(f) = (a1 (6),...,a,(0)) et si
Uensemble a(©) est d’intérieur non vide, alors T(x1, -+ ,xn) = (@1(T1,-+ ,Zn)s ..., ap(T1,- -+ ,20)) est une
statistique erhaustive et compléte.

~

Démonstration de la propriété : Soit g : RP — IR telle que IEy(g(T")) = 0. Or, V0 € O,

A~ ~

Balo() = [ 90w -exp (50) + byt < Tw),00) > ) dp(a),



24

ol < .,.> désigne le produit scalaire. En considérant la mesure v de densité exp(b(x)) par rapport & u, on
obtient :

~ ~ ~

Ey(9(T)) =0 = . 9(T(x)) - exp(< T(z), a(f) >) dv(z) =0

= [ 9(y) - exp(< y,a(0) >) dvap(y) =0
T((@)m)

pour tout 6 € O, en ayant noté vs la mesure image de v par T et avec f((Q’)") € IR?. Si on note g+ et g~
les parties positives et négatives de g (donc g = g™ —g7), et 71 et 7~ les mesures de densités g7 et g~ par
rapport a vz, alors, pour tout 6 € © :

ﬁ exp(< 1, a(0) >) drt () = / exp(< y,a(f) >) dr ().
T(Q)™) T((Q)™)

En conséquence sur ©, donc sur une partie d’intérieure non vide, les mesures 7+ et 7~ ont des transformées
de Laplace égales : ces deux mesures sont donc égales et donc gt = g~ va-presque partout (ce qui revient a

g =0). A partir des expressions des différentes mesures, on montre que g = 0, f(IPg)—presque partout. W

2.3 Information de Fisher

Pour mesurer U'information fournit par un modele paramétrique dominé (ou une statistique sur ce mo-
dele) au sujet d’'un parametre, une idée naturelle serait de mesurer comment varie localement la mesure de
probabilité, ou encore sa vraisemblance. Les fluctuations moyennes de cette vraisemblance serait donc un
bon indicateur : pour ce faire on considérera, lorsqu’il existe grady(Lg(X1, -, X,)), et on s’intéressera a la
matrice de covariance de grady(Lg(X1,- -+, X)), dont on peut montrer qu’elle ne dépend pas du choix de
la mesure dominante choisie. Précisons d’abord la notion de modele régulier qui nous permettra de définir
cette quantité d’information.

Définition 21. Dans le cadre d’un modéle statistique paramétriqgue ((0)™, A!,,Pg,0 € ©), ot © C IR?,
dominé par une mesure i, on dira que ce modéle est régulier lorsque :

1. © est un ouvert de R® ;

2. la vraisemblance Lg(.) vérifie ¥(x1,...,2,) € (V)", V0 € ©, Ly(x1,...,2,) >0;

3. V(x1,...,zn) € ()", la fonction 0 € © — log(Lg(.)) est différentiable sur © par rapport a 0, et son
gradient appartient o IL>((Q)", Al TPg) VO € ©;

4. V0 € ©, pour toute fonction h : R™ — R appartenant o IL'((Q)", A’ IPy), alors :
0 0

20 e h(x) - Lg(x) du(z) = /(Q/)n h(z) - @Le(x) dy(z). 3)

Conséquence 4. Pour un modéle régulier, TEg (gmdg(log Lg(.))) =0.

)

do(Lg(.
Démonstration : On a IE,(Ly(.)) = 1 donc IE,(gradyLe(.)) = 0. Par conséquent, ]Eu(graLg((;)())) =
o\-

soit By (grady(log Ly(.))) = 0. u

Définition 22. Pour un modéle statistique paramétrique dominé régulier, on appelle information de Fisher,

la matrice : llow Lo (X ¥ los Lo (X o
In(e>:|:IE9( (Og 9( 1, N))X (Og 9( 1, N))):| -
00; 09 1<i,j<p
Propriété 15. Pour un modéle statistique paramétrique dominé régulier, et si V(x1,...,x,) € ()", la

fonction 6 € © — log(Lg(.)) est C%(0), alors :

B 9*(log Lo(X1,--+ , XN))
1,(0) = — |:IE0 ( 00; - 00, >} 1§i7j§17.
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Définition 23. L’information de Fisher If(@) associée a une statistique f, si elle existe, est la matrice de
Fisher de la vraisemblance de T (déterminée a partir de la vraisemblance de T).

Propriété 16. Pour un modéle régulier, T est une statistique libre si et seulement si Ig?(@) =0.

Démonstration : = Si T est libre alors sa loi ne dépend pas de 6 donc le gradient du logarithme de sa
vraisemblance est nul; I'information de Fisher associée a T" est nulle.

<= Si IT() = 0, donc la statistique grady(log L (T'))) est centrée et de matrice de covariance nulle. Ainsi,
pour tout 6 € O, il existe un ensemble Ny de mesure 1 pour la mesure de probabilité associée a T (donc,
d’apreés la premieére hypothése d’un modele régulier, tel que u(Ng) = 1)) et tel que pour tout ¢ € Ny,
grad,(log L] (t))) = 0. Pour montrer que grad,(log L} (¢))) = 0 est bien une variable aléatoire nulle p-p.s.,
et donc que log Lg(.) est une fonction constante en #, il nous faut montrer que finalement les 6 ne dé-
pendent pas de 6. Soit ©(@ = {ng)}iem un sous-ensemble dénombrable de ©, dense dans ©. Comme ©(%)
est dénombrable, il est clair que N = (J;cpy Ny est tel que u(N) = 1. De plus, pour tout ¢ € O, il
existe une sous-suite (Hq(;?n))n de ©@ convergeant vers 6 et telle que pour tout t € N, pour tout n € IN,
grad, (log Lg(d) (t))) = 0. Comme une telle fonction de Héfgl) est continue, cette propriété passe a la limite,

¢(n) ¢ (n)
et donc pour tout t € N, V0 € O, grad,(log LT (t))) = 0. Comme N ne dépend pas de 6, alors la fonction

0 — log Laf(.) est une constante ne dépendant pas de 6, u-p.s. : la statistique T est bien libre. |

Propriété 17. Pour un modéle régulier, si T est une statistique exhaustive : 177:(0) = I,(0) pour tout 0 € ©.

Démonstration : Comme T est une statistique exhaustive, on peut écrire d’apres la démonstration du Théo-

réme de factorisation de Neyman que pour tout (x1,...,z,) € ()" et tout § € © :
dIPg ~
W(Il, consy) = go(T(x1, ..., xp))-
A~ f A~
On peut réécrire cela pour la densité de 1" sous la forme : Gf (t) = go(t)), pour tout ¢t € T((2)™) et tout
dIP*

0 € ©. En conséquence, pour tout 6 € O,

1(9) — —IEQ (a(logl’e()glé o aXN)) > 8(10gL9();107 o 7XN))):| B
_ d(log Ly(z)) _ 0(log Ly())
- @Hn ( 90 : 09; ) dIPe(f”)l 1<i,j<p
- | <a(10g%90@<m>)) x a(log%of(m)”) ge(f(ﬂf))dlp*(iﬂ)] car og Lo (x) = log go(T(w)) + log ()
|/ @n i i 1<i,j<p
_ 9(log go(t))  9(logga(t)) T - -
= _/f(Q/)n ( 20, X o0, > go(t))dIP (x)] 1§i,j§pd apres le théoreme du transport
_ | d1og gu(t)  D(log ga(1))
- /T @) ( 00; 09; >d]P9(t)] 1<i,j<p
= I17(9). ]

Remarque 5. En rajoutant certaines hypotheses de continuité sur la vraisemblance de IA“, on peut montrer
que la Téciproque est également vraie, et donc que IT (0) = 0 si et seulement si la statistique T est ezhaustive.

Ainsi, on retrouve a l'aide de la notion d’information de Fisher les ”intuitions” qui nous avaient guidées
dans la section précédentes. Voyons maintenant les applications de la notion d’exhaustivité a l'estimation
paramétrique.
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2.4 Application a ’estimation paramétrique

On se place dans le cadre d’'un modele statistique paramétrique ((€')", A, TPy,0 € O), ot ©® C RP,
dominé par une mesure u. Par ailleurs, on suppose que © est un ouvert.

Définition 24. — Soit g: © — O, 01, O C R” avec p' € IN*, une fonction mesurable. On appelle
estimateur de la fonction g du paramétre, donc de g(0), une statistique T & valeurs dans R? . En
particulier, un estimateur du parameétre 0 est une statistique a valeurs dans IRP. Une estimation de
g(0) est une réalisation de T.

— On appelle biais d'un estimateur T de g(0) le vecteur constant de R, B(6) = IE@(T) —g(8). On dira
que lestimateur est sans biais si B(8) = 0 pour tout 0 € O.

— On appelle risque quadratique de Uestimateur T de g(0) le réel positif R(60) = Eq(||T) —g(6)[|2), ot ||.||
désigne usuellement la norme euclidienne (mais peut étre une autre fonctionnelle positive et conveze).
Si Uestimateur est sans biais alors, R(0) = Trace(cou(T)).

Pour pouvoir parler du comportement asymptotique d’une statistique, on va devoir se placer dans un ”gros”
modele, dans lequel un échantillon est une suite de v.a. En quelque sorte, ce gros modele pourra s’écrire
(YN, A, IPpY .0 € ©), ot © C R? (la dimension du paramétre reste constante). Pour un n fixé, une
statistique YA)L sera d’abord une projection du “gros” modele sur le modele de taille n, puis une statistique
"normale”. On devra donc parler d’une suite d’estimateurs (75,)y,

Définition 25. Pour un modéle statistique paramétrique ()N, A, Pp,0 € ©), ou © C IRP, et pour
(T))n une suite d’estimateurs de g(0) :
— Silim, o By (0) =0, on dit que Uestimateur est asymptotiquement sans biais.

— On dit que (fn)n est convergent lorsque T), N g(0).
n—-+oo
— SVl existe (an) une suite de réels positifs tels que a, (T, — g(0)) i> Zy, ol Zy est une loi centrée
n—+

non nulle (ne dépendent pas de n), on dit (Ty,), converge vers g(6) a la vitesse a,.

A priori, étre sans biais n’est pas un bon critére pour garantir une certaine optimalité de la convergence d’un
estimateur. On préférera plutot discriminer entre de potentiels estimateurs a ’aide d’un critere portant sur le
risque quadratique ou sur la matrice de variance-covariance. Cependant, il n’existe pas de résultats généraux
pour trouver un "meilleur” estimateur en ce sens. Pour en obtenir, on devra se limiter a une certaine classe
d’estimateurs, celle des estimateurs sans biais.

Définition 26. Soit un modéle statistique paramétrique ()™, A, Py, 0 € O), et soit T un estimateur sans
biais de g(0). On dit que T est de variance uniformément minimum parmi les estimateurs sans biais de g(9)
lorsque pour tout estimateur sans biais de g(), on a V0 € 6, cov(T) < cov(S) (au sens ot cov(T) — cov(S)
est une matrice positive).

Propriété 18. Si T est un estimateur de variance uniformément minimum parms les estimateurs sans biais,
alors il est unique IPgy-p.s.

Démonstration : Soit S un autre estimateur que l'on suppose également de variance uniformément minimum
parmi les estimateurs sans biais. Montrons d’abord que Ey((T — S) - *T) = 0. En effet, si o € R, comme T
est de variance minimum, en utilisant des inégalités sur les matrices symétriques :

cov(T) < cov(T + (T = S))
< cov(T) + a2cov(T — 8) + 2a - (T - 1)

= 0 < a~(a-cov(§)+2]Eg(f~t(f—§))) pour tout o € IR.

Comme cov(f -3 ) est une matrice positive, la seule possibilité pour avoir la derniere inégalité est que :
Ey(T-1(T—S)) = 0. Par suite, comme cov(T—3) = ]Eg((T 8)-H(T— §)) ( (T S)) (§ (T- §))
et que l'on a supposé T et S de variance minimum, COV(T S ) = 0. Donc T = S sur un ensemble de Py-
mesure égale a 1. |



27

Théoréeme 17 (Rao-Blackwell). Si T est un estimateur sans biais de g(0) et si S est une statistique ez-
haustive, alors R =1Eq(T | S), qui ne dépend pas de 0 car S est exhaustive, est un estimateur sans biais de
g(0) de matrice de covariance inférieure ou égale a celle de T'.

Démonstration : il est clair que Eg(R) = IE¢(T) = g(6). De plus, pour tout u € IR” (avec g : R? — R?),

cov(tu-T) = Tyl(tu- )))2}
[ (T - 90)°] | )
|: g2

—g(0)) | S} ) d’apres 'inégalité de Jensen,

Y

Eq(Eg

(
— E, (1E9
(

> cov(‘u- R).

~

Cela revient bien & écrire que cov(T) > cov(R). [

Théoréeme 18 (Lehmann-Scheffé). Si T est un estimateur sans biais de g(0) et si S est une statistique
exhaustive et compléte alors l'unique estimateur de g(@) sans biais uniformément de variance minimale est

R=TEy(T | §) (c’est-a-dire que R est une fonction de S).

Démonstration : Soit T’ un autre estimateur sans biais de g(9). Si R =TE¢(T" | S), on sait que cov(T') >

cov(R') d’apres le Théoreme de Rao-Blackwell. Or IEq (R R ) = 0 pour tout ¢ € © car les deux estimateurs
sont sans biais. De plus comme R et R sont des fonctions de S R — R’ lest aussi, et du fait que S est une
statistique exhaustive et complete, alors pour tout 6 € ©, R=FR , IPg-p.s. Par conséquent, pour tout 0 € ©,
cov(R') = cov(R) et donc cov(R) < cov(T”) : R est bien l'estimateur sans biais de variance uniformément
minimale. ]

Retenons donc de tout ceci que 'estimateur sans biais de g(6) et de variance uniformément minimale est
une unique fonction d’une statistique exhaustive et complete, lorsqu’une telle statistique existe. On aimerait
maintenant connaitre un peu mieux la covariance d’un tel estimateur.

Théoréme 19 (Inégalité de Cramer-Rao). Soit un modéle statistique paramétrigue ()", Al ,Pg,0 € O)

dominé et régulier, et soit T un estimateur sans biais de g(0), tel que IEg||T||?> < +o0. Si on suppose que
17)

Uinformation de Fisher est une matrice définie positive, alors, en notant a—g(e) la matrice jacobienne de g,

pour tout 0 € © :

+0g

cov(T) > =2 (0) - (I,(8))~" - 80(9) (au sens des matrices symétriques).

%‘QJ
SAS)

En particulier, si T est un estimateur sans biais de 0, alors :
cov(T) > (I,(0))™"  (au sens des matrices symétriques).

Démonstration : Soit Zy(x) = grad(log Le(z)) ot = € ()" suit IPg. On sait que comme le modele est
régulier, IEy(Zy) = 0 pour tout 6 € © et donc :

cov(Zy) = I(f) pour tout 0 € ©.

De plus, T est un estimateur sans biais de 9(0) donc pour tout § € O :

~

Ey(T)=g(0) = T(x) - OLe _0

g -
W(gp) du(x) = %(9) (en dérivant)

~ oL _1 _ g
— /( T(w) - 20 ) - (Lo(w) ™ dIPy(x) = 22(6)

dg

— BT 'Z) = 39(9)
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Ainsi, d’apres ce qui précede,

_ @ -1 _ ™ _ @ -1 9y @ -1 t@
covo(T ~ 20(6) 1716) - Z5) = covo(T) ~202(6) - 17(6) -2 (6) + 22 (6) - 14(6) - 22 6)
_ & _ 99 —1(py .99
= covg(T) — 22(0)- 171(0)-*92(6).
En conséquence, comme cove(f1 - %(Q) I7(0) - Zy) est une matrice positive, I'inégalité de Cramer-Rao
est prouvée. |

Corollaire 3. Deux cas particuliers méritent attention :

— Si le modéle est de la forme ()", A, (fo - du)®™,0 € ©), alors I,(8) = n - I;(0), ou I,(0) est la
matrice d’information de Fisher d’une seule variable aléatoire X distribuée suivant fo-du et I’Inégalité
de Cramer-Rao devient donc :

cov(T) > 1 <6g(0) S(I(0)7 - tag(9)> (au sens des matrices symétriques).
n \ 00 00
On voit donc que pour un échantillon de variables indépendantes et identiquement distribuées, si la
vraisemblance est réguliére, alors la vitesse de convergence de tout estimateur sans biais est au mieux
en \/n.

— Si le modéle n’est pas régulier, mais que sous la probabilité TPy, la matrice d’information de Fisher
existe et est inversible, et surtout si la propriété (3) est vérifiée, alors 'Inégalité de Cramer-Rao est
vérifiée. Cela exclut cependant les modeles dont le support de [Py dépend de 6, comme par
exemple le simple modéle de v.a.i.i.d. de loi U(]0,0[), avec 6 > 0.

Définition 27. Si un estimateur sans biais atteint (respectivement asymptotiquement) la borne de Cramer-
Rao (qui ne dépend pas de Uestimateur), on dit qu’il est (resp. asymptotiquement) efficace.

Remarque 6. Un estimateur peut étre sans biais, de variance minimale, mais ne pas atteindre la borne de
Cramer-Rao, donc ne pas étre efficace. De la méme maniére, il peut exister des estimateurs biaisés atteignant
la borne de Cramer-Rao.

Nous allons voir que les modeles exponentiels jouent un réle central pour 'estimation paramétrique puisque
sous certaines conditions ils sont les seuls pour lesquels on aura une estimation sans biais efficace.

Théoreme 20. Soit un modéle statistique paramétrique ((¥)", Al,, TPy, 0 € ©), avec © C RRP, dominé et

%(0) soit de rang p

pour tout 0 € ©. Alors T= t(ﬂ, . ,fd) est un estimateur sans biais de g(0) atteignant la borne de Cramer-
Rao si et seulement si le modéle est exponentiel et plus précisément s’il existe des fonctions a: ()" = R,

régqulier. Soit g : R — R? de classe C* sur © telle que la matrice carrée de taille p,

—1
B:0—=>Reta; :0 =R (1<j<p) telles que pour tout 6 € ©, g(6) = — 8047(9) 8ﬁ( 0) et
06; 1<ij<p 09

d

Lo(z1, -+ ,zn) =exp | B(0) + (21, ,25) +ZTJ'($1»"' s Tn) - (6)
j=1

Démonstration : <= On suppose donc le modele exponentiel décrit dans le théoreme. Si on dérive par rapport
a 0 un tel modele, on obtient que pour p-presque tout x € (/)"

0 (O aB
%(log Ly(x)) = ((%i (9)) ties T+ 20 (#), pour tout § € ©. 4)

En conséquence, comme I(0) = [Eqy ((89 (log Lo (. ))) . (;(log Ly(. )))), on en déduit que :

110) = (5520 eom@) - (G <9>>1<m.<,, = aon() = (5 <9>)_-11. 0 (5 <9>)_1

1<i4,5<d 1<4,5<p 1<4,5<p
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Par ailleurs, comme T est un estimateur sans biais de g(0) d’apres la preuve de I'Inégalité de Cramer-Rao,

s (70 (08La())) ) = 2500

0
et en utilisant (4) que 'on multiplie par (%(bg Lg(.)))7 on obtient :

o (008 0t (o o) ) = ((‘?; ®) 700 Lot ))))HEo (5@ (5pt0s2a(0) )

1<i,5<p
Oa; dg

09; 1<ij<p O

et done I(0) = (

(0). A Daide de cette égalité, et en reprenant le calcul précédent, on en

arrive a ce que :
~ 0 0
cove(T) = 55(6) - 17 (9) - ' 55.0).

donc T atteint bien la borne de Cramer-Rao. De plus, grace & (4),

B  5loe Lo(o) ) ((3‘; @) T ))
soit 0 = (8% )1<”<p gg()
(o). wo

= D’apres la preuve de 'Inégalité de Cramer-Rao, si T est un estimateur sans biais de g(0) atteignant la
borne de Cramer-Rao, alors

et donc g(0)

~ 0
covy(T — ag ) -1750) - Zg) = 0.
Ainsi, pour tout 6 € 0, il existe un ensemble Ny C ()™ tel que IPy(Ng) = 1 et tel que pour tout = € Ny,

~ 0
T(x) —g(0) = 8—‘; (0) - I71(0) - Zg(x). Par le méme procédé que celui de la preuve de la nullité de I'information

de Fisher pour une statistique libre, on peut déterminer un ensemble N ne dépendant pas de 0, tel que cette
propriété soit également vraie, avec p(NN) = 1, ce qui revient & écrire que Vo € N,

—1
1(0) - (gg(g)) : (f(x) — g(@)) = %(log Lo(z)), pour tout 6 € ©.

—1
a(#) le vecteur colonne "intégrant” I(6) - (gg(@)

Z1
B(0) la fonction "intégrant” —1I(0) - (gg (9)> -g(0)

b(z) une fonction ne dépendant pas de 6

Alors en intégrant par rapport a 6, et en notant

on a log Ly(z) = a(6) - f(m) + B(0) + b(x), d’ou I'écriture de la vraisemblance sous forme d’un modele expo-
nentiel, et on retrouve I'expression de g(6) par le méme raisonnement que plus haut. |

Corollaire 4. A linverse, si l'on dispose d’un modéle exponentiel régulier (2), alors il n'existe qu’une
seule fonction (d une transformation affine prés) du paramétre pouvant étre estimer efficacement, il s’agit

1 (9o, \" )
de g(6) = ——- e (9) —5(9) (noter que cette fonction semble dépendre de n ; dans le cas de
n 801 1<4,j<p 00
<i,j< o
v.a.i.i.d. ce n'est pas le cas). L’estimateur est alors : T = — - (a1(X1,...,Xn),...,ap(X1,...,Xp)) et sa
n

matrice de covariance minimale est donnée par sa borne de Cramer-Rao, soit :

~ 1 dg da -
covg(T) = — - 25 (0) (6& (9))19‘,5(1.
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2.5 Estimateur des moments

La méthode des moments consiste a utiliser la convergence des moments empiriques vers les moment
théorique pour identifier le parameétre. Dans le cas des familles exponentielles I'estimateur des moments
coincide avec l'estimateur du maximum de vraisemblance étudié a la section suivante.

2.5.1 Meéthode des moments

Soit Xy, --- , X, un échantillon de loi IPy, pour 6 € ©. La méthode des moments consiste a estimer 6 en
résolvant un systeme d’équations

%ij(xz) =Eof;(X),j=1,--,k,
i=1

pour des fonctions fi,---, fr données. Souvent f;(z) = x?. Notons f = (f1,---, fx) et soit e : © — R” le
vecteur des espérances e(f) = Py f. L’estimateur des moments 6,, résoud le systéme d’équations

P, f = % > F(X0) =e(0) =Py f.
=1

Il est nécessaire que le vecteur IP, f soit dans I'image de la fonction e. Si e est bijective I'estimateur des
moments est uniquement déterminé par 6,, = e 1(IP,, f) et si e~ ! est différentiable, par la delta-méthode, on
aura, en notant 6y le vrai parametre :

ild ) 55 & (0., " Pa 17 (6,7)).

Pour établir ce résultat on commence par établir deux lemmes, qui impliquent le théoréme d’inversion locale.
En effet, si f est une fonction d’une variable réelle définie sur un intervalle I C IR, si f est dérivable sur I
et si sa dérivée ne s’annule pas, alors f est strictement monotone, donc bijective de I sur f(I) et

Le théoreme d’inversion locale est la généralisation de cette propriété aux fonctions de plusieurs variables.

Lemme 8. Soit © C R” et soit e une bijection de © dans RF différentiable en 0y avec une différentielle
inversible. Alors, si la fonction inverse e~! définie sur l’image de e est continue en e(fy), elle sera aussi
différentiable en e(6y).

Preuve Notons n = e(fp) et Ah = e t(n+h)—e t(n). Comme e~! est continue en n on a Ah — 0 quand
h — 0. Ainsi,quand h — 0 :

0+ h= e (n+h) = e(Ah +05) = e(6o) + e, (Ah) + o[ A])
& e, (AR) = h+ o [|AR]).

quand h — 0. Ainsi, par continuité de I'inverse de ey , cela implique que Ah = e’eofl(h) + o(||AR|]). En
particulier (||AR||(14+0(1)) < ||e'9071(h)|| = O(||h])). Finalement, comme ey (Ah) = h+o(||Ah]|), on obtient
que Ah = e, "' (h) + o([[])).

Lemme 9. Soit e : © — IR¥, différentiable en un voisinage de 0q, et continuement différentiable en 0y avec
une différentielle inversible. Alors, e l'image par e d’un voisinage U de 6y, suffisamment petit dans un ouvert
Vete ' :V = U est bien définie et continue.

Preuve Par hypothese, ej — A™" := ¢, quand 6 — ;. Ainsi ||I — Aej|| < 3 for tout 6 dans un voisinage
U de 6, suffisamment petit. Soit un point n; = e(6;) de V = e(U), il existe alors € > 0 tel que B(61,¢) C U.
Fixons alors un point  avec ||n — n1|| = § := 3[|A||"*¢, on va montrer que n = e(f) pour 6 € B(6,¢), ainsi
tout point n € B(n, &) aura un antécédent dans B(f;,¢). Si e est bijective sur U cet antécédent sera unique
ainsi V sera ouvert et e~! sera continue en 7;.
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Soit ¢(0) = 6 + A(n — e(0)), comme la norme de la dérivée ¢, = I — Aej, est bornée par 1 V0 € U. De
plus, si || — 04| < e:

1
19(0) = 1]l < [16(0) = S(01)]| + [|9(61) — Ol < 5110 — 1]l + [ Alllln —mll <e.

Ainsi, ¢ est une application de B(f,¢) dans B(f;,¢). Comme ¢ est une contraction, elle a un point fixe
0 € B(61,¢) : 0 = ¢(0) et par définition de ¢ e(f) = n. Tout autre point § avec e(f) = n sera aussi un point
fixe de ¢ Dans ce cas la différence § — 0 = ¢(#) — ¢(¢) aura une norme majorée par 1||6 — 6| ce qui n’est
possible que si 6 = 0, ainsi e est bijective sur U.

On peut maintenant établir le théoréeme des propriétés asymptotiques de 'estimateur des moments.

Théoreme 21. Supposons que e(8) = Pyf est bijective sur ensemble ouvert © C R* et continuement
différentiable en 0y, avec une dérivée ey inversible. On suppose de plus que Py, | fII? < occ. Alors, 'estimateur

des moments 0,, existe avec probabilité tendant vers 1 et satisfait :

Vit (6 = 00) 5 N (o, ch PFFT (ego‘l)T> .

Preuve Par le théoreme d’inversion locale, il existe un ouvert U de 6y et un ouvert V' de Py, f tel que
e : U — V est une bijection différentiable, d’inverse différentiable e=! : V' — U. L’estimateur des moments
0,, = e (P, f) existe dés que IP,,f € V, ce qui arrive avec probabilité qui tend vers 1 par la loi des grands
nombres. La convergence en loi est alors une application immédiate de la delta-méthode.

Famille exponentielle L’estimateur des moments pour une famille exponentielle se confond avec ’estima-
teur du maximum de vraisemblance. On étudiera plus en détail les propriétés asymptotiques de I'estimateur
du maximum de vraisemblance dans un cadre plus général, mais ici les preuves sont particulierement faciles.
On rappelle que la densité d’une famille exponentielle s’écrit sous la forme

k
Lo(z1,-- ,xn) = exp | B(O) 4+ b(zy, -, x,) + Zaj(fﬂh ) - ag(0) | = C(g)h(x)ea(e)%(x),
j=1

avec © = (21, -+ ,2n), c(0) = exp(B(0)), h(z) = exp(b(x)), a(®)T = (a1(8),---,x(0)) et a(z)? =
(a1(x), -+, ap()).

Supposons dans un premier temps que «() = 6, alors en remarquant que la vraisemblance est la composée
de fonctions analytiques, on aura :

Lemme 10. Soit © C {9 ERF:c()' = [ h(z)e?" * @ dp(z) < oo}, alors la fonction : 0 — [ h(z)e?” *@ dp(z)

est analytique sur 'ensemble {6 € C*, Re(0) € @} Ses dérivées peuvent étre calculées en différenciant sous
le signe intégrale :
apfh(x)eeTa(“”)du(x
0L -0}k
pour tout entier p > 0 et i1 + -+ + i = p.

- /h(”?)al(l”)il"'ak(z)i’“du(w),

Ce lemme implique que la log-vraisemblance ly(x) = log Ly () peut étre différenciée elle aussi une infinité
de fois par rapport a 6. Le vecteur des dérivées partielles (la fonction score) satisfait :

Io(z) = g(e) +a(z) = a(x) — Ega(X),
en remarquant que f Lgdu =1 et que
0= 660 /Ledﬂ = agig”h(l')eerra(w)dlu(x) + /C(e)h(x)al(x)eeTa(w)du(x)

et quainsi £(0) = Epa(X). I s’ensuit que les équations du maximum de vraisemblance Y ', lo(X;) = 0 se

réduisent a
n

% Y a(X;) = Epa(X)
i=1
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et dans le cas des modeles de la famille exponentielle, I’estimateur du maximum de vraisemblance est un
estimateur des moments. Ses propriétés asymptotiques dépendent de la fonction e(f) = Epa(X). Si on
différencie Fy(X) sous la racine :

&) = (J S h(@a ()’ *Ddu(x) + [ e@)h()ai(x)a; (@) “Ddu(x))
— (B (a;(X)a; (X)) — Eola(X >>1Ea<aj<x>>>19,j§k o
= Covg(a(X))

Si la famille exponentielle est correctement paramétrisé alors 'intérieur de © est non vide, aucune combinaison
linéaire Zle Aja;(X) n’est constante avec probabilité 1 et Covg(a(X)) sera définie positive. Ainsi e(6) sera
une fonction bijective et il existera au plus une solution a I’équation des moments. D’aprés I'expression de
[(0), la matrice —nel, est la matrice hessienne de 37 lg(X;) et la solution de I’équation des moments sera
le maximum de la vraisemblance. On aura de plus :

A c —1 -\ T -
VO, —6p) — N <0, ey Covg,a(X) (e'g ) ) =N (0, (Covgya(X)) ™).
On peut maintenant généraliser & «(6), une bijection continuement différentiable et expliciter la matrice de

variance-covariance asymptotique :

Théoréme 22. Soit © C R* un ouvert d'intérieur non vide et a : © — R une bijection continuement
différentiable, avec une dérivée inversible. Soit la famille exponentielle réguliére qui correspond a ce «, alors
les équations du maximum de vraisemblance ont une unique solution 0,, avec une probabilité qui tend vers 1
et en notant Ig, la matrice d’information de Fisher, on aura :

VB, — 6g) 5 N (0, 1;1)

Preuve Par le théoréme d’inversion locale, 'image de o est ouverte et 'application inverse a~! est diffé-
rentiable sur cet image. La delta-méthode assure donc la normalité asymptotique de l'estimateur. Il suffit
donc de calculer la matrice de variance-covariance asymptotique qui est égale a :

o/ (00) " (Covgya(X)) ™" (a’(ao)*l)T.

La fonction score du modele est égale a

et la matrice d’information de Fisher vaudra Iy = (/(6))" Covga(X )/ (). Ainsi
T
I, = a'(80) " (Covg,a(X)) ™ (a(8) ")

2.6 Estimateur du maximum de vraisemblance

Nous allons voir une méthode permettant d’obtenir aisément et dans la plupart des cas un estimateur
possédant de tres bonnes qualités... Par la suite on se place une nouvelle fois dans le cadre d’'un modele
statistique paramétrique ((¥')™, A, 1Py, 0 € ©), avec © C IRP, dominé.

Définition 28. Pour (z1,...,z,) € ()", soit 6 € © — Lg(x1,...,2y,) la vraisemblance du modéle.

On appelle estimateur du mazimum de vraisemblance une statistique 0, telle que pour (Xi,...,X,) un
n-échantillon quelconque du modéle :

Ly (X1, , Xy) =sup Lg(X1,--- , Xp).
" 0cO
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Remarque 7. Il n’y a pas de garantie de l'unicité d’un tel estimateur. Une méthode pour lobtenir (mais pas
toujours) est de rechercher un extremum local de Ly sur ©, ce qui pourra étre fait en annulant les dérivées
partielles de Lo par rapport a 0;. De méme, il est clair que l’estimateur du mazimum de vraisemblance pourra
étre également obtenu en mazimisant le logarithme de la vraisemblance, appelé encore la log-vraisemblance.
Enfin, si l’on désire estimer g(0) avec g une fonction bijective, alors g(0) sera lestimateur du mazimum de
vraisemblance de g(6).

Propriété 19. Sl existe une statistique exhaustive T pour le modele, alors 0 est une fonction mesurable de
T pour tout 6 € O.

Démonstration : Si T est exhaustive, d’apres le théoréme de factorisation, la vraisemblance du modeéle par
rapport a la mesure dominante P* est go(T'(21,...,%,)) pour tout § € © et IPp-presque tout (z,...,z,) €
(Q)™, ce qui revient & P*-presque tout (x,...,x,) € ()" par la méme démonstration que celle de la nullité
de I'information de Fisher d'une statistique libre. Ainsi, prendre I'argument maximal de § — Ly revient a

~

prendre 'argument maximal de 6 — go(T(x1,...,x,)), et 0 sera donc une fonction de T |

Propriété 20. On suppose que le modéle est régulier. Si on suppose qu’il existe un estimateur sans biais
efficace de 6 alors c’est l'estimateur du mazimum de vraisemblance de 0.

Démonstration : D’apres ce qui précede, si le modele est régulier et que T est un estimateur sans biais efficace
de 0 , alors le modele est exponentiel et I’égalité (4) a encore lieu, soit pour tout § € ©,

0 [ Oa; ~ , 0B Oa;j ~ ., OB
aplosto@) = (G1@) Fagge = (G0) m(d e =o
Comme 7' est un estimateur sans biais de 6, on a donc < o) (9)> -0+ %(9) =0, pour tout 0 € O,

90; 1<i4,j<p 90

ce qui s’applique également a 9 et donc :

daj ~ ~ 9B -
(9)) 0+ 22@0) =o.
(aei reijen 08

Mais d’apres sa définition, le modele étant régulier 8 minimise la log-vraisemblance et annule donc sa dérivée,
ce qui implique que :

doj ~ . 9B~
(9)) T+220) =o0.
(aei \ciien a0

En conséquence, obtient :

Oaj ~ o~ ~ A
(9)) ANT—-0)=0 = T =0,
<39i 1<i,j<p ( )

car la matrice des dérivées des a;; est supposée de rang d. Enfin, I'unicité de 0 est liée & écriture du modele
exponentiel. |
Nous allons nous intéresser maintenant au comportement asymptotique de l'estimateur du maximum de
vraisemblance (lorsqu’il existe), donc quand la taille n de I’échantillon tend vers l'infini. Il est clair que pour
chaque n l'expression de 'estimateur est différente et, surtout, le modele statistique change. Pour palier a
cela, on se placera dans un “gros” modele, ()N, A, P, 6 € ©), ot © € R? (la dimension du paramétre
reste constante) dans lequel un échantillon est une suite de v.a. Par ailleurs, on supposera désormais que
tout échantillon de ce modéle est constitué de v.a.i.i.d., et que d]Pg\I = (fo - dp)®™N, le modele étant
dominé par la mesure pu, et fy étant la densité de chaque X; par rapport a p.

Théoréme 23 (Convergence de l'estimateur du maximum de vraisemblance). On suppose le modéle para-
métrique ()N, Ay, (fo - dp)®N,0 € ©), 00 © C R? dominé par une mesure p et régulier. On suppose en
plus que le modéle est identifiable (au sens ou fg, = fo,, p-presque partout, entraine 61 = 0). Alors si la
suite (X )new est issue du modéle avec pour paramétre 6y C O,

N

b, % 0y pour la mesure (fo, - du)®™.
n——+0o0



34

Démonstration : En premier lieu, pour n fixé, il est clair que pour tout 6 € © :

log(Lo(x1,...,2n)) —log(Lg, (21, ..., 2n Zl (f9 )

Par ailleurs, pour tout ¢ € IN, les X; ont tous la méme loi et pour 0 € ©,

ey {bg <J{Z(<);j>)]

log (]Eg0 [in;e((X))}) (Inégalité de Jensen pour la fonction — log)
0

log (IE,, [fo(X:)])
0.

IAIA

En fait, du fait que la fonction — log est strictement convexe, la borne 0 ne peut étre atteinte que si fo = fg,.
Ainsi, avec la contrainte d’un modele identifiable, des que 0 # 6, alors :

e [l‘)g (ﬁig}))] <

X .
On peut appliquer la loi forte des grands nombres pour les variables aléatoires <10g < fo(X:) )> (qui
1€IN

f90 (Xl)

sont bien i.i.d. et IL' car le modele est régulier), et ainsi :

1
n

(log(Lo(X1, ..., Xn)) —log(Ley (X1, ..., X)) :% Zlog (J{;e(( )))

S {1‘) (f;ii W <0

la convergence presque sire ayant lieu pour la mesure (fy, - du)®N. Considérons maintenant pour tout

€ > 0 une famille dénombrable (91@)16 1 dense sur la sphere de centre 6y et de rayon €. Du fait du caractere
dénombrable de cette famille, pour tout € > 0, il existe n. tel que pour tout n > n., pour tout i € I :

log(Ly) (X1, ..., Xn)) <log(Lgy(X1,..., X)) p.s. pour la mesure (fp, - dp)®N

Comme le modele est régulier, pour tout n € IN¥, la log-vraisemblance de X1, ..., X, est continue sur ©. De

plus pour tout n elle atteint son unique maximum en fy. En conséquence, pour n > n., 0, sera a l'intérieur

de la boule de centre 6y et de rayon € (toujours p.s. pour la mesure (fg, - du)®N). Le raisonnement étant

vrai pour tout € > 0, le théoreme s’en déduit. |
Le théoreme suivant, est un cas particulier du théoréeme 26 démontré dans la section suivante.

Théoréeme 24 (Normalité asymptotique de ’estimateur du maximum de vraisemblance). On suppose le
modeéle paramétrique ()N, A, (fo - du)®N,0 € ©), ot © C IRP, dominé par une mesure u et régulier. On
suppose en plus que le modele est identifiable et que, pour tout x € RY, la fonction 6 € © — Lg(x) est de
classe C?(0). Alors si la suite (X, )neN est issue du modéle avec pour paramétre 6y C © :

VO, —00) = Na(0, 171 (60)),

n—+4o0o
ot I1(0) est la matrice de Fisher de taille p (supposée inversible) pour la variable X .
Remarque 8. Sous ces hypothéses, l'estimateur du maximum de vraisemblance est asymptotiquement sans

biais et efficace. Cependant, a n fixé, il peut avoir un biais et ne pas étre un estimateur efficace.

2.7 M-estimateur

Il s’agit ici de généraliser la méthode de ’estimateur du maximum de vraisemblance.
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2.7.1 Introduction

Supposons que nous voulons estimé un parametre 6 relié a la loi de probabilité des observations (X1, -, X,,).
La méthode pour trouver un tel estimateur est de maximiser (ou bien minimiser) une fonction critére de la
forme

0 — M,(0) = %zmg(xi)

Ici mp : IRP” — IR sont des fonctions connues. Un parametre § miximisant (ou minimisant) M,,(6) est appelé
un M-estimateur. Souvent, on cherche cette valeur annulant une différentielle, ainsi le nom M-estimateur est
aussi utiliser pour des équations du type

Wa(0) = = 3" 6u(X0) =0 )
i=1

avec ¢y des applications vectorielles connues. I’équation (5) n’est pas obligée de correspondre & un maximum
ou un minimum, il serait plus adapté d’appeler alors l'estimateur correspondant un Z-estimateur (pour zéro)
mais le nom M-estimateur est plus répandu. Par moment on ne dispose pas de solution exacte au probleme
de minimisation, mais une minimisation approximative peut suffir si celle-ci est quand méme suffisamment
précise. On va introduire quelques notations pour la suite :

— On note IP la loi marginale des observations i.i.d. Xy, -+, X,,.

— On écrit Pf := [ fdIP = Ef(X).

— On écrit P, f := % >or, f(X;) la moyenne empirique.

— IP,, est donc la loi empirique qui met une masse % a toute observations X;.

Avec ces notations, on aura M,, = P,,mg et ¥, (6) = IP,1bp. On va aussi noter

1 n
Gf = —= ) (f(Xi) = Pf)
z i=1
le processus empirique en f.
Exemple : estimateur du maximum de vraisemblance Admetttons que (Xi,---,X,,) sont i.i.d. et

leur loi & pour densité fgo. L’estimateur du maximum de vraisemblance #,, maximise :
1 n
0 M,(0) = - Z;log fo(X5).
1=

En machine learning, on minimise plus souvent une fonctionnelle, on remarquera donc que 'estimateur de
maximum de vraisemblance #,, minimise aussi :

n

0 M () = >~ ~log fo(X).

i=1

Si le modele est régulier, on cherche I'estimateur du maximum de vraisemblance en tant que solution de
I’annulation de la dérivée de la log-vraisemblance :

W,,(0) = fj_j %(Xn ~0

Cependant, si le modele n’est pas régulier, la formulation du M-estimateur reste valide, par exemple si
X1, , Xy sont iid., X; ~ Upgg], alors on peut maximiser

1 n
0— M,(0) = - Zlog(]l[o)e] (z;) — logh), avec log(0) = —oo.
i=1
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Exemple : Estimateur de location Soit X, -, X, i.i.d. réelles, on veut estimer une “location”; terme
vague qui peut désigner la moyenne ou bien la médiane et bien d’autre quantité. La moyenne et la médiane
sont toutes deux estimables avec des Z-estimateur car ils vérifient les équations :

n

d(Xi—-0)=0

i=1

pour la moyenne et
Zsz’gn(Xi —0) =0, ou sign(z) =—1sixz <0,sign(z) =0siz=0et sign(z) =1siz>0
i=1

pour la médiane. Les deux sont solutions d’une équation du type :
n
D (X —6) =0
i=1

si toutes les observations X; sont translaté par une constante «, alors ’estimateur 0 + o résoud I’équation
S (X, +a—60) = 0, si 0 résoud I'équation initiale. Un choix populaire pour la fonction ¢ est I'estimateur
de Huber
—ksix < -k
Y(x) =< zsilz| <k
ksix>k

cet estimateur réalise un compromis entre la moyenne (proche pour k grand) et la médiane (proche pour k
petit).

Un autre exemple sont les quantiles 6(p) tels que & peu preés pn observations soient plus petites que 6(p)
et (1 — p)n plus grandes que O(p). On peut définir Pestimateur quantile p, tout parametre é(p) qui résoud
les inégalités :

1<) P00 (Xi) = (1 = P o (X)) < 1.
=1

En effet on aura pour un bon 6(p), > 1" pMjo(p).0o)(Xi) ~ Yo7 (1 — P)_se 0(p)(Xi) ~ np(1l — p). Clest
approximativement un Z-estimateur avec ¢(z) =p,six >0,0si x =0 et ¢(x) =1 —p si < 0. Sauf dans
des cas exeptionnels, on ne peut pas annulé exactement cette somme. Si il n’y a pas d’observations ex-aequo
et p > 0, alors tous les sauts sont d’amplitude strictement plus petite que 1. Si il y a des observations
ex-aequo, il peut étre nécessaire d’augmenter les constantes —1 et 1 pour assurer I’existence de solutions.

Tous ces estimateurs peuvent étre vu comme des M-estimateurs qui minimise E?:l m(X; —0), en “inté-
grant” les équations. Avec m(x) = x* pour la moyenne, m(z) = |z| pour la médiane, m(x) = x*M_y, 4 (z) +
(2k|z| — E*)j_ o _k[ujk,0o[(#) POur Pestimateur d’Huber et m(z) = pz™ + (1 — p)z~ pour l'estimateur des
quantiles.

Exemple : estimateur des moindres carrés Admetttons que ((X1,Y1), -, (Xy,Yy,)) sont i.id. , X; €
IR, Y; € IR et vérifient ’equations de régression linéaire :

Y =60TX +¢
ou ¢ est une variable aléatoire centrée, indépendante de X et de carré intégrable. L’estimateur des moindres

carrés #,, de 0 est alors celui qui minimise :

01— Mn(0) = (Yi—0"X,)* =Y m(Y; — 07 X;),

=1 =1

avec m(x) = z2. On peut aussi généraliser cet estimateur en utilisant les autres fonctions m : m(z) = |z|,
m(x) = & W_g g (z) + (2k|z] — E*)I)_ oo _gUjk,0o (%) et m(z) = pzT + (1 —p)a~.
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FIGURE 1 — Minimum mal séparé

2.7.2 Consistance

Il est important que ’estimateur converge vers la vrai valeur du parametre 6 lorsque le nombre d’obser-
vations n converge vers I'infini. Si c’est le cas I'estimateur est dit asymptotiquement consistant. Par exemple
la moyenne empirique X est asymptotiquement consistant pour la moyenne de la population 6y = F(X) si
E(X) existe. On suppose que 'ensemble des parameétres possibles © est un espace métrique, avec métrique
d et on veut prouver que On veut donc prouver que :

(6, 00) - 0.

On suppose que le M-estimateur 0,, minimise la fonction M,,(0). Clairement, le comportement asymptotique
de 6,, dépend de du comportement asymptotique de la fonction M, (6). Pour une bonne normalisation il
existera une fonction critére déterministe M (6) telle que :

VO M, (0) 2 M(0)

Par exemple, si M, () est une moyenne empirique IP,,mg, alors la loi des grands nombres donnera M () =
Pmy des que cet espérance existe. Il semble raisonnable que le minimisateur 0,, de M, (9) converge sous
des conditions raisonnable vers 6y le minimisateur de M (). Il faut quand méme faire attention & ce que
le probleme de minimisation de M(6) soit bien “séparé” et éviter ce genre de situation. La figure 1 donne
un exemple d’une fonction qui a bien un minimum égal a 0, mais la droite d’équation y = 0 est aussi une
asymptote. Il faut aussi faire attention que la valeur 0, dépend de la fonction 6 — M,,(0) et une forme de
convergence “fonctionnelle” de M, vers M est nécessaire. Il y a plusieurs possibilité, la convergence uniforme
en 6 est une forme tres forte, mais vérifiée par de nombreux modeles usuels.
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On peut aussi facilement généraliser les M-estimateurs aux quasi-M-estimateurs c’est-a-dire 0, qui véri-
fient : .
M,.(0,) > Sl;p M., (0) —op(1).

On aura alors le théoreme :

Théoréeme 25. Soit © [’espace des parametres possibles et M,,, M des fonctions telles que pour tout e > 0 :

SUPgeco | M., (0) — M(0)] L 0,
infg . jg—g, > M(0) > M(6o)

alors pour toute suite d’estimateur 0,, telle que

Mn(en) > Mn(OO) - OP(l)

On aura P
Gn — 90

Preuve Par la convergence uniforme et 'hypothése M, (6,,) > M, (6y) —op(1), on aura M, (6,)) > M(6) —
op(1), ainsi

M(8) — M(0,) < Mo(6r) — M(0,) +0p(1) > 0.
De plus, par I'hypothese infy . 9—g,|> M(0) > M(6p), pour tout € > 0, il existe n > 0, tel que M(f) <
M(6p) —m, sid(0,0p) > e. Ainsi

P(d(6,, 60) > €) < P(M(6,,) < M(69) — 1) — 0.
On peut aussi généraliser ce théoréme aux Z-estimateur en notant qu’un zéro de ¥,,(#) minimise || ¥, (6)].

Conditions suffisantes pour le théoréme Pour un modele régulier les hypotheses du théoreme sont
faciles a vérifiées. Pour obtenir I'hypothese de la loi uniforme des grands nombres :

sup (M, (8) — M(9)] 2% 0
0co

une condition suffisante est que I’ensemble des parametres possibles © soit compact, que la fonction 6 +—
mg(x) soit continue pour tout x et qu’il existe une fonction h intégrable qui domine |mg(z)| pour tout 6 € O.
Preuve Pour une boule ouverte B de O, notons m? = Supgep Mo et mp = infgcp my. Par le théoréme
de convergence dominée E[m®? — mp] — 0 lorsque le diametre de la boule tend vers 0. Pour ¢ > 0, soit

B',---, B* un recouvrement fini de © tel que E[m® (X) — mp:(X)] < e. Pour tout § € B?, on aura :
My (0) = M(0) < 2mP'(X;) — Elmp: (X)) < 2mP' (X;) — ElmP' (X)) + ¢
M,(0) = M(0) > tmp:i(X;) — E[mP (X)] > tmp:(X;) — E[mp:(X)] -
Ainsi,
i i 1
sup |M,(0) — M(#)| < sup max(|—mP (X;) — EmP (X)]|, |=mp: (X;) — E[mp:(X)]|) +¢
e i€{l,-,n}

Ainsi, presque-siirement, Ve > 0,lim,,—, o Supgeg | M, (0) — M ()] <c. R
Pour obtenir la condition :

o o 1400 M) > M(G)

11 suffit que I'ensemble parametres possibles © soit compact, que la fonction limite M (6) soient une fonction
continue, minimale en 6y et que pour tout 0 # 0y, M(0) # M(6p). Cela sera le cas, si M(6) est 'espérance
de I'opposé de la log-vraisemblance, c’est-a-dire la distance de Kullback a une constante pres :

M) = [ fo,tog (J;f)
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2.7.3 Normalité asymptotique

Soit Xy, -+, X, un échantillon i.i.d. et soit une fonction critére de la forme :
1 n
U, (0) = - Z;¢9(Xi) = IP,thg, Uy = Pe)y.

Supposons que 'estimateur 6,, soit un zéro de W, et converge en probabilité vers un zéro 6y de ¥. Comme

0, £ 0o, on peut utiliser une développement limité autour de 6y. Supposons, pour simplifier, que 6 soit
unidimensionnel, alors pour tout h fixé :

0=, (00 +h) = Un(00) + b, (60) + o(|h])
En utilisant le lemme (6) des comparaisons stochastiques, on aura donc pour la suite aléatoire 0, :
0= W) = Wn(0) + (O — 00)0(00) + 0p (0 — 6o)])-
Ainsi,
U, (00) +op(|0n — bo])
Si IPg, est fini, alors le numérateur —/nW,(0o) = —v/n Y.\, ¥g,(X;) est asymptotiquement normal par
le théoréme de la limite central. Sa moyenne asymptotique est Py, = ¥(6y) = 0 et sa variance est IP’(/JgO.

\/ﬁ(én - 00) =

Si on considere le dénominateur, part la loi des grands nombres \i/n(eo) N lP%O. Le deuxiéme converge en
probabilité vers 0. Le lemme de Slutsky donnera alors :

(P, )?

Pour rendre ce cheminement rigoureux, il faut imposer des conditions de régularité, notamment pour que
U, soit C' et on pourra étendre ce raisonnement aux paramétres de dimension plus grande que 1. Les
applications critéres sont alors ¥, : R* — R*, \i/n(ﬁo) est une matrice k£ X k qui converge vers la matrice
IP1/)90 et si cette matrice est inversible, la loi asymptotique devient :

V(B — 80) £5 A (0, (Piho,) P, o, (P, ).

2
Vb, — 00) = N (o, IP%O) .

2.7.4 Condition classique pour la normalité asymptotique

Soit X1, -, X, un échantillon i.i.d. et soit une fonction critere de la forme :
1 n
U (6) =~ ;¢9(X¢) =Py, Uy = Pihy.
i
Supposons que 'estimateur 6,, soit un zéro de ¥, et converge en probabilité vers un zéro 6y de V.

Hypothéses On suppose que les observations (X1, -+, X,,) sont i.i.d. et que les hypothéses suivantes sont
vérifiées :
H1 Le M-estimateur én est consistant : én i> 0.

H2 11 existe un voisinage B du vrai parameétre 6, tel que pour tout 6 € V, et tout z € IR, la fonction
0 — 1p(x) soit continuement dérivable.

H3 TP ||g, || < oo.
H4 La matrice IP1)yg, est inversible.
On aura alors le théoréme suivant :

Théoréme 26. Sous les hypotheses H1,...,H, la d’estimateurs én vérifiera

iy — o) = —<IP¢90>-1% S i, (X) + op(1).
=1

En particulier la suite Vn(0, — ty) est asymptotiquement normale de moyenne 0 et de matrice de variance-
covariance (P1g,) ™ TPy, ¢g:) (TP, ) L.
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Preuve Par un développement de Taylor et en utilisant le lemme (6) des comparaisons stochastiques, on
aura :

0="U,(0,) = Up(00) + T (00)(0n — 00) + 0p([|6 — 00)]])

Le premier terme & droite est la moyenne du vecteur aléatoire i.i.d. 1g,(X;) qui a pour espérance PPy, = 0.
Par le théoreme de la limite centrale la suite \/n¥, () converge en loi vers une gaussienne de moyenne 0
et de matrice de variance-covariance Py, weTO. Par la loi des grands nombres ¥,,(6y) converge vers la matrice

P4),. On aura donc

—V,(00) = (]Pi/}ao + OP(1>) (0n —00)).

La probabilité que la matrice IPt/}go + op(1) soit inversible tend vers 1. En multipliant ’équation précédente
par /n(IPyy, + op(1))~! on obtient le résultat annoncé.

Les hypotheses du théoreme précédents sont restrictives. Pour le simple exemple de la médiane on a
Yg(x) = sign(z — 0) n’est pas C1, ni méme C°. Pourtant, sous de bonnes hypothéses, la mediane est asymp-
totiquement normale. Les propriétés des M-estimateurs peuvent étre obtenu sous des conditions plus faibles.
En effet, si le critére asymptotique est C?, on aura

1
Py = Pmyg, + §(9 —00)"Va, (0 — 00) + o(]|0 — 60]?).

C’est ce développement qui est utilisé dans le théoreme suivant, cependant on a besoin de deux lemmes
avancés (qui seront admis) sur les processus empiriques.

Lemme 11. Pour tout 6 dans un ensemble ouvert © C R¥ soit x — mg(x) une fonction mesurable telle que
0 — mg(z) soit différentiable en 0y pour presque tout x. On notera rg,(x) cette différentielle. On suppose
qu’il existe une fonction m, avec Pm? < oo, et un voisinage B de 0y tels que pour tout 6, et 65 dans B, on
a

Ime, (x) —ma, (z)| < m(x)]|61 — b2]].

Alors, si on note \/n(IP,, —IP)f en G, f, le processus empirique évalué en f et h,, une suite aléatoire bornée
en probabilité :

T . P
G, [rn <m00+;m — mgo) — hnmeo] — 0.

Lemme 12. Pour tout 6 dans un ensemble ouvert © C R” soit z +— mg(z) une fonction mesurable telle que
0 — meg(x) soit différentiable en 0y pour presque tout x. On notera rg,(x) cette différentielle. On suppose
qu’il existe une fonction m, avec P? < oo, et un voisinage B de 0y tels que pour tout 01 et 05 dans B, on
a

[me, (x) —ma, (z)| < m(x)]|61 — b2]].

De plus, on suppose que application 8 — IPmy admet un développement de Taylor a l'ordre deuz :
1
IPmg = Pmg, + 5(9 —00)" Vo, (6 — 60) + o(]16 — bo]|),

avec une matrice Vp, inversible. Si 6, est un quasi-M-estimateur : Ianén > supy P,me — OP(n’l) et
A P
0, — 0y alors :

Vin(fn — ) = Op(1).

Théoréme 27. Pour tout § dans un ensemble ouvert © C R soit x — my(x) une fonction mesurable
telle que 0 — mg(x) soit différentiable en 0y pour presque tout x. On notera 1y, (x) cette différentielle. On
suppose qu’il existe une fonction m, avec Pm? < oo, et un voisinage B de 0y tels que pour tout 6, et 0y dans
B, ona

[me, (x) —ma, (z)| < 1i(2)[|01 — O2]].

De plus, on suppose que l’application 6 — IPmgy admet un développement de Taylor a l'ordre deux :

1
Pmy = IPmg, + 5(9 — 90)TV90 (9 — 90) + 0(”9 — 90“2)7
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avec une matrice Vy, inversible. Si 0, est un quasi-M-estimateur : ]anén > supy P,ymg — op(n=1) et

én —>P 0y alors :
R 41
\/ﬁ(en 90) VI% \/ﬁ ;=1 Wo( 1) + OP( )

En particulier la suite /n(0, — 6p) est asymptotiquement normale de moyenne 0 et de matrice de variance-
covariance V@;l]PT'ngo meTO Vagl .

Preuve Pour une fonction fixée f, on note /n(IP,, — IP)f en G, f, le processus empirique évalué en f. Si
h,, est une suite déterministe bornée

Gn [\/ﬁ <m0 A m90> - ?lz;m%:| i) 0.
O+ﬁ

Car c’est une variable aléatoire de moyenne nulle dont la variance converge vers 0. En effet, par définition,
pour toute fonction f intégrable, IEG, f = 0, de plus, comme 6 — mgy(x) est différentiable en 6y pour presque
tout x :

IV (1, 5, ) — K, |7 = PR, + o1 e, 0

Si la séquence h,, est aléatoire, c’est une conséquence du lemme (11). Comme les hypotheses du théoreme

permettent d’appliquer le lemme (12), la suite \/n(6, — 0y) est bornée en probabilité. Comme Papplication
0 — IPmy est deux fois dérivable, on aura :

’I’L(]Pn - P) (m90+:;b/1 — mgo) = \/ﬁ(]Pn — P)ilz;mgo + Op(l)

< nlP, (ma T m90> = %EZVgoiLn + BZ;Gnmgo +op(1)
O+W

Comme la suite 0, converge vers 0y a la vitesse /n, Pégalité précédente est valide pour hy, valant h, =
vn(0, — 6p) ou bien h, = —V(,;lGnmgo. On obtient donc les équations :

nlP,, <m0 Ly~ m90> = 20T Vo h + BT Gying, + 0p(1)
0T Un
et

T T =1 o
nPp | m, &, —mg, | =—5GC1y Vy  Gyring, +op(1)
90+75 0" bo

Comme 6, est un M-estimateur (3 un op(1) pres) le terme de gauche de la premiére équation est plus grand
que celui de la deuxieme équation, c¢’est donc aussi vrai pour les termes de droites. En prenant la différence
des deux équations on obtiendra

175 _ . \T 5 _ .
5 (i + Vi Guring, ) Vay (o + Vi " Gurna, ) +0p(1) 2 0
Comme la matrice Vp, est définie négative, ce n’est possible que si ||an + Vgglﬂ}nm% || converge vers 0.

Exemple (médiane) Soit Xi,---, X, des variables réelles i.i.d. L’estimateur de la médiane maximise la
fonction critere 6 — — >~ | | X; — 6]. Supposons que fonction de répartition F' des observations est dérivable
en sa médiane y, avec pour dérivée strictement positive f(6p) et que l'ensemble de parametres possibles
© est compact. Alors l'estimateur de la médiane est asymptotiquement normale. Cela vient du théoreme
précédent appliqué & my(x) = |x — 0] — |z|. En effet, on aura

[me, () —me, ()| = [l — 1] = || = (Jz = 2] = [2[)] < |61 — b

car |01 — O3] = |01 —x — (02 — )| > |01 — x| — |02 — z|. Cette fonction est donc Lipschitz avec m(z) = 1. De
plus, 'application 6 — myg(x) est différentiable en 6y sauf en © = 0y, avec rhg, () = —sign(z — 6y). On aura
de plus :
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Pmg = [7 m ()dF()—f‘X’ |z — 0] — |2|dF (z) =

[0 —a+0dF(z)+ fe x —0dF(x) — [°_ —adF(z) - f%dF()

[° —x 4+ 0dF(z) + [} —x + 0dF () + [° x — 0dF (z) + [} @ — 0dF (z) — [° _ —adF(z) - [y 2dF(z) =
[0 _0dF(x) + [) —x + 0dF (z) + [y° —0dF(z) + [, @ — 0dF(x) =

OF(0) — 0(1 — F(0)) +2 [0 0 — adF(z )_aF( )—9(1— F(0)) +2([(0 — 2)F(2))} + [ F(x)dx) =
0F(0) — (1 — F(0)) — 20F(0) + 2 [y F(z)dz =2 [} F(x)dx — 0.

Si F est differentiable en 6y, IPmy admet un developpement de Taylor au voisinage de 6 :
1
Py = Pmyg, + 5(9 —00)?2f(00) + o(|0 — 6o|?).

En notant Vy, = 2f(6y), comme ImehmO = IE1 = 1, la variance asymptotique de ’estimateur de la médiane
2

. 1

sera (2f(00)) .

2.8 Régions de confiance

En pratique, estimer un parametre le plus souvent ne suffit pas. On aimerait connaitre plus précisément
quelle marge de sécurité on a sur la connaissance de ce parametre.

Définition 29. On se place dans le cadre d’un modéle paramétrique ()", A, IPp,0 € ©), ou © C IRP.
Soit a €]0, 1[ un nombre fixé a priori. On appelle région de confiance du paramétre 6 de niveau 1 —« un sous-
ensemble aléatoire Ry_,, inclus dans RP et défini sur ()N, Al), tel que pour tout 0 € ©, {(x1,...,2,) €
QYN0 € Ry _o(w1,...,20)} €A, et :

. S 1o
enelg {IPp(0 € R1_0)} > 11—« (6)

Si un échantillon observé (X (w),...,Xn(w)) est connu, Ri_o(X1(w),..., X, (w)) est appelé région de
confiance observé. Dans le cas ot le parametre est un réel (p = 1), on pourra obtenir un intervalle de
confiance.

Comment déterminer une région de confiance ? En premier lieu, il est clair que pour tout « €]0,1[, Ri_, C O
(en général, on choisit « proche de 0, et en particulier & = 0.05 est trés souvent utilisé). Une démarche possible
pour la construction de région de confiance est la suivante : naturellement, on désirerait utiliser un estimateur
T convergent de 6, mais sa loi dépend en général de 6 ce qui rend difficile (& part quelques exceptions) son
utilisation directe. On préférera donc utiliser ce que 'on appelle une fonction pivotale W(T\ ,0), qui est une
fonction mesurable d'un estimateur et de 6 et qui est une statistique libre. On essayera alors d’écrire la
propriété (6) sous la forme

inf {Po(n(T,0) e Ca)} =10,

ou C,, est une région déterministe. Aussi pourra-t-on ensuite construire la région de confiance en fonction
des quantiles (souvent & a/2 et 1 — /2) de la loi de la fonction pivotale.

Exemple 10. Si le modéle est régulier, sous les conditions du théoreme de mormalité asymptotique du
mazimum de vraisemblance, on peut également montrer (théoréme de Sltuski) que

70, b0) = V- (1(8.))"/2 - (6.~ 60) 5 Na(0.1,)

oty Iy est la matrice identité de taille p et (I1(0))Y/? - (I1(0))"/? = I(0) pour tout 6 € ©. Ainsi, si n est
grand, on pourra assimiler la loi de w(0,,00) avec la loi normale centrée réduite multidimensionnelle. Or si
Z ~ N,(0,1,), avec q1—ay2 > 0 le quantile d’une loi normale centrée réduite réelle de niveau 1 — af2, tel

que P(Z € [—ql,a/Q,ql,a/Q]d) > 1 — . Aussi le polyédre n=1/2 . (Il(é’\n))_l/2 . [—ql,a/g,ql,a/g]d recentré
autour de 6, formera la région de confiance cherchée.
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3 Tests paramétriques

3.1 Principes d’un test

Un test permet, a partir d’une réalisation d’un échantillon, de décider entre deux hypotheses, en mettant
en avant une hypothese privilégiée, appelée hypothese Hy, et une hypothese alternative, appelée Hy. On
associe & un test un niveau a (avec souvent « ~ 0.05) et une puissance 1 — 8. La plupart du temps, « est
fixé a priori et 8 s’en déduit. Plus précisément,

Définition 30. On se place dans le cadre d’un modéle paraméirique dominé ((QU)™, AL, TPy, 0 € O), ou

n?
O C IRP et soit 0 la "vraie” valeur du parametre. Un probléme de test est un choix entre deux hypothéses :

Hy:0 €0y : hypothése dite nulle
(7)

H,:0 €0, : hypothése dite alternative,

ot O CIRP, (G2 CIRd et ©g N O = 0.
Ceci posé, on peut préciser deux types de problemes de tests suivant les constitutions de ©¢ et O :

Définition 31. Une hypothése (Hy ou Hi) est dite simple si elle est associée a un singleton (©¢ ou ©1).
Sinon, elle sera dite composite. Dans le cas réel (© C ), si Hy est simple de la forme 6 = 0y, et si Hy
est composite de la forme 0 > 0y ou 0 < 0y, on parlera de test unilatéral; si Hy est composite de la forme
0 # 6y, on parlera de test bilatéral.

Comment faire pour choisir entre les deux hypotheses Hi et Hy? Il faudra partir de ce que l'on peut
connaitre du modele, c’est-a-~dire généralement un échantillon observé (Xi,..., X, ). Pour cela, on définit
une statistique qui sera la clé de votite du test :

Définition 32. Dans le cadre du probléme de test (7, soit T une statistique (donc une fonction mesurable
d’un échantillon (X1, -+ ,X,) issu du modéle) & valeurs dans ]Rd, qui sera appelée statistique du test. Le
test sera défini par la fonction ¢ = Uz v, ou W est une partie de R? appelée région critique du test (et sa
partie complémentaire dans IRP est appelée région d’acceptation du test). Si (ZA) =1, on choisira Hy, sinon on
décidera plutot Hy.

Donc, & chaque hypothese Hy et Hy, on associe une partie de IR? pour la statistique de test T. En général,
ces parties ne sont pas Qg et ©1. Pour pouvoir précisément déterminer la région W, dans un cadre théorique
(qui n’est pas le méme que le cadre pratique, voir plus bas), on peut commencer par associer une fonction
puissance a la statistique de test, puis définir les erreurs de premier espece « et de deuxieme espece 3 :

Définition 33. Pour la statistique de test f, on associe : R
— wune fonction puissance, qui est la probabilité de choisir Hy : 0 € ©1 — Py(T ¢ W).
— une erreur de premiére espéce : Py, (Choisir Hy) = a = sup IPp(T € W) ;
[ASISH)
— une erreur de seconde espéce : Py, (Choisir Hy) = 8 = sup IPo(T ¢ W).

0€cO,
La puissance du test est 1 — 3.

Cependant, ce qui vient d’étre écrit reste théorique. En pratique, on utilisera plutét la démarche suivante :

Construction concréte d’un test : On suppose le probleme de test (7). On pose également a priori
« qui dépend du probléme posé (mais en général @ = 0.05), et 1 — « est appelé le niveau du test. Par la
suite, on réalise :

L’expression quantitative des hypotheses Hy et H;.

Le choix de la statistique T du test.

La construction d’une région critique W a I'’hypothese H; par rapport a T.
La détermination explicite de W en fonction de a.

Le calcul (si possible) de la puissance du test 1 — 3.

S gt W

Pour la réalisation de I’échantillon, rejet ou acceptation de Hy.
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Remarque :Cependant, en pratique on ne procede pas ainsi. On a donc deux types d’erreur. Le choix de
I’hypothese privilégiée est donc fondamental car le résultat d’un test n’est pas symétrique. Par exemple,
supposons que l'on ait pour modele (IR", B(IR"),N'(0,1)®",0 € IR) et que l'on veuille tester Hy : 6§ = 0
contre Hy : 0 = 1 & partir d’un échantillon (Xi,---,X,) du modele. Nous verrons pourquoi un peu plus
loin, X, est une statistique de test pertinente. Par exemple, si n = 1, et X;(w) = X;(w) = 0.8, que va-t-on
choisir entre Hy et H; ? Naturellement, une région critique sera de la forme [s, +-oc[, oul s € IR, car X, est
un estimateur de . On détermine s a l'aide de «, puisque Py, (Choisir H1) = a = Py(X; > s), donc par
exemple, si a = 0.05, s ~ 1.65. Par suite, si X;(w) = 0.8, on accepte Hy et erreur de seconde espece est
Pi(X1 < 5) ~0.74, donc tres élevée : le test n’est pas trés discriminant. Maintenant, si on inverse Hy et Hy,
soit Hy : 8 = 1 contre Hy : 6 = 0, le méme résultat X;(w) = 0.8, conduit & accepter Hy, avec une erreur de
second espece encore =~ (.74. On obtient donc deux résultats opposés pour la méme expérience aléatoire. Les
hypotheses Hy et Hi ne sont clairement pas interchangeable.

La question qui se pose maintenant est de savoir comment trouver une statistique de test. Une idée na-
turelle dans ce cadre paramétrique serait d’utiliser un estimateur du maximum de vraisemblance.

3.2 Test de Wald

Un estimateur du maximum de vraisemblance permet d’associer a chaque hypotheése du test un ensemble
de méme “forme” que ©g et O1. Cependant, la difficulté est trouver la loi de I'estimateur du maximum de
vraisemblance 6 & n fixé. Si cela est possible, on utilisera directement 0 comme statistique de test.

Sinon, de maniere plus générale, on connait la loi asymptotique de Hn quand le modele est régulier. Donc
quand n est grand, on pourrait utiliser une loi normale comme approximation de la loi de 9 Mais, un nouvel
obstacle apparait : la matrice de covariance asymptotique, qui est la matrice d’information de Fisher inverse,
dépend du parametre §. Aussi va-t-on préférer utiliser la statistique de test T' suivante :

Définition 34. Pour un modéle paramétrique dominé régulier ((')" A;L,IPQ,G € 0), ou © C R?. La
statistique de Wald T pour le test Hy : 0 =60 contre Hy :0 € Oy est : Ty =n - (0 0)-1(6)-(6,—106).

Pour montrer "théoriquement” la pertinence de ce test, on va donc considérer la suite de tests (fn) en se
placant dans le "grand” modele asymptotique :

Théoréme 28. Dans le cadre d’un modéle paramétrique ()N, A, (fo - dp)®™,0 € ©), ou © C RP,
dominé par une mesure i et régulier, pour le probleme de test Ho : 60 = 0y contre Hy : 6 # 6, alors, en
notant T, la statistique de test de Wald pour le modéle projeté de taille n sous U’hypothése Hy,

- L
T, —= X*).

n—-+oo

La région de rejet asymptotique du test sera donc de la forme Tn > Sq, OU Sq est le quantile d’ordre 1 — o
de la loi du x*(p). La suite de test (Tn)n a donc une puissance qui tend vers 1 lorsque o est fizé.

Démonstration : La loi asymptotique de 0,, induit la loi asymptotique de fm car \/n - 1(0)Y/? . (§n — ) suit
asymptotiquement une loi A'(0, I;) sous I'hypothése Hy et 1), = ||v/n - I(0)'/2 - (6,, — 6)|. [ |

Voici donc un premier type de test, qui sous certaines conditions de régularités du modele et pour cer-
taines hypotheses de tests est intéressant. Mais pourrait-on faire mieux ? Et en quel sens ? Désormais, il nous
faut donc définir un moyen de comparaison entre deux tests.

3.3 Test du rapport de vraisemblance

Définition 35. Sous les hypotheses et notations précédentes, on dira qu’un test ¢ est uniformément le plus
puissant (U.P. P) au seuil o si le niveau de gzﬁ associé a la statistique T est inférieur ou égal a o et si pour

tout autre test ¢ associé a la statistique T' de niveau inférieur ou €gal a o, V0 € O1,

Eg(d) =1 —Py(T ¢ W) < 1—TPy(T" ¢ W') = Eg(¢).
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Définition 36. Sous les hypothéses précédentes, si Lg(.) est la vraisemblance, on appellera test du rapport
de vraisemblance (test de Neyman-Person dans le cas d’hypothéses simples) un test de statistique T telle que

SUPgeco, Le(Xh s ,Xn)

T = .
SUPeeel L@(Xh e aXn)

La région critique W associée & un tel test est de la forme W =] 4+ oo, K| (donc si T < K, on rejette Hyp).

Une des vertus du test du rapport de vraisemblance par rapport au test de Wald est qu’il peut étre utilisé
dans un modele non régulier (mais la question de sa loi, ou de la loi d’une fonctionnelle de ce test, demeure).
De plus, la propriété suivante confirme I'intérét de cette statistique de test :

Propriété 21 (Principe de Lehmann (admis)). Dans le cas du test de deuz hypothéses simples, ou d’un test
unilatéral (© C R), ce test est U.P.P. Dans le cas d’un test bilatéral, il n’existe pas forcément de test U.P.P.

Enfin, un tel test pour un modele régulier, va pouvoir étre traité de maniere générale grace a la normalité
asymptotique de I'estimateur du maximum de vraisemblance :

Théoréme 29. Dans le cadre d’un modéle paramétrique ()N, A, (fo - dp)®*™,0 € ©), ou © C RP,
dominé par une mesure p et régulier, pour le probleme de test Hy : 0 € ©¢ contre Hy : 60 € ©1 D O, alors,
en notant Ty, la statistique du rapport de vraisemblance,

—2log(T},) nﬁw 2(dim(©1) — dim(6y)).

~

La région de rejet asymptotique du test sera donc de la forme —21log(T},) > sa, 0 S est le quantile d’ordre

1 — «a de la loi du x?(dim(©1) — dim(©y)). La suite de test (T},), a donc une puissance qui tend vers 1
lorsque av est fizé. On remarquera que si ©g est un singleton dim(©q) = 0.

Idée de démonstration :la démonstration est basée sur un développement de Taylor autour du vrai parametre.

4 Sélection de modeles

On sait que sous de bonne condition 'estimateur du maximum de vraisemblance est asymptotiquement
sans biais et asymptotiquement efficace, on peut méme préciser un peu la valeur de la log-vraisemblance
obtenue, ce qui donne des criteres de sélection du modele.

4.1 Critére d’akaike

On suppose dans cette section que le modele est régulier. Soit (Y7,---,Y},) des variables aléatoires i.i.d.
(éventuellement vectorielles si on veut y inclure des variables explicatives), soit g e O, lestimateur du
maximum de vraisembance du vrai parametre 8. Pour une variable aléatoire Y de méme loi que le phénomeéne
étudié mais indépendante des observations (Y7,---,Y},), soit

D = 2By, [log Ly, (Y) —log L; (Y)] = 2K (Pa,, P))

ou K (Pgo, Pé) est la distance de Kullback de la vraie mesure de probabilité (calculée avec 6j) et la mesure

de probabilité calculée avec le parametre estimé 0.
Alors

1 1
D=2xE (longo (V)= —log Ly (Y, --- ,Yn)> +22 4, <>
n n n
ol q est le nombre de parametre libres du modele et I:é est 'estimation de la vraisemblance de la vraiemblance

pour le parameétre estimé. Ainsi pour trouver (asymptotiquement) le modele le plus proche pour la distance
de Kullback de Py, il faudra minimiser en 6

1
AIC = —510gL(§ (Y1, ,Y5) +

3
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Preuve Ona

2x E(logLy,(Y) — LlogL; (Y1, -+ ,Y,)) =

n

2x E (log Ly, (Y) —log Ly(Y) +log Ly(Y) — S log Ly (Y1, ,Yy)) .

Il suffit donc de prouver que
2% B (log L;(V) — ~log L; (Vi ,Y) 29 4 o( L
o) ~ — —lo A - n = —9= —
g L n g Lip 1 ) n o n

On a 'approximation :

2log Ly (V) = 2log Ly, (Y)+2 (é - 90>T “)%go(%(é - eo)T % (é - 00) +op <H(§q - 90H2>

~2tog Ly, () +2 (0 -0p) " Pzl o (LB DD (5 g,) (9-00)") +or (|6, - o]

Comme 6y maximise I’espérance de la log-vraisemblance, on aura

Eo, {mogggo (Y)] _0

d’ou

o g, 0 s 2] = o (<250 (0-0) (5-0) ) -0 ()

= tr (IgOVar (é)) +o (i)

et comme Var (9) = 1[&)1, on aura :

T n

2Ey, [log Lo, (Y) —log L; (V)] = % +o (i)

Soit )
2Ey, [log L, (Y)] = 2Ey, [log Lg, (Y)] — % +o <>

De plus, par le théoreme du test de rapport de vraisemblance

2 (log Ly (Y1, ,Yy) —log Lo, (Y1, -, Yn)) == x2(q)

On aura

2Fy, [(logLé (Yy,---,Y,) —log Ly, (Y1, - ,Yn))] =q+o(1)
et comme .
2E90 E log L90 (}/17 e ,Yn) — log Lgo (Y) =0

2x E(log Ly(Y) — Llog Ly (Va,--+,Yy)) =
2% E (log Ly(Y) —log Lg, (Y) +1log Lg, (Y) — 2log Ly (Y1, ,Yy)) =
2x E(logLy(Y) —log Lg, (Y) + 2log Ly, (Y1, ,Y,) — 2log Ly (Yr, -+ ,Y,)) = =24 + 0 (1)

n

|
Donc, asymptotiquement, si on trouve

a
n

q2

1 1
—ElogLéq1 (X1, X))+ =< —ﬁlogLéq2 (Xq,--, X))+ =

n

alors

E <log Lo, (Y) —log L, (Y)) <E (log Lo, (Y) —log Ly (Y))

et le modele avec ¢q; parametre libres est en moyenne plus proche du vrai modele que celui avec g parametre
libre.
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4.2 Inconvénient de AIC pour la sélection de modeles.

Rappelons que I'objectif est de choisir la dimension ¢ de 6§, telle que
E (log Ly, (V) ~log L, (Y))
soit minimale. Soit gg la vraie dimension de 6, si ¢ < qg, on aura
AIC (q) — AIC (qo) ~ 2n (log Ly, (Y) — log Léq (Y)) —2(q0 —q) "2 Lo

car infg, log Lg, (Y') — log Ly, (Y) > € > 0 si I'ensemble des parametres possibles est compact. Ainsi les
modeles de dimension plus petite que gy sont asymptotiquement disqualifiés. Par contre si ¢ > qq,

AIC (q) — AIC (q0) ~ —x* (¢ — q0) + 2 (¢ — o)

et la probabilité de disqualifier les modeles de dimension supérieure a gg ne tend pas vers 1, puisque le terme
issu des pénalités 2 (¢ — qo) ne diverge pas quand n tend vers 'infini. AIC ne sélectionne donc pas, avec
probabilité 1 le vrai modele du dimension gg.

5 Le critere BIC

5.1 Consistance

Une solution pour obtenir un critere qui sélectionne asymptotiquement la vraie dimension du modele gg
est de pénaliser “plus fort” sans pour autant pénaliser “trop fort”. Un compromis est par exemple d’utiliser
le critere BIC :

BIC (q) = —210gLéq (X1, ,Xpn) +qln(n)

ainsi, si ¢ < gp, on aura
BIC (q) - BIC (qo) = 2n (log Ly, (¥) — log Ly () = (a0 — g In (n) "= 4o

car infg log Lg, (Y') —log Ly, (Y) > ¢ > 0 si I'ensemble des parametres possibles est compact. Ainsi les
modeles de dimension plus petite que gy sont asymptotiquement disqualifiés. De plus, si ¢ > qo,

BIC (q) — BIC (q0) ~ —x* (¢ — q0) + (¢ — q0) In (n)

et la probabilité de disqualifier les modeles de dimension supérieure & go tend vers 1, puisque le terme issu
des pénalités (¢ — qo) In (n) diverge quand n tend vers I'infini. BIC sélectionne donc, avec probabilité 1 le
vrai modele du dimension gg. On pourra remarque que pour étre consistant le terme de pénalité p, (q) de la
vraisemblance doit vérifié :

Pn (9) 2370 et py, (q) "3 0o
n

ce qui laisse un grand nombre de choix possibles!



