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Exercice 1.

Soit (r¢)ier, un taux d’intérét tel que
dry = k(0 — ry)dt + odWy

ot (Wi)ier, est un mouvement brownien standard sous la probabilité historique P.
1. Ecrire la diffusion de r; sous la probabilité risque neutre Q.

2. Déterminer le prix d’un zéro-coupon B(t,T) a 'instant ¢, de maturité T', écrit sur r;, par la méthode de
votre choix.

Exercice 2.

Soit (S¢)ter, le cours d’un actif financier risqué, A(t, S;) le montant investi dans I'actif, r le taux sans risque
supposé constant et, V un portefeuille autofinancé composé de S et r. La condition d’autofinancement peut
s’écrire

AV, = rVydt + A(t, S;)(dS; — rSedt). M

Le cours de 'actif est décrit sous la probabilité risque neutre Q par
dSt = St (T‘dt + O'tth) (2)

ot (Wi)ier . est un mouvement brownien standard sous Q et o; est la vraie volatilité locale de I’actif, déterministe
ou aléatoire. Enfin, nous notons C% le prix d'un call de payoff (S7 — K) évalué avec le modele de Black &
Scholes ot la volatilité du processus est donc supposé constante, que nous noterons o9,

1. Expliquer avec des 'mots’ ’équation (1) puis, la démontrer.

2. Montrer que

d‘/t = T%dt + O'tStA(t, St)th
3. En considérant la diffusion (2), déterminer dC(¢, S;) en fonction de r, S; et oy.
4. Démontrer 'EDP de Black & Scholes
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5. En supposant que C' = CP%, déduire des deux questions précédentes que

1
dCPS (@) = rCP5 (1, Sp)dt + 5 ((035)2 - af) S2x(t, 8,)dt + 0uSy A(t, Sy )dW,

ot A(t,z) = 2972 (¢, 2) et T(t,2) = LE7 (¢, ).
6. Notons ¢; = Vp — CtBS lerreur de réplication vérifiant ep = ngs — (St — K)4. Déduire des résultats

précédents que
1
dey = rerdt + 3 ((aBS)2 - af) S2T(t, Sy)dt

7. En déduire que
1
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et que
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ou V(t,S;) est a déterminer.

8. Interpréter ces deux derniers résultats (équations).



