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1 CHAPITRE 2: Mouvement brownien

Lors de ses observations microscopiques de particules de pollen en suspension dans l’eau,
le botaniste anglais Brown est frappé en 1827 par le mouvement erratique et apparemment
imprévisible de ces particules.

Ce mouvement, dénommé depuis mouvement brownien, fut expliqué physiquement
par Einstein (1905), qui en donna également les pricipales caractéristiques. Si B; dénote la
position horizontale de la particule de pollen au temps ¢, Einstein suggere que

(1) (Vt,S > 0: (Bt+5 — Bt)J_LO'(Bu,O <u< t)

(2) (Vt,s > 0: (Byrs — B) ~ N(0, ).

(3) Les trajectoires du processus B sont continues.

11 voit en effet le déplacement de la particule (By4s— B;) comme une conséquence des
chocs des molécules d’eau sur la particule: On conoit aisément que ’effet de tels chocs est en
moyenne nul et que les chocs peuvent étre considérés comme indépendants et équidistribués.
Le point (1) suit alors I'indépendance des chocs évoquée plus haut. Le point (2) provient
d’une utilisation intuitive du théoreme central limite: Une somme d’un grand nombre de
chocs indépendants suit essentiellement un loi normale dont la variance est proportionnelle
au nombre de chocs considérés dans la somme et donc l'intervalle de temps considéré. Le
point (3) est évident si I'on considére que B, est la trajectoire d’une particule physique.

Le modele physique du mouvement brownien décrit plus haut semble justifier heuris-
tiquement son existence. La preuve mathématique de 'existence d’un espace probabilisé et
d’un processus sur cet espace qui a les trois propriétés décrites par Einstein n’a été réalisée
qu’en 1920 par Wiener.

1.1 Construction d’un mouvement brownien

Définition 1.1 Si {F;}i>0 est une filtration sur (2, F),un processus By adapté la filtration
{Fiti>0 est un Fy mouvement brownien standard si:

e 1)By=0

e 2)V0<t<s< oo, Bs— By estindépendant de F; et suit une loi normale de moyenne
nulle et de variance s —t.

o 3) les trajectoires B(w) sont continues Vw.

Dans cette section, nous construisons explicitement un mouvement brownien sur
I’espace probabilisé (Q, F, P) suivant: Q = RN, F = Bpw et P = (N(0,1))®N

(NB. L’existence de cet espace provient du théoréme de consistence de Kolmogorov.
Rappelons le cadre général. Soit (E}, & )ier une famille d’espaces mesurables ou & = B(E;)
pour tout t € T. Pout tout F C T, F fini, soit Pr une probabilité sur /. Supposons que

1. pour tout A€ EF on a

Pr(A) =sup (Pr(K),K C A, K compact )



2. la famille (EF,EF, Pp) vérifie la propriété de consistence

FcT,F fini
F> -1
Pr, o (7r F1> = Pp,
pour tous Fy C Fy C T, Fy, F> finis, ou ﬂ?f représente la projection de Ef2 & FF1,
Alors il existe une probabilité P sur (ET,ET) telle que
Po(nh)y™ = Pp
pour tout F' fini. )

Exercice 1.2 Appliquer le résultat précedent pour Ey = R, € = B(R),T = N et Pr la loi
normale |F|-dimensionnelle.

Soit w = (& )new € Q.

Remarque 1.3 Sous P, les &, sont des variables aléatoires, normales, centrées, réduites
et indépendantes. (Cela vient en fait de la construction de la probabilité P = N(0,1)N.)

Considérons {e;} une base hilbertienne de L?([0, 00[) et construisons I’application
linéaire:

F : L*([0,00[) — L*() telle que Vi € IN : F(e;) = &;.

Lemme 1.4 F est bien définie et est une isométrie de L?([0,00]) vers L?(2). De plus,
pour tout g € L2([0,00[), F(g) suit une loi normale centrée de variance ||g|?.

Preuve:

Soit G 'espace vectoriel engendré par les e;. Si g € G, g peut s’écrire comme une somme
. N N

finie g = 3,1, avies, ol

o =< e,g>= / ei(z)g(z) dx.
R

Par linéarité, on trouve F(g) = Ef\i o0 @i, ce qui définit donc F' sur G de maniére univoque
puisque les «; sont univoquement déterminés.

Puisque [|g||2, = Zfi 007 et comme les & sont des v.a indépendantes normales
centrées et réduites, on a

F(g) ~ N (0,3 a2) = N0, [lg]220.00):

=0



En particulier, si g € G, HF(g)H%z(Q) = E[F(g)Q] = ||g||%2([0’oo[. Ainsi F est une
isométrie de G vers L?(2) qui peut s’étendre par uniforme continuité L2([0,o0[), G étant
dense dans L?(]0, oo).

Montrons la derniére assertion: si g € L?([0, 00[), il existe une suite {gn}new C G
qui converge vers g au sens L2([0,00[). {F(gn)}new converge donc vers F(g) au sens L?(€2).
Par choix d’une sous-suite, on peut considérer que la convergence a également lieu P — pp.
Par le théoréeme de la convergence dominée, on obtient ainsi

Elexp(iaF (gn))] — Elexp(iaF(g))].

Or puisque F(gn) ~ N(O, Hg"H%Q([O,oo[)’ on a E[exp(iaF(gn))] = eXp(_OZQH.gnH%Q([O,OO[) et
en passant la limite: Elexp(iaF(g))] = exp(—oﬁHgH%mo Oo[), ce qui démontre que F(g) ~

N0, ||9||%2([0,Oo[) |

Définissons alors B; := F(1jg ).

Lemme 1.5 Le processus B ainsi construit vérifie les propriétés 1) et 2) de la définition
1.1 relativement sa filtration naturelle F; := o(Bs, s € [0,1]).

Preuve: 1l est évident que By := F(0) = 0 P-pp.
Montrons que By s — Bt est indépendant de F;. A cette fin, montrons d’abord que
Vi < ...<tp, <t<t+slevecteur B = (Biys ..., By, Birs — By) est un vecteur gaussien:
si ¥ = (v1,v2,...,Un,Uns1) € R™L, on a:

<177 §> = Z viBti + Un-i-l(Bt—i-s - Bt)

1=1
= > 0iF(s)) + vnp1 F (L)
1=0
- F(Z Viljog,] + Vnt11yips)
1=0

car F est linéaire. Ainsi (¥, E) suit une loi normale, comme il résulte du lemme précédent.
Ceci étant vrai pour tout vecteur ¥, B est bien un vecteur gaussien.

Montrons ensuite que Bys — By est indépendant de o(By,, ..., By, ). Puisque B est
gaussien, il suffit de montrez que cov(By,, Biys — By) = 0 (exercice 1.56, Ch.1-2).

Or, nous avons :

cov(By,, Bivs — Bt) = E[(Bi, — E(By,))(Btys — Bt — E(Bits — Bt)]
= E[Bti(Bt+s - Bt)] = <Bt¢7 Bt+s - Bt)>L2(Q)
= <F(1[0,ti])’F(l]t,t+s])>L2(Q) = <1[0,ti}7 1}t’t+s}>L2([0,oo[)

= /0 Lot (%) 1y 44 (z)dx = 0.
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Donc (Byys — By) LL Uy 615 clo.] o(By,v € T). Enfin, Uy g3 C[O,t]U(BU’U €T) est
une algebre d’ensembles qui engendre F; et on peut donc utiliser 'exercice 1.20, Ch.1 pour
conclure l'indépendance de Bys — B; et de Fy.

Montrons enfin que Byys — By ~ N(0, s).

En effet Byys — By =F (19 44s) — F(1j04)=F (1)1,4+4) suit une loi normale centrée
et on a:

iy = [ Thess(@)de =

Donc Byys — By ~ N (0, s). [

Ainsi il reste & montrer la continuité des trajectoires. Notons cependant que B; a
été défini plus haut comme F' (1[07,5[) ol F est une application valeurs dans L? et non dans
L£2. Ainsi By n’est en fait défini qu’ un ensemble de probabilité nulle pres! Peut-on choisir
pour tout ¢ un représentant B; € £2 de la classe d’équivalence B; € L2, de telle sorte que
le processus résultant ait ses trajectoires continues? Pour répondre affirmativement cette
question, nous allons nous servir du théoreme suivant:

Théoréme 1.6 (critére de continuité de Kolmogorov)
Si X est un processus sur (2, F, P) tel qu’il existe v, 8 et C strictement positifs tels
que : V0 < s,t <00
E[|Xs — Xi|*] < C|s — t|7,
5[.

al

alors il existe une modification X de X telle que V8 € [0,

X, — X @
E [(sup{w,ogs,tg 1,57525}) ] < o0.

En particulier X est un processus trajectoires continues sur [0, 0o].

Idée de la preuve: On donnera les étapes de la preuve. On considére ¢ € [0, 1].

1. Par I'inegalité de Tchebychev, pour tout € > 0,
1
P(|X; — Xs| > ¢) < —E|X; — X,|* < Ce |t — 5|11
ga

donc X5 — X; — 0 en probabilité si s — t. Posons

k k—1
= et e =2"""(0< v < f/a)

t:2778 on

dans l'inegalité précédente. On obtient

P (|Xk/2" = Xj—1/on| 2 277 < o n(1+B8-ay)



et par conséquent

1<k<2n

2”
=P (U | Xpjon — Xp—12n] 2> 27")

k=1
< 2~ B—av)

P< max |Xk/2n —Xk_1/2n| Z 2—'7n)

Commee la série ) 2~ B~ converge, par le lemme de Borel-Cantelli, il existe en
ensemble 2* de probabilité égale & 1 tel que pour tout w € Q*,

Xpjon — Xp_1/9n| <27 Vn>n*
é%%n' k/2 k—1/27] n > n*(w)

ol n*(w) est une v.a. positive et entiere.

2. Posons
k

27,k20,...,2n}.

[ee]
D= Dn ot D, ={
n=1
On montre que pour tout w € Q* et n > n*(w) fixés, et pour tout m > n,

m
Xe— X <2 ) 279, VYt s€ Dy, lt—s| <27
j=n+1

3. On prouve que Xy(w),t € D est uniformément continue en ¢ pour tout w € Q*.

4. On construit la modification voulue X de X comme il suit: X;(w) = 0 si w ¢ QF;
Xi(w) = Xp(w)siw e D ett e D;siwe Qett ¢ D, on considere une suite
Sn € D, Sp —n—oo t. Alors la suite X (w) est de Cauchy (étape précédente) et donc
elle a une limite qui dépend de t. On pose alos X;(w) = lim,, X, (w).

Exercice 1.7 Montrez que, sous les hypothéses du théoréme précédent, il existe une en-
semble Q' C Q tel que P(QY) = 1 vérifiant: Yw € ', la trajectoire t € [0,1] — Xy(w) est
d-Héldérienne pour tout 0 dans [0, 5/al. En d’autres termes:

Vo € [0,8/al, K (6) < 0o : Vt, s € [0,1] : | X;(w) — Xs(w)| < K(8)|t — s|°

Montrez que si X vérifie l'inégalité du théoréme précédent pour tout s,t > 0, alors
il existe une modification X de X dont les trajectoires sont continues sur [0, 00].



Appliquons le théoreme de Kolmogorov au processus B construit plus haut: On a
Bs — By ~ N(0,s — t). Donc Bs — B; a méme loi que /s —tZ ot Z ~ N(0,1). Ainsi:

E[|Bs — Bi|*] = E[V's — 1" Z|*] = |s — t|2Cq < Cyls — t|'*7

avec Cy := E[|Z]|*] < 00 et 3:= § — 1. Puisque il faut que 3 soit strictement positif, il faut
que a > 2. Ainsi on obtient une modiﬁcation de B dont les trajectoires sont localement
héldériennes d’ordre § < ’6 = 5 a. Puisque « est arbitrairement grand, nous avons établi
le théoréme suivant:

Théoreme 1.8 II existe une modification B du processus B dont les trajectoires sont lo-
calement holdériennes d’ordre 0, pout tout § dans [0,1/2].

Remarque 1.9 Soit F; la complétion de F;. Montrez que B est adapté F; et est un
Fi-mouvement brownien.

Exercice 1.10 (IL SERA FAIT EN TD) Montrez que si B est un mouvement brownien,
alors cov(Bs, By) = s At, ot s At est une notation pour min(s,t).

Montrez que si X est un processus continu gaussien centré —i.e. pour toute famille
finie {t1,...,tn}, levecteur (By,,...,By,) est gaussien centré— et si¥s,t > 0 : cov(Bs, By) =
sAt, alors B est un mouvement brownien sur sa filtration naturelle.

Sur Qp := C([0, 00[), on définit le processus Xy, wp € Qo — Xi(wp) := w(t). Soit Gy
sa filtration naturelle.

Corollaire 1.11 Sur (2o, Gx) il existe une mesure de probabilité II unique, telle que X
soit un Ge-mouvement brownien. 11 est appelée mesure de Wiener.

Preuve:

1) existence: Soit l'espace (Q, F, P) sur lequel nous avons construit le mouvement
brownien B. Nous pouvons voir B comme une application qui w € {2 associe la trajectoire
B.(w) : t — By(w). Ainsi, B est une application de  dans Q. Elle est clairement mesurable
de F vers G, puisque Vt : By est F-mesurable. On prend pour II la mesure image de P

par B: II := Pg cd VO € G : II(C) .= P(B~Y(C)).

Sous I, montrons que Xy ~ N (0,t). En effet, pour A € Bg

I({wolXe(wo) € 4}) = T(X;'(A) = P(B7'(X,'(4))
= P({w|B.(w) € X; '(A)})
(
(

=

= P({wlX:(B.(w)) € A})
= P({w|By(w) € A})

Or B est un mouvement brownien sous P.

Cet argument se généralise aisément pour montrer que X (wp) est un mouvement
brownien sous II (en réalité, on peut montrer que les processus X et B sont équivalents,
c.a. d. ils ont les mémes distributions fini-dimensionnelles.)



2) unicité: Sill et IT' sont deux mesures sur (2o, Goo) telles que X soit un mouvement

brownien, alors, pour tout ensemble J fini dans IR™, II et II' concident sur G; := o(Xy,t €
J). En effet, du caractére brownien de X, on déduit que le vecteur aléatoire (X;,t € J) est
gaussien centré et cov(Xy, X[) = tAt'. Laloide (X, t € J) est donc entierement déterminée
et est identique sous II et IT'.

En d’autres termes Gy C U := {A € Go|II(A) =IT'(A)}. Partant U ,:G7 C U.
Or U se révele étre une classe monotone suite la o-additivité de II et IT'. 11 résulte

donc du théoreme des classes monotones que o(U; f1,;97) C U. Or Goo = (U £i97)-
Par la définition de U, on en déduit que II et II' concident sur Go.

1.2

Quelques propriétés du mouvement brownien

Théoreme 1.12 Si B est un mouvement brownien, alors :

1.

2.

(autosimilarité) Ye > 0 Xy = ¢ ' B2, est un mouvement brownien.
Y: = tB;-1 est un mouvement brownien, Yo = 0.

V& >0 Zy = Byis — Bs est un mouvement brownien.

Preuve:

. Les trajectoires X; sont continues, car celles de By le sont. De plus Xo = ¢ !By = 0.

Observons que

Xpps — X = c_l(Bcz(HS) — Bpay)=c Y (Byiy — By) avec t' = c*t et s’ = c%s donc
Xits — Xy est indépendant de o (B, p < t') = o(By,p < *t) = 0(X,,v < t) donc
Xiys — Xy est indépendant de o(X,,v < t). Puisque Beayyq) — Beoy ~ N(0,c2s), il
est clair que Xy — Xy = cil(Bcz(tJrs) — B.2;) ~ N(0,s). Ainsi X; est un mouvement
brownien.

Y est clairement un processus gaussien centré (voir exercice 1.10): Pour tout J fini C
10, o], le vecteur aléatoire (Y, t € J) est 'image du vecteur gaussien centré (By,t € J)
par une application linéaire. De plus cov(Y;,Ys) = ts- cov(B% ,B1) = ts(% A %) = sAt.
Ainsi, pour tout J fini C]0,00[, les vecteurs aléatoires (V;,¢ € j]) et (B, t € J) ont
méme loi, puisqu’ils sont des vecteur gaussiens centrés de méme matrice de covariance.
Pour pouvoir appliquer I'exercice 1.10 et conclure que Y est un mouvement brownien,
il nous suffit de montrer que les trajectoires de Y sont continues. Par continuité de
celles de B, les trajectoires de Y sont clairement continues pour ¢ > 0 et il nous suffit
de montrer que P({w|limy g Yi(w) = 0}) = 1. Puisque ¢t €]0,00[— Y;(w) est une
fonction continue, nous avons

wlimY;(w) =0} =4{w| lim Yiy(w)=0
{wllim Yi(w) = 0} = {u]_lim _Yi(w) =0}



Si {Jn }nemw est une suite croissante d’ensembles finis dont 'union est @, ’ensemble
{w|limg~ 0,4ep Yi(w) = 0} est égal

{w|Vk € IN:- 3M € IN:Vn € IN:-VYq € J,N|0,1/M]: |Y,(w)| < 1/k}.

Par monotonie des suites d’ensembles considérées, la probabilité P({w|lims\ o Yi(w) =
0}) peut s’écrire comme

lim lim lim P({w|Vq € J,N]0,1/M];|Y,(w)| < 1/k}).

k—o00 M —00 n—00

Puisque (Y3, t € Vg € J,N]0,1/M]) a la méme loi que (By,t € Vg € J,N]0,1/M]), nous
pouvons conclure que

P({wl|vg € J,N]0, 1/M} |Yo(w)| < 1/k})
= P({wlvg € JnN]0,1/M} [By(w)| < 1/k}),

et donc

P{wllim ¥iw) = 0}) = P({w]lim Bi(w) = 0}) = 1.

3. Les Z; ont leurs trajectoires continues et Zy = Bs — Bs =0
Ziys — Ly = Byysis — Bs + Biys — Bs = Biys+s — Biys ceci est indépendant de
0(Bu,n <t+6) D o(Zy,v<t).
Enfin, Z;ys — Zt = Byyrsis — Bias ~ N(0,s) Donc Z; est un mouvement brownien. B

Théoréme 1.13 (Loi du tout ou du rien)
Si B est un mouvement brownien et F; = o(Bs,s < t), alors

VA € Fy+ : P(A) € {0,1}.
Preuve: Soit 0 < € < 6. Posons F 5 = 0(By — Be,e <t < 6). Puisque Vt € [0,6] :
B, = lm(B, - B,)
il suit que By, 0 <t < § est 0(Ueso Fe5)-mesurable. Ainsi
Fs C 0(Ueso Fe5) done Fs = 0(Ueso Fe5)-

Si A € Fy+, alors Ve > 0, A € F, qui est indépendant de F, s, donc, en utilisant ’exercice
1.20, Ch.1, A est indépendant de 0(Ueso Fe5) = F5 2 A°. Ainsi A est indépendant de A°,
et donc P(A)P(A°) = P(ANA°) =0,dou P(A)(1—P(A))=0= P(A)=0o0u P(A) =1.
|

Corollaire 1.14 Si B est un mouvement brownien, alors

P(Ve >0, sup B; >0)=1.
0<t<e



Preuve: Soit Ac = {supy<;<. B; > 0}. On a alors:

A={Ve>0, sup By >0} =N, A1 € Fo+

0<t<e

done, d’apres le théoreme précédent P(A) =0 ou P(A) = 1.

Or P(A) =lim P(A.) > lim P(B.1 > 0) = 5 donc P(A4) = 1. u
Remarque 1.15 Puisque —B est également un mouvement brownien, on montre aussi:
P (Ve > 0,info<i<c By < 0) = 1, et donc

P(Ve>0, sup By >0 et inf By <0)=1.
0<t<e 0<t<e

Ainsi, avant de quitter 0, la trajectoire générique d’un mouvement brownien oscille une
infinité de fois entre les valeurs positives et négatives, comme le fait par exemple la fonction
t — tsin(1/t). Entre deuz telles oscillations, le brownien s’annule, par continuité et donc
P{w|H{tntnew : tn \ 0 et By, (w) =0}) = 1.

Corollaire 1.16 P(sup;», B; = c0) = 1.

Preuve: Soient ¢ > 0 et § > 0, alors

J
P(supB; >¢) = P(sup-B; >9)
t>0 t>0 C

— P(sup Bs, > 9)

t>0 C ¢
= P(Sup Xt > 5))
t>0

ou X est un mouvement brownien, comme il résulte du Théoreme 1.12(la propriété d’autosimilarité).
En prenant la limite de la derniere ligne lorsque § N\, 0, on obtient P(sup;~q,X; > 0) qui
vaut 1 par le corollaire précédent. Ainsi Ve > 0, P(sup;~q Bt > ¢) =1, ce qui nous permet
de conclure P(sup;sq By = 00) = 1. - |

Remarque 1.17 Puisque la trajectoire générique du mouvement brownien est continue, le
corollaire précédent indique en fait que lim SUP; soo B, = co. Par symétrie, nous avons aussi
liminf; ~o By = —00, et donc le mouvement brownien (de dimension 1) passe une infinité de
fois par n’importe quelle valeur de IR: ceci s’exprime en disant que le mouvement brownien
est un processus récurrent.

Quelques processus liés au mouvement brownien

e Le pont brownien: Considérons le processus
X, =By —th

avec t € [0, 1].
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Exercice 1.18 (IL SERA FAIT EN TD) Montrer qu’ll s’agit d’un processus
gaussian centré de covariance

E(X;Xs) = min(s,t) — st.

e le processus d’Ornstein-Uhlenbeck, qui est un processus gaussien centré de covariance
E(X;X,) = e Plt=sl
ou @ > 0.

e le mouvement brownien géométrique, proposé par Black, Scholes et Merton pour mod-

eliser les actifs financiers:
Xt — eUBt‘f'Mt

avect > 0,0 >0et peR.

e le mouvement brownien fractionnaire: il s’agit d’un processus gaussien centré BH de
covariance

E(BIBI) = 5 (P11 + 5211 — |t — 521

N |

ou H € (0,1) est I'indice de Hurst.

Exercice 1.19 (IL SERA FAIT EN TD) Montrer que si H = % on retrouve le
mouvement brownien. Montrer que B est H -autosimilaire, c.d.d pour tout ¢ > 0,

By, t >0 est un mouvement brownien fractionnaire;

1.3 Variation quadratique:

Soit B un mouvement brownien et soit s > t. Pour un découpage (partition) fini A
de l'intervalle [t,s] (ie. A = {t =t < t2 < t3 < ... < t, = s}), nous posons:
|A|=max!=""!(t;11 —t;). Enfin notons Tﬁt la variable aléatoire Ts% = Z;i?_l(BtiJ,-l —By,)?.

Théoréme 1.20 Si {A"},cn est une suite de partitions de [s,t] telle que |A™| — 0 quand
n — 00, alors
TAtn —s—t

Sy

dans L2.

Preuve: Calculons E[TSA;]: puisque By, , — B, ~ N(0,ti41 —t;), By

Vi1 — t;Z; avec Z; ~ N(0,1) ainsi:

i 1 — Bt; peut s’écrire

n—1 n—1
EITS 1 =) (i —t)E[Z7] =D (tipr —t) =t —t1 = s — L.
=1 i=1



—1
U(M"[Tﬁtn] = var|(By

Il
3

- Bti)2]

141

@
Il
—

1
var((tiyr — ti)ZiQ]

.

1
(tis1 — t:)*var(Z})

.

. I . 1|
I M: I M:
A = ]

1
< (tis1 — )| A" |var(Z?)

Il
3
|

@
Il
—

= (s —t)var(Z*)|A" == 0.

Or
var[Tey' ] = E[(TS — (s =)’ = |15 — (s = t)l32

S

d’ou Tﬁn — s —t dans L2 [ |

Si f:[0,00]— IR, on défini

n—1
Vis(f) = sup S 1 f (i) — f(t)]
i=1

ot A parcourt la classe des découpages finis de [t, s]. V; s(f) s’appelle la variation de f sur
I'intervalle [¢, s].

Remarque 1.21 Rappelons le théoréme suivant qui caractérise la classe des fonctions
variation bornée: Vi (f) < oo si et seulement si il existe deux fonctions croissantes g
et h:[s,t] — IR telles que f = g — h.

Corollaire 1.22 Si B est un mouvement brownien sur (Q, F, P), il existe un sous ensemble
Y de Q de probabilité P(Q) =1 tel que Vw € ' : Vs >t >0:V, 4(B.(w)) = c0.

Preuve: Pour toute paire de nombres rationnels p < g, choisissons une suite A}~ de
découpages de [p, q| telle que |AD | "% 0. D’apres le théoréme 1.20, Tp% f "? converge au
sens L? vers p — q. Par selection d’une sous-suite, nous pouvons supposer la convergence
P-pp. Ainsi, il existe un ensemble €, , C Q de probabilité P(Q,,) = 1 sur lequel Tp% f’q
converge ponctuellement vers p — q. Puisqu’il n’y a qu’un nombre dénombrable de paires
de rationnels, ’ensemble Q' := Nip.g)ap? pg @ une probabilité P(QY)=1.

Soit w € . Soit s > t et choisissons une paire de rationnels p < ¢ dans [t, s].

AT AT
Puisque T), ;" (w) converge vers ¢ —p > 0, il existe N tel que Vn > N, T}, " (w) > (¢ —p)/2.
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Ainsi,

n—1
(q - p)/2 < Z(Bti+1(w) - Bti (w))2
=1
n—1
< (mzax | Bt (w) — By (w)|> : Z Bty (W) — By, (w))|
=1
< (B ) Bulo)]) - Vg8
< (1B () Bl ) - Ve B.0)

Puisque |A7 | tend vers 0 et que la trajectoire B (w) est uniformément continue sur [s, ],
(max; | By, (w) — By, (w)|) tend vers 0 avec n. Ceci n’est possible que si V; ¢(B.(w)) = oo.
|

Le corollaire précédent implique en particulier que la trajectoire générique du mou-
vement brownien n’est croissante ou décroissante sur aucun intervalle!

Corollaire 1.23 Si B est un mouvement brownien sur (Q, F, P), il existe un sous ensemble
QY de Q de probabilité P(QY) = 1 tel que Yw € ', la trajectoire B (w) n’est héldérienne
d’ordre a > 1/2 sur aucun intervalle.

Preuve: Reprenons I'ensemble ' construit dans la démonstration précédente. Soit w € €,
et supposons la trajectoire B (w) holdérienne d’ordre a > 1/2 sur Uintervalle [t, s]:

dK < o0 th,tz S [t, S] : \Btl(w) — BtQ(w)\ < K‘tl — t2’a

Si p, g sont des rationnels tels que t < p < ¢ < s, alors

n—1
ATL
Ty (w) = Z(‘Bti+1 (w) — By, (w))2
i=1
n—1
< K2t — >
i=1
<

n—1

KAy Pt Z tiv1 — til
i—1

= KA} P Hp—q)

2c0—1

A’I’L
Puisque 7}, 4" (w) — ¢ —p > 0et [A] | — 0 (a > 1/2), les dernieres inégalités ne sont

possibles que si K = oo. [ ]
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Remarque 1.24 (facultatif ) Montrez que, avec probabilité 1, les trajectoires du mouvement
brownien ne sont héldériennes d’ordre 1/2 sur aucun intervalle.(

Plus généralement, on peut définir la variation d’ordre p > 0 d’un processus sto-
chastique X comme la limite (en probabilité) de

n—1

A7
TRP(X) = 31Xy = Xy P
1=0

ou la partition A est comme avant.
Exercice 1.25 (IL SERA FAIT EN TD) Montrer que si

\iilrgo TP (X) = Ly

en probabilité, ot L, est une v.a. a valeurs dans [0, 00[ alors

Vg >p, lim T™(X) =0
a>p; lim T7(X)
en probabilité et
V0 < ¢ < p, |ii|m TAP(X) = oo
—0

en probabilité sur l’ensemble (L; > 0).

Exercice 1.26 (IL SERA FAIT EN TD) En déduire que les trajectoires du brownien
ne sont pas a variation bornée.
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