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1 CHAPITRE 3: Theory of martingales

1.1 Filtrations and Stopping Times

Definition 1.1 Let 7 be a random variable , T : Q — IR*. Thent is a stopping time with
respect to {Fi}i>0, if Vt € RT one has {T <t} € F;.

Exmmple 1.2 Let X be a right- continuous process adapted to the filtration F;. If O is
an open subset of IR, then: 1o = inf{t > 0|X; € O} is a stopping time with respect to the
filtration Fit

Preuve: Pour tout a > 0, en utilisant de caractéristion de inf
1

{to<a} = {w:¥n3teQt<a+—,X; €0}
n

1
= Mfw:3teQ"t<a+—,X; €0}
n

= Mn UtEQﬂ[O,a—i—%] {w]Xi(w) € O}

{w|Xi(w) e O} e F, C faJr%.
Mais
A = UteQm[O,a+%]{w|Xt(w €0} e Fart
etVn>m: A, € .7-'a+% C .7-"a+% d'ou {to < a} = Np>mA, € .7-'a+%. En conséquence on

obtient que
{TO < a} S ﬁmfa_,'_% = fa+.

Ceci étant vral pour tout a, nous avons montré que 7o est un F+ temps d’arrét. [ |
9 O t

Exmmple 1.3 If X is a continuous process continu, Fi adapted,and Ais an closed subset
of R, then: T4(w) := inf{t| X;(w) € A}, with the convention inf () := oo, is a stopping time
for Fi.

Preuve: Puisque A est fermé et X est continu, on a:

{wlTa(w) <t} ={w Oiggfgt d(X,(w),A) =0,g€ QT}.

Or d(x,A) est une fonction continue en x, donc mesurable sur (IR,Br). d(X,,(w),A)
est alors Fi;-mesurable, par composition de fonctions mesurables et il s’ensuit que: g :=
info<q<t{d(Xq(w), A),q € QT} est F; mesurable, comme infimum d’un nombre dénombrable
de fonctions mesurables. Ainsi:

{ra<ty=g7'({0}) € 7.

T4 est donc un temps d’arrét. [ |



Remark 1.4 If the filtration is right-continuous, then clearly To est T4 are F; stopping

times.

Exercice 1.5 Montrez pourquoi 7(w) = inf{t|X; = maxs>9 X5} n’est pas en général un

temps d’arrét sur la filtration naturelle de X.
Definition 1.6 If Tis a F; stopping time, we define

Fri={A€ Foo,Vt >0 AN{r <t} € F;}.
Exercice 1.7 Show that F; is a o-algebra.

Preuve: On a: 0N {7 <t} =0 € F donc ) € F,.
Soit A € F. Montrons que A¢ € F,: En effet:

An{r<t}={r<t}nAn{r <t})° e F

car {7 <t} e Fret AN{r <t} e F.
Soit {Ay} C Fr, alors Vn et Vt on a:

Ay n{r <t e Fi= Up(Ap,N{r <t}) € F

donc
(UpAp)N{r <t} e F

et donc
UnA, € Fr.

Donc F; est une o-algebre.

Theorem 1.8 If7 and 7" are two F; stopping times and if Vw 7(w) < 7/(w), then Fr C Frr.

Preuve: Soit A € F; montrons que A € F: Sit >0, alors {7/ <t} C {r <t} donc

An{r <t} =An{r <t}n{r <t}

Puisque A € Fr,ona AN{r < t} € F; et, comme 7’ est un temps d’arrét, alors {7/ <t} € F

don An{r' <t} =An{r <t}n{r <t} € F donc A € F,.

Theorem 1.9 If 7 and 7" are F; stopping times, then: 7V 7 = max(r,7’) and T AT =

min(t,7’) are stopping times.



Preuve: Soit t > 0, alors
{rvr <t}={r<t}n{r' <tle R
car
{7' < t} cF

et {7/ <t} € F; et F; est une o-algebre.
Donc 7V 7 = max(r,7’) est un temps d’arrét.
De méme,
{rAar <t} ={r<t}u{r' <t} e F.

Donc 7 A 7/ est un temps d’arrét. [ |

Exercice 1.10 Montrez que 7 est F, mesurable.

Preuve: Ceci revient & montrer que Va > 0 : {w|7(w) < a} € F;.
Soit ¢ > 0, alors:
{r<ain{r<t}={r<ant}eFonu CF

Ceci étant vrai pour tout ¢, il suit que {r < a} € F; [

Exercice 1.11 Montrer que si 7 et 7' sont deux temps d’arrét, alors T + 7' est un temps
d’arrét.

Preuve: Utiliser la décomposition, pour tout ¢ > 0,
{r+7 >t} = {r=0,7 >t}U{0<T <t,T+7T >t}
U{T >t 7 =0} U{T >t, 7 >0}

Le premier, troisieme et quatrieme terme sont evidemment dans F;. Pour le deuxeme,
I’écrire comme
/
U {t>r>r 7 >t—r}
reQt.,0<r<t
[

Exercice 1.12 Si (7,)n>1 est une suite de temps d’ arrét pour une filtration continue a
droite, alors

Sup 7, inf 7, lim 7, lim 7,

nle) n’nZl n’nZl mnizl n

sont des temps d’arrét.



Preuve: Utiliser les indentités

{s%p T} = [ > t}, {infr, <t} = U{m < ).

Progressively measurable stochastic processes

Let X be a stochastic process adapted to the filtration F; on a probability space
(Q,F, P) and let 7 be a Fi-stopping time.

Remark 1.13 Let us denote by X, the application w — X (w) = X )(w) : & — R.
The fact that X is adapted does not suffice to conclude that X, is a random variable . F
measurable. The purpose of this paragraph is to introducea sufficient condition on X in
order to have X, measurable.

Definition 1.14 A process X is progressively measurable if VT > 0
X:(Qx[0,T) - R
is Fr @ Bjo,r) measurable.

Remark 1.15 [t is obvious that a progressively measruable process X on Fy is in particular
adapted to Fy.

Theorem 1.16 If X is F; progressively measurable, and if 7 is a Fi-stopping time, then
X, is Fr measurable.

Preuve: Il suffit de montrer que si A € B, alors X-!(A) € F, autrement dit, pour tout
t >0 fixé, X1 (A)n{r <t} e F. Or

X1 An{r<t} = {wr(w)<tet X,(w) € A}
= {w|t(w) <tet Xon(w) € A}
= {wlr(w) <N XL (A).

Si 7 est un temps d’arrét, alors 7 A t est un temps d’arrét plus petit que ¢ et puisque 7 A ¢
est Fra+ mesurable, il est F; mesurable. Posons

g: (QF) — (Qx [O,t},ft®8[07ﬂ) twir g(w) = (w, T At(w)).



Puisque les deux composantes de g, w et 7 At(w) sont mesurables respectivement de F; vers
Fi et de Fy vers Bjgy, g est mesurable de F; vers F; &) Bjoy. Considérons X comme une
fonction mesurable sur € x [0, ¢]:

X (Q X [O?t]’ft®8[0,t}) - (JR,BB) : (w,s) — X(w’s)'
alors X, a; est la composée des fonctions mesurables X et g:
X, ANt=Xog

et est donc mesurable de (Q,F;) vers (IR, Bgr). Ainsi, VA € Br : X, (A) € F;. Puisque
par ailleurs {7 <t} € F, on peut conclure que X-1(A) € F,. ]

Theorem 1.17 If X is a continuous adapted to F; stochastic process , then it is progres-
stwely measurable.

Preuve: Soit . o
XP(w) = X (w)si o <t< 2
n n n

On montre que X' est progressivement mesurable.
Soit T fixé si ¢t < T alors

XPw)= Y. ey oin X (w)

or X est Fr mesurable et 1k k41 est B[O’T} mesurable donc X & 1k k1 est Fr@ B[O7T]

mesurable, il s’ensuit que ZZEST e w1 Xk (w) est Fr @) Bjo,r) mesurable.

Par continuité de X on a: lim;, e Xi'(w) = X¢(w) et, comme X' est Fr Q) Bjg ) mesurable,
X Dest également. Autrement dit X est progressivement mesurable. |

Exercice 1.18 Si T est un temps d’arrét, si X est un processus continu adapté si X] (w) =
Xont(w). Montrez que X[ (w) est progressivement mesurable.

Exercice 1.19 (facultatif) Si X est un processus continu, tel que Xo =0, et si0 < a <b
que peut on dire de X, (w) pour les w tels que Tqp)(w) < 00
Si X est un mouvement brownien, montez que P(Tj(w) < 00) = 1.

Exercice 1.20 (facultatif) Si X est un Fi-mouvement brownien, et a > 0, et X} (w) =
SUP¢elo,s] Xt(w)y

a) montrez que X; est Fi-mesurable.

b) montrez que {1y < s} = {X; > a}.

c) montrez que X7 a la méme loi que \/sX7 et que T(q) a la méme loi que a?/(X7)2

d) montrez que 11 := inf{t| Xy = X{} et 7o := sup{t < 1|X; = 0} ne sont pas des
temps d’arrét.



1.2 Martingales: Definition et properties

Definition 1.21 A martingale with respect to the filtration Fy t € T (T discrete or con-
tinuous)is an adapted process such that

1. VteT, X; € Ll(]:t)
2. Vt,se T, t > s E[Xy|Fs) = Xs a.s.

Exmmple 1.22 IfY € LY(F..) we set X; = E(Y|F,) then X, is a martingale.
Preuve: En effet, si s > ¢, on a F; C Fs donc:
E(Xs|F) =E[E(Y|Fs)|F] = EY|F) =X,
[

Definition 1.23 A sub-martingale (respectively super-martingale) on the filtration (Fi)ier
is a Fy -adapted process such that

1. VteT X; € LY(F)
2.Vt,s € Tt > s E[Xi|Fs] > X, (respectively E[X|F;] < Xy).
Exmmple 1.24 If B; is a F; Brownian motion, then
1. By is a martingale .
2. X; =B —tisalsoa martingale.
3. if a € IR then Mf* = exp(aB; — O‘;t) is also a martingale.
Preuve:
1. On sait que By € LY(F;) et si s >t on a:
E(BJF) = BBy + (Bs— BJ)|F)] = By + E(B. — By)

car Bs— B; est indépendante de F; et comme B — By suit une loi normale de moyenne
nulle alors F(B;s|F;)=B;. Donc B, est une martingale.

2. On sait que Xy = B2 —t € LY(F;) et si s >t
E(Xs|F) (B2 F) — s
(Bt + (Bs — By)*| 7] — s
[B?|Fy] + E[(Bs — By)?|Fi] + 2E[By(Bs — By)|Fi] — s
= B? + E[(B; — By)?| 4+ 2B,E[Bs — By] — s
=B}+s—t+0-s=DB—t=X,.

E
E
E

Donc X; est une martingale.



3. Tl est évident que M € L1(F;) et si s >t on a:

2

E(M|F:) = Elexp(aBy)|Fi]exp(——s)
2

= Elexp (a[By + (B, — B)))|F] exp (——3)
2

= Elexp (a(Bs — Bt))|Ft] exp (B — %s)
o2
= Elexp (av's —tZ)] exp (aBy — ?s)
o2
=z(—av/s —t)exp (aB; — ?s)
—(an/s —1)? a?
(2t)) exp (aBy — —s)

= exp ( 5

a?(s—t o?
= exp ((2)) exp (aBy — ?s)
2

= exp (aB; — %t) = M

ol par 1 on a noté la fonction caractéristique. Donc M{* est une martingale. |

Exmmple 1.25 (the Poisson process ) A Poisson process with intensity A > Ois an adapted
cadlag process (N¢)¢>0 such that No = 0 a.s. and for every 0 < s <t, Ny— Nj is independent
of Fs and it has the Poisson distribution with parameter \(t —s). The compensated Poisson
process s defined by, for everyt > 0

Ny = N; — M.
Show that N is a martingale.

Theorem 1.26 1. If X is a martingale and ¢ a continuous convex function such that
Vt, ¢(X;) € LY(F)then ¢(Xy) is a sub- martingale.

2. If X is a sub-martingale and if ¢ is a increasing continuous convex function such that
Vt, ¢(X;) € LY(F) then ¢(X;) is a sub-martingale.

Preuve:
1. D’apres I'inégalité de Jensen on a pour s >t E[p(X,)|F] > ¢[E(Xs|Fr)] = o(Xe).

2. Sis >t Ep(Xs)|F] > o[E(Xs|F)] > ¢(X¢) car X est une sous martingale et ¢ est
croissante. ]



Exmmple 1.27 If X, is a martingale then Y; = | Xy|P is a sub- martingale Vp > 1

Preuve: En effet, la fonction = — |z|P est une fonction convexe continue. [

Nous allons ensuite considérer les martingales discretes.

Theorem 1.28 If H is a bounded process adapted to {F,}nen and X a F, martingale,
then the process Y defined recurrently by Yo = 0 and Y11 = Yy + Hp(Xnt1 — Xi) is a
martingale.

Preuve: Puisque X,, est une martingale et H,, est F,-mesurable, on a:

E[Yn—l—l’fn] = E[Yn + Hn(Xn—i-l - Xn)|~7:n]
= Y,+ Hn[E(Xn+1|fn) - Xn]
= Y?’L
Ainsi
E[Yn—i-k’]:n] = E[E(Yn-l-k‘fn—&-k—l”fn]

= E[YnJrkfl’fn]
= E[Yn+1|~7:n]
- Y,

Remark 1.29 If we denote by A(X,,) the increment (X, +1 — X,) of the process X, then
Y, can be formally written asx Y, = Yy + Z?:_ol HiA(X}).This is discrete time version of
the stochastic integral Y; = Yy + f H.dB; which will be introduced in the next chapter.

Theorem 1.30 If H is a bounded process adapted to F, and positive and if X is a Fp
sub-martingale,then the process Y defined by Yo = 0 et Ypy1= Yy + Hp(Xnt1 — Xn)is a
sub-martingale.

Exercice 1.31 Démontrer ce résultat en suivant la prewve du théoréme précédent.

Theorem 1.32 (stopping theorem): If X,, is a F,-martingale, and T < o are two bounded
stopping times then E(Xy|Fr)=X;.

Preuve: Supposons que gest borné par M > 0: |o(w)| < M. Il suffit de montrer que
E(X,-X,)1p=0

si B € F. . Posons
Hy, =1¢<n<o)lB



alors H, est F, mesurable car BN{r <n<o}=BN{r<n}Nn{oc<n}°eF,.

Soit
n=M-—1

Yiu=0+ Y Hy(Xne1 — Xp).
n=0
On va prouver que
Yy =1(X; — X,).

Alors

Yy = —HoXo + (Ho — H1)X1 + (H1 — H2)Xo + -+ Hy -1 X0
Posons Hy = 1p1(,,) et Hy = 11y, de sorte que H, = Hj — Hj. Ainsi, on peut
écrire:

YM = (1B —Hg)Xo—l- (Hg —ng)Xl + .- +H]l\7471XM
—(1p— H§)Xo— (Hy — H{)X1 — -+ = Hyy 1 X
Or
(Hy — Hy 1) = 18(1gon) — Yosni1)) = 1Bl{nii1505n) = 1Bl {o=nt1}-

On montre aussi que 15 — Hf= 15(1 — 1{550})=1p1{,—0}. Ainsi:

n=M n=M
Yy = (Z Xn]-{azn})]-B - ( Z X’I’L]'{TZ’I’L})]'B = (XO' - X’T‘)]-B

et puisque Y)s est une martingale:
E(Yym) = E[E(YM|Fo)] = E(Yp) = 0.
Donc VB € F; : E[15(X, — X;)] = 0 et nous concluons: E(X,|F;)=X;. |
Remark 1.33 We have the same result for sub-martingales.
1.3 Doob’s inequalities and consequences
We will fist study the discrete case.

Theorem 1.34 (mazimale inequality)
If {Xn}n=0,. N is a Fy, sub- martingale then ¥V A > 0

A+ P(max(Xo, X1,..., Xn) 2 A) < E[XNfmax(Xo,X1,..., Xx)>A})

Preuve: Posons 7 := min{n|X,, > A} avec min{) := N. Alors 7) est un temps d’arrét.
Puisque X est une sous-martingale, il suit du théoréme d’arrét que X, < E[Xy|F-,]. Donc

E[an{max{Xn}>>\}] < E[l{max{Xn}zk}E[XN‘FTAH
= E[XN]'{IHEI,X{X"}Z)\}]

10



car 1imax{x,}>1} est Fr, mesurable. Lorsque max{X,} > A, on a par définition de 7y:
X7, > A Ainsi, XT)\l{max{Xn}Z/\} > Al{max{Xn}Z)\} et donc

)‘P(maX{X”} > A) < E[XT)\]-{max{Xn}Z)\}] < E[XN]-{maX{Xn}ZA}]

|
Corollary 1.35 If X,, is a martingale in LP forp > 1 and X* := max(|X1|, | Xa|,...,|Xn|),
then we have :
ANP(X* >N < E[|XnP].
Preuve: Soit X,, une martingale alors Y,, = |X,,|P est une sous-martingale a laquelle nous
pouvons appliquer le théoréeme précédent:
N P(maz(Y1,...,YN) 2 N) < E[YNL{nazvi,...yw)zae}] < E(YN).
Puisque X = max(Yi,...,Yn) et | Xn|P = Yn, nous avons donc
NP(X* > X)) = XNP(X*P > N\) < B[ X
|

Theorem 1.36 (Inégalité de Doob): ¥p > 1, si {Xp}n=1,.. n est une martingale dans LP

alors :

B Xxl"] < BIX7) < (29) B Xnl]

avec X* :=mazx(|X1],...,|Xn]|).

Preuve: On a |[Xy|P? < X*P d’ou E[|Xn[P] < E[X*P]. D’autre part d’apres I'inégalité
maximale on a: E[|Xn|1yssx] > AE[1x+>)]. En multipliant ceci par \’~2 et en intégrant
sur [0, k], nous obtennons:

k k
/ EHXN|1)(*>)\)\p_2]d)\ > / E[lx*>,\)\p_1]d)\
0 0

Par le théoreme de Fubini, on a:

L

kANX*
Bl|xy|E20

E[[Xn| [ 1x-saAP~2 d)]

> B[ Ly-sa AP 1d)]
(kAX*)P
B[EAXY)
Enfin si ¢ est le conjugué de p (1% + % = 1), on a avec 'inégalité de Holder:

Q=

B[ Xn|(k A X1 < (B XnP])? - (Bl A X))

11



Puisque (p — 1)g = p, nous avons donc

1 1 1
(BIXNPD? - (BlEA XV 2 — Bl A X,
ce qui donne apres simplification:
(BIXNP)? > F - (Bl A X))

Comme (kA X*)? 7 (X*)? lorsque k — 400 on obtient par le théoréme de la convergence

monotone:

BI(X*Y] = Jim Bl(kA X)) < (L) Bl Xnl]

Next we prove the Doob’s inequality in continuous time. Let us consider the filtra-
tion {F;}+>0 on the space (2, F, P).

Definition 1.37 We denote by MP({F:}) the set of {Fi}-martingales X with continuous
paths such that || X||Lr < 0o, where

1 X[ Lr := sup || X¢[| o
t>0

If X € MP({F:}), we will denote by || X || pe := || X2 || 1p, 00
X/ (w) :=sup{| Xs(w)| : s € [0,1]}.

Exercice 1.38 Montrez que, si X € MP({F;}), alors Uapplication t — || X¢||r» est crois-
sante. En particulier || X||rr = limy— o0 || X¢| -

Exercice 1.39 Montrez que, si X € MP({F:}), alors X; est Fy-mesurable.

Exercice 1.40 Montrez que MP({F;}) est un espace vectoriel réel et que |.||r» est une

seminorme sur MP({F;}). Montrez que || X|r = 0 est equivalent a dire que X est une

0
modification de 0: Xm%lfO.

i
Remark 1.41 (Remind) If X and Y are continuous processes then Xm%ZfY if and only if
X andY are indistinguishables.

Since (LP, ||.||r) is not a normed vector spaces we considered LP the set of equiva-

lence classes in LP for the equivalence relation = P — a.s. In the same way, we introduce

the space MP({F:}) of equivalence classes in MP({F;})for the relation il

12



Exercice 1.42 Montrez que (MP({F:}), ||.||Lr) est un espace vectoriel normé.
Theorem 1.43 (Doob’s inequality in continuous time)): Vp > 1, if X € MP({F;}), then

p
Xl < 1Xaar < 21X

In other words, ||.|rr et ||.||arr are equivalent norms on MP({F:}).

Preuve: Soit X € MP({F;}) et soit {D,}nen une suite croissante d’ensembles finis dont
I'union est ®*. Soit t,, := max D,, et

XD, (w) :=max{|X¢(w)|: t € Dyp}.
Il est alors clair que t,, /' oco. Par ailleurs, puisque les trajectoires de X sont continues,
X* =sup{|X;| : t €@Q"}, et donc Xp, /X5 Le théoreme 1.36 nous indique alors que

p
1Xenllee < 18D, le < 2= 1 X lr-

Or, il suit de l'exercice 1.38 que || X||r = limy oo || Xt, ||zr €t par convergence monotone:
[ X[ arr = [[ X3l r = limp 0 [| X7, ||Lr- Le théoréme est donc démontré. |

The following corollary plays a crucial role in the construction of the It integral.

Corollary 1.44 If{F:} is a complete filtration then for everyp > 1, the space (MP({F:}), ||-|lzr)
1s a Banach space.

Preuve: Il s’agit de montrer que toute suite de Cauchy {X"},cn dans MP({F;}) admet
une limite X dans MP({F;}). Considérons une telle suite { X"} emn.
1) Nous allons construire un processus X limite:

Par le théoreme précédent, { X"}, cv est également une suite de Cauchy pour la
norme ||.|[asr:

Ve>0,3N(e) : Vm,n = N(e) : [| X" = X"}, < e

Fixons ny := N(2-®*+D) et par récurrence
Ny = max(N(2~PHDERD) 1 4,

La suite nj est alors strictement croissante et, puisque ng41 > np > N (2_(p+1)(k)), la
sous-suite {X ™}y vérifie

Vk o || X — xR < o= (p (),

Soit A :={w € Q:3L:Vk > L: || X"+ (w) — X™(w)|lo < 27%} ol1, pour une
fonction f(.) : [0,00[— IR, |[f(:)llco := suprefo,cof |/ ()]

13



Remarquons que si w € A, alors les trajectoires X" (w) forment une suite de Cauchy
dans Pespace (C([0,00[), ||-|lo) des fonctions continues sur [0, co[. En effet, si ¥’ > k,

k-1
X7 (w) — X (w)]|os < Z [ X7+ (w) = X (W) loe < 22 —j k2o

L’espace (C([0,00[), ||-]loc) étant complet, la suite de trajectoires X" (w) converge
donc au sens de la norme ||.||» vers une fonction continue X (w).

Convenons de définir X (w) := 0 lorsque w ¢ A. Le processus X ainsi construit a
toutes ses trajectoires continues.
2) Montrons a présent que P(A) = 1:

En effet, si Pon pose YF := X™+1 — X",

—{weQ:VL:3k>L:||[YFW)|ew > 27} = Np Upsp, A,
ot A¥ :={weQ:|V*w)|e >27F}. Ainsi, VL,

P(A%) < P(Up>1.4%) Z

Or [|[YF(w)]loo = YF*(w) ot la notation Y** a été introduite & la définition 1.37. T1 résulte
de D'inégalité de Chebichev que P(AF)27F < ||V, et la définition de la sous suite X"
indique que |[YE |2, = |[Y*|5,, < 27@FDE Aussi P(A*) < 27F et donc

[o.¢]
A <Y o
k=L

Des lors P(A¢) = 0.

3) Montrons que X est {Fi}-adapté: P(A°) = 0 implique en effet A° € F;, pour tout
t > 0 puisque {F;} est une filtration complete. Aussi le processus 14(w)X;"* (w) est-il {F;}-
adapté. Or nous avons montré que 14(w)X;"* (w) converge vers X;(w). La limite ponctuelle
préservant la mesurabilité, X; est donc bien Fi-mesurable.

4) Montrons ensuite que X est une {F;}-martingale: Puisque | X{* — X[*||» < [| X" —
X™|| e, la suite des variables aléatoires X" est une suite de Cauchy dans LP(F;). Puisqu’il
s’agit d’un espace complet, X;* est donc une suite convergente au sens LP. Puisqu’une sous
suite X;" converge P-pp (sur A) vers X, nous avons montré que X' converge vers X au
sens LP. Puisque l'espérance conditionnelle est un opérateur continu pour la norme LP,
nous avons si s > t:

E[X,|F] = E[lim X" F]= lim E[X"F]= lim X! =X,
n—oo n—oo n—oo

5) Montrons finalement que X" converge vers X au sens ||.|r». Soit € > 0, il existe N tel
que, si m,n > N, alors || X" — X™|1» < e. Il s’ensuit que, sin > N,

| Xt — X{ e = lim || X" = X{|zp < lim || X" — X™||1» < e
m—00 m—o0
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Donc || X — X"||1p = sup;> [ X — X{*[r < €. Ce qui précede étant vrai pour tout e > 0,
nous avons montré que lim,,_, [|X — X"||z» = 0. |

Corollary 1.45 If X € M?({F;}), then there evists a random variable Xoo € L?*(Fuo)

2 -
such that X L, Xoo and X, Prep Xoo when t — oo.In particular, ¥t : X; = E[Xo|Fi] and
[ X122 = [ Xooll2-

Preuve: On montre que, pour toute suite {¢, },ecv croissant vers oo, la suite { Xy, }nemn est
convergente dans L2(F;) (remarquons que toutes ces suites ont alors une limite identique,
sans quoi il existerait une suite sans limite!). L? étant complet, il suffit donc de montrer
que { Xy, tnev est une suite de Cauchy. Si t,, > t,, X, est la projection orthogonale de
Xy, sur L*(F;, ), X étant une martingale. Nous avons des lors I'identité de Pythagore:

1 Xt — Xt 72 = 1 Xen 172 — 1 X, |72

La fonction ¢ — || X¢||2, est croissante et converge vers || X||3., aussi la suite {|| Xy, [|3.} est
9 M,m—00

elle de Cauchy et il en est de méme de { Xy, }nenv: || X, — Xi,[172 0.

Donc il existe Xo, € L? qui est la limite de toutes les suites {X;, }. Il est clair que
Xt —t—00 Xoo in L2.

De la convergence L? de X; vers la limite commune X, de toutes les suites {X;, },
suit immédiatement que || X ||z2 = limy—, o0 || X¢|| 72 = || Xoo||12 €t, par continuité de opérateur
E[.|F] par rapport & la norme L2, il suit aussi que

E[Xoo|F] = lim E[X,|F] = X,.

Il nous reste a démontrer la convergence P-pp de X; vers X,. Considérons donc
une suite {X;, } convergeant dans L? vers X.,. Quitte & en extraire une sous-suite, nous
pouvons supposer que {X;, } converge également P-pp. Appliquons a présent 1'inégalité de
Doob & la martingale (Y")s>+,, out V' := X; — Xy -

s

| Sup Yz < 2"z = 2 Y| L2 = 2| Xoo — Xo, [ 22
S$Z2tln

Aussi, les variables sup,, |Y;'| tendent-elles vers 0 dans L2, et par extraction de sous-suite,
nous pouvons considérer qu’elles tendent vers 0 P-pp. Si ¢t > t,,, nous avons:

[ Xt = Xoof <X = Xi, | + [ Xt — Xoo| < sup [V + | X, — Xoo

s>tn

Puisque les deux termes du membre de droite de cette inégalité tendent P-pp vers 0, nous
avons comme annoncé la convergence P-pp de X; vers X . |

Remark 1.46 We call sometimes the random variable X, as the last element of the mar-
tingale X.
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1.4 TUniform integrability and martingale convergence theorems

Definition 1.47 A family G C L' (2, F, P) is uniformly integrable (we denote U.L) if

lim <sup E[|X|1{X|>c}]> = 0.
CcC— 00 Xeg

We give examples of families which are U.I.
Exercice 1.48 If g € L' show that the family G := {g} is U.L

Preuve: On a |g/lfg>q < lg| € L' et lime oo [g]1{g5>cp = 0. Par le théoreme de la
convergence dominée on a donc:

Jim Ellg[1jg5¢] = 0.
G est donc une famille U.I. [ |

Exercice 1.49 Show that if G is U.I and if g € L' then G U {g} is U.L In particular the
finite families in L' are U.L

Preuve: On a:

sup B[ X[1{x5q] < sup E[|X[1{x)50] + Ellgl1{g>]
Xegu{g} Xeg

or {g} et G sont des familles uniformément intégrables donc les deux termes du membre de

droite tendent vers 0 lorsque ¢ tend vers co. Ainsi

lim sup E[‘X‘1{|X\>c}] =0.
€7 Xegu{g}

Exercice 1.50 Show that if G is bounded in LP(F) (p > 1) then G is U.L

Preuve: Soit M < oo tel que Vg € G: E[¢gP] < M. Par application de I'inégalité de Holder,
avec g tel que 1/p+1/g=1,ona Vg€ G:

Ellg|tgse] < (EllglP)YP(ELyga)'* < MYP(P({|g] > c})M7.

Par l'inégalité de Chebichev, on a également P({|g| > c})c? < E[|g/’] < M. Aussi
1/pasl/
Ellgl1gg=e)] < Mg = 2fa
On obtient

C—00

sup Fl|g|1 < M 0
Zlellg) [lg11g1g/>e3] < R

We give a characterization of the uniform integrability property.
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Theorem 1.51 G is U.Iif and only if G satisfies the conditions:
1. G is bounded in L': IM < 0o : Vg € G, E[|g|] < M.
2. Ye > 0:35 > 0 such that, VA € F, if P(A) < § then Vg € G E[|g|14] <e.

Preuve: Supposons 1) et 2) vraies. Alors par Chebichev, Vf € G : M > cP(|f] > ¢). Soit
€ > 0 et considérons le ¢ correspondant de 2). Si ¢ > % alorsVf € G: P(|f] >¢) < % <46
donc d’apres la propriété 2) on a: E[|f|1fjf>cy] < €. Ainsi supjeg B[ f[1{f>¢3] < €. Nous
avons donc montré que

lim Sng)EHf|1{\f|>c}] = 0.

C— 00 fE

Inversement supposons G U.l alors e :Vf € G :

sup B[ f|1g55q] < 1.
o {If1><}

Or
Ellfll = Ellflyssey] + EllfLg <) <1 +e

Ainsi 1) est vraie, avec M =1+ c.
Soit € > 0 alors Jdc tel que Vf € G : E[[f[1{f|>¢}] < §. Posons ¢ := 5 et soit A € F
telque P(A) < 4. Alors:

Ellf1a] < E[lf[1yf5e1] + Ellf11{51<cpnal < g +c-P(A) <e

La propriété 2) est donc aussi vérifiée. |

Theorem 1.52 Let { X, }nenv be a sequence of random variables in LY (F) such that lim,, o X, =
X P-a.e. Then the sequence X, converges to X in the L' sense if and only if {Xp}new is
U.1

Preuve: Si lim, .o, X,, = X dans L! alors {X,} est bornée dans L! et de plus X € L!
donc {X,,} U{X} est borné dans L.
Soit € > 0 alors AN tel que Vn > N, E[|X,, — X|] < 5.

La famille finie G = {Xo, X1,...,Xn, X} est U.I. Donc 3§ > 0 tel que

P(A) < 6 = E[|Xn|14] <§ sin=0,...,Net B[|X|1a] < %

Montrons que pour tout n: E[|X,|14] < e. Cette relation est évidente si n < N.
De méme, sin > N, on a:

Bl Xal1a] < E[|X, — X[14] + B[ X[14]
< E[|X, — X[+ E[[X|14]
< 5+5%
= €.
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La famille { X, },en est donc U.L

Montrons & présent que, si la suite {X,,} est U.L, alors elle converge dans L1: {X,,}
est une suite bornée dans L1: IM tel que E[|X,|] < M. Soit gn, = infos>m|Xn|. Alors g,
forme une suite croissante de v.a. et, puisque X,, converge vers X P-pp, on a:

lim g, = liminf|X,| = |X].
m—0o0

Par le théoreme de la convergence monotone E[gy,] / E[|X|] et comme gy, < |X,,/|, il suit:
E[gm] < E[|Xm]] € M donc E[|X]] < M d'ott X € L. Ainsi {X,,} U{X} est U.L et par
2)ona: Ve > 0,36 >0: VA€ F: P(A) <6 =Vn: E[|X,[14] < § et B[[X]14] < 5.

Soit ¢ := %. Alors la suite 1{‘X|<C}m{‘Xn‘<c}\Xn — X| converge P-pp vers 0 et est bornée
par 2c. Donc par le théoréme de la convergence dominée elle converge dans L' vers 0 d’ott
AN :Vn> N :

E1{x|<cpn{|Xn]<c}| Xn — X] <

Wl o

Sin > N, alors
B[ Xy — X|] < B[1{x|<ejnf|Xn|<c}| Xn — X[ + E[| Xn|1a] + E[| X1 4],

olt A:={|X,| > c} U{|X| > c}. Puisque P(A) < P(|X,,| > ¢)+ P(IX|>c) < 2L =5, il
suit que E[| X, — X[] < § + £+ § = ¢. Nous avons donc montré que

lim E[|X, - X|] =0.

n—oo

Exmmple 1.53 If {Gs}ses C F is a family of o -algebras and if X € LY(F), show that
the family {E[X|Gs]}ses is U.L

Preuve: Soit X, := F[X|G,].

L’inégalité de Jensen nous indique que |X;| < E[|X||Gs]. Aussi, puisque {|Xs| >
c} € Gs, il suit que E[|Xs|1{x, 5] < E[X[1{x,>¢p)- Puisque {X} est U.L, par la
caractérisation donnée par Th. 1.51

Ve > 0,30 >0: P(A) <6 = E[|X]|14] <e.

Posons
A= {|X| > ¢}

Sic> E[|X]|]/d, alors Vs € S:
P(A) = P({|Xs| > ¢}) < E[|X;]/c < E[|X][]/c <4,

et donc B[ Xs[1x,>c}] < E[|[X[1x,>}] < €. La famille { X;}se5 est donc U.L |
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Theorem 1.54 (stopping theorem): If X is a continuous martingale ,and if T is a bounded
stopping time (AM Yw , T(w) < M), then:

Xr = E[Xu|77] (1)
In particular : if T < o are two stopping time and if o is bounded, then
X; = B[ X,|F;].

Preuve: Par le théoreme d’arrét 1.32, la relation (1) est vraie si 7 prend un nombre fini
de valeurs.

Si 7 est un temps d’arrét général, posons 7, (w) := k% lorsque
pour k € IN.

Montrons que 7, est un également temps d’arrét: Soit ¢t > 0 et soit £* le plus grand
entier k tel que MTk < t. Alors

M=) T(w) < Mk

ME*
n

{Tnét}:{TnS }Gka*Cft.
T, est donc bien un F; temps d’arrét.

Puisque 7, \, 7 lorsque n — o0, la continuité des trajectoires de X nous permet de
conclure que X, — X; P-pp.

Tn, prend au plus n + 1 valeurs donc X, = E[X/|F7,]. La famille {X,, }nen est
alors U.I. comme il suit de I'exercice 1.53.

La convergence P-pp de X, et le caractere U.L. de la suite nous permet d’affirmer
avec le théoréme 1.52 que X, converge vers X, dans L.

Si Z € L®(F,) C L®(F,,) alors: E[X, Z] = E[XyZ]. Or, X,, — X, dans L!
et Z € L™ et donc E[X;Z] = lim,—.oo E[X,, Z] = E[XmZ]. X, étant Fr-mesurable et
vérifiant 1’égalité précédente VZ € L°°(F;), nous concluons : X, = E[Xy|F;].

Prouvons la deuxieme assertion: si 7 < o < M, alors

E[XUV:T] - E[E[XMU'—G”}_T] = E[XM‘}—T] = X7,

car X, = E[Xpy|F5] et Fr C Fy. [ |

The next result generalizes the construction of the last element of a martingale (Cor.
1.45).

Theorem 1.55 If Xis a cont. U.L martingale (i.e. the family {Xi}+>0 is U.L), then
31X € LY(Fs) such that X; converges to Xoo P-a.s. and in LY when t — oc.
Moreover, for every stopping time T we have: X; = E[Xo|F7].

Preuve: Ce théoreme généralise le corolaire 1.45. Il ne sera pas démontré ici. |
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Remark 1.56 The Brownian motion (By,t € [0,T]) satisfy the above result? How about
(B, t > 0)? How about the martingale (B? —t,t > 0)? Are these families U.L ?

Corollary 1.57 (the stopping theorem: the general case) If X is a {F;}-martingale con-
tinuous and U.L, then for every stopping times T < o: X; = E[X,|F;].

Preuve: Se démontre en remplaceant X,; par X, dans la fin de la preuve du théoreme
1.54. [ |

Remark 1.58 We cannot eliminate the assumption X; U.L in the above theorem , as we
can see from the following example: Let By be a Brownian motion and o = inf{t|B; > 1}.
Since the Brownian motion touches every point in IR infinitely many times, we conclude
that 0 < 0o P-a.s and then B, =1 P-a.s. Let’s fir 7 :== 0 then 0 = B, # E[B,|F;] = 1.

To finish this section, let us mention the next result on the regularization of the trajectories
of a martingale.

Theorem 1.59 If {F;} is a complete and right continuous filtration, then every martingale

X admits a modification X' with right continuous trajectories and whose left limits exist in
any point t.
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