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1 CHAPITRE 3: Théorie des martingales

1.1 Filtration et Temps d’Arrét

Définition 1.1 Soit 7 une v.a, 7: Q — IRT. Alors T est un temps d’arrét sur {F; }1>0, i
Vt e RY on a{r <t} € F.

Exemple 1.2 Soit X un processus a trajectoires continues a droite adapté a Fy. Si O est
un owvert de IR, alors: 1o = inf{t > 0|X; € O} est un temps d’arrét sur la filtration Fy+

Preuve: Pour tout a > 0, en utilisant de caractéristion de inf (en fait plusieurs arguments
s’enchainent dans le premiere ligne!)

1
{tro<a} = {w:V nEItEQﬂtSoH—g,XtEO}

1
= Miw:FIHteQht<a+ -, X; €0}
n

= M UtGQﬂ[O,aJr%} {wlXi(w) € OF.

{wiXi(w) €O e FiC Fpn.
Mais
Ap = UteQm[o,aJr%]{w‘Xt(w €0} e Farl

et Vn>m: A, € F 1 CF 1 dotu {70 <a} = Np>mAn € F, 1. En conséquence on
obtient que
{ro <a} € ﬂm}—aJr% = For.

ié vrai Y S T u + ét.
Ceci étant vrai pour tout a, nous avons montré que 7o est un F;+ temps d’arrét |

Exemple 1.3 (facultatif) Si X est un processus continu, F; adapté, si A est un ensemble
fermé de IR, alors: T4(w) := inf{t|X;(w) € A}, avec la convention inf () := co, est un temps
d’arrét sur F;.

Preuve: Puisque A est fermé et X est continu, on a:
folral@) €t} = {w_inf  d(X, (@), A) = 0,q € Q*}.
0<q<t

Or d(z, A) est une fonction continue en z, donc mesurable sur (IR, Br). d(X,, (w),A)
est alors JF;-mesurable, par composition de fonctions mesurables et il s’ensuit que: g :=
info<q<t{d(Xq(w), A),q € QT} est F; mesurable, comme infimum d’un nombre dénombrable
de fonctions mesurables. Ainsi:

{ra<ty=g7'({0}) € 7.

T4 est donc un temps d’arrét. [ |



Remarque 1.4 Si la filtration est continue & droite, alors évidemment 7o est T4 sont des
Fi temps d’arrét.

Exercice 1.5 (IL SERA FAIT EN TD )Montrez pourquoi T(w) := inf{t|X; = mazs>0 Xs}
n’est pas en général un temps d’arrét sur la filtration naturelle de X .

Définition 1.6 Si 7 est un Fy temps d’arrét, on définit alors
Fr={A € Foo,Vt >0 An{r <t} € F;}.
Exercice 1.7 Montrez que F; est une o-algebre.

Preuve: On a: 0N {7 <t} =0 € F donc ) € F,.
Soit A € F. Montrons que A¢ € F,: En effet:

An{r<t}={r<t}nAn{r <t})° e F

car {7 <t} e Fret AN{r <t} e F.
Soit {Ay} C Fr, alors Vn et Vt on a:

Ay n{r <t e Fi= Up(Ap,N{r <t}) € F

donc
(UnAp)N{r <t} e F
et donc
UnAy, € Fr.
Donc F; est une o-algebre. |

Théoréme 1.8 SiT et 7/ sont deuz Fy temps d’arrét et siVw 7(w) < 7'(w), alors Fr C Frr.
Preuve: Soit A € F; montrons que A € F: Sit >0, alors {7/ <t} C {r <t} donc
An{r <t} =An{r <t}n{r <t}

Puisque A € Fr,ona AN{r < t} € F; et, comme 7’ est un temps d’arrét, alors {7/ <t} € F
don An{r' <t} =An{r <t}n{r <t} € F donc A € F,. |

Théoréme 1.9 Si T et 7/ sont deux Fy temps d’arrét, alors: V1 =maz(7,7') et TAT =
man(t,7’) sont des temps d’arrét.



Preuve: Soit t > 0, alors
{rvr <t}={r<t}n{r' <tle R
car
{7' < t} cF

et {7/ <t} € F; et F; est une o-algebre.
Donc 7V 7 = max(r,7’) est un temps d’arrét.
De méme,
{rAar <t} ={r<t}u{r' <t} e F.

Donc 7 A 7/ est un temps d’arrét. [ |

Exercice 1.10 Montrez que 7 est F, mesurable.

Preuve: Ceci revient & montrer que Va > 0 : {w|7(w) < a} € F;.
Soit ¢ > 0, alors:
{r<ain{r<t}={r<ant}eFonu CF

Ceci étant vrai pour tout ¢, il suit que {r < a} € F; [

Exercice 1.11 (IL SERA FAIT EN TD) Montrer que si T et 7' sont deux temps d’arrét,
alors T + 7' est un temps d’arrét.

Preuve: Utiliser la décomposition, pour tout ¢ > 0,
{r+7 >t} = {r=0,7 >t}U{0<T <t,T+7T >t}
U{T >t 7 =0} U{T >t, 7 >0}

Le premier, troisieme et quatrieme terme sont evidemment dans F;. Pour le deuxeme,
I’écrire comme
/
U {t>r>r 7 >t—r}
reQt.,0<r<t
[

Exercice 1.12 (IL SERA FAIT EN TD) Si (7,)n>1 est une suite de temps d’ arrét
pour une filtration continue a droite, alors

Sup T, inf 7,, lim 7, lim 7,
n>1 n2l n2l >y

sont des temps d’arrét.



Preuve: Utiliser les indentités

{s%p T} = [ > t}, {infr, <t} = U{m < ).

Processus progressivement mesurables

Soit X un processus adapté a une filtration F; sur I'espace probabilisé (2, F, P) et
T un Fi-temps d’arrét.

Remarque 1.13 On note X, lapplication w — X;(w) 1= X,y (w) : @ — R. Le fait que
X soit adapté ne suffit en fait pas pour que X, soit une v.a. F mesurable. L’objet de ce
paragraphe est d’introduire une condition suffisante sur X pour que X, soit mesurable.

Définition 1.14 Un processus X est progressivement mesurable st VT > 0
X:(Qx[0,T)) - R
est Fr @ B, ) mesurable.

Remarque 1.15 1[I est clair qu’un processus X progressivement mesurable sur F; est en
particulier adapté a F.

Théoréme 1.16 Si X est F; progressivement mesurable, si 7 est un Fi-temps d’arrét, alors
X, est Fr mesurable.

Preuve: Il suffit de montrer que si A € B, alors X (A) € F, autrement dit, pour tout
t >0 fixé, X-1(A)n{r <t} F. Or
XA n{r <t} = {wr(w)<tet X,(w) € A}
= {wT(w) <tet X;n(w) € A}
= {wlr(w) St} NXT(A).

Si 7 est un temps d’arrét, alors 7 A t est un temps d’arrét plus petit que ¢ et puisque 7 A ¢
est Fra+ mesurable, il est F; mesurable. Posons

9 (QF) — (@x[0,t], F Q) Boy) : w — g(w) = (w,7 At(w)).



Puisque les deux composantes de g, w et 7 At(w) sont mesurables respectivement de F; vers
Fi et de Fy vers Bjgy, g est mesurable de F; vers F; &) Bjoy. Considérons X comme une
fonction mesurable sur € x [0, ¢]:

X (Q X [O?t]’ft®8[0,t}) - (JR,BB) : (w,s) — X(w’s)'
alors X, a; est la composée des fonctions mesurables X et g:
X, ANt=Xog

et est donc mesurable de (Q,F;) vers (IR, Bgr). Ainsi, VA € Br : X, (A) € F;. Puisque
par ailleurs {7 <t} € F, on peut conclure que X-1(A) € F,. ]

Théoréme 1.17 Si X est un processus continu adapté o Fi, alors il est progressivement
mesurable.

Preuve: Soit . o
XP(w) = X (w)si o <t< 2
n n n

On montre que X' est progressivement mesurable.
Soit T fixé si ¢t < T alors

XPw)= Y. ey oin X (w)

or X est Fr mesurable et 1k k41 est B[O’T} mesurable donc X & 1k k1 est Fr@ B[O7T]

mesurable, il s’ensuit que ZZEST e w1 Xk (w) est Fr @) Bjo,r) mesurable.

Par continuité de X on a: lim;, e Xi'(w) = X¢(w) et, comme X' est Fr Q) Bjg ) mesurable,
X Dest également. Autrement dit X est progressivement mesurable. |

Exercice 1.18 Si T est un temps d’arrét, si X est un processus continu adapté si X] (w) =
Xont(w). Montrez que X[ (w) est progressivement mesurable.

Exercice 1.19 (facultatif) Si X est un processus continu, tel que Xo =0, et si0 < a <b
que peut on dire de X, (w) pour les w tels que Tqp)(w) < 00
Si X est un mouvement brownien, montez que P(Tj(w) < 00) = 1.

Exercice 1.20 (facultatif) Si X est un Fi-mouvement brownien, et a > 0, et X} (w) =
SUP¢elo,s] Xt(w)y

a) montrez que X; est Fi-mesurable.

b) montrez que {1y < s} = {X; > a}.

c) montrez que X7 a la méme loi que \/sX7 et que T(q) a la méme loi que a?/(X7)2

d) montrez que 11 := inf{t| Xy = X{} et 7o := sup{t < 1|X; = 0} ne sont pas des
temps d’arrét.



1.2 Martingales: Définitions et propriétés:

Définition 1.21 Une martingale sur une filtration Fy t € T (T discret ou continu) est un
processus adapté tel que:

1. VteT, X; € Ll(]:t)
2. Vt,se T, t > s E[X|Fs| = X5 ps.

Exemple 1.22 Si Y € LY(F) on pose X; = E(Y|F,) alors X; est une martingale.
Preuve: En effet, si s > ¢, on a F; C Fs donc:
E(Xs|F) =E[E(Y|Fs)|F] = EY|F) =X,
|

Définition 1.23 Une sous-martingale (respectivement sur-martingale) sur une filtration
(Fo)ter (T continu ou discret) est un processus X adapté a Fy telque:

1. VteT X; € LY(F)
2.Vt,s € Tt > s E[X;|Fs] > X, (respect. E[X |F}] < Xi).
Exemple 1.24 Si B; est un F; mouvement brownien alors :
1. By est une martingale .
2. X; = Bi? —t est aussi une martingale.
3. Sia € R alors M = exp(aB; — %Zt) est aussi une martingale.
Preuve:
1. On sait que By € LY(F;) et si s >t on a:
E(BJ|F)) = E[B, + (B. — B)|Fi] = B, + E(B, — By)

car Bs— B; est indépendante de F; et comme B — By suit une loi normale de moyenne
nulle alors F(B;s|F;)=B;. Donc B, est une martingale.

2. On sait que Xy = B2 —t € LY(F;) et si s >t
E(Xs|F) (B2 F) — s
(Bt + (Bs — By)*| 7] — s
[B?|Fy] + E[(Bs — By)?|Fi] + 2E[By(Bs — By)|Fi] — s
= B? + E[(B; — By)?| 4+ 2B,E[Bs — By] — s
=B}+s—t+0-s=DB—t=X,.

E
E
E

Donc X; est une martingale.



3. Tl est évident que M € L1(F;) et si s >t on a:

2

E(M|F:) = Elexp(aBy)|Fi]exp(——s)
2

= Elexp (a[By + (B, — B)))|F] exp (——3)
2

= Elexp (a(Bs — Bt))|Ft] exp (B — %s)
o2
= Elexp (av's —tZ)] exp (aBy — ?s)
o2
=z(—av/s —t)exp (aB; — ?s)
(a5 = )2 o2
(2t)) exp (aBy — —s)
2

= exp ( 5
a®(s —t)

o2
= exp (T) exp (aBy — ?s)
2

= exp (aB; — %t) = M

ol par 1 on a noté la fonction caractéristique. Donc M{* est une martingale. |

Exemple 1.25 (le processus de Poisson) Un processus de Poisson d’intensité A > 0 est un
processus adapté, cadlag (Ni)i>o tel que No = 0 p.s. et pour tout 0 < s <t, Ny — Ny est
indépendant de Fs est suit la loi de Poisson d’espérance A(t — s). Le processus de Poisson
compensé est donné par, pour tout t > 0

N; = N; — \t.
Montrer que N est une martingale.

Théoréme 1.26 1. Si X est une martingale et ¢ une fonction convexe continue telle
que Vt, ¢(X;) € LY(F,) alors ¢(X;) est une sous- martingale.

2. Si X est une sous-martingale et si ¢ est une fonction convexre continue croissante telle
que Vt, ¢(X;) € LY(F,) alors ¢(X;) est une sous-martingale.

Preuve:
1. D’apres I'inégalité de Jensen on a pour s >t E[p(X,)|F] > ¢[E(Xs|Fr)] = o(Xe).

2. Sis >t Ep(Xs)|F] > o[E(Xs|F)] > ¢(X¢) car X est une sous martingale et ¢ est
croissante. ]



Exemple 1.27 Si X, est une martingale alors Y; = | X|P est une sous- martingale ¥p > 1

Preuve: En effet, la fonction = — |z|P est une fonction convexe continue. [

Nous allons ensuite considérer les martingales discretes.
Théoréme 1.28 Si H est un processus borné adapté a {F,}nenv et X une F,, martingale,
alors le processus Y défini par récurrence: Yo =0 et Yni11 =Y, + Hp(Xny1 — Xp) est une

martingale.

Preuve: Puisque X,, est une martingale et H,, est F,-mesurable, on a:

EY,oi1|Fn] = EYn+ Hoy(Xns1 — Xn)|Fnl
= Y,+ Hn[E(Xn+1|fn) - Xn]
= Y?’L
Ainsi
E[Yn—i-k’]:n] = E[E(Yn-l-k’fn—&-k—l”fn]

E[YnJrkfl ’fn]

= E[Yn+1|~7:n]
= Yn

Remarque 1.29 Si nous notons A(Xy,) Uaccroissement (Xp+1 — Xy) du processus X, Yy,
peut formellement s’écrire: Y, = Yy + Z?:_OI HA(Xy). C’est une version en temps discrét
de lintégrale Y; = Yo + ft HdB; que nous introduirons dans le chapitre suivant.

Théoréme 1.30 Si H est un processus borné adapté a F, positif et X une F, sous-
martingale, alors le processus'Y défini par récurrence Yo =0 et Y11= Y, + Hp(Xpt1 — Xn)
est une sous-martingale.

Exercice 1.31 Démontrer ce résultat en suivant la preuve du théoréme précédent.

Théoréme 1.32 (théoréme d’arrét): Si X,, est une F,-martingale, si T < o sont 2 temps
d’arréts bornés alors E(Xq|Fr)=X;.

Preuve: Supposons que gest borné par M > 0: |o(w)| < M. Il suffit de montrer que
E(X,-X,)1p=0

si B € F. . Posons
Hy, =1¢<n<o)lB



alors H, est F, mesurable car BN{r <n<o}=BN{r<n}Nn{oc<n}°eF,.

Soit
n=M-—1

Yiu=0+ Y Hy(Xne1 — Xp).

n=0
On va prouver que
Yy =1(Xr — Xo).
Alors
Yy = —HoXo+ (H() . Hl)Xl + (Hl — HQ)XQ + -+ Hpy—1 X
Posons Hy = 1p1{,<,) et Hy = 11,y de sorte que H, = Hj — Hj. Ainsi, on peut
écrire:
Yy = (Ap—H)Xo+ (Hy —H)X1+---+Hy 1 Xu
—(1p — Hg)Xo— (Hy — H[) X1 — -+ — Hyy 1 X

Or
(Hg - g—i—l) = 13(1{0>n} - 1{a>n+1}) = 1Bl{n+120>n} = 1Bl{o:n+1}-

On montre aussi que 15 — Hi= 15(1 — 11550})=1p1l{,—0). Ainsi:

n=M n=M
Y= (Y Xalpomap)1s — (Y Xalprpy)ls = (X — X;)1p
n=0 n=0

et puisque Yj; est une martingale:
E(Yym) = E[E(YM|Fo)] = E(Yo) = 0.
Donc VB € F; : E[15(X, — X;)] = 0 et nous concluons: E(X,|F;)=X. [ |
Remarque 1.33 On a le méme théoréme pour les sous-martingales.
1.3 Inegalités de Doob et conséquences
Nous allons d’abord étudier le cas discret.

Théoréme 1.34 (Inégalité maximale)
Si{Xn}n=0,. N est une F, sous- martingale alors ¥ X >0

A+ P(max(Xo, X1,..., XN) 2 A) < E[XNfmax(Xo,X1,..., Xx)>A})

10



Preuve: Posons 7\ := min{n|X,, > A} avec min() := N. Alors 7) est un temps d’arrét
(pourquoi?). Puisque X est une sous-martingale, il suit du théoreme d’arrét que X, <
E[XnN|Fr,]. Donc

EXr Ymax{xa 3>l < Elfmax(x, 120 EIXN[F]]
= E[XNl{nax{x,}>2}]

car linaxix,}>x) est Fr, mesurable. Lorsque max{X,} > A, on a par définition de 7y:
X, > A Ainsi, XTA]-{max{Xn}Z)\} > Al{max{Xn}Z)\} et donc

)‘P(maX{Xn} > A) < E[XT,\l{max{Xn}Z)\}] < E[XN]-{max{Xn}Z)\}]

|
Corollaire 1.35 Si X,, est une martingale dans LP pourp > 1 et X* := max(|X1|, |X2|,..., | Xn]),
alors:
ANP(X* >N < E[|XnP].
Preuve: Soit X, une martingale alors Y, = | X,,|P est une sous-martingale a laquelle nous
pouvons appliquer le théoréeme précédent:
N P(maz(YVi, ..., Ya) = W) < EVN L masvi,vyoary] < B(V).
Puisque X*? = max(Y1,...,Yn) et |Xn|P = Yn, nous avons donc
NP(X* > \) = NP(X*P > \) < B[|XE]].
|

Théoréeme 1.36 (Inégalité de Doob): Vp > 1, si {Xp}n=1,. N est une martingale dans L?

alors :
p

. p
ElPXaP] < BX7) < (L) B X7
avec X* 1= max(|X1|,...,|Xn]|)-
Preuve: On a |XyP < X*P d'ou E[|Xy|P] < E[X*P]. D’autre part d’apres 'inégalité
maximale on a: E[|Xn|1x+>a] > AE[1x+>,]. En multipliant ceci par \’~2 et en intégrant
sur [0, k], nous obtennons:

k k
/ EHXN‘].X*>)\)\p—2]dA Z / E[1X*>,\)\p_1]dA
0 0
Par le théoreme de Fubini, on a:

*\p—1
B Xy Y] = Bl|Xp| [y LxesaX "2 d)]

E[f5 1o AP 1d)]
E[EAXY

AV

11



Enfin si g est le conjugué de p (= + = = 1), on a avec l'inégalité de Holder:

S

1
p

Q=

E[|Xn|(k A X)) < (B[ XnP)) 7 - (E[(k A X 001)

Puisque (p — 1)¢ = p, nous avons donc

1 1 1
(BIIXn )7 - (Bl A XD = —— B[k A X7V,
.
ce qui donne apres simplification:
(BIXn PP > 2o (BIkA X))

Comme (kA X*)P /7 (X*)? lorsque k — +00 on obtient par le théoreme de la convergence
monotone: ,
E[(X*)’] = lim E[(k A X)) < (—2=) B[ Xy["]

k—o00 p—1

Nous démonstrons ensuite les inégalités de Doob en temps continu. Soit une filtra-
tion {F;}4>0 sur un espace probabilisé (€2, F, P).

Définition 1.37 Nous noterons MP({F;}) l'ensembles des {F;}-martingales X a trajec-
toires continues telles que || X||r < 00, o

1 X[ Lr := sup || X¢[| 2o
t>0

Si X € MP({F}), nous noterons || X ||y = || X5 ||r, 00

X7 () = sup{| Xo(w)] : s € 0,4]}.

Exercice 1.38 Montrez que, si X € MP({F:}), alors Uapplication t — || X¢||r» est crois-
sante. En particulier || X ||r = limy_ o0 || X¢||Lr-

Exercice 1.39 Montrez que, si X € MP({F:}), alors X; est Fy-mesurable.
Exercice 1.40 Montrez que MP({F;}) est un espace vectoriel réel et que ||.||r» est une

seminorme sur MP({F:}). Montrez que || X||r = 0 est equivalent a dire que X est une

0
modification de 0: Xm%lfO.

12
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i
Remarque 1.41 (Rappel) Si X et Y sont des processus continus, alors X EZfY st et
seulement si X et'Y sont indistinguables.

(LP,||.|lzr) n’étant pas un espace normé, il nous a fallu considérer I’espace LP des
classes d’équivalence dans LP pour la relation d’équivalence = P — ps. De la méme fagon,

nous introduisons ici 'espace MP({F:}) des classes d’équivalences dans MP({F;}) pour la

. modif
relation = .

Exercice 1.42 Montrez que (MP({F:}), ||-||Lr) est un espace vectoriel normé.
Théoréme 1.43 (Inégalité de Doob en temps continu)): Vp > 1, si X € MP({F;}), alors

1Xle < 1X e < 21X

En d’autres termes, ||.|rr et ||.||pv sont des normes équivalentes sur MP({Fi}).

Preuve: Soit X € MP({F;}) et soit {D, }nev une suite croissante d’ensembles finis dont
I'union est ®. Soit t,, := max D,, et

XD, (w) :=max{|X¢(w)|: t € Dyp}.

Il est alors clair que ¢, /' oco. Par ailleurs, puisque les trajectoires de X sont continues,
X* =sup{|Xy| : t €@}, et donc Xp, /" X5 Le théoréeme 1.36 nous indique alors que

p
1Xenllee < 18D, llze < 2= 1 X lr-

Or, il suit de l'exercice 1.38 que || X||zr = limy—oo || X3, ||zr €t par convergence monotone:
[ X[ arr = [[ X3 |lr = limp o0 [| X7, ||Lr- Le théoréme est donc démontré. |

Le corollaire suivant s’avere tres important dans la construction a venir de I'intégrale
d’Tto.

Corollaire 1.44 Si{F;} est une filtration compléte, alors pour tout p > 1, l'espace (MP({F:}), ||-||Lr)
est un espace de Banach.

Preuve: Il s’agit de montrer que toute suite de Cauchy {X"},en dans MP({F:}) admet
une limite X dans MP({F;}). Considérons une telle suite { X"} emn.
1) Nous allons construire un processus X limite:
Par le théoreme précédent, {X"},cv est également une suite de Cauchy pour la
norme ||| azp:
Ve > 0,3N(e) : Vm,n > N(e) : || X" — X5, <€

13



Fixons ny := N(Z*(pﬂ)), et par récurrence
N1 = max(N (2~ PFIEFDY 14 p).

La suite nj est alors strictement croissante et, puisque ng+1 > np > N (2*(”*1)(]“)), la
sous-suite { X"}y vérifie

Vk o || X — xR < o (bR (),

Soit A :={w € Q: 3L :Vk > L : || X"+ (w) — X" ()|l < 27} ot1, pour une
fonction f(.) : [0,00[— B, [|£(:)]lec := $tPreppn [FD)]

Remarquons que si w € A, alors les trajectoires X" (w) forment une suite de Cauchy
dans l'espace (C([0,00]), ||.]lso) des fonctions continues sur [0, co[. En effet, si &' > k,

k'—1
X7 (w) — X (W) ]| < Z [ X741 (W) — X" (w)]|oo < ZQ —j k=20

L’espace (C([0,0]),|.||lcc) étant complet, la suite de trajectoires X™ (w) converge
donc au sens de la norme ||.||» vers une fonction continue X (w).

Convenons de définir X (w) := 0 lorsque w ¢ A. Le processus X ainsi construit a
toutes ses trajectoires continues.
2) Montrons a présent que P(A) = 1:

En effet, si on pose Y* := X™+1 — X

—{weQ:VL:3k>L:|[|[YFW)|ew > 27} = Np Upsy, A,

ot A¥ :={we Q:|Y*w)|e >27F}. Ainsi, VL,

P(A°) < P(Upsp AY) ZP (AF).

Or |Y*(w)||eo = YE*(w) on la notation Y** a été introduite & la définition 1.37. Il résulte
de I'inégalité de Chebichev que P(AF)27F < ||YE||7, et la définition de la sous suite X"
indique que |[YE |7, = |[Y*|5,, <27@FDk Aussi P(A*) < 27F et donc

[o.¢]
A < Y o EEF
k=L

Dés lors P(A€) = 0.

3) Montrons que X est {F;}-adapté: P(A°) = 0 implique en effet A° € F;, pour tout
t > 0 puisque {F;} est une filtration compléte. Aussi le processus 14(w)X["™*(w) est-il {F;}-
adapté. Or nous avons montré que 14(w)X;"*(w) converge vers X;(w). La limite ponctuelle
préservant la mesurabilité, X; est donc bien Fi-mesurable.
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4) Montrons ensuite que X est une {F;}-martingale: Puisque || X" — X[||» < [| X" —
X™|| e, la suite des variables aléatoires X" est une suite de Cauchy dans LP(F;). Puisqu’il
s’agit d’un espace complet, X;* est donc une suite convergente au sens LP. Puisqu’une sous
suite X;'* converge P-pp (sur A) vers X, nous avons montré que X;* converge vers X au
sens LP. Puisque 'espérance conditionnelle est un opérateur continu pour la norme LP,
nous avons si s > t:

E[X,|F] = E[lim X}|F] = lim E[X]|F] = lm X' =X,

5) Montrons finalement que X™ converge vers X au sens ||.|r». Soit € > 0, il existe N tel
que, si m,n > N, alors || X™ — X"™||zr < e. Il S’ensuit que, sin > N,

X, — X e = lim || X7 — XP[le < lim [|X" — X™||1» < e.
m—oQ m—0o0

Donc || X — X"||zr = sup;>q | Xt — X{||o» < €. Ce qui précede étant vrai pour tout e > 0,
nous avons montré que lim, . [|X — X"||z» = 0. ]

Corollaire 1.45 Si X € M?*({F}), alors il existe une variable Xoo € L*(Fx) telle que

2 -
X, L, X et X Pop Xoo lorsque t — oo. En particulier, Vt : X; = E[Xo|Fi] et
[ X|z2 = | XoollL2-

Preuve: On montre que, pour toute suite {t,}n,emn croissant vers oo, la suite
{X¢, }new est convergente dans L?(F;) (remarquons que toutes ces suites ont alors une
limite identique, sans quoi il existerait une suite sans limite!). L? étant complet, il suffit
donc de montrer que {X;, }nen est une suite de Cauchy. Si t,, > t,, X;, est la projection
orthogonale de X, sur L?(F;, ), X étant une martingale. Nous avons des lors I'identité de
Pythagore:

1Xe,, = Xt 72 = 1 Xe,, 172 — 1 X, 1172

La fonction ¢ — || X;||7. est croissante et converge vers || X |7, aussi la suite {|| Xy, [|7.} est
elle de Cauchy et il en est de méme de {Xy, fnen: || Xe, — X, 32 T,

Donc il existe Xo, € L? qui est la limite de toutes les suites { X, }. Il est clair que
Xt —t—00 Xoo in L2.

De la convergence L? de X, vers la limite commune X, de toutes les suites {X;, },
suit immédiatement que || X |2 = im0 || X¢t|| 72 = | X ool 12 €t, par continuité de 'opérateur
E[.|F;] par rapport & la norme L2, il suit aussi que

E[Xo|F] = lim E[X,|F] = X,.

Il nous reste a démontrer la convergence P-pp de X; vers X,. Considérons donc
une suite {X;, } convergeant dans L? vers X.,. Quitte & en extraire une sous-suite, nous
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pouvons supposer que {X;, } converge également P-pp. Appliquons a présent 1'inégalité de
Doob & la martingale (Y")s>t,, ou Y := Xy — X, -

S

I sup Yt lle < 20" p2 = 212 12 = 2 Xoo — Xo, [l 22
S$2tln

Aussi, les variables sup,, |Y;"| tendent-elles vers 0 dans L?, et par extraction de sous-suite,
nous pouvons considérer qu’elles tendent vers 0 P-pp. Si t > t,,, nous avons:

| Xt — Xoo| <[ Xt — Xo, | + 11X, — Xoo| < 5;1}3 Y+ | X, — Xoof

Puisque les deux termes du membre de droite de cette inégalité tendent P-pp vers 0, nous
avons comme annoncé la convergence P-pp de X; vers X . |

Remarque 1.46 On appelle la variable aléatoire X de l’énoncé précédent le dernier
élément de la martingale X.

1.4 Intégrabilité uniforme et théorémes de convergence:

Définition 1.47 Une famille G C L' (Q, F, P) est uniformément intégrable (on note U.I)
St

lim (sup E[|X’1{X|>c}]> =0.
CcC— 00 Xeg

Nous donnerons quelques exemples de familles U.L
Exercice 1.48 Si g € L montrer que la famille G := {g} est une famille U.L

Preuve: On a |g/lfg>a < lg| € L' et lime oo [g]1{g>cp = 0. Par le théoreme de la
convergence dominée on a donc:

Jim ElglLjg|>c] = 0.
G est donc une famille U.IL. [

Exercice 1.49 Montrez que si G est U.I et si g € L' alors GU {g} est U.I. En particulier
les familles finies de L sont U.I.

Preuve: On a:

sup B[ X |1 x>e1] < sup E[|X |1y x5 + Ellg114g/>c]
Xegu{g} Xeg
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or {g} et G sont des familles uniformément intégrables donc les deux termes du membre de
droite tendent vers 0 lorsque ¢ tend vers co. Ainsi

lim  sup FE[[X|1{x)5q] =0
€70 Xegu{g}

Exercice 1.50 Montrez que si G est une partie bornée de LP(F) (p > 1) alors G est U.1.

Preuve: Soit M < oo tel que Vg € G: E[gP] < M. Par application de I'inégalité de Holder,
avec g tel que 1/p+1/g=1,ona Vg € G:

Ellgl1yg=a] < (ElglPDYP(EL{gsa)? < MYP(P({|g] > c})).

Par l'inégalité de Chebichev, on a également P({|g| > c})c? < FEllglP] < M. Aussi
Ellg|lgysq] < M2MTT _ M

cp/a cp/a”

On obtient

M oo

< —
EEIQ)EHQ‘]-{\gbc}] <%nu 0

Nous donnons une caractérisation de I'intégrabilité uniforme.

Théoreme 1.51 G est U.I si et seulement si G vérifie les deux propriétés suivantes:
1. G est bornée dans L1: AM < 0o : Vg € G, E||g]] < M.

2. Ve>0:30 >0 tel que, VA€ F, si P(A) < alors Vg € G E[|g|14] <e.

Preuve: Supposons 1) et 2) vraies. Alors par Chebichev, Vf € G: M > cP(|f| > ¢). Soit
€ > 0 et considérons le ¢ correspondant de 2). Si ¢ > % alors Vf e G: P(|f| >¢) < % <4
donc d’apres la propriété 2) on a: E[|f|1fjfj>cy] < €. Ainsi supseg B f[1f/>c}) < €. Nous
avons donc montré que

Jim j}ellgE[lfll{\fpc}] =0.

Inversement supposons G U.l alors dc: Vf € G :
sup B[l fI1(jme)] < 1.
teg {If1>c}

Or
Efll = EllfLys5a] + Ellf1lgp<gl < 1+ec

Ainsi 1) est vraie, avec M =1+ c.
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Soit € > 0 alors Jc tel que Vf € G : E[|f[1{5/>¢}] < §. Posons 6 := 5 et soit A € F
telque P(A) < 4. Alors:

B[ £114] £ Ef|Lys50) + BIf 1104l < 5+ - P(A) < e

La propriété 2) est donc aussi vérifiée. |

Théoréme 1.52 Soit { X, new une suite de v.a de LY (F) telle que lim,, oo X,, = X P-pp.
Alors, la suite X, converge vers X au sens L1 si et seulement si { X, }new soit U.I

Preuve: Si lim,, o X, = X dans L' alors {X,} est bornée dans L! et de plus X € L!
donc {X,} U{X} est borné dans L.
Soit € > 0 alors AN tel que Vn > N, E[|X,, — X|] < §.

La famille finie G = { Xy, X1,..., XN, X} est U.I. Donc 3 > 0 tel que

P(A) < 6 = E[|Xn|14] < g sin=0,...,Net B[|X|1a] < g

Montrons que pour tout n: E[|X,|14] < e. Cette relation est évidente si n < N.
De méme, sin > N, on a:

E[lXn[1a] < E[[Xn — X[14] + E[|X[14]
< E[IXn — X[+ E[|X[14]
< E+
= €.

La famille { X, } e est donc U.L

Montrons & présent que, si la suite {X,,} est U.L, alors elle converge dans L1: {X,,}
est une suite bornée dans L1: IM tel que E[|X,|] < M. Soit gm = infn>m|Xn|. Alors g,
forme une suite croissante de v.a. et, puisque X,, converge vers X P-pp, on a:

lim g, = liminf|X,| = |X].
m—0o0

Par le théoreme de la convergence monotone E[g,,] /* E[|X|] et comme g, < |X,,], il suit:
Elgm] < E[|Xm|]] £ M donc E[|X]|] < M d'ott X € LY. Ainsi {X,,} U{X} est U.L et par
2) ona: Ve > 0,30 > 0: VA€ F: P(A) <d=Vn: E[|X,]14] < § et E[|X[14] < §.

Soit ¢ := %. Alors la suite 1| x|<cyn{|x,|<c}|Xn — X| converge P-pp vers 0 et est bornée
par 2¢. Donc par le théoreme de la convergence dominée elle converge dans Lt vers 0 d’ou
AN :Vn > N :

Bl x1<an{|xal<e}| Xn — X[] <

wl o

Sin > N, alors

Bl Xn — X|] < E[1x|<an{|xn|<c}| Xn — X|] + E[[Xn|14] + E[| X [14],
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ou A:={|X,|>c}U

{|X| > ¢}. Puisque P(A) < P(|X,,| > ¢)+ P(|X|>c) < 2M =5, il
suit que E[| X, — X|] < §

+ § + § = ¢. Nous avons donc montré que
lim F[|X, — X|]=0.
n—oo
[ |

Exemple 1.53 Si {G}ses C F est une famille de o -algébres et si X € LY(F), montrez
que la famille {E[X|G]}ses est U.L

Preuve: Soit X; := E[X|G,].

L’inégalité de Jensen nous indique que |X;| < E[|X||Gs]. Aussi, puisque {|X| >
ct € Gs, il suit que E[|X;|1{x,>e] < E[X[1fx,>c}]. Puisque {X} est U.L, par la
caractérisation donnée par Th. 1.51

Ve > 0,30 >0: P(A) <6 = E[|X]|14] <e.

Posons
A ={|X;| > c}.

Sic> E[|X]]/), alors Vs € S:
P(A) = P({|Xs] > ¢}) < E[|X;|]/c < E[|X]]/e <4,

et donc E[| Xs|1{x,|>e}) < E[|X[1{x,|>¢}) < € La famille { Xs}ses est donc U.L |
Théoréme 1.54 (théoréme d’arrét): Si X est une martingale continue, si T est un temps
d’arrét borné : IM Vw , T(w) < M , alors:

X7 = E[Xum|F7] (1)
En particulier: Si T < o sont deux temps d’arréts, si o est borné, alors

X; = E[X,|F:].

Preuve: Par le théoreme d’arrét 1.32, la relation (1) est vraie si 7 prend un nombre fini
de valeurs.

Si 7 est un temps d’arrét général, posons 7, (w) := k% lorsque
pour k € IN.

Montrons que 7, est un également temps d’arrét: Soit ¢ > 0 et soit £* le plus grand
entier k tel que % < t. Alors

MU ) < 20

ME*

{Tngt}:{Tng n

} € Fuwe C Fy.
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Ty, est donc bien un F; temps d’arrét.

Puisque 7, \, 7 lorsque n — o0, la continuité des trajectoires de X nous permet de
conclure que X, — X, P-pp.

Tn, prend au plus n + 1 valeurs donc X, = E[X/|F7,]. La famille {X,, }nen est
alors U.I. comme il suit de 'exercice 1.53.

La convergence P-pp de X, et le caractere U.L. de la suite nous permet d’affirmer
avec le théoréme 1.52 que X, converge vers X, dans L.

Si Z € L*®(F,;) C L>(F,,) alors: E[X,, Z] = E[XyZ]. Or, X;, — X, dans L!
et Z € L*® et donc E[X;Z] = lim, .o E[X,,Z] = E[XnZ]. X, étant Fr-mesurable et
vérifiant I’égalité précédente VZ € L*°(F;), nous concluons : X; = E[X | F;].

Prouvons la deuxieme assertion: si 7 < o < M, alors

E[X,|F;] = E[E[Xu|Fo||Fr] = E[Xu|Fr] = X-,
car X, = E[Xy|Fy5] et Fr C Fy. [ |

Le résultat suivante généralise la construction d’un dernier élément d’une martingale

(Cor. 1.45).

Théoréme 1.55 Si X est une martingale continue uniformément intégrable (i.e. la famille
{Xi}i>0 est U.L), alors 3X o € LY (Fuo) telle que X; converge vers Xoo P-pp et au sens de
L! lorsque t — 0.

De plus, quel que soit le temps d’arrét 7: X, = E[Xo|Fr].

Remarque 1.56 Le mouvement brownien (Bt)te[o,T] satisfait-il le résultat précédent? mais
le mouvement brownien (By,t > 0)? mais la martingale (B —t,t > 0)? Sont ces familles

U.lL?
Preuve: Ce théoreme généralise le corolaire 1.45. Il ne sera pas démontré ici. N

Corollaire 1.57 (Théoréme d’arrét général) Si X est une {F;}-martingale continue uni-
formément intégrable, alors quels que soient les temps d’arrét T < o: X, = E[X,|F;].

Preuve: Se démontre en remplaceant Xy, par Xo dans la fin de la preuve du théoreme
1.54. [

Remarque 1.58 On ne peut pas éliminer ’hypothése Xy U.L. dans le théoréme précédent,
comme lindique Uexemple suivant: Soit By un M.B , o = inf{t|B; > 1}. Puisque le
mouvement brownien atteint tous les points de IR une infinité de fois, on conclut que o < 0o
P-pp et partant B, =1 P-pp. Fizons 7 := 0 alors 0 = B; # E[B,|F;] = 1.

Pour conclure cette section sur les martingales en temps continu, mentionnons encore sans
démonstration le théoreme suivant de régularisation des trajectoires:

Théoréme 1.59 Si {F:} est une filtration compléte, continue a droite alors toute martin-
gale X admet une modification X' dont les trajectoires sont des fonctions continues a droite
et dont la limite a gauche existe en tout t.
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