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1 CHAPITRE 4: L’INTEGRALE DE d’ITO

1.1 L’Espace H23:

Soit B; un mouvement brownien et ¢; un processus sur (£2, ;). Nous voulons définir un
processus Y qui soit I'intégrale:

t
Yt:/o ¢sdBs. (1)

Le premiere idée qui nous vient est de travailler trajectoire par trajectoire: Fixons w et
tentons de définir Y;(w) := fg ¢s(w)dBs(w). Si f et g sont des fonctions de IR vers IR, la

théorie de I'intégrale de Riemann-Stieltjes définit fg f(s)dg(s) comme la limite des sommes
de Riemann ¥ f(s;)(g(sit+1) — g(si)) sur les partitions 0 = so < s1 < ... < s, =t de [0, ]
lorsque le diametre mawx;|si+1 — s;| de ces partitions tend vers 0. Pour que cette limite
existe, il faut imposer des conditions sur f et sur g.

Exercice 1.1 Montrez que si g est continue et f := 1liqy alors les sommes de Riemann

convergent vers g(t A b) — g(t A\ a). Montrez aussi que, si g est continue, fg f(s)dg(s) est
une fonctionnelle linéaire sur l’espace vectoriel R engendré par les fonctions 1(, [, a < b.

Si l'on veut intégrer des fonctions f plus générales que celles de I’exercice précédent,
par exemple des fonctions continues, il faut alors restreindre la classe des g considérés:
la théorie de Riemann-Stieltjes suppose que g est une fonction a variation bornée. La
trajectoire t — By(w) étant génériquement a variation non bornée, cette théorie ne peut
donc pas s’appliquer ici.

Pour définir l'intégrale (1), nous devrons limiter la classe des processus ¢. Voici le
premier espace sur lequel nous travaillerons:

Définition 1.2 H% est I’ensemble des processus ¢ Fi- progressivement mesurables tels que:
2 > 2
H¢||H22 = E[/O ¢°(s)ds] < oc.

H2 est le quotient de H3 par la relation d’équivalence =, ot ¢ = ¢’ si et seulement si

6= 112 = 0.

Exercice 1.3 Montrez que H3 est un espace vectoriel et que |-l est une semi-norme sur

cet espace. H3 est donc un espace vectoriel normé.

Remarque 1.4 Pour a > 1, on consideére parfois les normes suivantes H¢||Hg = (E[(fooo gﬁgds)%])
et les espaces HS correspondants.
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Exercice 1.5 Soit t; < ty et ¢ € L*(Fy,). Posons ¢y(w) := th(w)Ly, 4,((t). Montrez que
¢ € H3 et calculez 161l r23-

Preuve: Remarquons que ¢ est progressivement mesurable en effet: Soit T fixé si T < t1
alors ¢ : 2 x [0,T] — 0 donc ¢ est Fr @ By 7] mesurable car c’est 'application constante.

Si T > t1 alors ¢(w,t) = P(w)lp, 4,((t), or ¥(w) est Fy; mesurable donc Fr
mesurable et 1y, 4,((f) est Bjy ) mesurable donc ¢(w,t) = P(w)1p, 1,((t) est Fr & Bjon
mesurable.

Ensuite [|]2,5=EL[° ¢2(s)ds] = B[[;° 13, ,. (3 (w)dt]
— Bl(t — 12)0*(@)] = (2 — 1) E(W?(w)) < oo.
Donc ¢ € H3. |

Définition 1.6 On définit Esc comme 'espace vectoriel engendré par: {(w)1ly, 4, t1 <
t27¢ € L2(Ft1)}'

Théoréme 1.7 (H3, [-lz2) est un espace de Hilbert.

Preuve: H2 est un sous espace vectoriel de L?(Fx Q@ Bjo,oc|s 1) avec = P @Q A, P étant
la mesure sur F et A la mesure de Lebesgue sur [0, co[. En effet:

16122 = Jopjo,po @ (@ R, 1)
fQ(fOOO ®?(w, t)dt)dP(w)
= E(f," ¢*(w,t)dt).

L*(Foo ®B[07OO[, i) étant un espace de Hilbert, il nous suffit pour prouver la premiere as-
sertion de démontrer que Hj est fermé dans L?(Foo ® Bio,oo[, 1)

Soit ¢, — ¢ dans L?(Fuo & Bjo,oc)s 1) avec ¢y, € H2. Montrons que ¢ € H3. Pour
T fixé on a: .
”(bn - ¢H%2(}—oo ®B[0,T]) - E[fooo(¢n,t(w> - ¢t(W))2dt]
E[fy" (6nt — ¢¢)?dl]
60 — dli2 — 0.

I IA

La restriction de ¢ & © x [0,7] est la limite dans L2(]:T®B[0,T} ) des restrictions de ¢,
a Q x [0,7]. La restriction de ¢ a [0,T] est Fr Q) B, r}- mesurable. Ceci étant vrai pour
tout T', ¢ est progressivement mesurable et donc dans H3. |

Théoréme 1.8 Esc est dense dans H3.

Preuve: 1) Si f € L?([0,00[) et n € IN, définissons T, (f) par T,,(f): = Z,?;l(nfi f(8)ds)1 ik k1



Montrons que T),(f) € L? et que HTn(f)H%2 < HfH%2

”Tn(f)H%Z = fooo(zk 1 fk 1 [k k+1[( ))Zdt
= Jo 2l fk L f(s)ds) 21[k k+1[( )dt
= 2211( f% %

or d’apres I'inégalité de Jensen [E[f(U)]]? < E[f?(U)] en prenant U une variable uniforme

sur [E=1 K] on a:

Il <3 / F2(s)ds = /0 2 (s)ds = | f]2 < oo.

'I’L—>OO

Montrons & présent que T,,(f) — f dans L?: l'espace Ck([0,00[) des fonctions
continues & support compact est dense dans L?, donc si ¢ € L?([0,00[) alors Ve > 0,
3f € Ce([0, 00D): 16— Fllzz < &

Or, la continuité uniforme de f implique que T, (f) converge uniformément vers f
et donc ||T,(f) — fllz2 — 0. Ainsi, IN : Vn > N ||T,(f) — fllz2 < §. Ainsi:

1T0(6) = llz < ([ Tn(@ = Pl + Ta(f) = Fll +IIf = ¢l
< sts5t5=e

Ceci étant vrai pour tout €, nous concluons que T,,(f) — "% f dans L2
2)Si ¢ € H7 est tel que ¢ = 0, Vt > T, définissons le processus ¢™ par

" (w,t) = Tn( :Z / d(w, s)ds)1 %i[()
k=1

n

Cette somme ne contient en fait qu’un nombre fini de termes non nuls. Or, si s < %, d(w, )

k
est Fi mesurable donc [, ¢(w,s)ds est Fi-mesurable. De plus

n

E[(n /kn1 d(w, s)ds)?] < Eln /kn1 b(w, 5)2ds)] < oo,

Ainsi ¢"(w, t) € Esc.
Montrons que ¢" — ¢ pour la norme de H3: Soit Y;,( fo (™ (w,t)—p(w, t))2dt.
Observons que

Yn(w) = ||Tn(¢(w, )) - ¢(W7 )H%Q([O,oo[)

Aussi, Yw, Y, (w) — 0 lorsque n — oo. De plus

||Tn(¢(wa )) - ¢(w> ')||L2([0,oo[)
| Tn (D (ws NIl 2 (0,00 T 16(ws )l £2((0,00])
2[lp(w, )l £2(j0,00])

Yo (w)

INIA
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Ainsi Yy, (w) < 4 [7°(¢(w, t))?dt. Le membre de droite de cette inégalité ayant une espérance
finie, nous pouvons appliquer le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue pour
conclure que [|¢" — ¢z = E[Yn] — 0.

3) Si ¢ € H2, nous allons montrer que 10,779 converge vers ¢ dans H2 lorque T
tend vers co. Le théoreme sera établi puisque, par le point 2, 1jg 77¢ peut étre approché
d’aussi pres que 'on veut par un processus de Esc.

Puisque (¢ — 1[07T1¢5)2 = l]Tyoo[gbz < ¢? et que l]TyoO[qbz T2 0, il suffit d’appliquer &
nouveau le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue sur 'espace L' (Foo & Bo,o0[s n)
pour conclure que |[¢ — 1[0,T}¢||H22 — 0. [

1.2 L’intégrale d’Itd sur Hj

Nous allons & présent définir 'intégrale (1) des processus ¢ de H3. Nous pourrions définir
la variable Y; = fg ¢sdBs pour un temps t fixé, mais la définition que nous en donnerions
serait alors une variable de L%(F;): Y; serait alors défini & un ensemble de mesure nulle pres
et rien n’indiquerait que ’ensemble du processus Y ainsi construit ait une version réguliere.
Pour cette raison, nous allons définir le processus Y tout entier et nous le nous noterons

1(9).

Définition 1.9 Si ¢ € Esc, alors pour tout w la trajectoire ¢ (w) est dans l'espace R de
Uexercice 1.1. Nous pouvons donc définir 1(¢) trajectoire par trajectoire:

I(@)u(w) == /0 6u(w)dB(w),

Vintégrale étant prise au sens de lezercice 1.1. En particulier, si ¢r(w) = (w)1y, 1,((t),
oty <ty etp € LA F,), on a

I(¢)t = ¢ : (Btz/\t - Bt1/\t)-

Remarque 1.10 Notons que, si ¢r(w) = Y(w)1j, 1,((t), le processus I1(¢) ainsi construit
est {Fi}-adapté et continu. L’intégrale de l'exercice 1.1 étant linéaire sur R, l'application
I sera également linéaire et I applique donc linéairement Esc dans l’espace des processus
continus {F}-adaptés.

Exercice 1.11 Si ¢y(w) = ¥(w)py, 1,((t), ot ty <ty et ¥ € L*(F,), montrez que 1(¢) est
une martingale et calculez || I(@)| 2.

Preuve: Soit s > t.
1) Supposons d’abord que t € [t1,to]: alors ¢ € L?(Fy), et ty As =13 =t At <t
Donc
E[I(¢)s|Fi] = E[Y - (Bigns — Biyas)|Fi]l = ¥ - (E[Biyns|Fi] — Biyat)-



Puisque B est une martingale et to A s > t = to A t, nous avons
E[1(9)s|Ft] = ¥ - (Btyat — Biyat) = I(d)s-
2) Si t < t; alors, soit s < t;, et partant
E[I(¢)s|F:] = E[0[F] = 0= 1(¢):,
soit s > t1, et dong, il suit du cas 1) que:
E[I(¢)s|Fi] = E[E[I(¢)s|Fu ]| Fi] = ElI(¢)n | Fi] = E[0|F:] = 0 = I():.

3) Sit > to, alors I(¢):

= I(¢)t, = I(¢)s, et puisque I(¢); est Fy-mesurable, nous
avons également E[I(¢)s|F] = I(¢):.

Enfin,
()7 = limo HQI(cﬁ)tHQLz
= [H(®)eall72
= E[d}Q(BtQ - Bt1)2]
= E[*(t2 —t1).
[
En comparant au résultat obtenu a l’exercice 1.5, nous voyons que
11(&)llz2 = l|&ll mz-
[

Cette propriété se généralise:
Théoréme 1.12 [ est une application linéaire isométrique de (Esc, ||.|| gz) vers (M2 ||l z2)-
Preuve: Nous savons d’une part que I est linéaire. D’autre part si ¢ est de la forme

Y1, 1,), 1l découle de D'exercice précédent que [ (¢) € M?. Par linéarité, cette propriété
s’étend a tout ¢ € Esc.



Remarquons que si ¢ € Esc, alors ¢ = > [ wkl[t’f,tlg[ avec th <tk oy € LQ(}"txf) et

[tF, 5[0 85 [= 0 si b # K.
1(9)]172

car, les intervalles [t 5] et [¢], 3] sont disjoints si k < j, donc jE[z/sz/Jj(Bt;zc

B,;)] = 0. Par ailleurs:

j
tl

S5z

Nous calculons alors:

= E[I(¢)]

= B Il s)so)’)
0

= B vu(By — Bu))?]
0

= E[Z 1[);%(3,515 - Bt’f)2]
0

+2E[Y_ dwj(By — By)(By — Byy)]
k<j

= > B —th)
0

co N N
2yl (3 v e
_ * X2 .
- (3 vhtg e
= B vt — )]
k
— S E@R - )
k
— ).

Nous concluons donc que [|1(¢)[[z2 = [|¢|[zz: I est bien une isométrie.

- Bt’f)(B

j —
ty

Corollaire 1.13 Si {¢,} C Esc converge vers ¢ € H2 au sens de ||z, alors la suite

{I(¢n)} converge dans M?.

Si {¢l} C Esc converge également ¢, alors

lim I(¢n) = lim I(4f,).

Preuve: En effet, si {¢,} converge, il s’agit d'une suite de Cauchy dans H2 donc, I étant

linéaire et isométrique:

11(¢n) —

I(om)|l2 = [[1(dn — dm) 2 = |lon — @bm”HQ2 — 0.
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Ainsi {I(¢,)} est une suite de Cauchy dans M? et, M? étant complet, la limite lim,, . I(¢n)
existe. Si {¢],} est une autre suite convergent vers ¢, nous pouvons en créer une troisieme
{#!'} qui prend alternativement ses éléments dans les suites {¢,} et {¢),}. Puisque {¢!}
converge vers ¢, la suite {I(¢!')} est convergente et toutes les sous-suites de {I(¢!)},~
{I(¢n)} et {I(¢),)} en particulier—, convergent donc vers une limite commune. |

Nous sommes maintenant en mesure de définir I'intégrale d’Ito:

Définition 1.14 (Intégrale d’It6 sur H2) Si ¢ € H2, il existe une suite {¢,} C Esc qui
converge vers ¢. Nous définissons I(¢) := limy, o0 ¢p. Par le corollaire précédent, cette
limite ne dépend pas de la suite {¢n} choisie. I(¢) est l'intégrale d’Ito du processus ¢.

Exercice 1.15 Montrez que I est linéaire et isométrique et que si ¢ € Esc: 1(¢) = I().

Preuve: Soient ¢ et ¢/ € H2, soient {¢,} et {¢),} C Esc telles que ¢, — ¢ et ¢, — ¢'.
Alors Vo, 8 € IR : (agy, + B¢),) — (ad + 3¢') et donc

I(a¢ + B¢') = L?—limI(adn +B¢',)
= alimI(¢n) + BlimI(¢',)
= al(¢) + 1)

d’ou I est linéaire. Montrons que [ est isométrique:

I1()ll 2 = tim [[1(¢n)l| 12 = Lim [|fnl g = 6]l 13-

Enfin si ¢ € Esc, la suite constante ¢, := ¢ est une suite dans £sc qui converge vers

¢. Ainsi I(¢) = lim I(¢y,) = I(¢)). |
Définition 1.16 Nous noterons a présent I(¢) = [y ¢edBy, I(¢)s = [y ¢1dBy et f; ¢idBy =
L(@)p — I(¢)a-

Remarque 1.17 Remarquons que I(¢) a été défini globalement. Rien n’indique par exem-
ple que I(¢)s ne dépend pas du comportement du processus ¢ apres le temps s, propriété

qui aurait €té évidente dans le cadre d’une définition trajectoire par trajectoire de l'intégrale
d’Ité.

L’exercice suivant indique qu’il en est bien ainsi:
Exercice 1.18 Si T est fixé, montrez que

o € H3 - 1(6)r = I(1p7(9)s.
Avec les notations intégrales, cela revient a dire:
T o0
/ ¢sdBs :/ 1[0,T[(S)¢sst
0 0

ou encore [7° 1o 7((s)psdBs = 0.



Preuve: Définissons les applications J : H2 — L?(Fr) et K : H3 — L?(F,) comme suit:

J(¢) :=1(¢)r et K () := (1 1(¢)oo- )
J et K sont clairement linéaires puique I ’est. Montrons que ces applications sont
également continues. En effet:

1 7o)z = I ($)rllzz < [11(d)] 22 = [l g2-

De méme B B
K@)z = [[1(¢Ljo,r)ocll 2 = (&L, )l 22 = |01 0,7l 22

T e’}
K@) = || E( /0 92,ds) < || E( /0 #.ds) = 16l 3.

Posons & présent F := {¢ € H3|J(¢) = K(¢)}. Par continuité et linéarité de J et
K, F est un sous espace vectoriel fermé de H3.
Remarquons que, si ¢ est de la forme ¢ = ¢1y, [, alors:

d’ou

J(¢> = j(@T = ¢(BT/\t2 - BT/\t1>

et, puisque [t1,£2[N[0, T[= [T At1,T Ata[, nous avons ¢l [ = YLpps, Tat[- Alnsi

K(¢) = I(¢1jo,1()o0 = Y(Brat, — Bra,) = J(9).

Ainsi, I'espace vectoriel F contient tous les ¢ de la forme ¢ = 91y, ;1. F contient
donc Esc qui est 'espace vectoriel engendré par ces ¢. F étant fermé, et Esc étant dense
dans H3, nous avons établi que H3 C F: ce que nous voulions montrer. [

Exercice 1.19 Montrez que si ¢ € H22, si A € F; alors:
1. Ys(w) = lA(W)l[t,oo[(S)CbS(w) € H22
2. fo YsdBs = 14 fo 1[t,oo[¢sst-

Nous montrons en fait ici que si Z € L>(F;) alors

/ Z¢sst =Z / ¢sst
t t

Preuve:
1) Montrons que 1 est progressivement mesurable. Soit 7" fixé:

SiT < t alors la resrtiction de ¢ & x [0, T'] est identiquement nulle donc Fr@Bjp1)-
mesurable.

SiT >t alors 14 est Fy-mesurable donc Fp-mesurable et 100 €8t B[O’T} mesurable
d’ott 141y oo est F; @ Bjg 7p-mesurable et, puisque ¢ € H3, ¢(w) = 14(w)1p cof(s)ds(w) est
Fi & Bjg,r-mesurable.



Calculons & présent |9|| 2

Il = Bl vids) = Bty [ atas < B[ ot = oy < o

Ainsi: ¢ € H3.
2) Pour montrer la deuxiéme assertion, posons

J(#) == T(1aly ooi0) et K(¢) := 14 - I(1j1 o).

Il est facile de voir que si ¢ est de la forme 1y, ;, %), alors J(¢) = K(¢). On montre aisément
que J et K sont des applications linéaires continues de H7 dans M?2. Nous pouvons donc
appliquer la preuve de 'exercice précédent. [ |

Exercice 1.20 Si 7 est un temps d’arrét ne prenant qu’un nombre fini de valeurs: () =
{ti,. ., ta} oty < ... < t,, si ¢ € HI, montrez que I_((é)T:j:(l[O,T[gb)oo. En d’autres
termes: - -

[ euan. = [ 1gs0ua.

Montrez ensuite que cette relation est vérifie pour tout temps d’arrét T.

Preuve: Considérons un temps d’arrét 7 discret. Alors, puisque {7 = t;} est F;,-mesurable,
nous obtenons avec les deux exercices précédents:

j(1[0,7[¢)00 = f(¢)w_f(1[7,w[¢)w

= (@)oo = 1D Lir=t,) 1 t.00(8)o0
i=1

= 1(@)o0 = 3 Lrmi (1 0(0)oc

=1

= Y 1y T0)oe — [0 f0)0)
=1

= Z 1{T=ti}j<1[0,ti[¢)oo

1=1

= Zl{’r:ti}[_(qb)ti
=1

= f(¢)7

Si 7 est un temps d’arrét général, il existe une suite {7,,} de temps d’arrét discrets
telle que 7, \, 7 (voir la démonstration du théoreme d’arrét , Ch. 3). Par continuité des
trajectoires de I(¢), nous avons:

I(¢)T = lim I_(d))‘rn = lim j(l[O,Tn[¢)w

n—oo n—oo
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Pour terminer la démonstration, il nous suffit donc de montrer que les processus 1| -, (¢ con-
verge dans H3 vers 1j0,7(¢. Mais ceci suit le théoréme de convergence dominée de Lebesgue
appliqué & la mesure P ® A sur §2 x [0, 00[: d’une part (0,7, [¢ converge ponctuellement vers
1jp (¢ et d’autre part, Vn : [1g -, @] < |@]. [

Exercice 1.21 SiT est un temps d’arrét, et X un processus, nous rappelons que la notation
X7 désigne le processus t — X := X pt. Améliorez les démonstrations antérieures pour
Prouver que

I(¢)" = I(1}9 ,(9).

Remarque 1.22 ][] suit de l’exercice précédent que si o < T sont deux temps d’arrét, alors
les processus I(1jg 5¢) et I(1j-1¢) concident jusqu’au temps o: (1 ,p) = I(1jo+(¢)°.
Nous mettons a profits cette remarque dans la suite pour étendre la définition de l'intégrale
d’Ité I a une classe plus vaste de processus.

Définition 1.23 (Martingale locale) Un processus X est une {F;}-martingale locale con-
tinue s’il est adapté a la filtration {F;} et s’il existe une suite croissante 7, de temps d’arrét

telle que 7, / 0o P-pp et pour tout n: X™ € M?. Nous noterons M ’ensemble des

i
martingales locales continues et M'¢ le quotient de M par la relation d’équivalence = Zf.

Exercice 1.24 Montrez que toute martingale continue est une martingale locale.

Remarque 1.25 Contrairement a ce que pourrait laisser croire la terminologie, une mar-
tingale locale n’est en général pas une martingale. L’exercice suivant illustre ce phénomene.

Exercice 1.26 Soit V' une variable aléatoire finie positive telle que E[V] = co. Soit par
ailleurs B un mouvement Brownien indépendant de V.. Posons F; := o(V, Bs, s € [0,t]) et
Xt =V Bt.

1) Montrez que Xy n’est pas dans L' sit > 0. X ne peut donc pas étre une martin-
gale.

2) Montrez que B est un {F;}-mouvement brownien.

8) Soit T, == Lyy<myn. Montrez que T est un {Fi}-temps d’arrét et que 1, / oo.

4) Montrez que X7 = 1y<,(V An) - Bsan. Concluez que X™ € M?.

Exercice 1.27 Montrez que si X € M, si 7 est un temps d’arrét tel que X soit un
processus borné, alors X™ est une martingale.

Preuve: Voila une idée pour le cas X € M?. Montrer d’abord que X adapté est
une martingale si et seulement si pout tout temps d’arrét borné T, on a

E(X7) = E(Xo).

(une direction est claire, pour l'autre utiliser le temps d’arrét particulier T = t1as + 1 4ct
siAe Fgets<t
Utiliser ensuite cela pour conclure que XL = Xg pour tout S temps d’arrét borné.

En général on ne peut pas remplacer borné par U.I. dans ’énoncé précédent.
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Définition 1.28 (L’espace Hé"c) Héoc désigne l’ensemble des processus a progressivement
mesurables tels que pour tout T € [0, 00]:

T
/ a? dt < oo P-P.P.
0

Pour un tel processus, nous noterons 17 le temps d’arrét

t
T = mf{t\/ a’ds > n}.
0

Le processus 1 raja est alors dans H22 De plus, si a € M°, T forme une suite croissante
de temps d’arrét qui tend P-pp vers oo.

Remarque 1.29 Nous voulons a présent définir J(¢) = [, ¢sdBs pour un processus ¢

&
dans Héoc. 1l est assez naturel d’exiger que Vn: J(¢)T¢ concide avec fOT" ¢sdBs interpreté
comme l’intégrale 1:(1[0 T¢[¢)oo définie précédement. Nous exigerons en fait que les processus

J () et Ii(l[0 T¢[¢) concident jusqu’au temps 2. Le théoréme suivant indique qu’un tel J(¢)
existe. o

Théoréme 1.30 Si {F;} est une filtration compléte, alors V¢ € Hé"c, il existe un processus
J(¢) unique dans M'"° tel que ¥n : J(qb)ﬁ? = f((f)l[o T¢[).

Preuve: [ ((;51[0 T¢[) est un élément de M? soit une classe d’équivalence pour la relation

dif —
"Z". Choisissons un représentant Y, de cette classe. Si n < m, lidentité ] (qﬁl[o T¢[) =
= dif.
1 ((bl[o,rﬂ,i [)Tg de la remarque 1.22 se traduit en terme de Y, et Y;,, par Y, = Y,ﬁ . L’exercice

1.40, Ch. 3 nous apprend que Y, et Y, sont indistinguables. Ainsi P(4,,) = 1, ou

Apm = A{w|Vt > 0 : Y, (w) = Y;ﬁ(w)}. Soit A := Np<mAnm. Nous avons également
P(A) =1.

Soit B := {w : limy 00 7 (w) = co}. Nous avons alors P(B) = 1, et donc P(4’) = 1,
ou A" := AN B. Si w appartient & A’, définissons Y;(w) comme suit: il existe n tel que
t < 72(w). Posons Y(w) := Y, +(w). Remarquons que cette définition ne dépend pas

du n choisi tel que ¢ < 7(w). En effet, si t < 7 (w), et par exemple n < m, alors
$
Yoi(w) =Y (w) =Y, o) = Y (w).

Le processus Y est donc bien défini sur A’. Définissons alors Y;(w) :=0siw ¢ A’. Le
processus Y obtenu est donc continu, et siw € A’ nous avons Y;, ;(w) = Yy(w) sit < 9 (w) et
sit > 7(w), Yau(w) =Y, o 0 @) =Yoo,
Aussi Yw: Yi(w) = limy, 00 14V, ¢(w). Puisque la filtration {F;} est complete et

qur P(A") =1, 14Y,; est Fr-mesurable et en passant a la limité, Y; P'est aussi: Y est

6
(w). Nous venons de montrer que Y, =Y, ;1 /.
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¢ ¢
adapté & {F;}. De plus, la relation Y," =Y}, ;14 implique que Y,,; = Y;" P-ps. Ainsi
modif.

o . . -
Y, = Y™. Puisque Y, € M2, cette relation indique que Y € M!¢. Nous définissons enfin

dif
J(¢) comme la classe d’équivalence sur Mto¢ pour = qui contient Y. Nous avons alors
¢ —
¥ I = 1(615,).
modif __¢

Il nous reste & montrer l'unicité de J(¢): soit Z € M!° tel que Vn : Y, = Z™,

¢modif_ = modif __¢ . . . . modif
alors Vn: Y™ =Y, = Z™. Puisque T;f /" o0, cela implique clairement que Y = Z. B

Remarque 1.31 Montrez que ’application J:Hé"c—>]\/[_l°c:¢—> J(¢) est linéaire.
Montrez également que si ¢ € H3, alors J(¢) = I(¢).

Définition 1.32 J(¢) est lintégrale de Ité du processus ¢ € Héoc. Nous adopterons les
notations intégrales: J(¢); = fot ¢sdBs et J(p) = [, ¢sdBs.

Exercice 1.33 Nous avons défini Uapplication J : Héoc — M comme lintégrale par
rapport & un mouvement brownien donné B quelconque. Si B et B? sont deux mouvements
browniens indépendants, nous savons que B® := %(B1 + B?) est encore un mouvement
brownien. A chacun de ces mouvements browniens correspond donc une application J :
Héoc — M'o¢ différente que nous noterons respectivement Jy, Jo et J3. Montrez que J3(¢) =

%(Jl(qﬁ) + J2(¢)). En notation intégrale, cela revient ¢ montrer que

' 3 1 [ 1 ‘ 2
/qutdBt = ﬂ(/o prdBy —{—/0 ¢dBy).

1.3 Les semi-martingales et leurs crochets:

Définition 1.34 On définit H\°° comme I’ensemble des processus progressivement mesurables
¢ pour tout T' < oo tels que

T
/ |ps|ds < oo P-ps.
0

H{"C est le quotient de Hlloc par la relation d’égalité P ® \-pp, ou A est la mesure de
Lebesgue sur [0, 0o].

Définition 1.35 Un processus X adapté a Fi est une semi-martingale si 3Xo € L*(Fp),
a € HY® et b € HI tels que:

X = X0+/ asst—i-/ bs ds. (2)

0 0
Plus généralement, si Bl ---  B™ sont des {F;}-mouvements browniens indépendants, si
Xo € LY(Fy), a',--- ,a" € Hé"c etb e H{OC, alors nous considérerons également que le

13



processus X suivant est une semi-martingale

X=Xo+)»_ /0 a'dB! + /0 byds (3)
=1

Remarque 1.36 On définit habituellement une semi martingale comme la somme M + A
d’une martingale locale M et d’un processus A adapté a 1-variation finie sur tout in-
tervalle borné. Notre définition est plus restrictive puisqu’elle impose l’existence d’une
représentation intégrale des processus M et A.

Théoréme 1.37 Si le processus X est une semi-martingale, alors la décomposition (2) est
unique.

Preuve: Par linéarité des intégrales, montrer I'unicité de la représentation (2), revient a
montrer que, si o € HI et 3 € HI vérifient

/ a,dBs = / Bsds,
0 0
alors a = 3 =0.

Posons M = fo asdBg, et définissons:

¢
Tn =inf{t:|M] >n ou/ Bs|ds > n}.
0
Montrons d’abord que le processus que M™ est identiquement nulle: soit t1,...,t, tels que

0=t <ty <..<t,=t Alors, puisque par I’exercice 1.27, M™ est une martingale, nous
avons:

E[(M{")’] = ZE (M[7)? = (M[)?)

— ZE (M — M[™)?]

< E[max\MT" — MY M - M|

tit1 tit1

tit1
= Blmax M5, M1 01 [ Bl
i i

IN

t+1

t
Flmax | M7, M;;|-/ 4]ds]
0
< n- E[maX\MTn = M.

t+1

Puisque M ™ est continue, ses trajectoires sont uniformément continues sur [0, ]

et donc max; |M" — M/"[ — 0 P-pp lorsque max; [tj41 — t;| — 0. Puisque [M[" [ <

14



n, par définition de 7,, il suit du théoréeme de la convergence dominée de Lebesgue que

Emax; |[M;" — M;"|] =0
A J
Ainsi, Vt nous avons obtenu
E[(M{")*] =0
et donc M est donc identiquement nulle. Puisque 7,, /" 0o P-pp, 0 = M;™ "% M,. P-ps.
Ceci implique que M est identiquement nul, et donc « et 3 sont nuls. [ |

Le lemme qui suit esr en fait une conséquence de la preuve ci-dessus. Il est utile de
la retenir.

Proposition 1.38 Si M est une martingales local continu a variation bornée, alors My =0
pour tout t.

Le résultat suivant généralise le théoreme sur la convergence de la variation quadra-
tique du mouvement brownien (Ch. 2). Soit A = {t1,...,t,} avec 0 =ty < to < ... < t, =
T, une partition de 'intervalle [0,77]. Si X est un processus, nous définissons

n—1
TA(X) = Z(Xti+1 - Xti)Q'
=0

Nous allons traiter d’abord le cas de 'espace Haz.

Théoréme 1.39 Sia € H? et

X = /'asst,
0

T
TA(X)—>/ ads
0

alors

en L' lorsque |A] — 0

Preuve: Observons d’abord que si le processus a est dans Esc, le résultat est une
conséquence de la propriété de variation quadratique du mouvement brownien. En effet,
pour tout intervalle de type ]a,b] ou u prend la valeur constante ¢, on a une contribution

du type
¢ Z (Btj+1 - Btj)2

U,Stj_lgtjgb

qui converge vers c2(b — a).
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Considérons maintenant a € H3. Par le théoreme de densité de Esc dans H3, il
existe une suite a* de Esc telle que
T 2
lim E ‘at—af’ dt = 0.

k—oo 0

On peut supposer que le processus a® est constant sur [tj,tj+1), sinon il suffit d’inclure les
points de la partition associés & a* dans les tj.
On aura, en posant X[ = fg a¥dBy

E (‘TA(X) — /Ot a’ds

> < E(TAX) - TA(X9)
v (|30 - [ by

+E ( /Ot(a’;ﬁds—/ot(as)?ds ) :

On peut borner le premier terme en utilisant l'inégalité de Schwartz et l'isométrie de
I'intégrale stochastique

E(TA(X)-T2X")) = E zn: (/tt] (as—i-a’;)dBS) (/ttf (as _af)dBS>

j=1

< (E(TA(X + X’“)); (E(TA(X - X’“));

E (/Ot(as + a';)2d5> ' (/Ot(as _ al;;)st);

Observons que la borne obtenue ne dépend pas de n et converge quand & — oo. Donc, pour

e > 0 fixé,
E < TA(X) — /Ot a2ds ) <e+E (‘TA(X’“) - /Ot(a’;)st ) .

Il suffit maintenant de prendre la limite lorsque la norme de la division tend vers 0. |

Nous présentons également un cas plus général avec une preuve un peu différente.

Théoréme 1.40 Si a € HY® et X = [;asdBs, alors T2(X) — fOT a’ds en probabilité
lorsque |A| — 0

Preuve: Soit a € Hé"c et X = fo asdBs. Posons

t
Tp :=inf{t : | X¢| > n ou / a2ds > n},
0
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n = L@ et Xn i= [;ansdBs. 1l suit de la définition de [;asdBs que X,, = X™,
et nous avons aussi fOT aiysds f T AT a2ds, de sorte que sur {7, > T}, pour tout A,

T2(X,) = TA(X) et fOT ap (ds = fo a2ds. Tl nous suffit donc d’établir le résultat pour les
processus a € H2 tels que |X | et fooo a2ds soient bornés: le résultat sera vrai pour a, et

donc, V6 > 0, P(|IT*(X f 2ds| > &) est borné par

T
P(r, <T)+ P{m >T}nN {|TA(X) —/ a§d8| > 0}).
0

P(r, < T) est aussi petit que l'on désire en prenant n suffisemment grand et P({r, >
Ty N{|TA(X) — fOT a2ds| > 0}) est égal &

T
P({rn > T} N {|T2(X,) / a2 ,ds| > 6}).
0
Ce dernier terme est aussi petit que 1’on désire en prenant |A| suffisemment petit.

Supposons donc que a € H2 est tel que | X| et fooo ads soient bornés par M. Notons
AX; = Xy, — Xy, et calculons E[(AX;)?|F,]: Si A € F,, il suit de Pexercice 1.19 que

1AAXi = ]—A/ 1[ti,ti+1[(8)asst = / 1A1[ti,ti+1[(3)anBS'
0 0

Aussi:
Bla(AX:)?] = Bl(1aAX)*) = I(1aly,y,,,a)]72
tit1
= atgly = Bl [ atas
tit1
— E[1AE] / a2ds|F,)
t;
Ceci étant vrai pour tout A € F;,, nous avons montré que
tit1
BAXPIF) = B[ ddslF),
t;
Ainsi, si I'on pose Vg := 0 et Vi1 := Vi+(AX;)? ftl“ aZds, V est une {F, }izo
martingale et V,, = T2(X) — fOT a?ds. Des lors:
T n—1
BT ~ [ abdo?) = BV =Y El(Vir — V)
0 i=0
n—1 n—1
= Y E[((AX)? - E[(AX:)*|F.)?) < Y E[(AX)Y], (4)
i=0 i=0



car, en posant S := (AX;)?, on a:
B[S?] = E[(S - E[S|F.])’] + EI(E[S|F.])’] = BI(S — BIS|F,))?).

Remarquons ensuite que

n—1
E[) (AXy)'] < E[AX? - T2(X)] < VE[AX]] -/ E(TA(X))?,
=0

ou AX, := max;(AX;). Puisque X est un processus continu, AX, tend P-pp vers 0 lorsque
|A| — 0, et par ailleurs AX, est borné par 2M, puisque X est borné par M. Partant

V E[AX?] tend vers 0.

Nous allons montrer maitenant que E[(T2(X))?] est borné. Nous aurons ainsi
démontré la convergence L? de T2 (X) vers fOT aZds, et donc la convergence en probabilité.
En utilisant I'inégalité (4), le fait que X est une martingale bornée par M et que fooo alds <
M, on trouve

T T
T30l < 17200 ~ [ addslpe+ [ adsle
0 0
n—1
< L\ ED (AX)Y+ M
1=0
n—1
< (| 2M)2E]) (AX)2 + M
=0
= /2M)?2E[X2]+ M
= 2M*+ M.

Définition 1.41 Un processus A continu tel que pour tout T': TA(X) converge en proba-
bilité vers Arp lorsque le diameétre |A| de la partition de [0,T) tend vers 0 s’appelle crochet
de X et se note, (X, X) = A.

Remarque 1.42 Le théoréme précédent nous indique que si X = fo asdBs ot a € Hé"c,

alors (X, X); = fg alds.

Définition 1.43 (Crochet croisé) Si X et Y sont deuz processus, on note

n—1

TA(Xv Y) = Z(Xti+1 - th‘) ) (Ytiﬂ - Y;fz)
i=1

Un processus A limite en probabilité des TA(X, Y') s’appelle crochet croisé de X et'Y et se
note (X,Y).
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L’exercice qui suit donnera le crochet d’une semimartingale ainsi que le crochet
croisé d’une martingale est d’un processus a variation bornée (absolument continu)

Exercice 1.44 1) Montrez que siY = [;bsds ot b € Hl¢, alors (Y,Y) = 0.

2) 8i X = [;asdBs ot a € HY®, montrez que T®(X,Y) — 0 en probabilité. (i.e.
(X,Y)=0).

3) 8 X =Xo+ fo a;dBy + fo bidt est une semi-martingale, montrez que (X, X); =
fg alds.

4) Montrez que (X,Y) = 2((X+Y,X+Y)+(X —Y,X —Y)) et calculez le crochet
croisé (X,Y) de deux semi-martingales X = Xo+ [;aidB; + [;bydt et Y = Yo+ [ a;dB; +
Jo bidt.

5) Supposons que By et By soient deux {F;}-mouvements browniens indépendants.
Calculez (By + By, B1 + B2), (B1 — Ba, By — Ba) et finalement montrez que (By, Ba) = 0.

Exercice 1.45 L’objet de cet exercice est de montrer que si B! et B? sont des mouvements
browniens indépendents, si a',a® € HY® et Xt := fo atdB{, alors (X', X?) = 0.

1) Montrez que pour démontrer cette affirmation, il suffit de la prouver pour des
processus a' tels que X' et fd(ai)st soient bornés par une constante M. Nous supposerons
donc que ces hypothéses sont vérifices dans la suite de [’exercice.

2) Soit S > T et A € Fr, et considérons l'application

S S
F:H? x H? — R, (u,v) — F(u,v) := E[lA/ usdB} / v;dB?).
T T

Montrer que F' est bilinéaire et continue:
1P (u,0)] < gz - ol gz

3) Montrez que siu = ¢Ly o1, v = P1la o[, avec th <2, ¢ € L2(Fp), s1 < sg et
Y € L?(Fy), alors F(u,v) = 0.

Concluez que Yu,v € H3 : F(u,v) = 0.

4) Montrez que le processus Z; = X} -Xt2 est une martingale.

5) Soit A une partition de [0,T]. Nous reprenons les notations de l’exercice précédent
et du théoréme 1.40. Montrez que

2(AZ)% < (AXH* + (AX?)*

6) Montrez que E[(T®(X',X?))?] = E[X'-(AZ)?. En utilisant la fin de la
preuve du théoréme 1.40, montrez que T (X', X?) — 0 dans L? lorsque |A| tend vers 0.

7) En utilisant les résultats de cet exercice et du précédent, calculez le crochet (X, X))
de la semi-martingale générale définie a la définition 1.35 formule (3).
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2 Formule de changement de variable (formule d’It6)

L’intégrale stochastique par rapport a une semimartingale sera définie de la maniere suiv-
ante.

Définition 2.1 Si v; est progressivement mesurable, on convient alors d’écrire
/ Utht = / (A CLtdBt —|—/ V¢ - btdt.
0 0 0

Voici une premiere étape vers I’obtention de la formule d’It6.

Exercice 2.2 57 X = Xy + fo ardB; + fo bidt est une semi-martingale alors pour tout t:

t t
X2 P':Z”’XOQJF/ 2Xsts—|—/ d(X, X)s
0 0

En particulier, les processus se situant de part et d’autre de l’égalité sont indistinguables.

Preuve: Comme pour la démonstration précédente, par arrét a des temps 7, appropriés, il
suffit de démontrer le corollaire pour des processus tels que X, fooo aZds et fooo |bs|ds soient
bornés.

Fixons T et remarquons que si A est une partition de [0, 7], alors:

n—1 n—1
X} o= XG+)(XE - XP)=X3+) ((Xy, +AX)? — X7)

=0 =0
n—1 n—1
= X§+2) X, AXi+ ) (AX;)?
=0 i=0
n—l tit1 n—l i1
= X2 +22Xti/ asd B, +2ZX“/ beds + T2 (X)
i=0 i i=0 ti

Utilisant le fait que X est borné et continu, il est aisé de remarquer que le processus

n—1
st = Z Xtil[titi+l[(s)as
=0

converge vers Xgas dans H2 lorsque |A| — 0. La premiére somme convergera donc dans L?
vers 2 fOT XsasdBg et donc aussi en probabilité. Par un raisonnement analogue la deuxieme
somme convergera vers 2 fOT X,bsds en probabilité. Enfin T2(X) converge en probabilité
vers (X, X) par définition du crochet de X. La premiere assertion est donc démontrée.
Les processus d’une part et de 'autre part de I’égalité sont continus. Nous venons
de démontrer qu’ils sont des modifications I'un de I'autre. Ils sont donc indistinguables,
comme il ressort de ’exercice 1.40, Ch. 3. |
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Exercice 2.3 Si X et Y sont deur semi-martingales, montrez que
t t t
XtYe =X0Y0+/ Xdes+/ YSdXs—l—/ d(X,Y)s.
0 0 0

Preuve: On sait que X;Y; = %[(Xt +Y;)? — (X; — Y)?]. 1l suffit d’appliquer le résultat
précédent aux martingales X +Y et X — Y. |

Le dernier exercice montre que le produit de deux semi-martingales est encore une
semi-martingale. Le théoréme suivant montre qu’enfait une fonction réguliere d’une semi-
martingale en est encore une:

Théoréme 2.4 (Formule d’Ité) Si X est une semimartingale de la forme (2) et f : R — R
une fonction de classe C%, alors

f(Xy) = f(Xo) + /f s)asdB, +/f s)bsds + = /f” Yatds (5)

ou, autrement dit

f(Xy) = f(Xo) + /f $)dXs + = /f” X)s.

Preuve: Nous allons donner les idées de la démonstration dans le cas particulier b = 0.

Par un argument de localisation, on peut supposer que f, f’, f” sont bornées. En
effet, pour tout n > 1, on pose

t t
T,, = inf{t > 0; ]XOH—]/ asst]—H/ a?ds| > n} An.
0 0

Il est clair que T, est un temps d’arrét tel que T;, /" co. Considérons la semimartingale
Xiat,- Alors
| XiaT,| <n

pour tout n > 1 et tout ¢ > 0. Il suffit de prouver (5) pour X;a7, & la place de X; (car
apres on prend la limite quand n — 00). De cette fagon, tout se réduit a prouver (5) pour
X tel que

t
’/ asst’ + |Xt| <c
0

et dans ce cas il y a que les valeurs de f, f', f sur le compact [0, t] x B(0, ¢) qui interviennent.
Donc f, f', f” peuvent étre supposées continues & support compact, donc bornées.

D’une autre part, en approximant a par une suite de processus bornés de Esc telle

t
P </ (as — a™)*ds > 5) —n—00 0
0
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pour tout € > 0, il suffit de prouver (5) pour un processus a escalier borné.

Considérons t; = % On peut supposer par un argument standard que le processus
a est constant sur [tj,t;41), sinon il suffit d’inclure les points de la partition associés a a
dans les ¢;.

La formule de Taylor d’ordre 2 nous donne

f(Xy) = f(Xo) +Z f(Xy) — th,l))
_ X0+Zf Xo, )AX; + 5 Zf” X;)? (6)

ou AXJ = Xt Xt] 1
La premieére somme & droite de (6) converge dans L? vers fg 1 (Xs)asdBs. En effet

et Xj est un point situé entre thf1 et th.

2

E Zf (X, )AX; — /f s)asdBy

1 /.jl(f%th_l)—f’(Xs)>2a§ds

=1 ti-

[s—r|<t/n

< KQtE< sup (f'(Xr)—f'(Xs))Q)

en assumant que a est majoré par la constante K. Cela converge vers zero car f(X;) est
continu est borné.

La deuxiéme somme & droite de (6) converge dans L? vers

1 t
! / £7(X,)ads
2 Jo

3 P / F(X,)a2ds

car

IN

Z(f”(ff‘) - (X ))(AXj) +

tj

Z / (X, ) — /(X)) a2ds

= ap +a2+a3.
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Les termes a; et as se traitent par les majorations

n

ar < sup  (f'(Xp) = f1(X))P Y (AX)?

[r—s|<t/n j=1

et

i< s (706) - PO [ aas
[r—s|<t/n 0

donc ils convergent vers zero.
Voyons le terme as. Notons ¢; la valeur du processus escalier a sur [t;_1,t;[. Comme
AX; = ¢;AB; et en posant .
dj == ¢ f"(Xy;_,)

on obtient en utilisant I'indépendance des acroissements du brown ien et en notant At; =
tj — tj_l

2

A
S

St
IN

E Zdj ((AB;))* — Aty)
j=1

- Jzn;E (@ ((aBy)? - aty)”)

- Zn: EdZE ((AB;)? — At;)?
j=1

= iEd?E ((AB))! = 2(AB;)*At; + (At))?)
j=1

- 2 &
- 221Ed§(mj)2 <= ZlEd§(Atj) oo 0.
Jj= =

Remarque 2.5 Parfois on utilise la relation différentielle
1
df(Xy) = f(Xp)d X + §f”(Xt)d<X7X>t

2

Exercice 2.6 Comparer la formule d’Ité pour f(x) = x* avec celle donne par l’ezercice

2.2.
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Théoréeme 2.7 (Formule d’Ité pour des fonctions qui dépendent de temps) Soit f = f(t,x)
une fonction de classe C1% et soit Y, = f(t, Xy) si X est une semimartingale de la forme
(2). Alors

to ty
FY) = £(0,X0) + /0 O (s, X.)ds + /0 % (s, X.)audB,

taf 1 tan
f(S,Xs)bst"i‘i 0 W

wr (s, Xs)a’ds.

On présente la version multidimensionnelle de la formule d’It6 ainsi que le schéma
de la preuve.

Théoréme 2.8 (Formule d’Ité multi-dimensionnelle) Si f : RY — IR est C?, si

Xj:Xg+Z/0'a’;yde§+/o'bgds
k

sont des semi-martingales et si X = (X1 - X%, alors:
t d of
[(Xe) = f(Xo)+ ; jz_:lawj(xs)ng
) > (xa, X7, (7)
2 Jo O0xj0x

),

Preuve: Par la technique d’arrét des démonstrations précédentes, il suffit de démontrer le
résultat pour les semi-martingales X & valeurs dans un ensemble compact K de IR?. Soit
V la classe des fonctions f : K — IR vérifiant le théoreme.

Les fonctions constantes ainsi que les fonctons

gjx:(x 7axd)_>gj(x) :ZE]

sont dans V.

Par linéarité en f de la formule (7), si f et g sont dans V et o, § € IR alors clairement
af +BgeV.

Montrons que si f et g sont dans V alors h := f-g Uest également. Soit F} := f(Xy),
Gt = g(X), H; = g(X}), Par d’exercice 2.3, nous avons:

dHy = F1dGy + GydF; + d(F, G),
Puisque f et g sont dans V, on trouve:
dFy = 32,0, f(X2) - dX] + 532, 50 05 F(Xy) - d(Xf,X{')t
dGy =30, 0;9(Xe) - dX] + 5325 5 05.5r9(Xe) - d(XI, X7 ),
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Puisque les termes en d(X7, X7'), sont & 1-variation bornée, ils n’interviennent pas dans le
calcul de d(F,G);. On trouve alors:

d(F, Gy = > 0;F(Xi) - Dyrg(Xy) - d(X7, XT),.
7'

Aussi ,
dHy = 3 7,(Gi0; f(Xy) + Fidi9(Xy)) - dX]

_f_% Zj,j’ L{’j' -d<Xj,Xj/>t

ou Lg’gl = (Gt8j,j/f(Xt)+Ft8j,j/g(Xt)+28jf(Xt)-8j/g(Xt)). Puisque 8jh(Xt) = Gtajf(Xt)—F
Fi0;9(Xy) et 05 50(Xy) = L{’jl, on en conclut donc que dH; vérifie bien la formule (7) et
partant h € V.

De ce qui précede, on conclut que V contient tous les polynomes. Soit € > 0. Toute
fonction f € Cy peut étre approximée sur K par un polynome g tel que || f — gljoo,x < €, V5:
10;f = 0jgllce,x < € et V4,5" [|0j 0 f — 0jj9llco,x < €. Puisque la formule (7) est vérifiée
par g, elle sera vérifiée par f par passage a la limite, et le théoréeme est donc démontré. W

2.1 Applications de la formule d’Ito

Les exercices qui suivent constituent quelques applications immédiates de la formule d’Ito.

Exercice 2.9 Montrer que, si B est le mouvement brownien, alors

t -1 t
B! :n/o B 1dB, + "(”2)/0 B %ds.

Exercice 2.10 En utilisant la formule d’It6, montrez que, si B est un mouvement brown-

ien, alors My = exp(aB; — C‘7275) est une martingale locale.

Preuve: Soit f(z) := exp(x) et Xy :== aB;— O‘;t. Puisque X; = fg ochs—l—f(f(—aQ/Q)ds, on
a (X, X) = fg a?ds = o*t. La formule d’It6 nous donne donc, avec f(x) = f'(z) = f(z):

My = f(M)
t 1 t
= 0+ [ X+ [ ),
0 0
t t a2 1 t
= f(0)+/ Msast—/ Msds+/ M,a2ds
0 0 2 2 Jo
t
= 1—1—/ MyadBg
0

Puisque les trajectoires de B et donc de M sont continues, la variable M7 :=
sup{M; : 0 < s < T} est, pour tout 7' < oo, une variable P-pp finie. Puisque fOT M2a?ds <

s
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M}Q -a? - T, le processus Mo appartient & Héoc. Son intégrale fo MsadBs est donc une
martingale locale et il en est alors de méme pour M. |

Définition 2.11 Si X etY sont deux semimartingales, on définit l'intégrale de Stratonovich
de X par rapport a 'Y par

t t
1
/ XsdoY, = / XdYs + 7<X7 Y>t
0 0 2
Exercice 2.12 En déduire de [’exercice 2.3 que
t t
Xth:XOYO—i—/ Xsdo}/'s+/ Y.do X,
0 0

Exercice 2.13 Montrer que

i
L

| =

(Xti+1 + Xti)(Yti-‘-l - Y;fz)

Il
o

7

converge en probabilité vers fg XsdoYs si0=tg<...t, =t est une partition de [0,1].

Exercice 2.14 Soit B', B, B? trois mouvements browniens indépéndants. Soit f(x1,x2,x3) 1=
(00 (L ,)?) V2 et 24— f(BY B2, BY).

1) Montrez que Z?:l 0iif(z1,,22,23) = 0, pour tout (z1,x2,x3) # (—1,—1,—1).

2) Soit T, := inf{t : Zy > n}. En utilisant la formule d’Ité, montrez que Z™ est
une martingale positive bornée par n.

3) Montrez que E[Z,,] = 1/v/3. Déduire de cela que

P(7, < o) < 1/(nV/3)

et que T, /' o0 P-ps. Z est donc une martingale locale.
4) Soit op, = inf{t : Z; < 1/m}. En utilisant le corollaire 2.15, montrez que

om < o0 P-ps. Montrez ensuite que o, / oo P-ps.

P-
Montrez que Zr pg, € {1/m,n} P-ps. et que Zr ng, —= Z lorsque m — oco.

Déduizez-en que Zr, =n -1 o0y P-ps.

5) Montrez que Z., g 4 0 lorsque n tend vers l'infini.

6) En utilisant la densité normale, montrez qu’il existe une constante C < oo telle
que V't E[Z}] < C.

7) Si Z était une martingale, nous aurions Z € M2 Montrez qu’en vertu du
corollaire 4.22, Z ne peut donc étre une martingale.

Z est donc une martingale locale bornée en norme L? (donc U.L) qui n’est pas une
martingale.
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