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On observe les tailles et les poids de 11 canards : Xi = (Ti;Pi).
On veut la taille et le poids du “canard moyen” θM = (TM ;PM ).
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Généralisation

Application et Biblio

Une histoire de canards
Produit
Contraintes

Produit : sup∑
i qiXi=θ

∏
i

qi

Lignes de niveau.

H2K Divergences Empiriques



Produit
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Définition (Ligne de niveau)

Cn(η) =

{
θ =

n∑
i=1

qiXi

∣∣∣∣∣

2 log

(
n∏
i=1

1
n

)

− 2 log

(
n∏
i=1

qi

)
≤ η

}

=

{
θ = XQ

∣∣∣∣∣ −2n
n∑
i=1

log (nqi) /n ≤ η

}

=

{
θ = XQ

∣∣∣∣∣ 2nK(Q,Pn) ≤ η

}

θ ∈ Cn(η)⇔ ∃Q, θ = XQ et 2nK(Q,Pn) ≤ η

⇔ βn(θ) = 2n inf
X(Q−Pn)=θ−X

K(Q,Pn) ≤ η

H2K Divergences Empiriques



Produit
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On utilise la dualité pour résoudre l’optimisation sous
contrainte :

βn = 2n inf
X(Q−Pn)=θ−X

K(Q,Pn)

= 2 inf
X(Q−Pn)=θ−X

n∑
i=1

− log (nqi)

= 2 sup
λ∈Rp

{
−λ′(θ −X)−

∑
i

log
(
1 + λ′(Xi − θ)

)}

car (x 7→ − log(x))∗ = (x 7→ −1− log(−x)).
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Information additionnelle : contraintes sur Q

Si l’on connâıt également les âges Ai et l’âge moyen A0,
on peut redresser notre échantillon :

Cn(η) =
{
θ = XQ

∣∣∣2nK(Q,Pn) ≤ η
}
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Si l’on connâıt également les âges Ai et l’âge moyen A0,
on peut redresser notre échantillon :
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On peut comparer les qi au 1
n autrement que par le produit :

Cn(η) =

{
θ =

n∑
i=1

qiXi

∣∣∣∣∣ ∑
i

(
1
n
− qi

)2

≤ η

}

=

{
θ = XQ

∣∣∣∣∣ 2n||Q− Pn||22 ≤ η

}

θ ∈ Cn(η)⇔ ∃Q, θ = XQ et ||Q− Pn||22 ≤ η

⇔ βn(θ) = 2n inf
X(Q−Pn)=θ−X

||Q− Pn||22 ≤ η

H2K Divergences Empiriques



Produit
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Généralisation

Application et Biblio

Norme Euclidienne
Barycentres
ϕ∗-Divergence

Produit

2 log

(∏
i

1
n

)
− 2 log

(∏
i

qi

) Norme Euclidienne

∑
i

(
1
n
− qi

)2

Lignes de niveau

H2K Divergences Empiriques



Produit
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Barycentres
On se place entre K et la norme euclidienne.

∀ε ∈ [0; 1], ∀x < 1, kε(x) = ε · x2/2 + (1− ε) · [−1− log(1− x)]

Quasi-Kullback pour ε = 0.0
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On se place entre K et la norme euclidienne.
∀ε ∈ [0; 1], ∀x < 1, kε(x) = ε · x2/2 + (1− ε) · [−1− log(1− x)]

Quasi-Kullback pour ε = 0.2
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On se place entre K et la norme euclidienne.
∀ε ∈ [0; 1], ∀x < 1, kε(x) = ε · x2/2 + (1− ε) · [−1− log(1− x)]

Quasi-Kullback pour ε = 0.4
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Barycentres
On se place entre K et la norme euclidienne.
∀ε ∈ [0; 1], ∀x < 1, kε(x) = ε · x2/2 + (1− ε) · [−1− log(1− x)]

Quasi-Kullback pour ε = 0.6
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Barycentres
On se place entre K et la norme euclidienne.
∀ε ∈ [0; 1], ∀x < 1, kε(x) = ε · x2/2 + (1− ε) · [−1− log(1− x)]

Quasi-Kullback pour ε = 0.8
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On se place entre K et la norme euclidienne.
∀ε ∈ [0; 1], ∀x < 1, kε(x) = ε · x2/2 + (1− ε) · [−1− log(1− x)]

Quasi-Kullback pour ε = 1.0
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ϕ∗-Divergence

Définition (Conjuguée Convexe et ϕ∗-Divergence)

Soit ϕ convexe, avec ϕ(0) = ϕ(1)(0) = 0. On construit alors :

la conjuguée convexe : ϕ∗(x) = supy∈R{xy − ϕ(y)}.
la ϕ∗-divergence : Iϕ∗(Q,P) = 1

n

∑
i ϕ
∗ (nqi − 1)

Théorème (Dualité)

inf
θ=XQ

Iϕ∗(Q,Pn) = sup
λ

{
−λ′(X − θ)− 1

n

∑
i

ϕ
(
λ′(Xi − θ)

)}

H2K Divergences Empiriques
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Théorème (Dualité)
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On peut alors remplacer la divergence K par une ϕ∗-divergence

Lignes de niveau par divergence

Cn(η) =
{
θ = XQ

∣∣∣∣

2nK(Q,Pn)2nIϕ∗(Q,Pn)

≤ η
}

H2K Divergences Empiriques



Produit
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Généralisation

Application et Biblio

Norme Euclidienne
Barycentres
ϕ∗-Divergence

On peut alors remplacer la divergence K par une ϕ∗-divergence

Lignes de niveau par divergence

Cn(η) =
{
θ = XQ

∣∣∣∣

2nK(Q,Pn)

2nIϕ∗(Q,Pn) ≤ η
}

H2K Divergences Empiriques



Produit
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On peut choisir l’Entropie Relative comme divergence :

φ(x) = ex − 1− x sur R
φ∗(x) = (x+ 1) log(x+ 1)− x sur ]− 1; +∞[

Produit Entropie Relative

Lignes de niveau .
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Norme sociale

On s’intéresse à l’IMC idéal : poids idéal sur taille au carré.
Il apparâıt que le lien avec l’IMC réel dépend du groupe social :

Jeunes employés Jeunes employées
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Divergences ϕ∗α(x) d(ϕ∗α)

Vraisemblance Empirique x− log(1 + x) ]− 1,∞[

Norme euclidienne x2

2
R

Entropie Relative (x+ 1) log(x+ 1)− x ]− 1,∞]

Hellinger 2(
√

(x+ 1)− 1)2 ]− 1,∞[

Principales Cressie-Read
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