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1 CHAPITRE I: Introduction et rappels

1.1 Variables Aléatoires: définition, loi, fonction caractéristique, indépendance,
espaces L”

Le cadre général est le suivant: on considere un espace probabilisé (2, F, P) ou:

Q est un ensemble non vide, appelé "univers”, qui représente I’ensemble des résultats
) )
possibles d’une expérience

F est une o-algebre (tribu), c.a. d. F C P(R2) et

a) e F
b) si A € F, alors A¢ € F.
c) si A1, Ag,... € F,alors |J;2, A; € F.
P est une probabilité, c.a.d P est une application P : F — [0, 1] qui satisfait:

a) P(Q) =1
b) si Ay, Ag, ... € F sont disjoints, alors P (|J;2; 4;) = > iy P(4).

Definition 1 Une variable aléatoire est une application X mesurable de (Q, F) vers (R%, Bga).

On rappelle que X est mesurable si et seulement si, pour tout B € Bga, X 1(B) :=
{w|X(w) € B} est un élément de F.
La variable X ”transporte” la probabilité P sur (£, F) en une probabilité Px sur
(R?, Bga):
VB € Bga : Px(B) := P(X"'(B))

Px est appelée loi de la v.a X.
Exercice 1.1 Montrez que Px est une probabilité sur (Rd, Bra).

Exercice 1.2 Montrez que o(X) := {XY(B)|B € Bga} est une o-algébre d’ensembles.
C’est la plus petite tribu sur € qui rend X mesurable.

Exercice 1.3 Montrez que si {Fx}rea est une famille de o-algébres sur 2, alors NyepaFx
est également une o-algéebre.
En particulier, si G C P(Q2), on définit o(G)

o(G) = ﬂ F.

Ftribu >g

o(G) est donc la plus petite o-algébre qui contient G.



Définition 1.4 On définit ’espérance d’une v.a.X > 0 par:
E(X)= / X(w)dP(w)
Q

Sip € [1,00[, on définit LP(Q,F,P) comme lespace des v.a. X telles que | X7, =
E(|X|P) < 0.
Sur LY(Q, F, P), on définit par

E(X)= / X (w) dP(w)
Q
Exercice 1.5 Montrez que || X||» = 0 est équivalent a X =0 P-pp.

||.]lL» ne peut donc étre une norme sur £P(2, F, P). On définit:

Définition 1.6 LP(Q, F, P) est l’espace des classes d’équivalence de v.a. de LP(Q,F, P)
pour la relation d’équivalence = P-pp (presque partout).

Théoréme 1.7 Pour tout p € [1,00], l’espace LP(Q, F, P) muni de la norme ||.||r est un
espace de Banach.
L3(Q, F, P) muni du produit scalaire (X,Y) := E[X - Y] est un espace de Hilbert

Exercice 1.8 Montrez que si X € L*(Q, F, P), alors

E(X) :/ xdPx(x) :
R4
L’espérance d’une v.a. ne dépend que de sa loi.
Définition 1.9 Si X et Y sont des v.a. de L*(Q, F, P), on définit
var[X] := E[(X — E[X])?] et cov[X,Y] := E[(X — E[X])- (Y — E[Y])].

Si Z est un vecteur aléatoire, considéré comme une matrice colonne, dont toutes les com-
posantes sont dans L*(Q, F, P), la matrice de covariance var|Z)] est définie par

var(Z) .= E((Z — E|Z))(Z — E|Z])"].

Exercice 1.10 Montrez que si v € R%, alors var[{v, Z)] = v var[Z]v. En déduire que

var[Z] est une matrice définie positive.

Exercice 1.11 Inégalité de Tchebychev: si A > 0, alors Vp > 1

P(X]> X < E(XP).



Inégalité de Schwartz:

E(XY) <\E(X?)E(Y?)
Inégalité de Holder:

L 2 11
E(XY) < [E|XPIP[E|Y]])s  si-+-=1.
P g

Inégalité de Jensen: si f:R% — R est une fonction convexe et Y est un vecteur aléatoire
d dimensionnel, alors E[f(Y)] > f(E[Y]).

En déduire que si o« > 3 alors | X|p« > || X8 FEn particulier L*(2, F,P) C
LA(Q, F, P)

Définition 1.12 Une variable aléatoire Z a valeurs réelles suit une loi normale centrée
réduite, ce que l'on note Z ~ N(0,1) si sa densité par rapport a la mesure de Lebesgue

s’écrit sous la forme:

—eop(—)
exp(——
V2m P
Définition 1.13 Une variable aléatoire Y suit une loi normale de moyenne p et de variance

02 5iY = u+oZ ou Z suit une loi normale centrée et réduite. On note alorsY ~ N (u,0?).
w et o? sont respectivement l’espérance et la variance de la v. a. Y.

fz(z) =

Définition 1.14 La fontion caractéristique oz d’une variable aléatoire Z a valeurs dans
RY est définie par: oz : R4 — C:a — @z(a):

pz(a) = Elexp(i- (a, Z))).

Théoréme 1.15 La fonction caractéristique caractérise la loi: Si les variables aléatoires

X et'Y ont mémes fonctions caractéristiques (i.e. ox = py ), alors elles ont mémes lois:
Px = Py.

Exercice 1.16 Montrez que si Z est une variable normale centrée réduite alors ¢z (o) =
exp(—a?/2). Calculez py (a) lorsque Y ~ N(u,0?).

Définition 1.17 Deuz événements A et B de F sont indépendants si P(AN B) = P(A) -
P(B). On écrit alors ALLB. Deuz sous tribus B et C de F sont indépendantes, ce que
l’on note BALLC, si VB € B,YC € C : B1LC. Deuz variables aléatoires X et Y sur £ sont
indépendantes si o(X)L1lLo(Y).

Exercice 1.18 Montrez que X 1LY ssiVa, (3 :
ey (o, B) = px(a) py(B)

Exercice 1.19 Montrez que si X LLY , alors cov(X,Y) = 0. Donnez un exemple de vecteur
(X,Y) tel que cov(X,Y) =0, mais tel que X et Y ne soient pas indépendants.



Exercice 1.20 Si B est une o-algébre d’ensembles et C une algébre d’ensembles qui vérifient
VB e B,YC € C: B1LC, alors BLLo(C).

Exercice 1.21 si Y1 ~ N(uy,0?1) et Yo ~ N(uz,02) sont deux v.a. indépendantes, cal-
culer ps ou S :=Y1 + Ya. En déduire que S ~ N (1 + U, 021 + 022).

Types de convergence pour les variables aléatoires:

Convergence en loi: Une suite de variables aléatoires {X,},en & valeurs dans RY
converge en loi vers X ssi pour toute fonction continue bornée f : R — IR, on a la
convergence de E[f(X,,)] vers E[f(X)].

Convergence en probabilité: Une suite de variables aléatoires { X, }nev & valeurs dans
IR? converge en probabilité vers X si pour tout € > 0,

P(IXp— X|>¢€) —n0o 0

Convergence presque sire: Une suite de variables aléatoires { X, },ev a valeurs dans
IR? converge presque surement vers X si

Xn(w) = nooo X(w).
pour tout w ¢ N ou P(N) = 0.

Convergence dans LP, p > 1: Une suite de variables aléatoires { X, },cv & valeurs dans
IR converge dans LP vers X si

E (X — X[P) —nno 0.

Exercice 1.22 Rappeller les relations entre les différentes types de convergence pour les
variables aléatoires.

Exercice 1.23 Montrez que si X, Loi X, et PIX =a] =0, alors P[X,, <a] — P[X <4,
lorsque n — 0.

Théoreme 1.24 Si X, est une suite de variables aléatoire & valeurs dans IR®, alors X, L—0>Z

X ssi
Va € R : px, (@) = ¢x(a).

Le théoreme précédent permet de montrer aisément le théoréeme central limite:



Théoréme 1.25 (théoréme central limite TCL) Si { Xy tnemn est une suite de variables de
L3(Q), F, P), indépendantes, identiquement distribuées d’espérance nulle et de variance 1,
alors

1 n
S
vn i=1
converge en loi vers N'(0,1).

Ce théoreme explique 'apparition fréquente de la loi normale dans la nature.

Définition 1.26 Un vecteur aléatoire Y dans IR® est gaussien si Vv € IR, < v,Y > est
une v.a gaussienne.

Exercice 1.27 Montrez que si Y est un vecteur gaussien tel que E(Y) = pu et la matrice
de variance covariance var(Y) =X, alors

thU]
2

ey (v) = expli <v,pu>—

(les vecteurs v de IR? sont considérés dans cette expression comme des matrices colonnes).
Ceci montre que la loi d’un vecteur gaussien est entierement déterminée par [ et 3.

1.2 Processus aléatoires:

Définition 1.28 Un processus aléatoire sur (2, F, P), indicé par un ensemble de temps
T C IR est une famille { X }ier de v.a aléatoires de (2, F, P).

X; représente [’état du processus au temps T'.

A w fixé, Uapplication t — Xi(w) s’appelle trajectoire du processus.

On peut définir différentes relations d’équivalence entre deux processus ainsi:

Définition 1.29 Les processus X et Y sur (2, F, P) sont des modifications ['un de l’autre

mo

di
(notation Y = fY) si:
Vit > 0, Xi(w) = Yi(w) P — pp.

Définition 1.30 Les processus X et Y sur (2, F, P) sont indistinguables si et seulement
8i:
{w[V0 <t <oo, Xy(w) =Yi(w)}

est mesurable et a pour probabilité 1.

Définition 1.31 Les processus X et Y sur (2, F, P) ont mémes lois fini-dimensionnelles
Si:
Vo<t <ta<...<tp<00,(Xgy,...,Xs,) et (Ye,....Ys,)

ont la méme loi.



Exercice 1.32 Monter que, si X et'Y sont indistinguables, alors ils sont des modifications
l'un de lautre.

Exercice 1.33 Montrer que la réciproque est fausse.

Preuve: En effet soit 2 = [0, 1] et P la mesure de Lebesgue, posons:

1 sit=w
Xi(w) = { 0 sinon.

et Yi(w) = 0.
Alors on a :P({w|X¢(w) # Yi(w)})=P({t = w}) = 0 donc X;(w) = Y;(w) P-pp d’ott Xy(w)
et Y;(w) sont des modifications I'un de l'autre.

Par contre

{w| V0 <t <oo, Xi(w) =Yi(w)} ={w|VO<t<oo,t #w} =10
donc P({w|Xi(w)= Yi(w)}) = 0 # 1 d’out X; et Y; ne sont pas indistinguables . |
Exercice 1.34 Montrez que si deux processus ont toutes leurs trajectoires continues (méme
i
continues a droite), alors Xm%ZfY implique que X et'Y sont indistinguables.

Preuve: Soit
Ny = {w € Q/Xy(w) # Yi(w)}

et
N=JM
teQ
(@ étant les rationels de [0, 00). Alors
P(N) =0

donc X;(w) = Yy(w),Vt € Q, Vw ¢ N. Sit ¢ @Q, on considere t, une suite de @ telle que
tn | t. Alors, pour tout w ¢ N, on a X; =Y, pour tout n et donc

Xi(w) = lim X, (w) = lim ¥}, (w) = Vi (w)

n—oo n—oo

et par conséquent X et Y sont indistinguable. |

Exercice 1.35 (A faire en TD) Montrez que si deuzx processus sont des modifications
lun de Uautre, alors ils ont mémes lois fini-dimensionnelles.



1.3 Filtration

Définition 1.36 Une filtration {F;}ier est une famille croissante de sous-o-algébres de F.
C’est a direV0 < s<t<oo Fs CF: CF.

F: représente le niveau de connaissance du processus X au temps t, c.a. d F; est la
classe des événements que 'on peut ”identifier” au temps t.

Définition 1.37 Si F; est une filtration, alors on note:
i fm:U(Utzo Ft)
o T+ =(Neso Fe
® Jy— :U(Us<t -7:5)-

Définition 1.38 Une filtration {F;} est continue a droite (respectivement a gauche) si
Fi = Fi+ (respectivement Fy = Fy— ) ¥Vt > 0.

Définition 1.39 Une filtration {F;} est compléte si VA € Foo tel que P(A) =0, A € Fy.

Définition 1.40 Le processus X est adapté a la filtration {Fi}i>0 si et seulement si ¥V
0 <t < oo, X; est Fi-mesurable.

Définition 1.41 Soit F une sous o-algébre de G et soit N la classe des ensembles de G de
probabilité nulle. Alors la tribu F = o(F UN) est appelée complétion de la tribu F.

Exercice 1.42 Montrez que toute variable X F-mesurable est égale P-pp d une variable
X F-mesurable.

Définition 1.43 La filtration {F;}ier est appelée la complétion de {F;}ier.

Exercice 1.44 Montrez que toute modification X' d’un processus X adapté a F; est adapté
a {Fiter

1.4 Espérance conditionnelle:

La probabilité conditionnelle d'un événement A € F par un événement B € F avec P(B) >
0 est définie par
P(ANB)

P(B)
On voit que A et B sont indépendants ssi P(A|B) = P(A). La probabilité conditionnelle
P(A|B) représente la probabilité que A se réalise sachant que B s’est réalisé. L’application

P(A|B) =

A — P(A|B)



définit alors une nouvelle probabilité sur F. On peut alors définir ’espérance conditionnelle
d’une v.a. X par rapport a un événement B par

E(X|B) = P(lB)E(XlB).

Un concept plus compliqué est le conditionnement par une o algebre B C F d’une
v.a. X.

Exercice 1.45 Soit X une variable aléatoire de L*(Q, F, P). Montrez que C := E[X] est
la constante qui approxime le mieur X au sens L*(Q, F, P).

Interprétons une sous c-algebre B de F comme un “niveau d’information” concernant
I'expérience aléatoire: A ce niveau d’information, on peut décider de tout événement B € B
s’'il a ou non été réalisé. On peut donc également calculer la valeur de toute fonction B
mesurable. Au vu de 'exercice précédent, il est assez naturel de définir ’espérance condi-
tionnelle comme suit:

Définition 1.46 Soit B C F et X € L*(F). La variable dans L*(B) qui approxime le
mieur X au sens de L* est notée E[X|B] et se lit espérance conditionnelle de X sachant B.

E[X|B] est ainsi la projection orthogonale de X sur l'espace L?*(B) donc E[X|B]
existe toujours, puisque L?(B) est un sous espace vectoriel fermé de L?(F), et est unique
au sens L2

Les relations d’orthogonalité s’écrivent:
VZ € L?(B) : E[ZX] = E[ZE[X|B]].
Exercice 1.47 Montrez que, si X >Y P — pp, alors E[X|B] > E[Y|B] P — pp.
Idée de la preuve: On pose
A. ={E[Y|B] - E[X|B] > ¢ > 0}

et on montre aisément que

P(A.) = 0.
|

Exercice 1.48 (A faire en TD)Si U € L?*(B), montrez que U = E[X|B| si et seulement
siVBeB: E[UlB] = E[XIB].



Exercice 1.49 On considére (§)j>1 une partition de Q telle que P(€;) > 0 pour tout
Jj>1. Soit F=0(Q4,j >1). Alors

E(X1g,
j>1 J

E(X1g,
Preuve: Comme lg; € F, on a 221 I(DT?)J)le € F. Il suffit de vérifier la propriété

d’orthogonalité pour A = €, n fixé. Mais

Xlin _ X1lq,
P(Q,) ™) " P(Q)

E(Y1lg,)=E ( E(lg,) = E(X1gq,).

Théoréme 1.50 1. Yo, € R ElaX + Y |B]= aE[X|B] + BE[X|B].
2. SiBCCcCUZF, aors E[X|B] = E[E[X]|C]|B].

o

Si X est indépendant de B, alors E[X|B] = E[X].
VZ € L*(B):

:L\

E((X - 2)*) = B[(X — E[X|B])’] + E[(E[X|B] - 2)*].

5. VY e L®(B): E[YX|B] = YE[X|B].
6. Soit ¢ : IR — IR une fonction conveze telle que ¢(X) € L2(F), alors :
E[¢(X)|B] = ¢(E[X]B]) ps.
Preuve:

1. Résulte du fait que la projection orthogonale sur L?(B) est une application linéaire.

2. Soit Z € L?(B), alors E[ZE[X|B]] = E[ZX]. Puisque B C C, on a aussi E[ZX] =
E[ZE[X|C]], d'ot E[ZE[X|B)] = E[ZE[X|C]] VZ € L*(B). Puisque par définition
E[X|B] € L*(B), la dernie¢re relation n’est autre que la relation d’orthogonalité qui
définit E[E[X|C)|B]. Ainsi B[X|B] = E[E[X|C]|B].

3. VZ e L*(B) et X indépendant de B, E[ZX]| = E[X|E[Z] = E[E[X]Z], donc E[X|B] =
E[X]. Car la seule v.a Y de L2?(B) vérifiant pour tout Z € L?(B) E[ZX]| = E[ZY]
est Y = E[X|B].
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4. On a:
E[(X - 2)’] = E[X - E[X|B] + E[X|B] - 2)?]
= B[(X - E[X|B])’] + E[(B[X|B] - Z)?]
+2E[(X - E[X|B])(E[X[B] - 2)]
Or: (E[X|B] - Z) € L*(B). On en déduit que
E[(X - E[X[B))(E[X|B] - Z)] = 0,
et la relation est vérifiée .
5. Posons H = YE[X|B]. Comme Y € L*®(B) et E[X|B] € L*(B), nous avons: H €
L2(B). Ainsi, si Z € L?(B), on a:
E|ZH| = E[ZY E[X|B]] = E[Z(Y X))
(car ZY € L2(B)). Donc H = E[Y X|B] = YE[X|B].

6. Nous nous limitons ici a des fonction ¢ différentiables. On sait que, si ¢ est convexe,
alors Vy, 2:

o(2) > o(y) + ¢’ (y)(z —y)

donc Yw on a :
P(X (w)) > ¢(E[X[B](w)) + ¢ (E[X[B](w))(X (w) — E[X|B](w))

donc, en prenant ’espérance conditionnelle, nous obtenons:

V

Elp(X)|B] E[(¢(E[X|B]) + ¢'(E[X|B])(X — E[X|B])|B]

¢(E[X|B]) + ¢'(E[X|B)E[(X — E[X|B])|B]

Mais
E[(X — E[X|B])|B] = E[X|B] - E[E[X|B]|B] = 0,

et partant E[¢(X)|B] > ¢[E[X|B]], P — ps.
Exercice 1.51 (A faire en TD) Sur l’espace probabilisé (2, F, P), on considere la classe
B:={B € F|P(B)=0 ou P(B) = 1}.
1. Montrez que B est une o-algébre.

2. Caractérisez les fonctions B-mesurables.
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3. Pour X € L*(Q, F, P), calculez E[X|B].

Exercice 1.52 (A faire en TD) Si (X,Y) est un vecteur aléatoire dont la densité f(x y)
vérifie Vz,y € R : fixy)(z,y) >0, si B:=0o(Y);

1. Montrez que E[X|B] = g(Y), ou

Jrxfoxy) (@, y)ds
f]R f(XY (z,y)dx
Idée de la preuve: On a g € B(R) et donc g(Y) € o(Y).

Soit maintenant A € o(Y'). Alors A est de la forme A = {w,Y(w) € B} et 14 =
15(Y). Ensuite

E(g(Y)la) = 1p(Y))

- // f(a, y)ddy
- e

_ /dy/zf 2 y)dz = B(X15(Y))

et cela entraine que g(Y') est l’espérance conditionnelle de X sachant B.

g:R—R:y— g(y) =

2. Si (X,Y) est un vecteur gaussien tel que E[X] = E[Y]| =0, var[X] =1 =var[Y] et
cov[X,Y] = p € [0,1], calculez E[X|B].

Exercice 1.53 (A faire en TD) On prend Q = (0,1), Fo = B((0,1)) et P = X la mesure
de Lebesque. On pose X (w) = cos(wm) et

F={AC(0,1),A ou A° denombrable }.
Alors E(X/F) = 0.

Exercice 1.54 (A faire en TD) Si BCC C F et X € L*(Q,F, P)
1. Montrez que E[X|B] = E[(E[X]|C])|B].

2. Montrez que la relation précédente n’est en général pas vérifiée si B n’est pas inclus
dans C, en considérant le point 2 de l’exercice précédent 1.52 avec B := o(X) et

C:=o0(Y).

Exercice 1.55 (A faire en TD) La loi d’un vecteur aléatoire X = (X1,...,X,,) est dite
échangeable si pour toute permutation w de {1,...,n} les vecteurs X et X, ont méme loi,
ot Xﬂ— = (Xw(l)a e 7X7r(n))

Si X a une loi échangeable, et S := X1 + ...+ X,,, calculez E[X1|S] (E[X1|S] est
une notation abrégée pour E[X1|o(95)]).

12



Exercice 1.56 (A faire en TD)Si Z1, Zs, ... est une suite i.i.d. de variables N'(0,1), si
Fni=0(Z1,....2,) et si Xp =21+ ...+ Zp,

1. Montrez que Vn > m : E[X,|Fn] = Xn.
2. Montrez que ¥n > m : E[Y,|Fn] = Y, o Y, := X2 —n.
3. Montrez que ¥Yn > m : E[My|F] = My, ot M, = exp(X,, —n/2).

(Les relations précédentes s’expriment en disant que les processus X, Y et M sont des
martingales. )

L’espérance conditionnelle sur L'

L’espérance conditionnelle E[X|B] a été définie plus haut pour les variables X de
L?(2, F, P). Le théoréme de Radon Nikodym est utilisé dans 'exercice suivant pour définir
'espérance conditionnelle des variables X de L'(€, F, P). Ce théoréme affirme que si y est
une mesure signée bornée et P une probabilité sur (€2, B), alors les deux énoncés suivants
sont équivalents:

1) admet une densité Y par rapport a P (i.e. 3Y € LY (Q, B, P) : VU € LY(Q, B, u) :
Jo Udp = Ep[U.Y])

2) p est absolument continue par rapport a P (i.e. VB € B: P(B) =0 = u(B) =0.)

Exercice 1.57 Soit X € L'(Q, F, P) et B une sous o-algébre de F. Montrez que la mesure
w sur (2, B) définie par p(B) := Ep[X - 1p] est absolument continue par rapport a P.
Montrez que la densité Y de p par rapport a P, qui éxiste par le théoréeme de Radon Nikodym,
vérifieNZ € L*°(0,B,P): E|Z-X| = FE[Z-Y] etY est donc un candidat naturel pour définir
E[X|B].
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CHAPITRE 2

2 CHAPITRE 2: Mouvement brownien

Lors de ses observations microscopiques de particules de pollen en suspension dans l’eau,
le botaniste anglais Brown est frappé en 1827 par le mouvement erratique et apparemment
imprévisible de ces particules.

Ce mouvement, dénommé depuis mouvement brownien, fut expliqué physiquement
par Einstein (1905), qui en donna également les pricipales caractéristiques. Si B; dénote la
position horizontale de la particule de pollen au temps ¢, Einstein suggere que

(1) (Vt,s > 0: (Bpys — By) LLo(By; 0 < u < t).

(2) (Vt,8 > 0: (Bpys — Bt) ~ N(0, s).

(3) Les trajectoires du processus B sont continues.

11 voit en effet le déplacement de la particule (By4s— B;) comme une conséquence des
chocs des molécules d’eau sur la particule: On conoit aisément que l'effet de tels chocs est en
moyenne nul et que les chocs peuvent étre considérés comme indépendants et équidistribués.
Le point (1) suit alors I'indépendance des chocs évoquée plus haut. Le point (2) provient
d’une utilisation intuitive du théoreme central limite: Une somme d’un grand nombre de
chocs indépendants suit essentiellement un loi normale dont la variance est proportionnelle
au nombre de chocs considérés dans la somme et donc 'intervalle de temps considéré. Le
point (3) est évident si I'on considere que By est la trajectoire d’une particule physique.

Le modele physique du mouvement brownien décrit plus haut semble justifier heuris-
tiquement son existence. La preuve mathématique de I'existence d’un espace probabilisé et
d’un processus sur cet espace qui a les trois propriétés décrites par Einstein n’a été réalisée
qu’en 1920 par Wiener.

2.1 Construction d’un mouvement brownien

Définition 2.1 Si{F;}i>0 est une filtration sur (2, F),un processus By adapté la filtration
{Fiti>0 est un Fr mouvement brownien standard si:

e 1)By=0

e 2)V0<t<s< oo, Bs— By estindépendant de Fy et suit une loi normale de moyenne
nulle et de variance s —t.

e 3) les trajectoires B(w) sont continues Vw.
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Dans cette section, nous construisons explicitement un mouvement brownien sur
I’espace probabilisé (Q, F, P) suivant: Q = RN, F = Bpw et P = (N(0,1))®N

(NB. L’existence de cet espace provient du théoréme de consistence de Kolmogorov.
Rappelons le cadre général. Soit (Ey, & )ier une famille d’espaces mesurables ou & = B(E;)
pour tout t € T. Pout tout F C T, F fini, soit Pr une probabilité sur . Supposons que

1. pour tout A€ &F on a

Pr(A) =sup (Pr(K),K C A, K compact )

2. la famille (EF,EF,PF) vérifie la propriété de consistence

FcT,F fini

pour tous F} C Fy C T, Fy, F> finis, ou ﬁ?f représente la projection de Ef2 & Ff1,
Alors il existe une probabilité P sur (ET,ET) telle que
Po (Trg)fl = Prp

pour tout F' fini. )

Exercice 2.2 Appliquer le résultat précedent pour By = R, € = B(R),T = N et Pp la loi
normale | F|-dimensionnelle.

Soit w = (&n)nemw € Q.

Remarque 2.3 Sous P, les &, sont des variables aléatoires, normales, centrées, réduites
et indépendantes. (Cela vient en fait de la construction de la probabilité P = N(0,1)N.)

Considérons {e;} une base hilbertienne de L?([0,oc[) et construisons I’application
linéaire:
F: L*([0,00]) — L*(Q) telle que Vi € IN : F(e;) = &;.

Lemme 2.4 F est bien définie et est une isométrie de L?([0,00]) vers L?(2). De plus,
pour tout g € L2([0,00[), F(g) suit une loi normale centrée de variance | g|*.

Preuve:

Soit G 'espace vectoriel engendré par les e;. Si g € G, g peut s’écrire comme une somme
. N R

finie g = > ;" ae;, o1

o =< e, g >= / ei(z)g(x) du.
R
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Par linéarité, on trouve F(g) = ZZ]\; o @&, ce qui définit donc F' sur G de maniere univoque
puisque les «; sont univoquement déterminés.

Puisque [|g|7. = P 007 et comme les & sont des v.a indépendantes normales
centrées et réduites, on a

N
F(g) ~N(0,)af) = N(0, 9] 72 0,00)-
i=0
En particulier, si g € G, HF(g)H%Q(Q) = E[F(g)?%] = HgH%Q([Om[. Ainsi F' est une
isométrie de G vers L?(2) qui peut s’étendre par uniforme continuité L2([0,00[), G étant
dense dans L*([0, oo).
Montrons la derniere assertion: si g € L?([0,00]), il existe une suite {g,}nenw C G
qui converge vers g au sens L2([0, 00). {F(gn)}nen converge donc vers F(g) au sens L?((2).
Par choix d’une sous-suite, on peut considérer que la convergence a également lieu P — pp.
Par le théoréeme de la convergence dominée, on obtient ainsi

Elexp(iaF'(gn))] — Elexp(iaF'(g))]-

Or puisque F(gn) ~ N(O, ||gn”%2([0700[)7 on a E[eXP(iO‘F(Qn))] = eXp(_OZZHQnH%z([QOOQ et
en passant la limite: Elexp(iaF(g))] = exp(—oazHgH%Q([Om[), ce qui démontre que F(g) ~

N0, ||9H%2([0700[) |

Définissons alors Bs := F(1jg4)-

Lemme 2.5 Le processus B ainsi construit vérifie les propriétés 1) et 2) de la définition
2.1 relativement sa filtration naturelle F; := o(Bs, s € [0,1]).

Preuve: 1l est évident que By := F(0) = 0 P-pp.
Montrons que Biys — By est indépendant de F;. A cette fin, montrons d’abord que
Vi < ...<tp, <t<t+slevecteur B = (Biy, ..., Bt,, Bits — Bt) est un vecteur gaussien:
si o= (v1,v2,...,0n,Uns1) € R"T! on a:

n

<U’ §> = Z viBti + Un+1 (Bt-i-s - Bt)

=1
= > wiF(1pgg)) + vap1 F (L ey)
=0
- F(Z Vil{o;) + Un+11jt 1))
=0

car F est linéaire. Ainsi (¢, B) suit une loi normale, comme il résulte du lemme précédent.
Ceci étant vrai pour tout vecteur ¢, B est bien un vecteur gaussien.
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Montrons ensuite que Byt — By est indépendant de o(By,, ..., By, ). Puisque B est
gaussien, il suffit de montrez que cov(By,, Biys — By) = 0 (exercice 1.56, Ch.1-2).
Or, nous avons :

cov(By,, Biys — Br) = E[(Bi, — E(By,))(Biys — Bt — E(Bits — Bt)]
= E[Bti(Bt+s - Bt)] = <Bti7 Biys — Bt)>L2(Q)
= <F(1[0,ti])7F(l]t,t+3])>L2(Q) = <1[O,ti}7 1}t’t+s}>L2([0,oo[)

= [ @@ =0

Donc (Byys — By) 1L Up g5 clo.] o(By,v € T). Enfin, Uy g3 C[O,t]U(BU”U €T) est
une algebre d’ensembles qui engendre F; et on peut donc utiliser 'exercice 1.20, Ch.1 pour
conclure l'indépendance de By,s — B; et de F;.

Montrons enfin que Biys — By ~ N(0, s).

En effet Byis — By =F(1)g144) — F(1)0,4)=F (1),4+5) suit une loi normale centrée
et on a:

eI go.0p = /0 12, (0)de = 5.

Donc Biys — By ~ N(0, s). [

Ainsi il reste a montrer la continuité des trajectoires. Notons cependant que B; a
été défini plus haut comme F(l[o’t[) ol F' est une application valeurs dans L? et non dans
L£2. Ainsi By n’est en fait défini qu’ un ensemble de probabilité nulle prés! Peut-on choisir
pour tout t un représentant B; € £? de la classe d’équivalence B; € L?, de telle sorte que
le processus résultant ait ses trajectoires continues? Pour répondre affirmativement cette
question, nous allons nous servir du théoreme suivant:

Théoréme 2.6 (critére de continuité de Kolmogorov)
Si X est un processus sur (2, F, P) tel qu’il existe o, 3 et C strictement positifs tels
que : V0 <s,t < o0
B[ X, — X,|°] < Cls — ¢+,
8 [:

Yo

alors il existe une modification X de X telle que ¥§ € [0

X, — X ¢
E [(su]g{w,0<s,t< 1,57&75}) ] < 00.

En particulier X est un processus trajectoires continues sur [0, 00].

Idée de la preuve: On donnera les étapes de la preuve. On considere t € [0, 1].
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1. Par l'inegalité de Tchebychev, pour tout € > 0,
1
P(|X; — X| > ¢) < —E|X; — X|* < Ce “ft — 5|
€

donc X5 — X; — 0 en probabilité si s — t. Posons

k k—1

= et e=2""0<v < f/a)

t:27,8 on

dans l'inegalité précédente. On obtient
P (’Xk/2n - Xk_1/2n| > 2_7”) < 9 n(1+f—-a)

et par conséquent

1<kE<2n

27’L
=P (U | Xjon — Xp—1/2n] = 27")

k=1
< C2—MB—av)

P< max |Xk/2n —Xk_1/2n| Z 2_’Yn)

Commee la série ) 2~ B~ converge, par le lemme de Borel-Cantelli, il existe en
ensemble 2* de probabilité égale & 1 tel que pour tout w € Q*,

X n T X — n < 277,”‘ v > >
é%%n' k/2 k—1/27] n > n*(w)

ol n*(w) est une v.a. positive et entiere.

2. Posons
k

[o@)
D:LJanl%:{ﬁ,

n=1

k=0,...,2").

On montre que pour tout w € Q* et n > n*(w) fixés, et pour tout m > n,

m
Xe— X <2 ) 279, VYt s€ Dy, lt—s| <27
j=n+1

3. On prouve que Xy(w),t € D est uniformément continue en ¢ pour tout w € Q*.

4. On construit la modification voulue X de X comme il suit: X;(w) = 0 si w ¢ QF;
Xi(w) = Xp(w)siw e D ett e D;siwe Q ett ¢ D, on considere une suite
Sn € D, Sp —n—oo t. Alors la suite X (w) est de Cauchy (étape précédente) et donc
elle a une limite qui dépend de t. On pose alos X;(w) = lim,, X;, (w).
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Exercice 2.7 Montrez que, sous les hypothéses du théoréme précédent, il existe une en-
semble U C Q tel que P(QY) = 1 vérifiant: Yw € ', la trajectoire t € [0,1] — X;(w) est
d-Héldérienne pour tout 6 dans [0, 3/al. En d’autres termes:

Vo € [0,6/al, 3K () < 0o : Vt, s € [0,1] : | Xy (w) — Xs(w)| < K (8|t — s|°

Montrez que si X vérifie l'inégalité du théoréme précédent pour tout s,t > 0, alors
il existe une modification X de X dont les trajectoires sont continues sur [0, 00].

Appliquons le théoreme de Kolmogorov au processus B construit plus haut: On a

By — By ~ N(0,5 — t). Donc B; — By a méme loi que v/s —tZ ou Z ~ N(0,1). Ainsi:
E[|Bs — By|*| = E[Vs — t"]Z|°] = |s — t|2Cq < Cals — t['**

avec Cy := E[|Z]|*] < 0o et 3:= § — 1. Puisque il faut que 3 soit strictement positif, il faut
que a > 2. Ainsi on obtient une modification de B dont les trajectoires sont localement
holdériennes d’ordre § < g = % — i Puisque « est arbitrairement grand, nous avons établi
le théoréme suivant:

Théoreme 2.8 II existe une modification B du processus B dont les trajectoires sont lo-
calement holdériennes d’ordre 0, pout tout § dans [0,1/2].

Remarque 2.9 Soit F; la complétion de F;. Montrez que B est adapté F; et est un
Fi-mouvement brownien.

Exercice 2.10 (IL SERA FAIT EN TD) Montrez que si B est un mouvement brownien,
alors cov(Bg, By) = s A't, ot s A\t est une notation pour min(s,t).

Montrez que si X est un processus continu gaussien centré —i.e. pour toute famille
finie {t1,...,tn}, levecteur (By,,...,By,) est gaussien centré— et si¥s,t > 0 : cov(Bs, By) =
sAt, alors B est un mouvement brownien sur sa filtration naturelle. (Si on ne suppose pas
que X est continuu nous trouvons une modification X de X qui est un mouvement brown-
ien).

Sur Qo := C([0, 00[), on définit le processus Xy, wp € Qy — Xi(wp) := w(t). Soit Gy
sa filtration naturelle.

Corollaire 2.11 Sur (o, G ) il existe une mesure de probabilité I1 unique, telle que X,
soit un Gg-mouvement brownien. 11 est appelée mesure de Wiener.

Preuve:

1) existence: Soit l'espace (2, F, P) sur lequel nous avons construit le mouvement
brownien B. Nous pouvons voir B comme une application qui w € §2 associe la trajectoire
B.(w) : t — By(w). Ainsi, B. est une application de  dans Q. Elle est clairement mesurable
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de F vers goo, puisque Vit : By est F-mesurable. On prend pour II la mesure image de P
par B: II := Pg ed VO € Goo 1 1(C) := P(B~Y(0)).
Sous II, montrons que Xy ~ N (0,t). En effet, pour A € Br

=

I({wolXe(wo) € A}) = TI(X;'(A) = P(BH(X,1(4))
= P({w|B.(w) € X; (A)})
= P({wlX:(B.(w)) € A})
= P({w|Bi(w) € A})

m

Or B est un mouvement brownien sous P.

Cet argument se généralise aisément pour montrer que X (wp) est un mouvement
brownien sous II (en réalité, on peut montrer que les processus X et B sont équivalents,
c.a. d. ils ont les mémes distributions fini-dimensionnelles.)

2) unicité: Sill et I sont deux mesures sur (2o, Goo) telles que X soit un mouvement
brownien, alors, pour tout ensemble J fini dans IR™, II et I’ concident sur G; := o(X;,t €
J). En effet, du caractére brownien de X, on déduit que le vecteur aléatoire (X;,t € J) est
gaussien centré et cov(Xy, X[) = tAt'. Laloide (X;,t € J) est donc entierement déterminée
et est identique sous II et IT'.

En d’autres termes Gy C U := {A € Goo|II(A) = II'(A)}. Partant U, ;97 C U.

Or U se révele étre une classe monotone suite la o-additivité de II et IT'. Il résulte
donc du théoreme des classes monotones que o(U; ,:97) C U. Or G = o(U; £,397)-
Par la définition de U, on en déduit que II et II' concident sur Go..

2.2 Quelques propriétés du mouvement brownien
Théoreme 2.12 Si B est un mouvement brownien, alors :
1. (autosimilarité) Ve > 0 Xy = ¢ ' B2, est un mouvement brownien.
2. Yy = tB;-1 est un mouvement brownien, Yy = 0.

3. ¥ §>0 Z, = Byig — Bs est un mouvement brownien.

Preuve:

1. Les trajectoires X; sont continues, car celles de B; le sont. De plus X = ¢ !By = 0.
Observons que
Xprs — X = c‘l(BC2(t+5) — Bpay)=c Y(Byiy — By) avec t' = c*t et ' = ¢%s donc
Xiys — X est indépendant de o(By,pu < ') = o(By, u < ) = o(Xy,v < t) donc
Xiys — Xy est indépendant de o(Xy,v < t). Puisque Bezyyq) — Beoy ~ N(0,¢2s), il
est clair que Xy — Xy = c_l(Bcz(HS) — B.2;) ~ N(0,s). Ainsi X; est un mouvement
brownien.
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2. Y est clairement un processus gaussien centré (voir exercice 2.10): Pour tout J fini C
10, <], le vecteur aléatoire (Y;,t € J) est 'image du vecteur gaussien centré (By,t € J)
par une application linéaire. De plus cov(Y, Ys) = ts- cov(B% ,B1) =ts(tnl)=sAt
Ainsi, pour tout J fini C]0, 0], les vecteurs aléatoires (Y;,t € f]) et (B, t € J) ont
méme loi, puisqu’ils sont des vecteur gaussiens centrés de méme matrice de covariance.
Pour pouvoir appliquer I’exercice 2.10 et conclure que Y est un mouvement brownien,
il nous suffit de montrer que les trajectoires de Y sont continues. Par continuité de
celles de B, les trajectoires de Y sont clairement continues pour ¢ > 0 et il nous suffit
de montrer que P({w|limy oY;(w) = 0}) = 1. Puisque ¢t €]0,00[— Yi(w) est une
fonction continue, nous avons

wllmY;(w) =0} ={w| lim Yi(w)=0
ol lmYi(w) = 0} = fu]_lim _¥i(w) =0}

Si {Jp}nemw est une suite croissante d’ensembles finis dont 1'union est @, 'ensemble
{w|limg~ 0,4ep Yi(w) = 0} est égal

{w|Vk € IN:- 3M € IN:Vn € IN:-VYq € J,N|0,1/M]: |Y,(w)| < 1/k}.

Par monotonie des suites d’ensembles considérées, la probabilité P({w|lims o Yi(w) =
0}) peut s’écrire comme

lim lim lim P{w|Vq € J,N]0,1/M];|Y,(w)| < 1/k}).

k—o0 M —o00 n—00

Puisque (Y3, t € Vg € J,N]0,1/M]) a la méme loi que (By,t € Vg € J,N]0,1/M]), nous
pouvons conclure que

P({wlVq € J,N)0,1/M} |Y,(w)| < 1/k})
= P({w|Vq € JnN]0,1/M} |By(w)| < 1/k}),

et donc

P{w/lim ¥i) = 0}) = P({w] lim Bi(w) = 0}) = 1.

3. Les Z; ont leurs trajectoires continues et Zyp = Bs — Bs =0
Zivs — Ly = Biigis — Bs + Birs — Bs = Byists — Byys ceci est indépendant de
o(Bu, i <t+6) Do(Zy,v<t).
Enfin, Z;,s — Zt = Byyrs1s — Bias ~ N(0,s) Donc Z; est un mouvement brownien. B

Théoréme 2.13 (Loi du tout ou du rien)
Si B est un mouvement brownien et Fy = o(Bs,s < t), alors

VA € For : P(A) € {0,1}.
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Preuve: Soit 0 < € < §. Posons F, 5 = 0(B; — Be,e <t < ¢). Puisque V¢ € [0,6] :
B, = lim(B, — B)
il suit que By, 0 <t < § est 0(Ueso Fe 5)-mesurable. Ainsi
Fs C 0(Ueso Fe5) donc Fs = 0(Ueso Fe5)-

Si A € Fy+, alors Ve > 0, A € F, qui est indépendant de F, s, donc, en utilisant I'exercice
1.20, Ch.1, A est indépendant de o(Ueso Fe5) = F5 2 A°. Ainsi A est indépendant de A°,
et donc P(A)P(A¢) = P(ANA°) =0,dou P(A)(1—P(A))=0= P(A) =00u P(A) =1.
|

Corollaire 2.14 Si B est un mouvement brownien, alors

P(Ye >0, sup B; >0) =1.
0<t<e

Preuve: Soit Ac = {supy<;<. B > 0}. On a alors:

A={Ve>0, sup B; >0} =N, A1 € Fo+
0<t<e n

donc, d’apres le théoreme précédent P(A) =0 ou P(A) = 1.

Or P(A) =lim P(A1) > lim P(B.1 > 0) = % donc P(4) = 1. |
Remarque 2.15 Puisque —B est également un mouvement brownien, on montre aussi:
P(Ve > 0,info<i<c By < 0) =1, et donc

P(Ve >0, sup By >0 et inf By <0)=1.
0<t<e 0<t<e

Ainsi, avant de quitter 0, la trajectoire générique d’un mouvement brownien oscille une
infinité de fois entre les valeurs positives et négatives, comme le fait par exemple la fonction
t — tsin(1/t). Entre deux telles oscillations, le brownien s’annule, par continuité et donc

Corollaire 2.16 P(SUPtZO By = 00) = 1.

Preuve: Soient ¢ > 0 et § > 0, alors

J
P(supB; >¢) = P(sup-B; >9)
t>0 t>0 C

— P(supBs, > 9)

t>0 € ¢
= P(SupXt > 5))
t>0
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ot X est un mouvement brownien, comme il résulte du Théoreme 2.12(la propriété d’autosimilarité).
En prenant la limite de la dernieére ligne lorsque ¢ N\, 0, on obtient P(sup;~oX; > 0) qui
vaut 1 par le corollaire précédent. Ainsi Ve > 0, P(sup;sq B; > ¢) = 1, ce qui nous permet
de conclure P(sup;>o B = o) = 1. - |

Remarque 2.17 Puisque la trajectoire générique du mouvement brownien est continue, le
corollaire précédent indique en fait que limsup, o, By = co. Par symétrie, nous avons aussi
liminf; »o By = —00, et donc le mouvement brownien (de dimension 1) passe une infinité de
fois par n’importe quelle valeur de IR: ceci s’exprime en disant que le mouvement brownien
est un processus récurrent.

Quelques processus liés au mouvement brownien
e Le pont brownien: Considérons le processus
X =By —tB;
avec t € [0, 1].

Exercice 2.18 (IL SERA FAIT EN TD) Montrer qu’ll s’agit d’un processus
gaussian centré de covariance

E(X;X,) = min(s,t) — st.

e le processus d’Ornstein-Uhlenbeck, qui est un processus gaussien centré de covariance
BE(XX;) = e Pt
ou > 0.

e le mouvement brownien géométrique, proposé par Black, Scholes et Merton pour mod-
eliser les actifs financiers:
Xt — GO'Bt‘F,LLt

avect > 0,0 >0et ueR.

e le mouvement brownien fractionnaire: il s’agit d’un processus gaussien centré B de
covariance 1
E(B/BJ) = 5 (#* + 8™ — |t — s[*)
ou H € (0,1) est I'indice de Hurst.

Exercice 2.19 (IL SERA FAIT EN TD) Montrer que si H = % on retrouve le
mouvement brownien. Montrer que BY est H -autosimilaire, c.d.d pour tout ¢ > 0,
¢ "By, t >0 est un mouwvement brownien fractionnaire; Montrer que les trajectoires

B sont p.s. contunues (ces trajectories sont méme Hélderiennes d’ordre 6 < H).
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2.3 Variation quadratique:

Soit B un mouvement brownien et soit s > t. Pour un découpage (partition) fini A

de lintervalle [t,s] (ie. A = {t =t < t2 < t3 < ... < t, = s}), nous posons:
|A|=max'=""!(t;11 —1;). Enfin notons TS% la variable aléatoire TS% = E;:f_l(BtiH —By,)%

Théoréme 2.20 Si {A"},cn est une suite de partitions de [s,t] telle que |A™| — 0 quand
n — oo, alors
Tsﬁn —s—1

dans L2.

Preuve: Calculons F [Tsftn]: puisque By, , — By, ~ N(0,ti+1 —t;), By,,, — By, peut s’écrire

i+1 i+1
\/ti+1 — tiZl' avec Zz' ~ N(O, 1) ainsi:
n—1 n—1
BT = Z(tiﬂ —t;)B[Z]] = Z(ti+1 —t)=th—t1 =51
i=1 =1
i=n—1
var[T5)'] = var((By,,, — Bt,)’]
i=1
i=n—1
= Z var((tiy1 — t:) 27
i=1
i=n—1
= Z (tis1 — t:)*var(Z})
i=1
i=n—1
< (tix1 — ti)| A" var(Z?)
i=1

= (s —t)var(Z*)|A" =3 0.

Or

n

var[Ty) = BT — (s = )] = 1T — (s — )22

d’ou Tﬁ" — s —t dans L2 [ |

Si f:[0,00]— IR, on défini

n—1
Vis(f) = sgpz |f(tiv1) — f ()]
=1

ou A parcourt la classe des découpages finis de [t, s]. V; s(f) s’appelle la variation de f sur
I'intervalle [¢, s].
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Remarque 2.21 Rappelons le théoréme suivant qui caractérise la classe des fonctions
variation bornée: Vi o(f) < oo si et seulement si il existe deux fonctions croissantes g
et h:[s,t] — IR telles que f = g — h.

Corollaire 2.22 Si B est un mouvement brownien sur (Q, F, P), il existe un sous ensemble
' de Q de probabilité P(Q) =1 tel que Vw € ' : Vs >t >0:V, 4(B.(w)) = c0.

Preuve: Pour toute paire de nombres rationnels p < ¢, choisissons une suite A}, de

découpages de [p, q] telle que |AD | "2 0. D’apres le théoreme 2.20, qu” ? converge au

sens L? vers p — q. Par selection d une sous-suite, nous pouvons supposer la convergence
n

. . el s A
P-pp. Ainsi, il existe un ensemble €, , C Q de probabilité P(2,,) = 1 sur lequel T, ;"
converge ponctuellement vers p — ¢q. Puisqu’il n’y a qu’un nombre dénombrable de paires
de rationnels, 'ensemble ' := N 2 )y, , & une probabilité P(Q') = 1.
(p,q)€R **P.q

Soit w € Q. Soit s > t et choisissons une paire de rationnels p < ¢ dans [t, s].
. Ar o AR
Puisque T, 0 (w) converge vers ¢ —p > 0, il existe N tel que ¥Yn > N, T}, ;" (w) > (¢—p)/2.
Ainsi,
n—1

(@=p)/2 < ) (B (W)= Bi(@))?

=1

IN

<mZaX |Bti+1 Btz |

IN

< (m?X’BtHl |> VIMI
(miaX|Bt¢+1 |>

Puisque |A7 | tend vers 0 et que la trajectoire B (w) est uniformément continue sur [s, ],
(max; | By, (w) — By, (w)|) tend vers 0 avec n. Ceci n’est possible que si V; (B (w)) = oc.
|

Le corollaire précédent implique en particulier que la trajectoire générique du mou-
vement brownien n’est croissante ou décroissante sur aucun intervalle!

Corollaire 2.23 Si B est un mouvement brownien sur (Q, F, P), il existe un sous ensemble
Q' de Q de probabilité P(QY) = 1 tel que Yw € ', la trajectoire B (w) n’est héldérienne
d’ordre a > 1/2 sur aucun intervalle.

Preuve: Reprenons I'ensemble Q' construit dans la démonstration précédente. Soit w € €,
et supposons la trajectoire B (w) holdérienne d’ordre a > 1/2 sur Uintervalle [t, s]:

dK < o0 : th,tg c [t, S] : \Btl(w) — BtQ(w)\ < K‘tl — t2’o¢
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Si p, ¢ sont des rationnels tels que t < p < g < s, alors

n—1

ATL
Ty (w) = Z(Bti+l(w) — By, (w))2
=1
n—1
< K? Z ltiy1 — |
=1
<

n—1

K*An ot Z [tiv1 — til
i=1

— K2‘Ag’q‘2afl(p _ Q)

A’ﬂ
Puisque Tp,0" (w) — ¢ —p > 0 et |A} [**71 — 0 (o > 1/2), les derniéres inégalités ne sont

possibles que si K = oo. [ |

Remarque 2.24 (facultatif ) Montrez que, avec probabilité 1, les trajectoires du mouvement
brownien ne sont héldériennes d’ordre 1/2 sur aucun intervalle.(

Plus généralement, on peut définir la variation d’ordre p > 0 d’un processus sto-
chastique X comme la limite (en probabilité) de

n—1

A7
T; P(X) = Z | Xy, = Xy P
1=0

ou la partition A est comme avant.

Exercice 2.25 (IL SERA FAIT EN TD) Soit X un processus contunuu et adapté.
Montrer que st

\iilgo TAP(X) = Ly

en probabilité, ot L; est une v.a. a valeurs dans [0, 00[ alors

Vg >p, lim T™(X) =0
a>p, lim T; (X)

en probabilité et

V0 < g < p, lii‘moTtA’q(X) = 0

en probabilité sur l’ensemble (L; > 0).
En déduire que les trajectoires du brownien ne sont pas a variation bornée.
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3 CHAPITRE 3: Théorie des martingales

3.1 Filtration et Temps d’Arrét

Définition 3.1 Soit 7 une v.a, 7: Q — IRT. Alors T est un temps d’arrét sur {F; }1>0, i
Vt e RY on a{r <t} € F.

Exemple 3.2 Soit X un processus a trajectoires continues a droite adapté a Fy. Si O est
un owvert de IR, alors: 1o = inf{t > 0|X; € O} est un temps d’arrét sur la filtration Fy+

Preuve: Pour tout a > 0, en utilisant de caractéristion de inf (en fait plusieurs arguments
s’enchainent dans le premiere ligne!)

1
{tro<a} = {w:V nEItEQﬂtSoH—g,XtEO}

1
= Miw:FIHteQht<a+ -, X; €0}
n

= M UtGQﬂ[O,aJr%} {wlXi(w) € OF.

{w|Xi(w) € O} € Fr C .7—“a+%.

Mais
A, = UteQﬂ[O,a—&-%]{w‘Xt(w €0} e .7'_&+%

et Vn>m: A, € F 1 CF 1 dotu {70 <a} = Np>mAn € F, 1. En conséquence on
obtient que
{ro <a} € ﬂm}—aJr% = For.

ié vrai Y S T u + ét.
Ceci étant vrai pour tout a, nous avons montré que 7o est un F;+ temps d’arrét |

Exemple 3.3 (facultatif) Si X est un processus continu, F; adapté, si A est un ensemble
fermé de IR, alors: T4(w) := inf{t|X;(w) € A}, avec la convention inf () := co, est un temps
d’arrét sur F;.

Preuve: Puisque A est fermé et X est continu, on a:

{wita(w) <t} ={w inf d(X,(w),4)=0,0€Q"}.

Or d(z, A) est une fonction continue en z, donc mesurable sur (IR, Br). d(X,, (w),A)
est alors JF;-mesurable, par composition de fonctions mesurables et il s’ensuit que: g :=
info<q<t{d(Xq(w), A),q € QT} est F; mesurable, comme infimum d’un nombre dénombrable
de fonctions mesurables. Ainsi:

{ra<ty=g7'({0}) € 7.

T4 est donc un temps d’arrét. [ |
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Remarque 3.4 Si la filtration est continue & droite, alors évidemment 7o est T4 sont des
Fi temps d’arrét.

Exercice 3.5 (IL SERA FAIT EN TD )Montrez pourquoi T(w) := inf{t|X; = mazs>0 Xs}
n’est pas en général un temps d’arrét sur la filtration naturelle de X .

Définition 3.6 Si 7 est un Fy temps d’arrét, on définit alors
Fr={A € Foo,Vt >0 An{r <t} € F;}.
Exercice 3.7 Montrez que F; est une o-algebre.

Preuve: On a: 0N {7 <t} =0 € F donc ) € F,.
Soit A € F. Montrons que A¢ € F,: En effet:

An{r<t}={r<t}nAn{r <t})° e F

car {7 <t} e Fret AN{r <t} e F.
Soit {Ay} C Fr, alors Vn et Vt on a:

Ay n{r <t e Fi= Up(Ap,N{r <t}) € F

donc
(UnAp)N{r <t} e F
et donc
UnAy, € Fr.
Donc F; est une o-algebre. |

Théoréme 3.8 SiT et 7/ sont deuz Fy temps d’arrét et siVw 7(w) < 7'(w), alors Fr C Frr.
Preuve: Soit A € F; montrons que A € F: Sit >0, alors {7/ <t} C {r <t} donc
An{r <t} =An{r <t}n{r <t}

Puisque A € Fr,ona AN{r < t} € F; et, comme 7’ est un temps d’arrét, alors {7/ <t} € F
don An{r' <t} =An{r <t}n{r <t} € F donc A € F,. |

Théoréme 3.9 Si T et 7/ sont deux Fy temps d’arrét, alors: V1 =maz(7,7') et TAT =
man(t,7’) sont des temps d’arrét.
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Preuve: Soit t > 0, alors
{rvr <t}={r<t}n{r' <tle R
car
{7' < t} cF

et {7/ <t} € F; et F; est une o-algebre.
Donc 7V 7 = max(r,7’) est un temps d’arrét.
De méme,
{rAar <t} ={r<t}u{r' <t} e F.

Donc 7 A 7/ est un temps d’arrét. [ |

Exercice 3.10 Montrez que 7 est F, mesurable.

Preuve: Ceci revient & montrer que Va > 0 : {w|7(w) < a} € F;.
Soit ¢ > 0, alors:
{r<ain{r<t}={r<ant}eFonu CF

Ceci étant vrai pour tout ¢, il suit que {r < a} € F; [
Exercice 3.11 (IL SERA FAIT EN TD) Montrer que si T et 7' sont deuz temps d’arrét

par rapport a une filtration continue a droite, alors T+7' est un temps d’arrét pour la méme
filtration.

Idée de la preuve: Utiliser la décomposition, pour tout ¢ > 0,
{r+r' >t} = {r=07>t| Jo<r<tir+7 >t}
U{T >t, 7 =0} U{T >t, 7" > 0}.

Le premier, troisieme et quatrieme terme sont evidemment dans F;. Pour le deuxeme,
I’écrire comme
/
U {t>7>r, 7 >t—r}.
reQt,0<r<t
|

Exercice 3.12 (IL SERA FAIT EN TD) Si (7,)n>1 est une suite de temps d’ arrét
pour une filtration continue a droite, alors

Sup Tp, inf 7,, lim 7,, lim 7,
n>1 n>1 n>1 n>1

sont des temps d’arrét.

29



Preuve: Utiliser les indentités

{s%an <th=[{{m<th {infr, >t} = Ui =1}

Processus progressivement mesurables

Soit X un processus adapté a une filtration F; sur I'espace probabilisé (2, F, P) et
T un Fi-temps d’arrét.

Remarque 3.13 On note X, lapplication w — X;(w) 1= X,y (w) : @ — R. Le fait que

X soit adapté ne suffit en fait pas pour que X, soit une v.a. F mesurable. L’objet de ce

paragraphe est d’introduire une condition suffisante sur X pour que X, soit mesurable.

Définition 3.14 Un processus X est progressivement mesurable st VT > 0
X:(Qx[0,T)) - R

est Fr @ B, ) mesurable.

Remarque 3.15 1[I est clair qu’un processus X progressivement mesurable sur F; est en
particulier adapté a F.

Théoréme 3.16 Si X est F; progressivement mesurable, si 7 est un Fi-temps d’arrét, alors
X, est Fr mesurable.

Preuve: Il suffit de montrer que si A € B, alors X (A) € F, autrement dit, pour tout
t >0 fixé, X-1(A)n{r <t} F. Or

X1 An{r<t} = {wr(w)<tet X,(w) € A}
= {wT(w) <tet X;n(w) € A}
= {ulr(w) <t} N X7 (A).

Si 7 est un temps d’arrét, alors 7 A t est un temps d’arrét plus petit que ¢ et puisque 7 A ¢
est Fra+ mesurable, il est F; mesurable. Posons

9 (QF) — (@x[0,t], F Q) Boy) : w — g(w) = (w,7 At(w)).
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Puisque les deux composantes de g, w et 7 At(w) sont mesurables respectivement de F; vers
Fi et de Fy vers Bjgy, g est mesurable de F; vers F; &) Bjoy. Considérons X comme une
fonction mesurable sur € x [0, ¢]:

X (Q X [O?t]’ft®8[0,t}) - (JR,BB) : (w,s) — X(w’s)'
alors X, a; est la composée des fonctions mesurables X et g:
X, ANt=Xog

et est donc mesurable de (Q,F;) vers (IR, Bgr). Ainsi, VA € Br : X, (A) € F;. Puisque
par ailleurs {7 <t} € F, on peut conclure que X-1(A) € F,. ]

Théoréme 3.17 Si X est un processus continu adapté o Fi, alors il est progressivement
mesurable.

Preuve: Soit . o
XP(w) = X (w)si o <t< 2
n n n

On montre que X' est progressivement mesurable.
Soit T fixé si ¢t < T alors

XPw)= Y. ey oin X (w)

or X est Fr mesurable et 1k k41 est B[O’T} mesurable donc X & 1k k1 est Fr@ B[O7T]

mesurable, il s’ensuit que ZZEST e w1 Xk (w) est Fr @) Bjo,r) mesurable.

Par continuité de X on a: lim;, e Xi'(w) = X¢(w) et, comme X' est Fr Q) Bjg ) mesurable,
X Dest également. Autrement dit X est progressivement mesurable. |

Exercice 3.18 Si T est un temps d’arrét, si X est un processus continu adapté si X] (w) =
Xont(w). Montrez que X[ (w) est progressivement mesurable.

Exercice 3.19 (facultatif) Si X est un processus continu, tel que Xo =0, et si0 < a <b
que peut on dire de X, (w) pour les w tels que Tqp)(w) < 00
Si X est un mouvement brownien, montez que P(Tj(w) < 00) = 1.

Exercice 3.20 (facultatif) Si X est un Fi-mouvement brownien, et a > 0, et X} (w) =
SUP¢elo,s] Xt(w)y

a) montrez que X; est Fi-mesurable.

b) montrez que {1y < s} = {X; > a}.

c) montrez que X7 a la méme loi que \/sX7 et que T(q) a la méme loi que a?/(X7)2

d) montrez que 11 := inf{t| Xy = X{} et 7o := sup{t < 1|X; = 0} ne sont pas des
temps d’arrét.
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3.2 DMartingales: Définitions et propriétés:

Définition 3.21 Une martingale sur une filtration Fy t € T (T discret ou continu) est un
processus adapté tel que:

1. VteT, X; € Ll(]:t)
2. Vt,se T, t > s E[X|Fs| = X5 ps.

Exemple 3.22 Si Y € L(F) on pose X; = E(Y|F,) alors X; est une martingale.
Preuve: En effet, si s > ¢, on a F; C Fs donc:
E(Xs|F) =E[E(Y|Fs)|F] = EY|F) =X,
|

Définition 3.23 Une sous-martingale (respectivement sur-martingale) sur une filtration
(Fo)ter (T continu ou discret) est un processus X adapté a Fy telque:

1. VteT X; € LY(F)
2.Vt,s € Tt > s E[X;|Fs] > X, (respect. E[X |F}] < Xi).
Exemple 3.24 Si B; est un F; mouvement brownien alors :
1. By est une martingale .
2. X; = Bi? —t est aussi une martingale.
3. Sia € R alors M = exp(aB; — %Zt) est aussi une martingale.
Preuve:
1. On sait que By € LY(F;) et si s >t on a:
E(BJ|F)) = E[B, + (B. — B)|Fi] = B, + E(B, — By)

car Bs— B; est indépendante de F; et comme B — By suit une loi normale de moyenne
nulle alors F(B;s|F;)=B;. Donc B, est une martingale.

2. On sait que Xy = B2 —t € LY(F;) et si s >t
E(Xs|F) (B2 F) — s
(Bt + (Bs — By)*| 7] — s
[B?|Fy] + E[(Bs — By)?|Fi] + 2E[By(Bs — By)|Fi] — s
= B? + E[(B; — By)?| 4+ 2B,E[Bs — By] — s
=B}+s—t+0-s=DB—t=X,.

E
E
E

Donc X; est une martingale.
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3. Tl est évident que M € L1(F;) et si s >t on a:

2

E(M|F:) = Elexp(aBy)|Fi]exp(——s)
2

= Elexp (a[By + (B, — B)))|F] exp (——3)
2

= Elexp (a(Bs — Bt))|Ft] exp (B — %s)
o2
= Elexp (av's —tZ)] exp (aBy — ?s)
o2
=z(—av/s —t)exp (aB; — ?s)
(a5 = )2 o2
(2t)) exp (aBy — —s)
2

= exp ( 5
a®(s —t)

o2
= exp (T) exp (aBy — ?s)
2

= exp (aB; — %t) = M

ol par 1 on a noté la fonction caractéristique. Donc M{* est une martingale. |

Exemple 3.25 (le processus de Poisson) Un processus de Poisson d’intensité A > 0 est un
processus adapté, cadlag (Ni)i>o tel que No = 0 p.s. et pour tout 0 < s <t, Ny — Ny est
indépendant de Fs est suit la loi de Poisson d’espérance A(t — s). Le processus de Poisson
compensé est donné par, pour tout t > 0

N; = N; — \t.
Montrer que N est une martingale.

Théoréme 3.26 1. Si X est une martingale et ¢ une fonction convexe continue telle
que Vt, ¢(X;) € LY(F,) alors ¢(X;) est une sous- martingale.

2. Si X est une sous-martingale et si ¢ est une fonction convexre continue croissante telle
que Vt, ¢(X;) € LY(F,) alors ¢(X;) est une sous-martingale.

Preuve:
1. D’apres I'inégalité de Jensen on a pour s >t E[p(X,)|F] > ¢[E(Xs|Fr)] = o(Xe).

2. Sis >t Ep(Xs)|F] > o[E(Xs|F)] > ¢(X¢) car X est une sous martingale et ¢ est
croissante. ]
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Exemple 3.27 Si X, est une martingale alors Y; = | X|P est une sous- martingale ¥p > 1

Preuve: En effet, la fonction = — |z|P est une fonction convexe continue. [

Nous allons ensuite considérer les martingales discretes.
Théoréme 3.28 Si H est un processus borné adapté a {F,}nenv et X une F,, martingale,
alors le processus Y défini par récurrence: Yo =0 et Yni11 =Y, + Hp(Xny1 — Xp) est une

martingale.

Preuve: Puisque X,, est une martingale et H,, est F,-mesurable, on a:

E[Yn—l—l’fn] = E[Yn + Hn(Xn—i-l - Xn)|~7:n]
= Y,+ Hn[E(Xn+1|fn) - Xn]
= Y?’L
Ainsi
E[Yn—i-k’]:n] = E[E(Yn-l-k‘fn—&-k—l”fn]

E[YnJrkfl ’fn]

= E[Yn+1|~7:n]
= Yn

Remarque 3.29 Si nous notons A(Xy,) Uaccroissement (Xp+1 — Xy) du processus X, Yy,
peut formellement s’écrire: Y, = Yy + Z?:_OI HA(Xy). C’est une version en temps discrét
de lintégrale Y; = Yo + ft HdB; que nous introduirons dans le chapitre suivant.

Théoréme 3.30 Si H est un processus borné adapté a F, positif et X une F, sous-
martingale, alors le processus'Y défini par récurrence Yo =0 et Y11= Y, + Hp(Xpt1 — Xn)
est une sous-martingale.

Exercice 3.31 Démontrer ce résultat en suivant la preuve du théoréme précédent.

Théoréme 3.32 (théoréme d’arrét): Si X,, est une F,-martingale, si T < o sont 2 temps
d’arréts bornés alors E(Xq|Fr)=X;.

Preuve: Supposons que gest borné par M > 0: |o(w)| < M. Il suffit de montrer que
E(X,-X,)1p=0

si B € F. . Posons
Hy, =1¢<n<o)lB
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alors H, est F, mesurable car BN{r <n<o}=BN{r<n}Nn{oc<n}°eF,.

Soit
n=M-—1

Yiu=0+ Y Hy(Xne1 — Xp).

n=0
On va prouver que
Yy =1(Xr — Xo).
Alors
Yy = —HoXo+ (H() . Hl)Xl + (Hl — HQ)XQ + -+ Hpy—1 X
Posons Hy = 1p1{,<,) et Hy = 11,y de sorte que H, = Hj — Hj. Ainsi, on peut
écrire:
Yy = (Ap—H)Xo+ (Hy —H)X1+---+Hy 1 Xu
—(1p — Hg)Xo— (Hy — H[) X1 — -+ — Hyy 1 X

Or
(Hg - g—i—l) = 13(1{0>n} - 1{a>n+1}) = 1Bl{n+120>n} = 1Bl{o:n+1}-

On montre aussi que 15 — Hi= 15(1 — 11550})=1p1l{,—0). Ainsi:

n=M n=M
Y= (Y Xalpomap)1s — (Y Xalprpy)ls = (X — X;)1p
n=0 n=0

et puisque Yj; est une martingale:
E(Yym) = E[E(YM|Fo)] = E(Yo) = 0.
Donc VB € F; : E[15(X, — X;)] = 0 et nous concluons: E(X,|F;)=X. [ |
Remarque 3.33 On a le méme théoréme pour les sous-martingales.
3.3 Inegalités de Doob et conséquences
Nous allons d’abord étudier le cas discret.

Théoréme 3.34 (Inégalité mazximale)
Si{Xn}n=0,. N est une F, sous- martingale alors ¥ X >0

A+ P(max(Xo, X1,..., XN) 2 A) < E[XNfmax(Xo,X1,..., Xx)>A})
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Preuve: Posons 7\ := min{n|X,, > A} avec min() := N. Alors 7) est un temps d’arrét
(pourquoi?). Puisque X est une sous-martingale, il suit du théoreme d’arrét que X, <
E[XnN|Fr,]. Donc

EXr Ymax{xa 3>l < Elfmax(x, 120 EIXN[F]]
= E[XNl{nax{x,}>2}]

car linaxix,}>x) est Fr, mesurable. Lorsque max{X,} > A, on a par définition de 7y:
X, > A Ainsi, XTA]-{max{Xn}Z)\} > Al{max{Xn}Z)\} et donc

)‘P(maX{Xn} > A) < E[XT,\l{max{Xn}Z)\}] < E[XN]-{max{Xn}Z)\}]

|
Corollaire 3.35 5i X,, est une martingale dans LP pourp > 1 et X* := max(| X1, |X2|,..., | Xn]),
alors:
ANP(X* >N < E[|XnP].
Preuve: Soit X, une martingale alors Y, = | X,,|P est une sous-martingale a laquelle nous
pouvons appliquer le théoréeme précédent:
)‘pP(max(Yla s 7YN) = )\p) < E[YNl{max(Yl,...,YN)EX"}] < E(YN)
Puisque X*? = max(Y1,...,Yn) et |Xn|P = Yn, nous avons donc
NP(X* > \) = NP(X*P > \) < B[|XE]].
|

Théoréme 3.36 (Inégalité de Doob): Vp > 1, si {Xp}n=1,. N est une martingale dans L?

alors :
p

. p
ElPXaP] < BX7) < (L) B X7
avec X* 1= max(|X1|,...,|Xn]|)-
Preuve: On a |XyP < X*P d'ou E[|Xy|P] < E[X*P]. D’autre part d’apres 'inégalité
maximale on a: E[|Xn|1x+>a] > AE[1x+>,]. En multipliant ceci par \’~2 et en intégrant
sur [0, k], nous obtennons:

k k
/ EHXN‘].X*>)\)\p—2]dA Z / E[1X*>,\)\p_1]dA
0 0
Par le théoreme de Fubini, on a:

*\p—1
B Xy Y] = Bl|Xp| [y LxesaX "2 d)]

E[f5 1o AP 1d)]
E[EAXY

AV
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Enfin si g est le conjugué de p (= + = = 1), on a avec l'inégalité de Holder:

S

1
p

Q=

E[|Xn|(k A X)) < (B[ XnP)) 7 - (E[(k A X 001)

Puisque (p — 1)¢ = p, nous avons donc

1 1 1
(BIIXn )7 - (Bl A XD = —— B[k A X7V,
.
ce qui donne apres simplification:
(BIXn PP > 2o (BIkA X))

Comme (kA X*)P /7 (X*)? lorsque k — +00 on obtient par le théoreme de la convergence
monotone: ,
E[(X*)’] = lim E[(k A X)) < (—2=) B[ Xy["]

k—o00 p—1

Nous démonstrons ensuite les inégalités de Doob en temps continu. Soit une filtra-
tion {F;}4>0 sur un espace probabilisé (€2, F, P).

Définition 3.37 Nous noterons MP({F;}) l'ensembles des {Fi}-martingales X a trajec-
toires continues telles que || X||r < 00, o

1 X[ Lr := sup || X¢[| 2o
t>0

Si X € MP({F}), nous noterons || X ||y = || X5 ||r, 00

X7 () = sup{| Xo(w)] : s € 0,4]}.

Exercice 3.38 Montrez que, si X € MP({F.}), alors Uapplication t — || X¢||» est crois-
sante. En particulier || X ||r = limy_ o0 || X¢||Lr-

Exercice 3.39 Montrez que, si X € MP({F:}), alors X] est Fy-mesurable.
Exercice 3.40 Montrez que MP({F;}) est un espace vectoriel réel et que ||.||r» est une

seminorme sur MP({F:}). Montrez que || X||r = 0 est equivalent a dire que X est une

0
modification de 0: Xm%lfO.
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Remarque 3.41 (Rappel) Si X et Y sont des processus continus, alors X EZfY st et
seulement si X et'Y sont indistinguables.

(LP,||.|lzr) n’étant pas un espace normé, il nous a fallu considérer I’espace LP des
classes d’équivalence dans LP pour la relation d’équivalence = P — ps. De la méme fagon,

nous introduisons ici 'espace MP({F:}) des classes d’équivalences dans MP({F;}) pour la

. modif
relation = .

Exercice 3.42 Montrez que (MP({F:}), ||-||Lr) est un espace vectoriel normé.
Théoréme 3.43 (Inégalité de Doob en temps continu)): Vp > 1, si X € MP({F.}), alors

1Xle < 1X e < 21X

En d’autres termes, ||.|rr et ||.||pv sont des normes équivalentes sur MP({Fi}).

Preuve: Soit X € MP({F;}) et soit {D, }nev une suite croissante d’ensembles finis dont
I'union est ®. Soit t,, := max D,, et

XD, (w) :=max{|X¢(w)|: t € Dyp}.

Il est alors clair que ¢, /' oco. Par ailleurs, puisque les trajectoires de X sont continues,
X* =sup{|Xy| : t €@}, et donc Xp, /" X5 Le théoréeme 3.36 nous indique alors que

p
1Xenllee < 18D, llze < 2= 1 X lr-

Or, il suit de lexercice 3.38 que || X||zr = limy oo || X3, ||zr €t par convergence monotone:
[ X[ arr = [[ X3 |lr = limp o0 [| X7, ||Lr- Le théoréme est donc démontré. |

Le corollaire suivant s’avere tres important dans la construction a venir de I'intégrale
d’Tto.

Corollaire 3.44 Si{F;} est une filtration compléte, alors pour tout p > 1, l'espace (MP({F:}), ||-||Lr)
est un espace de Banach.

Preuve: Il s’agit de montrer que toute suite de Cauchy {X"},en dans MP({F:}) admet
une limite X dans MP({F;}). Considérons une telle suite { X"} emn.
1) Nous allons construire un processus X limite:
Par le théoreme précédent, {X"},cv est également une suite de Cauchy pour la
norme ||| azp:
Ve > 0,3N(e) : Vm,n > N(e) : || X" — X5, <€
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Fixons ny := N(Z*(pﬂ)), et par récurrence
N1 = max(N (2~ PFIEFDY 14 p).

La suite nj est alors strictement croissante et, puisque ng+1 > np > N (2*(”*1)(]“)), la
sous-suite { X"}y vérifie

Vk o || X — xR < o (bR (),

Soit A :={w € Q: 3L :Vk > L : || X"+ (w) — X" ()|l < 27} ot1, pour une
fonction f(.) : [0,00[— B, [|£(:)]lec := $tPreppn [FD)]

Remarquons que si w € A, alors les trajectoires X" (w) forment une suite de Cauchy
dans l'espace (C([0,00]), ||.]lso) des fonctions continues sur [0, co[. En effet, si &' > k,

k'—1
X7 (w) — X (W) ]| < Z [ X741 (W) — X" (w)]|oo < ZQ —j k=20

L’espace (C([0,0]),|.||lcc) étant complet, la suite de trajectoires X™ (w) converge
donc au sens de la norme ||.||» vers une fonction continue X (w).

Convenons de définir X (w) := 0 lorsque w ¢ A. Le processus X ainsi construit a
toutes ses trajectoires continues.
2) Montrons a présent que P(A) = 1:

En effet, si on pose Y* := X™+1 — X

—{weQ:VL:3k>L:|[|[YFW)|ew > 27} = Np Upsy, A,

ot A¥ :={we Q:|Y*w)|e >27F}. Ainsi, VL,

P(A°) < P(Upsp AY) ZP (AF).

Or |Y*(w)||eo = YE*(w) on la notation Y** a été introduite & la définition 3.37. Il résulte
de I'inégalité de Chebichev que P(AF)27F < ||YE||7, et la définition de la sous suite X"
indique que |[YE |7, = |[Y*|5,, <27@FDk Aussi P(A*) < 27F et donc

[o.¢]
A < Y o EEF
k=L

Dés lors P(A€) = 0.

3) Montrons que X est {F;}-adapté: P(A°) = 0 implique en effet A° € F;, pour tout
t > 0 puisque {F;} est une filtration compléte. Aussi le processus 14(w)X["™*(w) est-il {F;}-
adapté. Or nous avons montré que 14(w)X;"*(w) converge vers X;(w). La limite ponctuelle
préservant la mesurabilité, X; est donc bien Fi-mesurable.
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4) Montrons ensuite que X est une {F;}-martingale: Puisque || X" — X[||» < [| X" —
X™|| e, la suite des variables aléatoires X" est une suite de Cauchy dans LP(F;). Puisqu’il
s’agit d’un espace complet, X;* est donc une suite convergente au sens LP. Puisqu’une sous
suite X;'* converge P-pp (sur A) vers X, nous avons montré que X;* converge vers X au
sens LP. Puisque 'espérance conditionnelle est un opérateur continu pour la norme LP,
nous avons si s > t:

E[X,|F] = E[lim X}|F] = lim E[X]|F] = lm X' =X,

5) Montrons finalement que X™ converge vers X au sens ||.|r». Soit € > 0, il existe N tel
que, si m,n > N, alors || X™ — X"™||zr < e. Il S’ensuit que, sin > N,

X, — X e = lim || X7 — XP[le < lim [|X" — X™||1» < e.
m—oQ m—0o0

Donc || X — X"||zr = sup;>q | Xt — X{||o» < €. Ce qui précede étant vrai pour tout e > 0,
nous avons montré que lim, . [|X — X"||z» = 0. ]

Corollaire 3.45 Si X € M?*({F}), alors il existe une variable Xoo € L*(Fx) telle que

2 -
X, L, X et X Pop Xoo lorsque t — oo. En particulier, Vt : X; = E[Xo|Fi] et
[ X|z2 = | XoollL2-

Preuve: On montre que, pour toute suite {t,}n,emn croissant vers oo, la suite
{X¢, }new est convergente dans L?(F;) (remarquons que toutes ces suites ont alors une
limite identique, sans quoi il existerait une suite sans limite!). L? étant complet, il suffit
donc de montrer que {X;, }nen est une suite de Cauchy. Si t,, > t,, X;, est la projection
orthogonale de X, sur L?(F;, ), X étant une martingale. Nous avons des lors I'identité de
Pythagore:

1Xe,, = Xt 72 = 1 Xe,, 172 — 1 X, 1172

La fonction ¢ — || X;||7. est croissante et converge vers || X |7, aussi la suite {|| Xy, [|7.} est
elle de Cauchy et il en est de méme de {Xy, fnen: || Xe, — X, 32 T,

Donc il existe Xo, € L? qui est la limite de toutes les suites { X, }. Il est clair que
Xt —t—00 Xoo in L2.

De la convergence L? de X, vers la limite commune X, de toutes les suites {X;, },
suit immédiatement que || X |2 = im0 || X¢t|| 72 = | X ool 12 €t, par continuité de 'opérateur
E[.|F;] par rapport & la norme L2, il suit aussi que

E[Xo|F] = lim E[X,|F] = X,.

Il nous reste a démontrer la convergence P-pp de X; vers X,. Considérons donc
une suite {X;, } convergeant dans L? vers X.,. Quitte & en extraire une sous-suite, nous
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pouvons supposer que {X;, } converge également P-pp. Appliquons a présent 1'inégalité de
Doob & la martingale (Y")s>t,, ou Y := Xy — X, -

S

I sup Yt lle < 20" p2 = 212 12 = 2 Xoo — Xo, [l 22
S$2tln

Aussi, les variables sup,, |Y;"| tendent-elles vers 0 dans L?, et par extraction de sous-suite,
nous pouvons considérer qu’elles tendent vers 0 P-pp. Si t > t,,, nous avons:

| Xt — Xoo| <[ Xt — Xo, | + 11X, — Xoo| < 5;1}3 Y+ | X, — Xoof

Puisque les deux termes du membre de droite de cette inégalité tendent P-pp vers 0, nous
avons comme annoncé la convergence P-pp de X; vers X . |

Remarque 3.46 On appelle la variable aléatoire X, de l’énoncé précédent le dernier
élément de la martingale X.

3.4 Intégrabilité uniforme et théoremes de convergence:

Définition 3.47 Une famille G C L'(Q, F, P) est uniformément intégrable (on note U.I)
St

lim (sup E[|X’1{X|>c}]> =0.
CcC— 00 Xeg

Nous donnerons quelques exemples de familles U.L
Exercice 3.48 Si g € L' montrer que la famille G := {g} est une famille U.L

Preuve: On a |g/lfg>a < lg| € L' et lime oo [g]1{g>cp = 0. Par le théoreme de la
convergence dominée on a donc:

Jim ElglLjg|>c] = 0.
G est donc une famille U.IL. [

Exercice 3.49 Montrez que si G est U.I et si g € L' alors GU {g} est U.I. En particulier
les familles finies de L sont U.I.

Preuve: On a:

sup B[ X |1 x>e1] < sup E[|X |1y x5 + Ellg114g/>c]
Xegu{g} Xeg
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or {g} et G sont des familles uniformément intégrables donc les deux termes du membre de
droite tendent vers 0 lorsque ¢ tend vers co. Ainsi

lim  sup FE[[X|1{x)5q] =0
€70 Xegu{g}

Exercice 3.50 Montrez que si G est une partie bornée de LP(F) (p > 1) alors G est U.1.

Preuve: Soit M < oo tel que Vg € G: E[gP] < M. Par application de I'inégalité de Holder,
avec g tel que 1/p+1/g=1,ona Vg € G:

Ellgl1yg=a] < (ElglPDYP(EL{gsa)? < MYP(P({|g] > c})).

Par l'inégalité de Chebichev, on a également P({|g| > c})c? < FEllglP] < M. Aussi
Ellg|lgysq] < M2MTT _ M

cp/a cp/a”

On obtient

M oo

< —
EEIQ)EHQ‘]-{\gbc}] <%nu 0

Nous donnons une caractérisation de I'intégrabilité uniforme.

Théoreme 3.51 G est U.I si et seulement si G vérifie les deux propriétés suivantes:
1. G est bornée dans L1: AM < 0o : Vg € G, E||g]] < M.

2. Ve>0:30 >0 tel que, VA€ F, si P(A) < alors Vg € G E[|g|14] <e.

Preuve: Supposons 1) et 2) vraies. Alors par Chebichev, Vf € G: M > cP(|f| > ¢). Soit
€ > 0 et considérons le ¢ correspondant de 2). Si ¢ > % alors Vf e G: P(|f| >¢) < % <4
donc d’apres la propriété 2) on a: E[|f|1fjfj>cy] < €. Ainsi supseg B f[1f/>c}) < €. Nous
avons donc montré que

Jim j}ellgE[lfll{\fpc}] =0.

Inversement supposons G U.l alors dc: Vf € G :
sup B[l fI1(jme)] < 1.
teg {If1>c}

Or
Efll = EllfLys5a] + Ellf1lgp<gl < 1+ec

Ainsi 1) est vraie, avec M =1+ c.

42



Soit € > 0 alors Jc tel que Vf € G : E[|f[1{5/>¢}] < §. Posons 6 := 5 et soit A € F
telque P(A) < 4. Alors:

B[ £114] £ Ef|Lys50) + BIf 1104l < 5+ - P(A) < e

La propriété 2) est donc aussi vérifiée. |

Théoréme 3.52 Soit { X, }new une suite de v.a de LY (F) telle que lim,, oo X,, = X P-pp.
Alors, la suite X, converge vers X au sens L1 si et seulement si { X, }new soit U.I

Preuve: Si lim,, o X, = X dans L' alors {X,} est bornée dans L! et de plus X € L!
donc {X,} U{X} est borné dans L.
Soit € > 0 alors AN tel que Vn > N, E[|X,, — X|] < §.

La famille finie G = { Xy, X1,..., XN, X} est U.I. Donc 3 > 0 tel que

P(A) < 6 = E[|Xn|14] < g sin=0,...,Net B[|X|1a] < g

Montrons que pour tout n: E[|X,|14] < e. Cette relation est évidente si n < N.
De méme, sin > N, on a:

E[lXn[1a] < E[[Xn — X[14] + E[|X[14]
< E[IXn — X[+ E[|X[14]
< E+
= €.

La famille { X, } e est donc U.L

Montrons & présent que, si la suite {X,,} est U.L, alors elle converge dans L1: {X,,}
est une suite bornée dans L1: IM tel que E[|X,|] < M. Soit gm = infn>m|Xn|. Alors g,
forme une suite croissante de v.a. et, puisque X,, converge vers X P-pp, on a:

lim g, = liminf|X,| = |X].
m—0o0

Par le théoreme de la convergence monotone E[g,,] /* E[|X|] et comme g, < |X,,], il suit:
Elgm] < E[|Xm|]] £ M donc E[|X]|] < M d'ott X € LY. Ainsi {X,,} U{X} est U.L et par
2) ona: Ve > 0,30 > 0: VA€ F: P(A) <d=Vn: E[|X,]14] < § et E[|X[14] < §.

Soit ¢ := %. Alors la suite 1| x|<cyn{|x,|<c}|Xn — X| converge P-pp vers 0 et est bornée
par 2¢. Donc par le théoreme de la convergence dominée elle converge dans Lt vers 0 d’ou
AN :Vn > N :

Bl x1<an{|xal<e}| Xn — X[] <

wl o

Sin > N, alors

Bl Xn — X|] < E[1x|<an{|xn|<c}| Xn — X|] + E[[Xn|14] + E[| X [14],
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ou A:={|X,|>c}U

{|X| > ¢}. Puisque P(A) < P(|X,,| > ¢)+ P(|X|>c) < 2M =5, il
suit que E[| X, — X|] < §

+ § + § = ¢. Nous avons donc montré que
lim F[|X, — X|]=0.
n—oo
[ |

Exemple 3.53 Si {Gs}ses C F est une famille de o -algébres et si X € LY(F), montrez
que la famille {E[X|G]}ses est U.L

Preuve: Soit X; := E[X|G,].

L’inégalité de Jensen nous indique que |X;| < E[|X||Gs]. Aussi, puisque {|X| >
ct € Gs, il suit que E[|X;|1{x,>e] < E[X[1fx,>c}]. Puisque {X} est U.L, par la
caractérisation donnée par Th. 3.51

Ve > 0,30 >0: P(A) <6 = E[|X]|14] <e.

Posons
A ={|X;| > c}.

Sic> E[|X]]/), alors Vs € S:
P(A) = P({|Xs] > ¢}) < E[|X;|]/c < E[|X]]/e <4,

et donc E[| Xs|1{x,|>e}) < E[|X[1{x,|>¢}) < € La famille { Xs}ses est donc U.L |
Théoréme 3.54 (théoréme d’arrét): Si X est une martingale continue, si T est un temps
d’arrét borné : IM Vw , T(w) < M , alors:

X7 = E[Xum|F7] (1)
En particulier: Si T < o sont deux temps d’arréts, si o est borné, alors

X; = E[X,|F:].

Preuve: Par le théoreme d’arrét 3.32, la relation (1) est vraie si 7 prend un nombre fini
de valeurs.

Si 7 est un temps d’arrét général, posons 7, (w) := k% lorsque
pour k € IN.

Montrons que 7, est un également temps d’arrét: Soit ¢ > 0 et soit £* le plus grand
entier k tel que % < t. Alors

MU ) < 20

ME*

{Tngt}:{Tng n

} € Fuwe C Fy.
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Ty, est donc bien un F; temps d’arrét.

Puisque 7, \, 7 lorsque n — o0, la continuité des trajectoires de X nous permet de
conclure que X, — X, P-pp.

Tn, prend au plus n + 1 valeurs donc X, = E[X/|F7,]. La famille {X,, }nen est
alors U.I. comme il suit de ’exercice 3.53.

La convergence P-pp de X, et le caractere U.L. de la suite nous permet d’affirmer
avec le théoréme 3.52 que X, converge vers X, dans L.

Si Z € L*®(F,;) C L>(F,,) alors: E[X,, Z] = E[XyZ]. Or, X;, — X, dans L!
et Z € L*® et donc E[X;Z] = lim, .o E[X,,Z] = E[XnZ]. X, étant Fr-mesurable et
vérifiant I’égalité précédente VZ € L*°(F;), nous concluons : X; = E[X | F;].

Prouvons la deuxieme assertion: si 7 < o < M, alors

E[X,|F;] = E[E[Xu|Fo||Fr] = E[Xu|Fr] = X-,
car X, = E[Xy|Fy5] et Fr C Fy. [ |

Le résultat suivante généralise la construction d’un dernier élément d’une martingale

(Cor. 3.45).

Théoréme 3.55 Si X est une martingale continue uniformément intégrable (i.e. la famille
{Xi}i>0 est U.L), alors 3X o € LY (Fuo) telle que X; converge vers Xoo P-pp et au sens de
L! lorsque t — 0.

De plus, quel que soit le temps d’arrét 7: X, = E[Xo|Fr].

Remarque 3.56 Le mouvement brownien (Bt)te[o,T] satisfait-il le résultat précédent? mais
le mouvement brownien (By,t > 0)? mais la martingale (B —t,t > 0)? Sont ces familles

U.lL?
Preuve: Ce théoreme généralise le corolaire 3.45. Il ne sera pas démontré ici. N

Corollaire 3.57 (Théoréme d’arrét général) Si X est une {F;}-martingale continue uni-
formément intégrable, alors quels que soient les temps d’arrét T < o: X, = E[X,|F;].

Preuve: Se démontre en remplaceant Xy, par Xo dans la fin de la preuve du théoreme
3.54. [

Remarque 3.58 On ne peut pas éliminer ’hypothése Xy U.L. dans le théoréme précédent,
comme lindique Uexemple suivant: Soit By un M.B , o = inf{t|B; > 1}. Puisque le
mouvement brownien atteint tous les points de IR une infinité de fois, on conclut que o < 0o
P-pp et partant B, =1 P-pp. Fizons 7 := 0 alors 0 = B; # E[B,|F;] = 1.

Pour conclure cette section sur les martingales en temps continu, mentionnons encore sans
démonstration le théoreme suivant de régularisation des trajectoires:

Théoréme 3.59 Si {F:} est une filtration compléte, continue a droite alors toute martin-
gale X admet une modification X' dont les trajectoires sont des fonctions continues a droite
et dont la limite a gauche existe en tout t.
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4 CHAPITRE 4: L'INTEGRALE DE d’ITO

4.1 L’Espace H3:

Soit B; un mouvement brownien et ¢; un processus sur (£2, ;). Nous voulons définir un
processus Y qui soit I'intégrale:

t
Yt:/o ¢sdBs. (2)

Le premiere idée qui nous vient est de travailler trajectoire par trajectoire: Fixons w et
tentons de définir Y;(w) := fg ¢s(w)dBs(w). Si f et g sont des fonctions de IR vers IR, la
théorie de I'intégrale de Riemann-Stieltjes définit fg f(s)dg(s) comme la limite des sommes
de Riemann ¥ f(s;)(g(sit+1) — g(si)) sur les partitions 0 = so < s1 < ... < s, =t de [0, ]
lorsque le diametre mawx;|si+1 — s;| de ces partitions tend vers 0. Pour que cette limite
existe, il faut imposer des conditions sur f et sur g.

Exercice 4.1 Montrez que si g est continue et f := 1liqy alors les sommes de Riemann

convergent vers g(t A b) — g(t A\ a). Montrez aussi que, si g est continue, fg f(s)dg(s) est
une fonctionnelle linéaire sur l’espace vectoriel R engendré par les fonctions 1(, [, a < b.

Si l'on veut intégrer des fonctions f plus générales que celles de I’exercice précédent,
par exemple des fonctions continues, il faut alors restreindre la classe des g considérés:
la théorie de Riemann-Stieltjes suppose que g est une fonction a variation bornée. La
trajectoire t — By(w) étant génériquement a variation non bornée, cette théorie ne peut
donc pas s’appliquer ici.

Pour définir l'intégrale (2), nous devrons limiter la classe des processus ¢. Voici le
premier espace sur lequel nous travaillerons:

Définition 4.2 H% est I’ensemble des processus ¢ Fi- progressivement mesurables tels que:
2 > 2
H¢||H22 = E[/O ¢°(s)ds] < oc.

H2 est le quotient de H3 par la relation d’équivalence =, ot ¢ = ¢’ si et seulement si

6= 112 = 0.

Exercice 4.3 Montrez que H3 est un espace vectoriel et que |-l est une semi-norme sur

cet espace. H3 est donc un espace vectoriel normé.

Remarque 4.4 Pour a > 1, on consideére parfois les normes suivantes H¢||Hg = (E[(fooo ¢>§ds)%])
et les espaces HS correspondants.
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Exercice 4.5 Soit t; < ty et ¢ € L*(Fy,). Posons ¢y(w) := th(w)Ly, 4,((t). Montrez que
¢ € H3 et calculez 161l r23-

Preuve: Remarquons que ¢ est progressivement mesurable en effet: Soit T fixé si T < t1
alors ¢ : 2 x [0,T] — 0 donc ¢ est Fr @ By 7] mesurable car c’est 'application constante.

Si T > t1 alors ¢(w,t) = P(w)lp, 4,((t), or ¥(w) est Fy; mesurable donc Fr
mesurable et 1y, 4,((f) est Bjy ) mesurable donc ¢(w,t) = P(w)1p, 1,((t) est Fr & Bjon
mesurable.

Ensuite [|]2,5=EL[° ¢2(s)ds] = B[[;° 13, ,. (3 (w)dt]
— Bl(t — 12)0*(@)] = (2 — 1) E(W?(w)) < oo.
Donc ¢ € H3. |

Définition 4.6 On définit Esc comme 'espace vectoriel engendré par: {(w)ly, 4, t1 <
t27¢ € L2(Ft1)}'

Théoréme 4.7 (H3, [-lz2) est un espace de Hilbert.

Preuve: H2 est un sous espace vectoriel de L?(Fx Q@ Bjo,oc|s 1) avec = P @Q A, P étant
la mesure sur F et A la mesure de Lebesgue sur [0, co[. En effet:

16122 = Jopjo,po @ (@ R, 1)
fQ(fOOO ®?(w, t)dt)dP(w)
= E(f," ¢*(w,t)dt).

L*(Foo ®B[07OO[, i) étant un espace de Hilbert, il nous suffit pour prouver la premiere as-
sertion de démontrer que Hj est fermé dans L?(Foo ® Bio,oo[, 1)

Soit ¢, — ¢ dans L?(Fuo & Bjo,oc)s 1) avec ¢y, € H2. Montrons que ¢ € H3. Pour
T fixé on a: .
”(bn - ¢H%2(}—oo ®B[0,T]) - E[fooo(¢n,t(w> - ¢t(W))2dt]
E[fy" (6nt — ¢¢)?dl]
60 — dli2 — 0.

I IA

La restriction de ¢ & © x [0,7] est la limite dans L2(]:T®B[0,T} ) des restrictions de ¢,
a Q x [0,7]. La restriction de ¢ a [0,T] est Fr Q) B, r}- mesurable. Ceci étant vrai pour
tout T', ¢ est progressivement mesurable et donc dans H3. |

Théoréme 4.8 Esc est dense dans Hj.

Preuve: 1) Si f € L?([0,00[) et n € IN, définissons T, (f) par T,,(f): = Z,?;l(nfi f(8)ds)1 ik k1
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Montrons que T),(f) € L? et que HTn(f)H%2 < HfH%2

”Tn(f)H%Z = fooo(zk 1 fk 1 [k k+1[( ))Zdt
= Jo 2l fk L f(s)ds) 21[k k+1[( )dt
= 2211( f% %

or d’apres I'inégalité de Jensen [E[f(U)]]? < E[f?(U)] en prenant U une variable uniforme

sur [E=1 K] on a:

Il <3 / F2(s)ds = /0 2 (s)ds = | f]2 < oo.

'I’L—>OO

Montrons & présent que T,,(f) — f dans L?: l'espace Ck([0,00[) des fonctions
continues & support compact est dense dans L?, donc si ¢ € L?([0,00[) alors Ve > 0,
3f € Ce([0, 00D): 16— Fllzz < &

Or, la continuité uniforme de f implique que T, (f) converge uniformément vers f
et donc ||T,(f) — fllz2 — 0. Ainsi, IN : Vn > N ||T,(f) — fllz2 < §. Ainsi:

1T0(6) = llz < ([ Tn(@ = Pl + Ta(f) = Fll +IIf = ¢l
< sts5t5=e

Ceci étant vrai pour tout €, nous concluons que T,,(f) — "% f dans L2
2)Si ¢ € H7 est tel que ¢ = 0, Vt > T, définissons le processus ¢™ par

" (w,t) = Tn( :Z / d(w, s)ds)1 %i[()
k=1

n

Cette somme ne contient en fait qu’un nombre fini de termes non nuls. Or, si s < %, d(w, )

k
est Fi mesurable donc [, ¢(w,s)ds est Fi-mesurable. De plus

n

E[(n /kn1 d(w, s)ds)?] < Eln /kn1 b(w, 5)2ds)] < oo,

Ainsi ¢"(w, t) € Esc.
Montrons que ¢" — ¢ pour la norme de H3: Soit Y;,( fo (™ (w,t)—p(w, t))2dt.
Observons que

Yn(w) = ||Tn(¢(w, )) - ¢(W7 )H%Q([O,oo[)

Aussi, Yw, Y, (w) — 0 lorsque n — oo. De plus

||Tn(¢(wa )) - ¢(w> ')||L2([0,oo[)
| Tn (D (ws NIl 2 (0,00 T 16(ws )l £2((0,00])
2[lp(w, )l £2(j0,00])

Yo (w)

INIA
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Ainsi Yy, (w) < 4 [7°(¢(w, t))?dt. Le membre de droite de cette inégalité ayant une espérance
finie, nous pouvons appliquer le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue pour
conclure que [|¢" — ¢z = E[Yn] — 0.

3) Si ¢ € H2, nous allons montrer que 10,779 converge vers ¢ dans H2 lorque T
tend vers co. Le théoreme sera établi puisque, par le point 2, 1jg 77¢ peut étre approché
d’aussi pres que 'on veut par un processus de Esc.

Puisque (¢ — 1[07T1¢5)2 = l]Tyoo[gbz < ¢? et que l]TyoO[qbz T2 0, il suffit d’appliquer &
nouveau le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue sur 'espace L' (Foo & Bo,o0[s n)
pour conclure que |[¢ — 1[0,T}¢||H22 — 0. [

4.2 L’intégrale d’It6 sur H2

Nous allons & présent définir I'intégrale (2) des processus ¢ de H3. Nous pourrions définir
la variable Y; = fg ¢sdBs pour un temps t fixé, mais la définition que nous en donnerions
serait alors une variable de L%(F;): Y; serait alors défini & un ensemble de mesure nulle pres
et rien n’indiquerait que ’ensemble du processus Y ainsi construit ait une version réguliere.
Pour cette raison, nous allons définir le processus Y tout entier et nous le nous noterons

1(9).

Définition 4.9 Si ¢ € Esc, alors pour tout w la trajectoire ¢ (w) est dans l'espace R de
Uexercice 4.1. Nous pouvons donc définir 1(¢) trajectoire par trajectoire:

I(@)u(w) == /0 6u(w)dB(w),

Vintégrale étant prise au sens de lezercice 4.1. En particulier, si ¢r(w) = (W), 4,((t),
oty <ty etp € LA F,), on a

I(¢)t = ¢ : (Btz/\t - Bt1/\t)-

Remarque 4.10 Notons que, si ¢1(w) = Y(w)1j, 1,((t), le processus I1(¢) ainsi construit
est {Fi}-adapté et continu. L’intégrale de l'exercice 4.1 étant linéaire sur R, l'application
I sera également linéaire et I applique donc linéairement Esc dans l’espace des processus
continus {F}-adaptés.

Exercice 4.11 Si ¢y(w) = ¥(w)1py, 1,((t), ot ty <ty et ¥ € L*(F,), montrez que 1(¢) est
une martingale et calculez || I(@)| 2.

Preuve: Soit s > t.
1) Supposons d’abord que t € [t1,to]: alors ¢ € L?(Fy), et ty As =13 =t At <t
Donc
E[I(¢)s|Fi] = E[Y - (Bigns — Biyas)|Fi]l = ¥ - (E[Biyns|Fi] — Biyat)-
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Puisque B est une martingale et to A s > t = to A t, nous avons
E[1(9)s|Ft] = ¥ - (Btyat — Biyat) = I(d)s-
2) Si t < t; alors, soit s < t;, et partant
E[I(¢)s|F:] = E[0[F] = 0= 1(¢):,
soit s > t1, et dong, il suit du cas 1) que:
E[I(¢)s|Fi] = E[E[I(¢)s|Fu ]| Fi] = ElI(¢)n | Fi] = E[0|F:] = 0 = I():.

3) Sit > to, alors I(¢):

= I(¢)t, = I(¢)s, et puisque I(¢); est Fy-mesurable, nous
avons également E[I(¢)s|F] = I(¢):.

Enfin,
()7 = limo HQI(cﬁ)tHQLz
= [H(®)eall72
= E[d}Q(BtQ - Bt1)2]
= E[*(t2 —t1).
[
En comparant au résultat obtenu a l’exercice 4.5, nous voyons que
11(&)llz2 = l|&ll mz-
[

Cette propriété se généralise:
Théoréme 4.12 [ est une application linéaire isométrique de (Esc, ||.|| gz) vers (M2 ||l z2)-
Preuve: Nous savons d’une part que I est linéaire. D’autre part si ¢ est de la forme

Y1, 1,), 1l découle de D'exercice précédent que [ (¢) € M?. Par linéarité, cette propriété
s’étend a tout ¢ € Esc.
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Remarquons que si ¢ € Esc, alors ¢ = > [ wkl[t’f,tlg[ avec th <tk oy € LQ(}"txf) et

[tF, 5[0 85 [= 0 si b # K.
1(9)]172

car, les intervalles [t 5] et [¢], 3] sont disjoints si k < j, donc jE[z/sz/Jj(Bt;zc

B,;)] = 0. Par ailleurs:

j
tl

S5z

Nous calculons alors:

= E[I(¢)]

= B Il s)so)’)
0

= B vu(By — Bu))?]
0

= E[Z 1[);%(3,515 - Bt’f)2]
0

+2E[Y_ dwj(By — By)(By — Byy)]
k<j

= > B —th)
0

co N N
2yl (3 v e
_ * X2 .
- (3 vhtg e
= B vt — )]
k
— S E@R - )
k
— ).

Nous concluons donc que [|1(¢)[[z2 = [|¢|[zz: I est bien une isométrie.

- Bt’f)(B

j —
ty

Corollaire 4.13 Si {¢,} C Esc converge vers ¢ € H2 au sens de ||z, alors la suite

{I(¢n)} converge dans M?.

Si {¢l} C Esc converge également ¢, alors

lim I(¢n) = lim I(4f,).

Preuve: En effet, si {¢,} converge, il s’agit d'une suite de Cauchy dans H2 donc, I étant

linéaire et isométrique:

11(¢n) —

I(om)|l2 = [[1(dn — dm) 2 = |lon — @bm”HQ2 — 0.
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Ainsi {I(¢,)} est une suite de Cauchy dans M? et, M? étant complet, la limite lim,, . I(¢n)
existe. Si {¢],} est une autre suite convergent vers ¢, nous pouvons en créer une troisieme
{#!'} qui prend alternativement ses éléments dans les suites {¢,} et {¢),}. Puisque {¢!}
converge vers ¢, la suite {I(¢!')} est convergente et toutes les sous-suites de {I(¢!)},~
{I(¢n)} et {I(¢),)} en particulier—, convergent donc vers une limite commune. |

Nous sommes maintenant en mesure de définir I'intégrale d’Ito:

Définition 4.14 (Intégrale d’It6 sur H2) Si ¢ € H2, il existe une suite {¢,} C Esc qui
converge vers ¢. Nous définissons I(¢) := lim, oo I(¢y). Par le corollaire précédent, cette
limite ne dépend pas de la suite {¢,} choisie. I(¢) est lintégrale d’Ité du processus .

Exercice 4.15 Montrez que I est linéaire et isométrique et que si ¢ € Esc: 1(¢) = I().

Preuve: Soient ¢ et ¢/ € H2, soient {¢,} et {¢),} C Esc telles que ¢, — ¢ et ¢, — ¢'.
Alors Vo, 8 € IR : (agy, + B¢),) — (ad + 3¢') et donc

I(a¢ + B¢') = L?—limI(adn +B¢',)
= alimI(¢n) + BlimI(¢',)
= al(¢) + 1)

d’ou I est linéaire. Montrons que I est isométrique:
11()ll 2 = lim [[1(¢n) || 2 = lim || nll gz = NI 6l| rz-

Enfin si ¢ € Esc, la suite constante ¢p, := ¢ est une suite dans £sc qui converge vers
¢. Ainsi I(¢) = im I(¢y,) = 1(9). |
Définition 4.16 Nous noterons d présent I(¢) = [ ¢edBy, I(¢)s = [ ¢1dBy et f; ¢idBy =
@)y — 1()a-

Remarque 4.17 Remarquons que I(¢) a été défini globalement. Rien n’indique par exem-
ple que I(¢)s ne dépend pas du comportement du processus ¢ apres le temps s, propriété

qui aurait €té évidente dans le cadre d’une définition trajectoire par trajectoire de l'intégrale
d’Ité.

L’exercice suivant indique qu’il en est bien ainsi:

Exercice 4.18 Si T est fixé, montrez que

Vo € H : I(¢)r = I(1j07(¢) -

Avec les notations intégrales, cela revient a dire:
T 00
/ ¢sdBs :/ 1[0,T[(S)¢sst
0 0
ou encore [7° 1o 7((s)psdBs = 0.
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Preuve: Définissons les applications J : H2 — L?(Fr) et K : H3 — L?(F,) comme suit:

J(¢) :=1(¢)r et K () := (1 1(¢)oo- )
J et K sont clairement linéaires puique I ’est. Montrons que ces applications sont
également continues. En effet:

1 7o)z = I ($)rllzz < [11(d)] 22 = [l g2-

De méme B B
K@)z = [[1(¢Ljo,r)ocll 2 = (&L, )l 22 = |01 0,7l 22

T e’}
K@) = || E( /0 92,ds) < || E( /0 #.ds) = 16l 3.

Posons & présent F := {¢ € H3|J(¢) = K(¢)}. Par continuité et linéarité de J et
K, F est un sous espace vectoriel fermé de H3.
Remarquons que, si ¢ est de la forme ¢ = ¢1y, [, alors:

d’ou

J(¢> = j(@T = ¢(BT/\t2 - BT/\t1>

et, puisque [t1,£2[N[0, T[= [T At1,T Ata[, nous avons ¢l [ = YLpps, Tat[- Alnsi

K(¢) = I(¢1jo,1()o0 = Y(Brat, — Bra,) = J(9).

Ainsi, I'espace vectoriel F contient tous les ¢ de la forme ¢ = 91y, ;1. F contient
donc Esc qui est 'espace vectoriel engendré par ces ¢. F étant fermé, et Esc étant dense
dans H3, nous avons établi que H3 C F: ce que nous voulions montrer. [

Exercice 4.19 Montrez que si ¢ € H22, si A € F; alors:
1. Ys(w) = lA(W)l[t,oo[(S)CbS(w) € H22
2. fo YsdBs = 14 fo 1[t,oo[¢sst-

Nous montrons en fait ici que si Z € L>(F;) alors

/ Z¢sst =Z / ¢sst
t t

Preuve:
1) Montrons que 1 est progressivement mesurable. Soit 7" fixé:

SiT < t alors la resrtiction de ¢ & x [0, T'] est identiquement nulle donc Fr@Bjp1)-
mesurable.

SiT >t alors 14 est Fy-mesurable donc Fp-mesurable et 100 €8t B[O’T} mesurable
d’ott 141y oo est F; @ Bjg 7p-mesurable et, puisque ¢ € H3, ¢(w) = 14(w)1p cof(s)ds(w) est
Fi & Bjg,r-mesurable.

53



Calculons & présent |9|| 2

Il = Bl vids) = Bty [ atas < B[ ot = oy < o

Ainsi: ¢ € H3.
2) Pour montrer la deuxiéme assertion, posons

J(#) == T(1aly ooi0) et K(¢) := 14 - I(1j1 o).

Il est facile de voir que si ¢ est de la forme 1y, ;, %), alors J(¢) = K(¢). On montre aisément
que J et K sont des applications linéaires continues de H7 dans M?2. Nous pouvons donc
appliquer la preuve de 'exercice précédent. [ |

Exercice 4.20 Si 7T est un temps d’arrét ne prenant qu’un nombre fini de valeurs: () =
{ti,. ., ta} oty < ... < t,, si ¢ € HI, montrez que I_((é)T:j:(l[O,T[gb)oo. En d’autres
termes: - -

[ euan. = [ 1gs0ua.

Montrez ensuite que cette relation est vérifie pour tout temps d’arrét T.

Preuve: Considérons un temps d’arrét 7 discret. Alors, puisque {7 = t;} est F;,-mesurable,
nous obtenons avec les deux exercices précédents:

j(1[0,7[¢)00 = f(¢)w_f(1[7,w[¢)w

= (@)oo = 1D Lir=t,) 1 t.00(8)o0
i=1

= 1(@)o0 = 3 Lrmi (1 0(0)oc

=1

= Y 1y T0)oe — [0 f0)0)
=1

= Z 1{T=ti}j<1[0,ti[¢)oo

1=1

= Zl{’r:ti}[_(qb)ti
=1

= f(¢)7

Si 7 est un temps d’arrét général, il existe une suite {7,,} de temps d’arrét discrets
telle que 7, \, 7 (voir la démonstration du théoreme d’arrét , Ch. 3). Par continuité des
trajectoires de I(¢), nous avons:

I(¢)T = lim I_(d))‘rn = lim j(l[O,Tn[¢)w

n—oo n—oo
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Pour terminer la démonstration, il nous suffit donc de montrer que les processus 1| -, (¢ con-
verge dans H3 vers 1j0,7(¢. Mais ceci suit le théoréme de convergence dominée de Lebesgue
appliqué & la mesure P ® A sur §2 x [0, 00[: d’une part (0,7, [¢ converge ponctuellement vers
1jp (¢ et d’autre part, Vn : [1g -, @] < |@]. [

Exercice 4.21 SiT est un temps d’arrét, et X un processus, nous rappelons que la notation
X7 désigne le processus t — X := X pt. Améliorez les démonstrations antérieures pour
Prouver que

I(¢)" = I(1}9 ,(9).

Remarque 4.22 ][] suit de l’exercice précédent que st o < T sont deux temps d’arrét, alors
les processus I(1jg 5¢) et I(1j-1¢) concident jusqu’au temps o: (1 ,p) = I(1jo+(¢)°.
Nous mettons a profits cette remarque dans la suite pour étendre la définition de l'intégrale
d’Ité I a une classe plus vaste de processus.

Définition 4.23 (Martingale locale) Un processus X est une {F;}-martingale locale con-
tinue s’il est adapté a la filtration {F;} et s’il existe une suite croissante 7, de temps d’arrét

telle que 7, / 0o P-pp et pour tout n: X™ € M?. Nous noterons M ’ensemble des

i
martingales locales continues et M'¢ le quotient de M par la relation d’équivalence = Zf.

Exercice 4.24 Montrez que toute martingale continue est une martingale locale.

Remarque 4.25 Contrairement a ce que pourrait laisser croire la terminologie, une mar-
tingale locale n’est en général pas une martingale. L’exercice suivant illustre ce phénomene.

Exercice 4.26 Soit V' une variable aléatoire finie positive telle que E[V] = oco. Soit par
ailleurs B un mouvement Brownien indépendant de V.. Posons F; := o(V, Bs, s € [0,t]) et
Xt =V Bt.

1) Montrez que Xy n’est pas dans L' sit > 0. X ne peut donc pas étre une martin-
gale.

2) Montrez que B est un {F;}-mouvement brownien.

8) Soit T, == Lyy<myn. Montrez que T est un {Fi}-temps d’arrét et que 1, / oo.

4) Montrez que X7 = 1y<,(V An) - Bsan. Concluez que X™ € M?.

Exercice 4.27 Montrez que si X € M"°, si 7 est un temps d’arrét tel que X soit un
processus borné, alors X™ est une martingale.

Preuve: Voila une idée pour le cas X € M?. Montrer d’abord que X adapté est
une martingale si et seulement si pout tout temps d’arrét borné T, on a

E(X7) = E(Xo).

(une direction est claire, pour l'autre utiliser le temps d’arrét particulier T = t1as + 1 4ct
siAe Fgets<t
Utiliser ensuite cela pour conclure que XL = Xg pour tout S temps d’arrét borné.

En général on ne peut pas remplacer borné par U.I. dans ’énoncé précédent.
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Définition 4.28 (L’espace Hé"c) Héoc désigne l’ensemble des processus a progressivement
mesurables tels que pour tout T € [0, 00]:

T
/ a? dt < oo P-P.P.
0

Pour un tel processus, nous noterons 17 le temps d’arrét

t
T = mf{t\/ a’ds > n}.
0

Le processus 1 raja est alors dans H22 De plus, si a € M°, T forme une suite croissante
de temps d’arrét qui tend P-pp vers oo.

Remarque 4.29 Nous voulons a présent définir J(¢) = [, ¢sdBs pour un processus ¢

&
dans Héoc. 1l est assez naturel d’exiger que Vn: J(¢)T¢ concide avec fOT" ¢sdBs interpreté
comme l’intégrale 1:(1[0 T¢[¢)oo définie précédement. Nous exigerons en fait que les processus

J () et Ii(l[0 T¢[¢) concident jusqu’au temps 2. Le théoréme suivant indique qu’un tel J(¢)
existe. o

Théoréme 4.30 Si {F;} est une filtration compléte, alors V¢ € Hé"c, il existe un processus
J(¢) unique dans M'"° tel que ¥n : J(qb)ﬁ? = f((f)l[o T¢[).

Preuve: [ ((;51[0 T¢[) est un élément de M? soit une classe d’équivalence pour la relation

dif —
"Z". Choisissons un représentant Y, de cette classe. Si n < m, lidentité ] (qﬁl[o T¢[) =
= dif.
1 ((bl[o,rﬂ,i [)Tg de la remarque 4.22 se traduit en terme de Y,, et Y;,, par Y, = Y,ﬁ . L’exercice

1.40, Ch. 3 nous apprend que Y, et Y, sont indistinguables. Ainsi P(4,,) = 1, ou

Apm = A{w|Vt > 0 : Y, (w) = Y;ﬁ(w)}. Soit A := Np<mAnm. Nous avons également
P(A) =1.

Soit B := {w : limy 00 7 (w) = co}. Nous avons alors P(B) = 1, et donc P(4’) = 1,
ou A" := AN B. Si w appartient & A’, définissons Y;(w) comme suit: il existe n tel que
t < 72(w). Posons Y(w) := Y, +(w). Remarquons que cette définition ne dépend pas

du n choisi tel que ¢ < 7(w). En effet, si t < 7 (w), et par exemple n < m, alors
$
Yoi(w) =Y (w) =Y, o) = Y (w).

Le processus Y est donc bien défini sur A’. Définissons alors Y;(w) :=0siw ¢ A’. Le
processus Y obtenu est donc continu, et siw € A’ nous avons Y;, ;(w) = Yy(w) sit < 9 (w) et
sit > 7(w), Yau(w) =Y, o 0 @) =Yoo,
Aussi Yw: Yi(w) = limy, 00 14V, ¢(w). Puisque la filtration {F;} est complete et

qur P(A") =1, 14Y,; est Fr-mesurable et en passant a la limité, Y; P'est aussi: Y est

6
(w). Nous venons de montrer que Y, =Y, ;1 /.
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¢ ¢
adapté & {F;}. De plus, la relation Y," =Y}, ;14 implique que Y,,; = Y;" P-ps. Ainsi
modif.

o . . -
Y, = Y™. Puisque Y, € M2, cette relation indique que Y € M!¢. Nous définissons enfin

dif
J(¢) comme la classe d’équivalence sur Mto¢ pour = qui contient Y. Nous avons alors
¢ —
¥ I = 1(615,).
modif __¢

Il nous reste & montrer l'unicité de J(¢): soit Z € M!° tel que Vn : Y, = Z™,

¢modif_ = modif __¢ . . . . modif
alors Vn: Y™ =Y, = Z™. Puisque T;f /" o0, cela implique clairement que Y = Z. B

Remarque 4.31 Montrez que l’application J:Hé"c—>]\/[_l°c:¢—> J(¢) est linéaire.
Montrez également que si ¢ € H3, alors J(¢) = I(¢).

Définition 4.32 J(¢) est l'intégrale de Ité du processus ¢ € Héoc. Nous adopterons les
notations intégrales: J(¢); = fot ¢sdBs et J(p) = [, ¢sdBs.

Exercice 4.33 Nous avons défini Uapplication J : Héoc — M comme lintégrale par
rapport & un mouvement brownien donné B quelconque. Si B et B? sont deux mouvements
browniens indépendants, nous savons que B® := %(B1 + B?) est encore un mouvement
brownien. A chacun de ces mouvements browniens correspond donc une application J :
Héoc — M'o¢ différente que nous noterons respectivement Jy, Jo et J3. Montrez que J3(¢) =

%(Jl(qﬁ) + J2(¢)). En notation intégrale, cela revient ¢ montrer que

' 3 1 [ 1 ‘ 2
/qutdBt = ﬂ(/o prdBy —{—/0 ¢dBy).

4.3 Les semi-martingales et leurs crochets:

Définition 4.34 On définit H\°° comme I’ensemble des processus progressivement mesurables
¢ pour tout T' < oo tels que

T
/ |ps|ds < oo P-ps.
0

H{"C est le quotient de Hlloc par la relation d’égalité P ® \-pp, ou A est la mesure de
Lebesgue sur [0, 0o].

Définition 4.35 Un processus X adapté a Fi est une semi-martingale si 3Xo € L'(Fp),
a € HY® et b € HI tels que:

X:X0+/ anBS—i-/ by ds. (3)
0 0

Plus généralement, si Bl ---  B™ sont des {F;}-mouvements browniens indépendants, si
Xo € LY(Fy), a',--- ,a" € Hé"c etb e H{OC, alors nous considérerons également que le

57



processus X suivant est une semi-martingale

X=Xo+)»_ /0 a'dB! + /0 byds (4)
=1

Remarque 4.36 On définit habituellement une semi martingale comme la somme M + A
d’une martingale locale M et d’un processus A adapté a 1-variation finie sur tout in-
tervalle borné. Notre définition est plus restrictive puisqu’elle impose l’existence d’une
représentation intégrale des processus M et A.

Théoréme 4.37 Si le processus X est une semi-martingale, alors la décomposition (3) est
unique.

Preuve: Par linéarité des intégrales, montrer I'unicité de la représentation (3), revient a
montrer que, si o € HI et 3 € HI vérifient

/ a,dBs = / Bsds,
0 0
alors a = 3 =0.

Posons M = fo asdBg, et définissons:

¢
Tn =inf{t:|M] >n ou/ Bs|ds > n}.
0
Montrons d’abord que le processus que M™ est identiquement nulle: soit t1,...,t, tels que

0=t <ty <..<t,=t Alors, puisque par I'exercice 4.27, M™ est une martingale, nous
avons:

E[(M{")’] = ZE (M[7)? = (M[)?)

— ZE (M — M[™)?]

< E[max\MT" — MY M - M|

tit1 tit1

tit1
= Blmax M5, M1 01 [ Bl
i i

IN

t+1

t
Flmax | M7, M;;|-/ 4]ds]
0
< n- E[maX\MTn = M.

t+1

Puisque M ™ est continue, ses trajectoires sont uniformément continues sur [0, ]

et donc max; |M" — M/"[ — 0 P-pp lorsque max; [tj41 — t;| — 0. Puisque [M[" [ <
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n, par définition de 7,, il suit du théoréeme de la convergence dominée de Lebesgue que

Emax; |[M;" — M;"|] =0
A J
Ainsi, Vt nous avons obtenu
E[(M{")*] =0
et donc M est donc identiquement nulle. Puisque 7,, /" 0o P-pp, 0 = M;™ "% M,. P-ps.
Ceci implique que M est identiquement nul, et donc « et 3 sont nuls. [ |

Le lemme qui suit esr en fait une conséquence de la preuve ci-dessus. Il est utile de
la retenir.

Proposition 4.38 Si M est une martingales local continu a variation bornée, alors My =0
pour tout t.

Le résultat suivant généralise le théoreme sur la convergence de la variation quadra-
tique du mouvement brownien (Ch. 2). Soit A = {t1,...,t,} avec 0 =ty < to < ... < t, =
T, une partition de 'intervalle [0,77]. Si X est un processus, nous définissons

n—1

Z(Xti+1 - Xti)Q'

1=0

TA(X) :

Nous allons traiter d’abord le cas de 'espace Haz.

Théoréme 4.39 Sia € H? et

X = /'asst,
0

T
T%(X)H/ ads
0

alors pour tout T'> 0 on a

en L' lorsque |A| — 0

Preuve: Observons d’abord que si le processus a est dans Esc, le résultat est une
conséquence de la propriété de variation quadratique du mouvement brownien. En effet,
pour tout intervalle de type ]a,b] ou u prend la valeur constante ¢, on a une contribution

du type
02 Z (Btj_"_1 — Btj)z

a<t;_1<t;<b

qui converge vers ¢?(b — a).
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Considérons maintenant a € H3. Par le théoreme de densité de Esc dans H3, il
existe une suite a* de Esc telle que
T 2
lim E ‘at—af’ dt = 0.

k—oo 0

On peut supposer que le processus a® est constant sur [tj,tj+1), sinon il suffit d’inclure les
points de la partition associés & a* dans les tj.
On aura, en posant X[ = fg a¥dBy

E (‘TA(X) — /Ot a’ds

> < E(TAX) - TA(X9)
v (|30 - [ by

+E ( /Ot(a’;ﬁds—/ot(as)?ds ) :

On peut borner le premier terme en utilisant l'inégalité de Schwartz et l'isométrie de
I'intégrale stochastique

E(TA(X)-T2X")) = E zn: (/tt] (as—i-a’;)dBS) (/ttf (as _af)dBS>

j=1

< (E(TA(X + X’“)); (E(TA(X - X’“));

E (/Ot(as + a';)2d5> ' (/Ot(as _ al;;)st);

Observons que la borne obtenue ne dépend pas de n et converge quand & — oo. Donc, pour

e > 0 fixé,
E < TA(X) — /Ot a2ds ) <e+E (‘TA(X’“) - /Ot(a’;)st ) .

Il suffit maintenant de prendre la limite lorsque la norme de la division tend vers 0. |

Nous présentons également un cas plus général avec une preuve un peu différente.

Théoréme 4.40 Si a € HY® et X = [;asdBs, alors T2(X) — fOT a’ds en probabilité
lorsque |A| — 0

Preuve: Soit a € Hé"c et X = fo asdBs. Posons

t
Tp :=inf{t : | X¢| > n ou / a2ds > n},
0
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n = L@ et Xn i= [;ansdBs. 1l suit de la définition de [;asdBs que X,, = X™,
et nous avons aussi fOT aiysds f T AT a2ds, de sorte que sur {7, > T}, pour tout A,

T2(X,) = TA(X) et fOT ap (ds = fo a2ds. Tl nous suffit donc d’établir le résultat pour les
processus a € H2 tels que |X | et fooo a2ds soient bornés: le résultat sera vrai pour a, et

donc, V6 > 0, P(|IT*(X f 2ds| > &) est borné par

T
P(r, <T)+ P{m >T}nN {|TA(X) —/ a§d8| > 0}).
0

P(r, < T) est aussi petit que l'on désire en prenant n suffisemment grand et P({r, >
Ty N{|TA(X) — fOT a2ds| > 0}) est égal &

T
P({rn > T} N {|T2(X,) / a2 ,ds| > 6}).
0
Ce dernier terme est aussi petit que 1’on désire en prenant |A| suffisemment petit.

Supposons donc que a € H2 est tel que | X| et fooo ads soient bornés par M. Notons
AX; = Xy, — Xy, et calculons E[(AX;)?|F,]: Si A € F,, il suit de Pexercice 4.19 que

1AAXi = ]—A/ 1[ti,ti+1[(8)asst = / 1A1[ti,ti+1[(3)anBS'
0 0

Aussi:
Bla(AX:)?] = Bl(1aAX)*) = I(1aly,y,,,a)]72
tit1
= atgly = Bl [ atas
tit1
— BB adsiF)
t;
Ceci étant vrai pour tout A € F;,, nous avons montré que
tit1
BAXPIF) = B[ ddslF),
t;
Ainsi, si I'on pose Vg := 0 et Vi1 := Vi+(AX;)? ftl“ aZds, V est une {F, }izo
martingale et V,, = T2(X) — fOT a?ds. Des lors:
T n—1
BT ~ [ abdo?) = BV =Y El(Vir — V)
0 i=0
n—1 n—1
= Y E[(AX)? - E[(AX:)*|F))?) < Y E[(AX)Y], (5)
i=0 i=0



car, en posant S := (AX;)?, on a:
B[S?] = E[(S - E[S|F.])’] + EI(E[S|F.])’] = BI(S — BIS|F,))?).

Remarquons ensuite que

n—1
E[) (AXy)'] < E[AX? - T2(X)] < VE[AX]] -/ E(TA(X))?,
=0

ou AX, := max;(AX;). Puisque X est un processus continu, AX, tend P-pp vers 0 lorsque
|A| — 0, et par ailleurs AX, est borné par 2M, puisque X est borné par M. Partant

V E[AX?] tend vers 0.

Nous allons montrer maitenant que E[(T2(X))?] est borné. Nous aurons ainsi
démontré la convergence L? de T2 (X) vers fOT aZds, et donc la convergence en probabilité.
En utilisant I'inégalité (5), le fait que X est une martingale bornée par M et que fooo alds <
M, on trouve

T T
T30l < 17200 ~ [ addslpe+ [ adsle
0 0
n—1
< L\ ED (AX)Y+ M
1=0
n—1
< (| 2M)2E]) (AX)2 + M
=0
= /2M)?2E[X2]+ M
= 2M*+ M.

Définition 4.41 Un processus A continu tel que pour tout T': TA(X) converge en proba-
bilité vers Arp lorsque le diameétre |A| de la partition de [0,T) tend vers 0 s’appelle crochet
de X et se note, (X, X) = A.

Remarque 4.42 Le théoréme précédent nous indique que si X = fo asdBs ot a € Hé"c,

alors (X, X); = fg alds.

Définition 4.43 (Crochet croisé) Si X et Y sont deuz processus, on note

n—1

TA(Xv Y) = Z(Xti+1 - th‘) ) (Ytiﬂ - Y;fz)
i=1

Un processus A limite en probabilité des TA(X, Y') s’appelle crochet croisé de X et'Y et se
note (X,Y).
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L’exercice qui suit donnera le crochet d’une semimartingale ainsi que le crochet
croisé d’une martingale est d’un processus a variation bornée (absolument continu)

Exercice 4.44 1) Montrez que siY = [;bsds ot b € Hl¢, alors (Y,Y) = 0.

2) 8i X = [;asdBs ot a € HY®, montrez que T®(X,Y) — 0 en probabilité. (i.e.
(X,Y)=0).

3) 8 X =Xo+ fo a;dBy + fo bidt est une semi-martingale, montrez que (X, X); =
fg alds.

4) Montrez que (X,Y) = 2((X+Y,X+Y)+(X —Y,X —Y)) et calculez le crochet
croisé (X,Y) de deux semi-martingales X = Xo+ [;aidB; + [;bydt et Y = Yo+ [ a;dB; +
Jo bidt.

5) Supposons que By et By soient deux {F;}-mouvements browniens indépendants.
Calculez (By + By, B1 + B2), (B1 — Ba, By — Ba) et finalement montrez que (By, Ba) = 0.

Exercice 4.45 L’objet de cet exercice est de montrer que si B! et B? sont des mouvements
browniens indépendents, si a',a® € HY® et Xt := fo atdB{, alors (X', X?) = 0.

1) Montrez que pour démontrer cette affirmation, il suffit de la prouver pour des
processus a' tels que X' et fd(ai)st soient bornés par une constante M. Nous supposerons
donc que ces hypothéses sont vérifices dans la suite de [’exercice.

2) Soit S > T et A € Fr, et considérons l'application

S S
F:H? x H? — R, (u,v) — F(u,v) := E[lA/ usdB} / v;dB?).
T T

Montrer que F' est bilinéaire et continue:
1P (u,0)] < gz - ol gz

3) Montrez que siu = ¢Ly o1, v = P1la o[, avec th <2, ¢ € L2(Fp), s1 < sg et
Y € L?(Fy), alors F(u,v) = 0.

Concluez que Yu,v € H3 : F(u,v) = 0.

4) Montrez que le processus Z; = X} -Xt2 est une martingale.

5) Soit A une partition de [0,T]. Nous reprenons les notations de l’exercice précédent
et du théoréme 4.40. Montrez que

2(AZ)% < (AXH* + (AX?)*

6) Montrez que E[(T®(X',X?))?] = E[X'-(AZ)?. En utilisant la fin de la
prewve du théoréme 4.40, montrez que T™ (X', X?) — 0 dans L? lorsque |A| tend vers 0.

7) En utilisant les résultats de cet exercice et du précédent, calculez le crochet (X, X))
de la semi-martingale générale définie a la définition 4.35 formule (4).
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5 Formule de changement de variable (formule d’It6)

L’intégrale stochastique par rapport a une semimartingale sera définie de la maniere suiv-
ante.

Définition 5.1 Si v; est progressivement mesurable, on convient alors d’écrire
/ Utht = / (A CLtdBt —|—/ V¢ - btdt.
0 0 0

Voici une premiere étape vers I’obtention de la formule d’It6.

Exercice 5.2 57 X = Xy + fo ardB; + fo bidt est une semi-martingale alors pour tout t:

t t
X2 P':Z”’XOQJF/ 2Xsts—|—/ d(X, X)s
0 0

En particulier, les processus se situant de part et d’autre de l’égalité sont indistinguables.

Preuve: Comme pour la démonstration précédente, par arrét a des temps 7, appropriés, il
suffit de démontrer le corollaire pour des processus tels que X, fooo aZds et fooo |bs|ds soient
bornés.

Fixons T et remarquons que si A est une partition de [0, 7], alors:

n—1 n—1
X} o= XG+)(XE - XP)=X3+) ((Xy, +AX)? — X7)

=0 =0
n—1 n—1
= X§+2) X, AXi+ ) (AX;)?
=0 i=0
n—l tit1 n—l i1
= X2 +22Xti/ asd B, +2ZX“/ beds + T2 (X)
i=0 i i=0 ti

Utilisant le fait que X est borné et continu, il est aisé de remarquer que le processus

n—1
st = Z Xtil[titi+l[(s)as
=0

converge vers Xgas dans H2 lorsque |A| — 0. La premiére somme convergera donc dans L?
vers 2 fOT XsasdBg et donc aussi en probabilité. Par un raisonnement analogue la deuxieme
somme convergera vers 2 fOT X,bsds en probabilité. Enfin T2(X) converge en probabilité
vers (X, X) par définition du crochet de X. La premiere assertion est donc démontrée.
Les processus d’une part et de 'autre part de I’égalité sont continus. Nous venons
de démontrer qu’ils sont des modifications I'un de I'autre. Ils sont donc indistinguables,
comme il ressort de ’exercice 1.40, Ch. 3. |
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Exercice 5.3 5i X et Y sont deur semi-martingales, montrez que
t t t
XtYe =X0Y0+/ Xdes+/ YSdXs—l—/ d(X,Y)s.
0 0 0

Preuve: On sait que X;Y; = %[(Xt +Y;)? — (X; — Y)?]. 1l suffit d’appliquer le résultat
précédent aux martingales X +Y et X — Y. |

Le dernier exercice montre que le produit de deux semi-martingales est encore une
semi-martingale. Le théoréme suivant montre qu’enfait une fonction réguliere d’une semi-
martingale en est encore une:

Théoréme 5.4 (Formule d’Ité) Si X est une semimartingale de la forme (3) et f : R — R
une fonction de classe C%, alors

f(Xy) = f(Xo) + /f s)asdB, +/f s)bsds + = /f” Yatds (6)

ou, autrement dit

f(Xy) = f(Xo) + /f $)dXs + = /f” X)s.

Preuve: Nous allons donner les idées de la démonstration dans le cas particulier b = 0.

Par un argument de localisation, on peut supposer que f, f’, f” sont bornées. En
effet, pour tout n > 1, on pose

t t
T,, = inf{t > 0; ]XOH—]/ asst]—H/ a?ds| > n} An.
0 0

Il est clair que T, est un temps d’arrét tel que T;, /" co. Considérons la semimartingale
Xiat,- Alors
| XiaT,| <n

pour tout n > 1 et tout ¢ > 0. II suffit de prouver (6) pour X7, a la place de X; (car
apres on prend la limite quand n — 00). De cette fagon, tout se réduit a prouver (6) pour
X tel que

t
’/ asst’ + |Xt| <c
0

et dans ce cas il y a que les valeurs de f, f', f sur le compact [0, t] x B(0, ¢) qui interviennent.
Donc f, f', f” peuvent étre supposées continues & support compact, donc bornées.

D’une autre part, en approximant a par une suite de processus bornés de Esc telle

t
P </ (as — a™)*ds > 5) —n—00 0
0
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pour tout € > 0, il suffit de prouver (6) pour un processus a escalier borné.

Considérons t; = % On peut supposer par un argument standard que le processus
a est constant sur [tj,t;41), sinon il suffit d’inclure les points de la partition associés a a
dans les ¢;.

La formule de Taylor d’ordre 2 nous donne

f(Xy) = f(Xo) +Z f(Xy) — th,l))
_ X0+Zf Xo, )AX; + 5 Zf” X;)? (7)

ou AXJ = Xt Xt] 1
La premieére somme & droite de (7) converge dans L? vers fg 1 (Xs)asdBs. En effet

et Xj est un point situé entre thf1 et th.

2

E Zf (X, )AX; — /f s)asdBy

1 /.jl(f%th_l)—f’(Xs)>2a§ds

=1 ti-

[s—r|<t/n

< KQtE< sup (f'(Xr)—f'(Xs))Q)

en assumant que a est majoré par la constante K. Cela converge vers zero car f(X;) est
continu est borné.

La deuxiéme somme & droite de (7) converge dans L? vers

1 t
! / £7(X,)ads
2 Jo

3 P / F(X,)a2ds

car

IN

Z(f”(ff‘) - (X ))(AXj) +

tj

Z / (X, ) — /(X)) a2ds

= ap +a2+a3.
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Les termes a; et as se traitent par les majorations

n

ar < sup  (f'(Xp) = f1(X))P Y (AX)?

[r—s|<t/n j=1

et

i< s (706) - PO [ aas
[r—s|<t/n 0

donc ils convergent vers zero.
Voyons le terme as. Notons ¢; la valeur du processus escalier a sur [t;_1,t;[. Comme
AX; = ¢;AB; et en posant .
dj == ¢ f"(Xy;_,)

on obtient en utilisant I'indépendance des acroissements du brown ien et en notant At; =
tj — tj_l

2

A
S

St
IN

E Zdj ((AB;))* — Aty)
j=1

- Jzn;E (@ ((aBy)? - aty)”)

- Zn: EdZE ((AB;)? — At;)?
j=1

= iEd?E ((AB))! = 2(AB;)*At; + (At))?)
j=1

- 2 &
- 221Ed§(mj)2 <= ZlEd§(Atj) oo 0.
Jj= =

Remarque 5.5 Parfois on utilise la relation différentielle
1
df(Xy) = f(Xp)d X + §f”(Xt)d<X7X>t

2

Exercice 5.6 Comparer la formule d’Ité pour f(x) = x* avec celle donne par l'ezercice

5.2.
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Théoréme 5.7 (Formule d’Ité pour des fonctions qui dépendent de temps) Soit f = f(t, x)
une fonction de classe C1% et soit Y, = f(t, Xy) si X est une semimartingale de la forme
(3). Alors

to ty
FY) = £(0,X0) + /0 O (s, X.)ds + /0 % (s, X.)audB,

taf 1 tan
f(S,Xs)bst"i‘i 0 W

wr (s, Xs)a’ds.

On présente la version multidimensionnelle de la formule d’It6 ainsi que le schéma
de la preuve.

Théoréme 5.8 (Formule d’Ité multi-dimensionnelle) Si f : RY — IR est C?, si

Xj:Xg+Z/0'a’;yde§+/o'bgds
k

sont des semi-martingales et si X = (X1 - X%, alors:
t d of
[(Xe) = f(Xo)+ ; jz_:lawj(xs)ng
) > (xa, X7, (8)
2 Jo O0xj0x

),

Preuve: Par la technique d’arrét des démonstrations précédentes, il suffit de démontrer le
résultat pour les semi-martingales X & valeurs dans un ensemble compact K de IR?. Soit
V la classe des fonctions f : K — IR vérifiant le théoreme.

Les fonctions constantes ainsi que les fonctons

gjx:(x 7axd)_>gj(x) :ZE]

sont dans V.

Par linéarité en f de la formule (8), si f et g sont dans V et o, § € IR alors clairement
af +BgeV.

Montrons que si f et g sont dans V alors h := f-g Uest également. Soit F} := f(Xy),
Gt = g(Xt), H; == g(X}), Par d’exercice 5.3, nous avons:

dHy = F1dGy + GydF; + d(F, G),
Puisque f et g sont dans V, on trouve:
dFy = 32,0, f(X2) - dX] + 532, 50 05 F(Xy) - d(Xf,X{')t
dGy =30, 0;9(Xe) - dX] + 5325 5 05.5r9(Xe) - d(XI, X7 ),
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Puisque les termes en d(X7, X7'), sont & 1-variation bornée, ils n’interviennent pas dans le
calcul de d(F,G);. On trouve alors:

d(F, Gy = > 0;F(Xi) - Dyrg(Xy) - d(X7, XT),.
7'

Aussi ,
dHy = 3 7,(Gi0; f(Xy) + Fidi9(Xy)) - dX]

_f_% Zj,j’ L{’j' -d<Xj,Xj/>t

ou Lg’gl = (Gt8j,j/f(Xt)+Ft8j,j/g(Xt)+28jf(Xt)-8j/g(Xt)). Puisque 8jh(Xt) = Gtajf(Xt)—F
Fi0;9(Xy) et 05 50(Xy) = L{’jl, on en conclut donc que dH; vérifie bien la formule (8) et
partant h € V.

De ce qui précede, on conclut que V contient tous les polynomes. Soit € > 0. Toute
fonction f € Cy peut étre approximée sur K par un polynome g tel que || f — gljoo,x < €, V5:
10;f = 0jgllce,x < € et V4,5 [|0j 5 f — 0jj9llco,x < €. Puisque la formule (8) est vérifiée
par g, elle sera vérifiée par f par passage a la limite, et le théoréeme est donc démontré. W

5.1 Applications de la formule d’Ito

Les exercices qui suivent constituent quelques applications immédiates de la formule d’Ito.

Exercice 5.9 Montrer que, si B est le mouvement brownien, alors

t -1 t
B! :n/o B 1dB, + "(”2)/0 B %ds.

Exercice 5.10 En utilisant la formule d’It6, montrez que, si B est un mouvement brown-

ien, alors My = exp(aB; — C‘7275) est une martingale locale.

Preuve: Soit f(z) := exp(x) et Xy :== aB;— O‘;t. Puisque X; = fg ochs—l—f(f(—aQ/Q)ds, on
a (X, X) = fg a?ds = o*t. La formule d’It6 nous donne donc, avec f(x) = f'(z) = f(z):

My = f(M)
t 1 t
= 0+ [ X+ [ ),
0 0
t t a2 1 t
= f(0)+/ Msast—/ Msds+/ M,a2ds
0 0 2 2 Jo
t
= 1—1—/ MyadBg
0

Puisque les trajectoires de B et donc de M sont continues, la variable M7 :=
sup{M; : 0 < s < T} est, pour tout 7' < oo, une variable P-pp finie. Puisque fOT M2a?ds <

s
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M}Q -a? - T, le processus Mo appartient & Héoc. Son intégrale fo MsadBs est donc une
martingale locale et il en est alors de méme pour M. |

Définition 5.11 Si X etY sont deux semimartingales, on définit l'intégrale de Stratonovich
de X par rapport a 'Y par

t t
1
/ XsdoY, = / XdYs + 7<X7 Y>t
0 0 2
Exercice 5.12 En déduire de [’exercice 5.3 que
t t
Xth:XOYO—i—/ Xsdo}/'s+/ Y.do X,
0 0

Exercice 5.13 Montrer que

i
L

| =

(Xti+1 + Xti)(Yti-‘-l - Y;fz)

Il
o

7

converge en probabilité vers fg XsdoYs si0=tg<...t, =t est une partition de [0,1].

Exercice 5.14 Soit B', B2, B? trois mouvements browniens indépéndants. Soit f(x1,x2,x3) =
(00 (L ,)?) V2 et 24— f(BY B2, BY).

1) Montrez que Z?:l 0iif(z1,,22,23) = 0, pour tout (z1,x2,x3) # (—1,—1,—1).

2) Soit T, := inf{t : Zy > n}. En utilisant la formule d’Ité, montrez que Z™ est
une martingale positive bornée par n.

3) Montrez que E[Z,,] = 1/v/3. Déduire de cela que

P(7, < o) < 1/(nV/3)

et que T, /' o0 P-ps. Z est donc une martingale locale.
4) Soit op, = inf{t : Z; < 1/m}. En utilisant le corollaire 2.15, montrez que

om < o0 P-ps. Montrez ensuite que o, / oo P-ps.

P-
Montrez que Zr pg, € {1/m,n} P-ps. et que Zr ng, —= Z lorsque m — oco.

Déduizez-en que Zr, =n -1 o0y P-ps.

5) Montrez que Z., g 4 0 lorsque n tend vers l'infini.

6) En utilisant la densité normale, montrez qu’il existe une constante C < oo telle
que V't E[Z}] < C.

7) Si Z était une martingale, nous aurions Z € M2 Montrez qu’en vertu du
corollaire 4.22, Z ne peut donc étre une martingale.

Z est donc une martingale locale bornée en norme L? (donc U.L) qui n’est pas une
martingale.
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