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Exercice. Couple de variables aléatoires

Sujet A

1. La loi marginale de X :
X 0 0.5 1

IPX 0.3 0.4 0.3

La loi marginale de Y :
Y 0 0.5 1

IPY 0.3 0.4 0.3

2. La loi conditionnelle :
X 0 0.5 1

IP(X|Y = 0.5) 1/4 1/2 1/4

3. IE(X) = IE(Y ) = 1
2 × 0.4 + 1× 0.3 = 0.5.

IE(X2) = 1
4 × 0.4 + 1× 0.3 = 0.4, Var (X) = Var (Y ) = 0.4− 0.52 = 0.15.

IE(X|Y = 0.5) = 1
2 ×

1
2 + 1× 1

4 = 0.5.

4.
XY 0 1/4 1/2 1

IPXY 0.5 0.2 0.2 0.1

IE(XY ) = 1
4 × 0.2 + 1

2 × 0.2 + 1× 0.1 = 0.25, Cov (X,Y ) = 0.25− 0.52 = 0.

La matrice de covariance est

(
0.15 0

0 0.15

)
.

X et Y ne sont pas indépendantes car par exemple IP(X = 0, Y = 0) = 0.1, mais IP(X =
0)IP(Y = 0) = 0.3× 0.3 = 0.09.

Sujet B

1. La loi marginale de X :
X 0 1 2

IPX 0.3 0.4 0.3

La loi marginale de Y :
Y 0 1 2

IPY 0.3 0.4 0.3

2. La loi conditionnelle :
Y 0 1 2

IP(Y |X = 0) 1/3 1/3 1/3

3. IE(X) = IE(Y ) = 1× 0.4 + 2× 0.3 = 1.
IE(Y 2) = 1× 0.4 + 4× 0.3 = 1.6, Var (X) = Var (Y ) = 1.6− 12 = 0.6.
IE(Y |X = 0) = 1× 1

3 + 2× 1
3 = 1.

4.
XY 0 1 2 4

IPXY 0.5 0.2 0.2 0.1

1



IE(XY ) = 1× 0.2 + 2× 0.2 + 4× 0.1 = 1, Cov (X,Y ) = 1− 12 = 0.

La matrice de covariance est

(
0.6 0
0 0.6

)
.

X et Y ne sont pas indépendantes car par exemple IP(X = 0, Y = 0) = 0.1, mais IP(X =
0)IP(Y = 0) = 0.3× 0.3 = 0.09.

Exercice. Châıne de Markov

Sujet A

1. Comme Xn+1 ne dépend que de Xn et en, on a IP(Xn+1|Xn, . . . , X1) = IP(Xn+1|Xn), donc
c’est une châıne de Markov.

2. Les états possibles sont −1, 0, 1. Ils sont tous récurrents.

3. Matrice de transition : M =

 1/4 0 1/4
3/4 3/4 3/4
0 1/4 0

.

4. µ = (1/16, 3/4, 3/16)T .

Sujet B

1. Comme Xn+1 ne dépend que de Xn et en, on a IP(Xn+1|Xn, . . . , X1) = IP(Xn+1|Xn), donc
c’est une châıne de Markov.

2. Les états possibles sont −1, 0, 1. Ils sont tous récurrents.

3. Matrice de transition : M =

 2/3 0 2/3
1/3 1/3 1/3
0 2/3 0

.

4. µ = (4/9, 1/3, 2/9)T .

Exercice. Couple d’entiers

Sujet A

1. On a

∑
k∈N∗

∑
n∈N

IP(X = k, Y = n) =

9∑
k=1

k∑
n=0

αn(1− α)k−nk!

n!(k − n)!C
=

9∑
k=1

1

C

k∑
n=0

Cnkα
n(1−α)k−n =

9∑
k=1

1

C
=

9

C
= 1

donc C = 9.

2. D’après la loi jointe on a X ∈ {1, . . . , 9}. On a

IP(X = k) =
∑
n∈N

IP(X = k, Y = n) =
k∑

n=0

αn(1− α)k−nk!

n!(k − n)!C
=

1

C
=

1

9
.

La loi de X est donc uniforme de paramètre 9.

2



3. IP(Y = 9) =
∑

k∈N∗ IP(X = k, Y = 9) = IP(X = 9, Y = 9) = α9

C = α9

9 .

4. X et Y ne sont pas indépendantes car par exemple IP(X = 1, Y = 9) = 0, mais IP(X =

1)IP(Y = 9) = 1
9 ×

α9

9 6= 0.

Sujet B

1. On a

∑
k∈N∗

∑
n∈N

IP(X = k, Y = n) =

8∑
k=1

k∑
n=0

(1− α)nαk−nk!

n!(k − n)!C
=

8∑
k=1

1

C

k∑
n=0

Cnk (1−α)nαk−n =

8∑
k=1

1

C
=

8

C
= 1

donc C = 8.

2. D’après la loi jointe on a X ∈ {1, . . . , 8}. On a

IP(X = k) =
∑
n∈N

IP(X = k, Y = n) =

k∑
n=0

(1− α)nαk−nk!

n!(k − n)!C
=

1

C
=

1

8
.

La loi de X est donc uniforme de paramètre 8.

3. IP(Y = 8) =
∑

k∈N∗ IP(X = k, Y = 8) = IP(X = 8, Y = 8) = (1−α)8
C = (1−α)8

8 .

4. X et Y ne sont pas indépendantes car par exemple IP(X = 1, Y = 8) = 0, mais IP(X =

1)IP(Y = 8) = 1
8 ×

(1−α)8
8 6= 0.
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