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Exercice 1

1. La vraisemblance de la réalisation est L(6) = (m)"/2 exp(—m Yoy (@i —

6)?). Pour déterminer le maximum de vraisemblance, on passe de la vraisemblance & la

fonction de log-vraisemblance H(0) = log L(0) = —5 log(270(1—6))— Wl—a) S (z—0)?

et on cherche & maximiser la fonction H(#). On a

o n1-20 1120 (-0 Y(wi—6)
O =550 2 wi-02 T ei-0 "

En simplifiant I'équation H’(#) = 0, nous avons —2n#> + 1602 + c26 + c3 = 0 ol ¢y, co et
c3 sont réels. Puisque le coefficient du terme 63 est —2n qui est non nul, la détermination
du maximum de vraisemblance se raméne a la solution d’une équation du 3éme degré.

2. T,, et U, sont sans biais parce que IE(T,,) = E(X;) = 0 et IE(U,) = E(X?) =
Var (X;) + (IE(X;))? = 0 — 02 + 02 = 0. De plus on a [E(X?) = § < oo et [E(X}) =
0% +6020(1 — 0) + 360%(1 — 0)? = —20* + 36? < co. D’aprés la loi des grands nombres, on a
T,=iyx, 2 0et U, =Ly x2 Iy,

2 4y 212

RQM(Un) — Var (Un) — Varn(Xi) — E(X}) fzIE(XZ )) — —2944—392—92 — —29‘;—&-202_

Supposons que RQM (T,,) > RQM (U,), on a alors 202 + 20 — 1 < 0 qui donne 6 €
|2, =

. En considérant que 0 €]0, 1], on obtient les résultats suivants

—1++3

RQM(Ty) > RQM(Uy) si 0 €)0, ——

RQOM(T,) < RQM (U,) si 0 €] 5

292(1—02)) U,—0
n

NeEE) suilt

la loi gaussienne de moyenne 0 et de variance 1. On a donc ]P(% < 1.64) =0.9.

4. D’apreés les calculs précédents, on a U, ~ N (6, . La variable

—1+v3

[.



L’intervalle de confiance a 90% pour 6 est [U,, — 1.644/ w, U, + 1.644/ w} =
2x0.52x0.75 2x0.52x0.75
[0.5 — 164,/ 2X052x0T5 5 4 1 64, /2x052x0.75]

5. Pour T}, la région de rejet est W =] —o00, 6y —1.96 M[ UJ6p+1.964/ M , 00/
Pour U, la région de rejet est W =] —o0, 6p—1.96 M[U]QO—H.% M, o0l.

n

Exercice 2

1. On remarque que IP(X,,+1|Xp, ..., Xo) = IP(X,,+1]|X,) la suite vérifie bien la pro-
priété de Markov. Il s’agit bien d’une chaine de Markov.

2. Les états possibles sont 0, 1 et 2. On remarque que si X,, = 0 alors X,, peut mener
aux états 0 et 1, si X;, = 1 alors X,, peut mener aux états 0 et 1 et si X,, = 2 alors X,
peut mener aux états 1 et 2. On en déduit que les points 0 et 1 sont récurrents mais pas
I’état 2.

3. En notant les états 0, 1 et 2 par Ey, Fy et E3, avec les conventions de notation du
cours, la matrice de transition de la chaine de Markov sera

2/3 2/3 0
M= 1/3 1/3 2/3
0o 0 1/3

Exercice 3
1. Le support de X est Qx = {0,1} et donc la loi de X est donnée par IP(X = 0) =
S B = R (D - R () =1-1/5 = 4/5 et P(X = 1) = 3%, = 1/5. Le
support de Y est 0y = ]N et donc la loi de Y est donnée par IP(Y = k) =P(X =0,Y =
kE)+P(X =1Y =k) = k pour tout £ € IN*. X et Y ne sont pas indépendantes.
2. On a IE( ) =1/5, ]E(Xz) =1/5 et Var (X) = 4/25.
3. P(X=Y)=P(X=1Y=1)=1/6.
4. Le support de Z est 27 = IN*. Il y a une seule possibilité pour que Z = 1, c’est
=0et Y =1 Donc P(Z =1) = P(X =0,Y =1) = 1/3. Pour z > 2, on a
(Z=2)=P(X=0Y=2)+P(X=1Y=z-1)=3"14 L =345
5. Le support de W est Qp = IN. Il y a une seule possibilité pour que W = 0, c’est
=1letY =1 Donc P(W =0) =P(X =1,Y =1) = 1/6. Pour w > 1, on a
W=w)=P(X=0Y=w)+P(X =1Y =w+1) =3 + o = &35
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