Solutions TD

1. Génotype

X; ~ Bin(5,1/4), i=1,2,3,4.

IP(Xy =0, X3 =0) = IP(Xo+X3 =0) = (1/2)5, puisque Xz et X3 ne sont pas indépendantes

et Xo + X3 ~ Bin(5,1/2).

2. Couple

1

X : nombre de garcons d’une famille ayant n enfants au total

X ~ Bin(n,1/2)

On déduitde P(1 < X <n—1)=1—-(1/2)"—(1/2)" > 90%, le nombre minimum d’enfants

est [logy 20] = 5.

3. Une urne

Y\X 1 2 3 | marg. Y
1 0 |1/6 |1/6 1/3
1) La loi du couple et les lois marginales : 2 1/6 | 0 |1/6 1/3
3 1/6 | 1/6 | 0O 1/3
marg. X [ 1/3 | 1/3|1/3
Loi conditionnelle, par exemple : X‘ﬁ;:l 1 132 1?2

Les espérances : IE(X)

EY)=2 EX|Y =1)=5/2, E(X|Y =2) =2, EX|Y =3) =

3/2.
[ 2/3 -—1/3
ov=( 2 oh )
Y\X 1 2 3 | marg. Y
1 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/2
3) La loi du couple et les lois marginales : 2 1/6 | 0 | 1/12 1/4
3 1/6 [1/12] 0 1/4
marg. X | 1/2 | 1/4 | 1/4
X et Y ne sont pas indépendantes.
4) Les espérances : E(X) =E(Y)=1x3+2x 1 +3x1=1
Les variances : IE(X?) =12 x £+ 22 x 1 +32x 1 =18 Var(X) = Var (V)= - (I




XY 1] 2] 3716
P |1/6|1/3]1/3|1/6

5)

E(XY) =1, Cov(X,Y) =4 — (12 = —1L

ol Z=X+V[2[3 4[5
P 1/6 | 1/3 ] 1/3 | 1/6

- G=5x(X+Y)| 10 | 15 | 20 | 25

P 1/6 | 1/3[1/3] 1/6

E(G) = £, Var (G) = 22,
4. Examen

1) Cy/Ciy
2) Cf5C3/Cio
3) C5/Ciy
4)1—C3/Chy

5. Couple d’entiers naturels non nuls

1)b=1-1/a,0<b<1<a.
2)P(X =i)=a"(a—1), P(Y =j) =b"1(1-5), X et Y sont indépendantes.
JP(X =Y) =Lt

—» b .
a =%, si z22>0,

NTP(Z =2)= b_za;b '
a_b’ si z <O.

6. Couple de variables aléatoires discréetes

1) La loi du couple et les lois marginales :

S\N 0 1 2 marg. S
0 /3] »p/3 p*/3 (1+p+p*)/3
1 0 [(1—p)/3[2p(1—p)/3 | (1+p—2p*)/3
2 0 0 (1-p)*/3 (1-p)*/3
marg. N | 1/3 1/3 1/3

Sly=1 0| 1 |2
P pllp|O

2)

C’est la loi Bernoulli (1-p) ou Binomiale (1, 1-p).

Sin=2 | 0 1 2
P | p*|2p(1—p) | (1—p)

C’est la loi Binomiale (2, 1-p).

3) IE(S|N =0) =0, E(S|N =1) =1 — p, E(S|N = 2) = 2(1 — p).



4) IE(S|N =1i) = i(1 — p), car S|n=; ~ Binomiale(i,1 — p).
)/IE(S) =2 E(SIN =)P(N =) = (1-p) >iL iP(N = 1) = (1 -p)E(N) = (1 -p)(n+
1)/2.

5) B(S) = (1 = p)IE(N) = A(1 —p).
7. Couple d’entiers

DIP(X =Fk) =)0 IP(X =k, Y =n) = MNe k!, X ~ Poisson(]\).

2)P(Y =n) =32 P(X =k Y =n) = Ae?a"/nl, Y ~ Poisson(\a). X et Y ne sont
pas indépendantes.

3P(Z=n)=32 P(X =k+tn,Y =k) = \"e A= (1—a)"/n!, Z ~ Poisson(A\(1—a)).

HPY =m|Z =n) =PY =mX =m+n)/IP(Z =n) = N 2a™/m!, Y|z—p ~
Poisson(Aa). Y et Z sont indépendantes.

5) X : le nombre d’enfants d’une famille

Y : le nombre de garcons d’une famille

Z : le nombre de filles d'une famille

a. Avec la modélisation précédente, on a Y|x—, ~ Bin(n,1/2).

b. P(Y = b, X = a) = P(Y = b|X = a)P(X = a) = 22 (WA, (a,b).

c. Z=X-Y




