Exercices sur les vecteurs gaussiens et le Théoréme de Cochran

Exercice 1

Dans cet exercice X, Y et Z sont trois variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi
N(0,1).

1. Quelle est la loi de X2 +Y?27?

2. Quelle est 1a loi de \@ﬁ ?
3. Quelle est la loi de 2%2},2 ?
4. Quelle est la loi de ——2=X___ 7

/(X‘;Y)Q +ZQ '

Exercice 2

Dans cet exercice X = (X1, Xo, X3, X4)7 désigne un vecteur gaussien de moyenne (0,0, 0,0)7
et de matrice de variance-covariance identité.

1. Quelle est la loi de (X; — X2)%/2 + (X1 + X2)2/27

2. Quelle est la loi de gijﬁzgz ?

3. Quel est le projeté orthogonal Pr(X) de X sur 'espace vectoriel engendré par les vecteurs
(1,1,0,0)T et (0,0,1,1)T?

: : Pg(X)|
4. Quelle est la loi de ||Pg(X)||?? Quelle est la loi de % ?

Exercice 3

On considére dans cet exercice un échantillon (Xy,...,X,) de variables aléatoires réelles
indépendantes dans lequel X; suit une loi N (]%,02) avec u et o des paramétres inconnus et
(p1,...,pn) des nombres réels positifs supposés connus. On cherche & construire des estimateurs
de p et o2.

1. On note M = %ZLI p; X;. Montrer que M est un estimateur sans biais de p et calculer
la variance de cet estimateur. Quelle est la loi de M 7

2. On note FE le sous-espace vectoriel de R™ engendré par le vecteur e = (p%’ R pin)’. Calculer
3. On note v le vecteur v = (-, -+, )" Calculer PgL(v).

4. Déduire des questions précédentes et du théoréme de Cochran un estimateur sans biais
de o2 ainsi qu'une méthode permettant de construire un intervalle de confiance a 95% pour o2.
On pourra utiliser que I’espérance d’une loi du x?2 est n. Comment s’écrit 'estimateur lorsque
pL=...=p,=17



