TD 4

Exercice 1
Soit Y qui suit un modéle linéaire non-gaussien, et soit T € R™ un vecteur déterministe.
Montrer que

E(|T - Y|?) = no® +||IT — X0||*.

Exercice 2 Théoréme de Gauss-Markov

On se propose de montrer dans cet exercice que, pour le modeéle linéaire non gaussien, 1’es-
timateur des moindre carrés 0 reste optimal mais maintenant seulement parmi les estimateurs
linéaires sans biais.

L’optimalité veut dire que si § est un autre estimateur linéaire sans biais :

Var (f) — Var (9) est une matrice semi-définie positive,

ou encore, ce qui est équivalent, que pour toute combinaison linéaire C'6 des parameétres ou
C est un vecteur de méme taille que 6, i.e., C € RF+1

Var (C'6) > Var (C'6).

a) Posons AQN = MY ou M est une matrice de taille (k + 1,n). Montrer que M X = I.
b) Ecrire § = TPx)Y, et montrer que M Py = T Px.

c) Montrer que 0 = 0+M Pix)1Y, les deux termes de la somme étant non-corrélés. Conclure.

Exercice 3

Soit 67 et #5 deux paramétres réels inconnus et soit :

Y; un estimateur sans biais de 67 + 05 et de variance o

Y, un estimateur sans biais de 207 — 05 et de variance 402 ;

Y3 un estimateur sans biais de 661 4+ 36, et de variance 902,

les estimateurs Y7, Yo et Y3 étant indépendants. Quels estimateurs de 61 et 0 proposeriez
vous ? (on pourra utiliser 'exercice précédent).
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Exercice 4 Modé¢le passant par origine
Considérons le modéle gaussien

}/;:/BXZ'—’_‘SZH izl)"'?”?

oil g; ~ N(0,0?), ii.d. et X; sont déterministes. Rappelons que la vraisemblance est la densité
des observations Y7,...,Y, vue comme une fonction des paramétres 8 et 2. La densité d’une
variable aléatoire gaussienne N'(u,o?) est

1 (z—p)?

f(l‘) = O'\/%e_ 207



1. Montrer que —2 x log-vraisemblance vaut

1 n
L - 1 2 1 - }/z_ X’L 27
(B,z) = nlog(2m) +n ogz—i-Z;( BX5)

en notant z = o2 pour dériver plus facilement.
2. Montrer que les estimateurs du maximum de vraisemblance de 3 et o2 sont
i XiYi 5 1 -

A _ i - )2

3. Les estimateurs B et o2 sont ils sans biais ? Calculez les variances de B et o2, (Rappel :
IE (x*(n)) = n, Var (x*(n)) = 2n.)
4. On dispose de deux jeux de données suivants.

X|8 11 5 6 4 X |47 43 58 45 36
Y |17 21 10 11 8 Y |95 87 118 89 4

Lequel choisissez vous pour estimer 57 Au moment du recueil de données, que devons nous
faire pour diminuer les variances de 3 et 027



