TD 8

Exercice 1 Estimation de la variance

On considére un modéle linéaire non-gaussien. On veut déterminer I’espérance de 62.
1. Montrer que (n — k)62 = Tr(e’ - Pxjre) ou T'r désigne la trace.

2. En utilisant le fait que Tr(A - B) = Tr(B - A), montrer que

(n — k)E(6%) = Tr(Px.E(e - €)).

3. Conclure.

Exercice 2 Maximum de vraisemblance

On rappelle que, dans le cadre d’un modele statistique paramétrique (c’est-a-dire que la loi
du modéle ne dépend que d’un nombre fini de parameétres), la densité des observations Y1,...,Y,
vue comme une fonction des paramétres est appelée la vraisemblance. L’estimateur du maximum
de vraisemblance de ces paramétres est la valeur des parameétre qui maximise la vraisemblance.

a) Considérons le modéle gaussien
}/Z::U’—i_ﬁXl—'_ela 1::1,...,7’1

et ses paramétres (u, 3,02). Montrer que —2 x log-vraisemblance vaut

1 n
L(p. 3. 2) = nlog(2m) + nlog 2+ >_(¥; — i — BX,)*,
i=1

en notant z = o2 pour dériver plus facilement.

b) Comparer les estimateurs du maximum de vraisemblance avec ceux des moindres carrés
de p et 5.
c) Comparer (au sens de la vitesse de convergence) l'estimateur du maximum de vraisem-

blance de o2 avec 62 défini dans le cours.

Exercice 3 Test du rapport de vraisemblance

On rappelle que dans le cadre de variables aléatoires Y71, ...,Y,, suivant un modéle statistique
admettant une densité, la statistique U du rapport de vraisemblance est le rapport entre le
maximum (en les paramétres) de la vraisemblance sous ’hypothése Hy et le maximum (en les
paramétres) de la vraisemblance sous 'hypothése Hj. La région de rejet du test est du type
U < )\, avec A € IR dépendant du niveau du test.

a) On considere le test du rapport de vraisemblance de Hy : 8 = 0 contre Hy : 8 # 0 dans le
cadre du modéle gaussien de ’exercice 1. Montrer que si I’'on pose

n
SC =Y (Vi — i — BX;)?,
i=1
alors le maximum sous H; de la log-vraisemblance vaut

1 SC
—§(n log(27) + nlog(T) +n).



b) Montrer un résultat équivalent sous Hy en posant
~ n —
SC:=> (Y;-Y)~
i=1

c¢) Donner Pexpression de log(U) et comparer avec les tests de Student et Fisher.



