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compact . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.2.3 Fonctions presque-périodiques avec un ensemble de paramètres
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sur le tore . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.3 Construction d’espaces du type de Sobolev . . . . . . . . . . . . . 40

2.3.1 Construction et premières propriétés de l’espace
H1
ω(Tm,E) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
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Hp
ω(Tm,RN) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

2.9 Théorie des traces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

2.9.1 Description de la frontière de Qm . . . . . . . . . . . . . . 65
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3.1.2 Une seconde démonstration . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
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Introduction

Le but de cette thèse est de contribuer à l’étude du Contrôle Optimal des phénomènes
oscillants. Il s’agit d’un domaine encore peu exploré, seuls les problèmes de
Contrôle Optimal Périodique ayant déjà été largement étudiés. On se limitera
dans ce travail à des problèmes presque-périodiques (superposition de phénomènes
périodiques) qui sont à la fois une extension naturelle des phénomènes périodiques
pour lesquels on a très peu de résultats, sans être l’extension la plus générale
possible pour laquelle d’une part on n’obtiendrait pas nécessairement autant de
résultats et d’autre part certaines extensions pourraient manquer d’interprêtation
du point de vue des applications. C’est pourquoi il nous est apparu opportun
dans ce travail de se limiter aux phénomènes presque-périodiques. En retour
d’ailleurs, l’étude des problèmes de Contrôle presque-périodique peut apporter
des résultats supplémentaires sur les problèmes de Contrôle Périodique, notam-
ment sur l’aspect structurel : c’est dans cet esprit qu’a été rédigée la première
partie du chapitre 6.

Les problèmes de Contrôle presque-périodiques apparaissent naturellement sous
deux aspects. En premier, il y a le Contrôle en moyenne qui existe déjà pour les
phénomènes périodiques en Chimie et Physique, quand on cherche à optimiser un
processus de production, préoccupation non lointaine de celle des économistes !
Si contrôler périodiquement une production est parfois meilleur qu’un contrôle
statique, il se peut qu’un contrôle presque-périodique améliore encore la produc-
tion moyenne... Nous donnerons des cas où cette affirmation est vraie, d’autres
où elle est fausse. Il y a aussi en économie les problèmes de maximisation d’un
critère du type :

J(x, u) :=

∫ +∞

0

e−δtf0(t, x(t), u(t))dt

sous contrainte d’une équation d’évolution, où δ est un réel strictement posi-
tif représentant un facteur de préférence pour le présent ou un taux. De plus
dans certains problèmes, lorsque δ tend vers 0, le couple (x, u) paramétré par
δ tend vers une solution du système hamiltonien obtenu en remplaçant δ par
0. Ce système est aussi celui d’optimalité pour le problème en moyenne. Quel
est le comportement de l’agent économique : raisonne t-il à la Ramsey ou en
moyenne (sachant que la seconde condition est moins restrictive pour la définition
du critère) ? Même si nous n’apportons pas de réponse à cette question, la signaler
permet de voir que les deux problèmes sont en fait bien liés. Le chapitre 7 présente
plusieurs aspects de l’apparition d’oscillations en économie. Les théories des cy-
cles semblent présenter les cycles économiques comme apparaissant en raison de
sommes de termes représentant des tendances multipliés par des termes oscillants
qui sont en fait périodiques ou quasi-périodiques. On présente une version mod-
ifiée du modèle de Tobin dans lequel on autorise certaines variables exogènes à
osciller. On voit alors que les exogènes évoluent comme le produit de leur tendance
usuelle par des termes oscillants. Quand on veut effectuer des calculs sur l’effet
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moyen des oscillations sur les endogènes, l’hypothèse de supposer l’oscillation
presque-périodique du prix apparâıt comme un bon arbitrage entre une hypothèse
trop particulière (par exemple évolution périodique) qui n’aurait aucune raison
économique et une hypothèse trop générale (par exemple évolution dans certains
espaces de Marcinkiewicz) dont l’interprêtation économique semble ardue. Le fait
qu’autour d’une tendance peuvent se superposer des oscillations peut amener dès
le début à supposer l’existence d’oscillations permettant de prendre en compte
une évolution autour d’un terme de tendance. Le choix de supposer cette os-
cillation presque-périodique, outre le problème d’interprêtabilité déjà mentionné
se justifient par des résultats élémentaires sur les systèmes linéaires ou par les
travaux de Maurice Allais ; ces points sont expliqués dans le début du chapitre
7.

Avant ce chapitre 7 tourné vers les motivations économiques, le chapitre 6 s’est at-
taché à étudier des problèmes de Contrôle avec une équation d’évolution linéaire.
Si ce cadre pourrait sembler restrictif, d’une part il est un cadre naturel pour
les aspects structurels des problèmes concaves autonomes (pour lesquels on ob-
tient en gros que les problèmes statiques, périodiques et presque-périodiques
sont équivalents), d’autre part on obtiendra un théorème de condition nécessaire
généralisant celui de Da Prato-Ichikawa où les auteurs supposaient de plus
que l’intégrande du critère était quadratique. Bien entendu, ces chapitres 6 et 7
feront l’objet de prolongements ultérieurs et sont loin d’avoir fait le tour de ces
questions ! Ecrire les conditions nécessaires d’un problème de Contrôle Optimal
aboutit naturellement à un système dynamique. C’est pourquoi le chapitre 5 s’est
attaché à donner des résultats d’existence et de structure pour de tels systèmes,
ainsi qu’un principe variationnel, extension discrète de celui de Joël Blot. Au-
paravant, ce chapitre aura présenté diverses notions de suites p.p. présentes dans
la littérature et les aura comparées. Le chapitre 4 a eu pour objet de traiter au
contraire le cas continu. Il utilise pleinement le formalisme de Percival qui a été
largement présenté dans les chapitres 2 et 3. Dans ce chapitre 4, on présente de
nouvelles notions de solutions faibles, dites solutions variationnelles faibles, et l’on
donne un lien entre ces solutions et les solutions faibles usuelles. On démontre un
théorème d’existence, puis on étudie le problème de la régularisation des solutions
faibles. Auparavant, les chapitres 2 et 3 ont complètement présenté les espaces
issus du formalisme de Percival et adaptés à ceux-ci les résultats habituels. Si
certains résultats s’étendent, ce n’est pas le cas de tous ; par exemple, on ne
dispose pas du théorème de Rellich-Kondrachov dans nos espaces. Les outils de
ces chapitres relèvent de domaines variés : Analyse Fonctionnelle non linéaire,
Analyse Harmonique (y compris sur les groupes), Systèmes Dynamiques, E.D.P.,
distributions, etc... Enfin le chapitre 1, quant à lui, aura pour but essentiel de
fixer les notations et permettre une lecture relativement autonome de ce travail.
Par conséquent, il est composé très essentiellement de rappels. A notre connais-
sance, seuls les théorèmes d’isomorphismes entre espaces de fonctions presque-
périodiques à paramètre et certains espaces de fonctions presque-périodiques à
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valeurs dans un espace fonctionnels sont nouveaux. Ils montrent en particulier
que la condition connue pour être suffisante assurant que les opérateurs de Ne-
mytskii se comportent bien vis-à-vis des espaces de fonctions presque-périodiques
est aussi nécessaire.

Ce travail est composé d’articles en cours, de deux articles acceptés et d’un article
soumis. Plus précisément, une partie des chapitres 2 à 4 est soumise, le chapitre
5 est composé de deux articles à parâıtre, l’un dans le Journal of Difference
Equations and Applications (co-écrit avec J. Blot), l’autre dans Discrete and
Continuous Dynamical Systems. Les chapitres 6 et 7 devraient chacun bientôt
être finalisés en des articles qui seront soumis, quant au reste des chapitres 2 à 4,
ceci représentra un travail de plus long terme.
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Notations

Certaines notations sont valables uniquement à l’intérieur d’une section ou d’une
sous-section : nous ne les définissons pas ici. On trouvera ici les notations utilisées
dans plusieurs parties qui soit sont des notations mathématiques pas toujours bien
fixées par les conventions, soit des notations définies dans cette thèse (auquel cas
on renvoie au paragraphe ou à la page correspondante).

Notations générales.

Soit k ∈ N∗.

• Dans toute la thèse, sauf mention expresse du contraire, on fixe un en-
tier m ≥ 2 et un vecteur ω ∈ Rm dont les composantes sont linéairement
indépendantes sur Z et sont strictement positives.

• Qm est le cube de dimension m : Qm := [−π, π]m

• Tm désigne le tore de dimension m, c’est-à-dire :

Tm := Rm/ (2πZ)m .

• Nk := {1, ..., k}.

• Le corps des scalaires sera toujours K = R ou C.

• Dans le chapitre 5, L désigne une partie non vide de Z satisfaisant :

(t ∈ L)⇒ (t+ 1 ∈ L).

• L’espace d’arrivée sera en général un espace de Banach sur K, noté E, dont
la norme est notée |.|E, son dual E′ et le produit de dualité ·E′×E. Lorsqu’une
structure hilbertienne sera exigée 1, on supposera que E un espace de Hilbert
identifié (sauf mention expresse du contraire) à son dual. On le notera
alors H, sa norme |.|H et son produit scalaire (ou hermitien) ·H. Si aucune
ambiguité n’est possible, les indices pourront être omis.

• Pour x, y dans Kk, on note x ·y et |x| respectivement le produit scalaire (ou
hermitien) usuel de x et y et la norme associée de x, i.e. :

x · y =
k∑
i=1

xiyi et |x| =
√
x · x

En cas d’ambiguité sur k, on pourra noter ·k et |.|k
1en pratique, la structure banachique suffit pour les fonctions Ck(Tm) ou Bohr-presque-

périodiques, et la structure hilbertienne est (quasiment) nécessaire pour les espaces de Lebesgue
ou Sobolev sur le tore, et pour les espaces de Besicovitch et de Blot. Toutefois, dans le second
cas, lorsque la structure de Banach suffit de manière évidente, et nous énoncerons alors les
définitions et résultats avec un Banach comme espace d’arrivée.
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• (k ≥ 2) Pour x = (x1, · · · , xk) ∈ Rk, on note x−j l’élément de Rk−1 défini
par :

x−j = (x1, · · · , xj−1, xj+1, · · · , xk).
Les couples (x−j, xj) et (xj, x−j) désigneront tous deux x.

• τp(u) (u : Rk → E et p ∈ Rk) désigne la fonction définie sur Rk par :

∀x ∈ Rk, τpu(x) := u(x+ p).

Pour les classes de fonctions mesurables, cette définition a encore un sens.

• Si (E, %) est un espace métrique, pour tout x ∈ E et A ⊂ E, lorsque A 6= ∅,
on pose :

d(x,A) = inf
y∈A

%(x, y)

• K(E) (E espace topologique) désigne l’ensemble des compacts de E.

• IntA (A ⊂ E topologique) est l’intérieur de A.

• Si E et F sont deux espaces vectoriels normés (e.v.n.), on note L(E,F )
l’ensemble des applications linéaires continues de E vers F , L(j)(E,F )

l’ensemble des applications j-linéaires continues de E vers F et L(j)
sym(E,F )

le sous-ensemble de L(j)(E,F ) consistant en les applications j-linéaires con-
tinues et symétriques.

• F⊥ (F ⊂ H espace de Hilbert) est l’orthogonal de F dans H.

• Z < u1, · · · , up > (ui ∈ F R-e.v.) désigne suivant S. Lang ([61] p.81), le
Z-module engendré par u1, · · · , up, c’est-à-dire :

Z < u1, · · · , up >:=

{
p∑
j=1

kjuj : (kj)j ∈ Zp
}
.

• eν : Rk → C (ν ∈ Rk –en général k = 1 ou m–), est la fonction définie par :

∀x ∈ Rk, eν(x) := eiν·x.

• χA désigne la fonction caractéristique de A 6= ∅.

• µm est la mesure de Haar du tore Tm, qui est reliée à la trace de la mesure
de Lebesgue λm sur [−π, π]m par la relation, pour tout A borélien :

µm(A) =
λm(A)

(2π)m
.

• SiX et Y sont deux ensembles non vides, on note Y X ou F(X, Y ) l’ensemble
des applications de X dans Y .
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• Pour une fonction mesurable f : X → R, on note sup f le supessf , i.e. le
plus petit α t.q. f ≤ α presque partout.

• Si A, B, C sont des ensembles non vides et si f : A × B → C, on
définit l’opérateur de Nemytskii construit sur f comme étant l’opérateur

Nf : BA → CA défini par :

∀ϕ ∈ BA, Nf (ϕ) := [t 7−→ f(t, ϕ(t))].

• Afin de traiter d’un coup plusieurs situations semblables, on définit des
triplets (A,B, C) et une opération � : A× B → C dans les cas suivants :

1. si (A,B, C) = (K,E,E), x � y := x.y.

2. si (A,B, C) = (E,K,E), x � y := y.x.

3. si (A,B, C) = (E′,E,K), x � y := x ·E′×E y.
4. si (A,B, C) = (E,E′,K), x � y := y ·E′×E x.

Par exemple, sous certaines conditions d’existence, si G est un groupe
topologique abélien localement compact de mesure de Haar µ, pour cer-
taines fonctions f : G → A et g : G → B, on pourra définir la convolution
f ∗ g : G→ C par :

f ∗ g(x) :=

∫
G

f(x− y) � g(y)dµ(y).

Notations définies en cours de thèse.

Espaces fonctionnels

• AP 0(R,E) = AP 0(E) = AP (R,E) = AP (E) espace des fonctions presque-
périodiques R→ E, p. 13.

• AP k(R,E) = AP k(E) espace des fonctions Ck qui sont presque-périodiques
jusqu’à l’ordre k, p. 16.

• AP (L,E) espace des suites p.p., p.112.

• AP (G,E) (G = bR, bZ ou Tm), p. 121.

• APM(Z,E) espace des suites Mauclaire-p.p., p.117.

• APU(R, Q,E) espace des fonctions presque-périodiques uniformément en le
paramètre, p. 19.

• APU(G,P,E) (G = bR, bZ ou Tm), p. 122.

• B2(E), B2(E), B2
ω(E), B2

ω(E) : espaces de Besicovich, par. 1.3.1.
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• Bk,2(E), Bk,2
ω (E) espaces de Blot et ∇ dérivation dans B1,2(E), par. 1.3.2.

• B2(Z,H), p. 115.

• B2
M(Z,H), p. 119.

• Ck
c (Tm,E), Ck

c,ω(Tm,E), Ck(Tm,E), Ck
ω(Tm,E), Lα(Tm,E) : espaces de

fonctions sur le tore, par. 2.2.1

• C0,j(Tm × P,E), p. 89.

• H1
ω(Tm,E), par. 2.3.1.

• Hp
ω(Tm,E) (pour p ≥ 2), par. 2.7

• H1
ω,0(Tm,E), par. 2.3.3.

• H1
ω(IntQm,E), par. 2.6.

• H1
ω,0(IntQm,E), par. 2.6.

• PT (Z,E), p. 114.

• PT (G,E) (G = bR, bZ ou Tm), p. 121.

• QP k(R,E) = QP k(E) (k ≥ 0) et QP (R,E) = QP (E) espace de fonctions
quasi-périodiques R→ E, p. 17.

• QP k
ω (R,E) = QP k

ω (E) (k ≥ 0) et QPω(R,E) = QPω(E) espace de fonc-
tions quasi-périodiques dont le module de fréquences est engendré par les
composantes de ω, p. 18.

• QPUM(R, Q,E), QPUω(R, Q,E) espace de fonctions quasi-périodiques uni-
formément en le paramètre, p. 25.

• QPU0,j
ω (Tm, P,E), p. 89.

• TP (R,C), p. 76.

• TPω(R,C), p. 76.

Normes et produits scalaires

• ‖.‖ = ‖.‖L2(Tm,E), par. 2.2.1.

• ‖.‖H1
ω(Tm,E) = ‖.‖1,ω, norme de H1

ω(Tm,E), par. 2.3.1.

• ‖.‖1,ω,0 norme de H1
ω,0(Tm,E), par. 2.3.3.

• ‖.‖H1
ω(IntQm,E) = ‖.‖ω, norme de H1

ω(Intm,E), par. 2.6.
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• < .; . >H1
ω(Tm,H)=< .; . >1,ω, produit scalaire de H1

ω(Tm,H), par. 2.3.1.

• < .; . >1,ω,0 produit scalaire de H1
ω,0(Tm,H), par. 2.3.3.

• (.; .)H1
ω(IntQm,H) = (.; .)ω, produit scalaire de H1

ω(IntQm,H), par. 2.6.

Divers

Classés selon l’alphabet latin, puis grec, puis un symbole.

• aλ(f) (f ∈ AP 0(E) et λ ∈ R) est le λ-ème coefficient de Fourier-Bohr de f ,
p. 14

• a(u; ν) : coefficient de Fourier de u ∈ L2(Tm,E) d’indice ν, p. 53.

• bZ compactifié de Bohr de Z, p. 116.

• dω, dérivation de Percival pour les fonctions régulières, p. 33.

• fx voir p. 112 et p. 122.

• M{f} =M{f(t)}t (f ∈ AP 0(E)) est la moyenne de f , p. 14.

• M{x} =M{xt}t, p. 114.

• MM{x} =MM{xt}t, p. 118.

• Mod(f) (f ∈ AP 0(E)) est le module des fréquences de f , p. 17.

• Per(F ) est le groupe des périodes d’une fonction F , p. 30.

• Qω voir p. 74 et p. 86.

• αPW ou αPW (m) constante de Poincaré-Wirtinger, p. 50.

• ϕx voir p. 117 et p. 120.

• Λ(f) (f ∈ AP 0(E)) est l’ensemble des fréquences de f , p. 14.

• ∇ω, dérivation dans H1
ω(Tm,E), par. 2.3.1.

• ∂ω, dérivation de Percival pour les distributions, p. 58
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Chapitre 1

Quelques rappels sur les
fonctions presque-périodiques

Ce premier chapitre ne contient quasiment aucun résultat original ; il vise à
présenter la notion de fonction presque-périodique (p.p.) et quasi-périodique
(q.p.), les principales propriétés de ces fonctions et donner certains résultats
existant. On présente également la notion de fonction presque-périodique à
paramètre, que l’on adapte au cadre quasi-périodique. On démontre que ces
espaces sont en fait isomorphes à des espaces de fonctions p.p. (ou q.p.) à
valeurs dans un espace de Banach ; c’est d’ailleurs l’unique raison justifiant notre
choix de se placer dans des espaces de Banach à l’arrivée plutôt que dans RN . La
notion de fonction p.p. à paramètre introduite ici est connue pour assurer que les
opérateurs de Nemytskii construits sur ces fonctions envoie l’espace des fonctions
p.p. dans un espace de fonctions p.p. Notre théorème d’isomorphisme montre en
fait que la condition suffisante pour que cette propriété soit satisfaite est aussi
nécessaire.

Pour les résultats contenus dans ce chapitre, on renvoie à [2], [41], [73] et à [25],
ainsi qu’à leur abondante bibliographie. Les traités historiques de la presque-
périodicité, qui exposent certains de ces résultats pour les fonctions scalaires,
sont [7], [31], [52]. Nous apprécions particulièrement [41]. Concernant le cadre
des équations différentielles dissipatives (que nous n’étudierons pas), le Fink [53]
fait encore référence. En ce qui s’agit du Calcul des Variations en Moyenne (ou
Formalisme de Blot), on peut consulter les articles suivants : [9], [13], [14], [19],
[20]. Enfin, concernant l’aspect K.A.M. que nous n’étudierons pas non plus, on
peut consulter par exemple [32], [34].
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1.1 Définitions et premières propriétés des fonc-

tions presque-périodiques et quasi-périodiques

1.1.1 Espace vectoriel des fonctions presque-périodiques

Définition 1.1.1.1 On dit qu’une fonction continue f : R −→ E est presque-
périodique (au sens de Bohr) si elle vérifie l’une des conditions équivalentes suiv-
antes :

1. ∀ε > 0, ∃l > 0, ∀a ∈ R, ∃τ ∈ [a, a+ l], ∀x ∈ R, |f(x+ τ)− f(x)|E < ε.
τ est dit presque-période attachée à ε, et l est dite longueur d’inclusion
attachée à ε.

2. f vérifie la propriété de normalité : de toute suite de translatées (τhnf)n,
on peut extraire une sous-suite convergeant uniformément sur R.

3. f vérifie la propriété d’approximation : f est limite uniforme d’une
suite de polynômes trigonométriques, c’est-à-dire qu’il existe une suite dou-
ble (an,p)(n,p)∈N×Z où pour tout n, (an,p)p∈Z est presque-nulle, telle que :

lim
n→+∞

∥∥∥∥∥f −∑
p∈Z

an,pep

∥∥∥∥∥
∞

= 0.

On note AP 0(E) (ou AP 0(R,E), ou AP (E) ou enfin AP (R,E)) l’ensemble des
fonctions presque-périodiques.

Remarque 1.1.1.2 Dans le point 3., on a écrit an,p, qui est un vecteur, avant
ep, qui est une fonction à valeurs scalaires. Il parâıt en effet naturel d’écrire la
fonction en dernier. C’est un abus de notation que nous ferons souvent, étant
entendu que an,pep désigne en réalité la fonction t 7→ ep(t)an,p.

On peut exprimer un peu différemment le point 3. de la définition : AP 0(E)
est aussi la fermeture pour la norme uniforme de l’espace vectoriel engendré
par l’ensemble des fonctions continues périodiques. Muni de la norme ‖f‖∞ :=
supt∈R |f(t)|E, c’est en particulier un espace de Banach.

Proposition 1.1.1.3 AP 0(E) jouit des propriétés suivantes :

1. Tout élément de AP 0(E) est uniformément continu et à image relativement
compacte.

2. Si Ei, i = 1, 2 sont deux espaces de Banach, et si f ∈ AP 0(E1) et F :
E1 −→ E2 est uniformément continue sur f(R), alors F ◦f ∈ AP 0(E2). En
particulier, si f ∈ AP 0(E), alors [t 7→ |f(t)|E] ∈ AP 0(R).
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3. Si f ∈ AP 0(E) et ϕ ∈ AP 0(K), alors : ϕ.f ∈ AP 0(E).

4. Si pour i = 1, · · · , p, fi ∈ AP 0(Ei), Ei étant un espace de Banach, alors

(fi)1≤i≤p ∈ AP 0

( ∏
1≤i≤p

Ei

)
. En particulier, pour tout ε > 0, on peut trou-

ver un nombre de translation commun à toutes les fonctions f1, · · · , fp.

1.1.2 Analyse de Fourier des fonctions presque-périodiques

Proposition 1.1.2.1 Soit f ∈ AP 0(E). Alors, la limite suivante existe dans E
et ne dépend pas de a ∈ R :

lim
T→+∞

1

T

∫ a+T

a

f(t)dt.

Cette limite s’appelle moyenne de f et se note M{f} ou M{f(t)}t. Elle vérifie
de plus la propriété suivante :

∀L ∈ E′, L ·E′×EM{f} =M{L ·E′×E f}

Remarques 1.1.2.2 1. L’intégrale considérée est, comme de nombreuses autres
dans cette thèse, l’intégrale d’une fonction à valeurs dans un espace de
Banach. Nous supposerons toujours qu’il s’agit d’intégrales au sens de
Bochner-Lebesgue, ou intégrales au sens fort (sur ces questions, voir [45]
ou [62]).

2. Lorsque f est continue et T -périodique, on a :

M{f} =
1

T

∫ T

0

f(t)dt.

Définition 1.1.2.3 Pour f ∈ AP 0(E) et λ ∈ R, on définit le coefficient de
Fourier-Bohr d’indice λ de f par :

aλ(f) =M{e−λ.f}.

Remarque 1.1.2.4 Les coefficients de Fourier-Bohr appartiennent au complexi-
fié EC de E. Lorsque K = C, EC = E, ce qui rend l’analyse de Fourier plus simple
à exposer sur C. Lorsque le corps des scalaires sous-jacent est R, on a les relations
supplémentaires :

∀λ ∈ R, a−λ(f) = aλ(f).

Définition 1.1.2.5 Soit f ∈ AP 0(E). On définit l’ensemble :

Λ(f) := {λ ∈ R : aλ(f) 6= 0}

dont on montre qu’il est (au plus) dénombrable.
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Proposition 1.1.2.6 Soit f ∈ AP 0(E). Alors f est développable en série de
Fourier-Bohr :

f ∼
∑
λ∈R

aλeλ

la convergence ayant lieu en moyenne quadratique (au sens des familles sommables).
De plus, si E = H, la relation de Parseval est valide :

M{|f |2H} =
∑
λ∈R

|aλ|2H.

Remarques 1.1.2.7 Cette proposition appelle les remarques suivantes.

1. On a unicité du développement en série de Fourier-Bohr, au sens où si

f ∼
∑
λ∈R

αλeλ

alors aλ(f) = αλ pour tout λ.

2. L’espace qui réalise la synthèse harmonique n’est pas AP 0(H) (il sera in-
troduit plus tard).

Les polynômes de Bochner.
Suivant la méthode de Féjer sur la Césaro-sommabilité des séries de Fourier,
Bochner a construit explicitement une suite de polynômes trigonométriques con-
vergeant uniformément vers une fonction presque-périodique donnée. L’exposé
suivant reprend celui de [2] (pp.25–29) ; on peut aussi consulter [41], Theorem
6.15 p.152.
Fixons f ∈ AP 0(E). On définit pour n ∈ N∗ le noyau de Féjer :

Kn(t) :=
n∑

ν=−n

(
1− |ν|

n

)
e−iνt =

1

n

(
sin nt

2

sin t
2

)2

.

Donnons-nous également une familleB = (βk)k∈I (I intervalle de N commençant à
1) Z-libre de sorte que tout élément de Λ(f) soit combinaison linéaire à coefficients
rationnels d’éléments de B. On définit le polynôme de Bochner :

Qα1···αk
n1···nk (f)(t) :=M

{
f(s+ t)

k∏
j=1

Knj(αjs)

}
s

.

Lorsque B est infinie, on pose :

fm := Q
β1
m!
···βm
m!

(m!)2···(m!)2(f)
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et si B est finie de cardinal q, on pose pour m ≥ q :

fm := Q
β1
m!
··· βq
m!

(m!)2···(m!)2(f).

Alors on démontre que la suite (fm)m converge uniformément vers f .

Proposition 1.1.2.8 Soit (aλ)λ∈R une famille sommable d’éléments de E. Alors
la somme suivante : ∑

λ∈R

aλeλ

a un sens et définit une fonction presque-périodique.

Démonstration. La sommabilité d’une famille est équivalente à son absolue
sommabilité. Comme |eλ| = 1, l’existence de la somme est acquise. On note
f la fonction définie par cette somme. Soit (An)n une suite croissante de sous-
ensembles finis de R, de réunion Λ(f) (cette suite existe car Λ(f) est au plus
dénombrable). On note alors :

xn =
∑
λ∈An

aλeλ.

La suite (xn)n est une suite de polynômes trigonométriques convergeant uni-
formément vers f , puisque :

‖f − xn‖∞ ≤
∑
λ/∈An

|aλ|E −→ 0 quand n→ +∞.

On en déduit que f est presque-périodique.

1.1.3 Dérivation et intégration des fonctions presque-pério-
diques

Lorsqu’une fonction périodique est dérivable, sa dérivée est automatiquement
périodique. En ce qui s’agit des fonctions presque-périodiques, ceci n’est pas
vrai, puisque rien n’assure que la dérivée soit uniformément continue, ce qui est
nécessaire pour être presque-périodique. En fait, un résultat remarquable assure
que cette condition est suffisante :

Proposition 1.1.3.1 Soit f ∈ AP 0(E) dérivable. Alors la dérivée est presque-
périodique si et seulement si elle est uniformément continue.

Notation 1.1.3.2 On note, pour k ∈ N ∪ {+∞} :

AP k(E) := {f ∈ Ck(R,E) : ∀j ≤ k, f (j) ∈ AP 0(E)}.
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Pour une fonction périodique continue, la condition d’être de moyenne nulle as-
sure que les primitives soient presque-périodiques. Pour les fonctions presque-
périodiques, cette condition ne suffit pas, comme le montre l’exemple suivant :

Exemple 1.1.3.3 On note f la fonction :

f :=
∑
n≥1

e1/n

n1,1
.

Cette fonction est presque-périodique en vertu de la proposition 1.1.2.8, et de
moyenne nulle en vertu de l’unicité du développement. Si ses primitives étaient
presque-périodiques, leurs développements seraient (à une constante près) :∑

n≥1

e1/n

n0,1

qui n’est pas une fonction presque-périodique en raison de la relation de Parseval.

En fait, la condition de relative compacité de l’image des primitives, qui est
nécessaire, n’est pas automatiquement satisfaite. Il est remarquable que cette
condition soit suffisante :

Proposition 1.1.3.4 Soit f ∈ AP 0(E) et F une primitive de f . L’une des
conditions suivantes assure que les primitives soient presque-périodiques.

1. L’image de F est relativement compacte.

2. F est bornée et E est uniformément convexe 1.

Le premier énoncé est dû à Bochner, le second à Amerio, cf. [2], ch. 4 ; le chapitre
de ce livre contient d’autres théorèmes.

1.1.4 Fonctions quasi-périodiques

Nous avons vu que si f ∈ AP 0(E), l’ensemble Λ(f) est au plus dénombrable. On
note Mod(f) le Z-module qu’il engendre, c’est-à-dire :

Mod(f) :=

{
n∑
p=0

kpλp : n ∈ N, kp ∈ Z, λp ∈ Λ(f)

}
.

Définition 1.1.4.1 Soit k ∈ N et f ∈ AP k(E). On dit que f est quasi-
périodique (jusqu’à l’ordre k), et l’on note f ∈ QP k(E) (ou QP k(R,E))2, lorsque
Mod(f) est libre de type fini 3.

1cf [2] p.49 et [33] p.51. Les espaces uniformément convexes sont réflexifs ; les espaces `p et
Lp avec 1 < p < +∞ et les espaces de Hilbert sont uniformément convexes.

2ou encore QP (E) ou QP (R,E) si k = 0
3c’est-à-dire qu’il existe un entier p ∈ N∗ et u1, · · · , up ∈ R tels que

Mod(f) = Zu1 + · · ·+ Zup.
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Notation 1.1.4.2 Soit f ∈ QP 0(E) et ω := (ω1, · · · , ωm) ∈ Rm tel que ses
composantes soient une base sur Z de Mod(f) i.e. Mod(f) = Z < ω >. On note
alors : f ∈ QP k

ω (E) = QP k
ω (R,E) (ou si k = 0, QPω(E) = QPω(R,E)).

1.2 Fonctions presque-périodiques et quasi-pério-

diques à paramètres

On rappelle ici la définition d’une fonction presque-périodique uniformément par
rapport à un paramètre et l’on démontre l’isomorphisme avec un espace de fonc-
tions presque-périodiques à valeurs dans un espace de Banach. On adapte ces
considérations au cadre quasi-périodique.

1.2.1 Généralités sur les fonctions presque-périodiques à
paramètres

Soit X un espace de Banach et P une partie de X vérifiant l’une des deux con-
ditions :

• P est compacte (on la notera plutôt K).

• Il existe une suite exhaustive de compacts, c’est-à-dire une suite croissante
de compacts non vides (Kn)n≥1 telle que P =

⋃
n≥1

Kn et pour tout n, Kn ⊂

IntKn+1.

Dans le second cas, on dira que P est dénombrable à l’infini.

Remarque 1.2.1.1 Tout ouvert non vide Ω de Rp est dénombrable à l’infini.
On peut en effet prendre :

Kn := {x ∈ Rp : d(x,Ωc) ≥ 1/n et |x| ≤ n} .

On se donne une fonction f ∈ C0(R, P,E) et on définit l’opérateur de Nemytskii
construit sur f de PR vers ER comme étant :

∀ϕ ∈ PR, Nf (ϕ) := [t 7→ f(t, ϕ(t))] ∈ ER.

Même si pour tout α ∈ P , la fonction f(., α) est presque-périodique, l’opérateur
de Nemytskii n’associe pas toujours une fonction presque-périodique. Il faut une
certaine uniformité par rapport à α sur le choix du l de la définition (voir [25],
[53] et surtout [93]). C’est pourquoi on retient la définition suivante, dont on
verra plus tard l’aspect naturel du point de vue des espaces fonctionnels.

et :
(
∑
i

kiui = 0, ki ∈ Z)⇒ ∀i, ki = 0.
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Définition 1.2.1.2 Soit Q une partie non vide de X et f ∈ C0(R, Q,E). On
dit que f est presque-périodique en t, uniformément par rapport à α si :

∀ε > 0,∀K ∈ K(Q),∃l > 0,∀a ∈ R,∃τ ∈ [a, a+ l[

sup
t∈R

sup
α∈K
|f(t+ τ, α)− f(t, α)|E ≤ ε.

On note APU(R, Q,E) la classe des telles fonctions.

Les principales propriétés de ces fonctions sont résumées dans [25]. Signalons
simplement deux de ces propriétés que nous ne démontrerons pas.
La première nous indique que cette classe de fonction répond bien au problème
posé — et nous verrons plus tard, qu’en un certain sens, elle est minimale.

Proposition 1.2.1.3 Soit Q une partie non vide de X et f ∈ APU(R, Q,E),
et ϕ ∈ AP 0(X) telle que ϕ(R) ⊂ Q. Alors :

[t 7→ f(t, ϕ(t))] ∈ AP 0(E).

Proposition 1.2.1.4 Tout élément de APU(R, K,E) est uniformément continu
et borné.

1.2.2 Fonctions presque-périodique avec un ensemble de
paramètres compact

On suppose ici que P = K est un compact.
On munit APU(R, K,E) de la norme :

‖f‖APU(R,K,E) := sup
(t,α)∈R×K

|f(t, α)|E

et nous allons voir immédiatement que l’on obtient un espace de Banach.

On va démontrer que l’on peut considérer APU(R, K,E) comme un espace de
fonctions presque-périodiques à valeurs dans un espace de Banach.

Proposition 1.2.2.1 Soit K un compact de X. L’application

ΦK : APU(R, K,E)→ AP 0(C0(K,E))

définie par :

ΦK(f) := [t 7→ f(t, .)]

est bien définie et est un isomorphisme isométrique d’espaces de Banach.
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Démonstration. Existence de ΦK.
Soit f ∈ APU(R, K,E). Elle est uniformément continue, donc continue, et donc
f(t, .) ∈ C0(K,E) pour tout t ∈ R. De plus, comme f est uniformément continue,
étant donné ε > 0 :

∃η > 0, [max{|t− t′|; |α− α′|} ≤ η] =⇒ [|f(t, α)− f(t′, α′)|E ≤ ε]

et en prenant α′ = α, puis en passant au sup sur α, il vient :

(|t− t′| ≤ η) =⇒ (‖f(t, .)− f(t′, .)‖C0(K,E) ≤ ε).

Ainsi, ΦK(f) ∈ C0(R, C0(K,E)).Montrons maintenant qu’elle est presque-périodique.
Comme f ∈ APU(R, K,E), par définition, on a :

∀ε > 0,∃l > 0,∀a ∈ R,∃τ ∈ [a, a+ l[, sup
t∈R

sup
α∈K
|f(t+ τ, α)− f(t, α)|E ≤ ε.

On en déduit :

∀ε > 0,∃l > 0,∀a ∈ R,∃τ ∈ [a, a+ l[, sup
t∈R
‖f(t+ τ, .)− f(t, .)‖C0(K,E) ≤ ε.

Finalement ΦK est bien définie.
ΦK est linéaire et isométrique (donc injective et continue). Ces deux
points sont évidents, le second résultant de :

‖ΦK(f)‖AP 0(C0(K,E)) = sup
t∈R
‖f(t, .)‖C0(K,E) = sup

t∈R
sup
α∈K
|f(t, α)|E = ‖f‖APU(R,K,E).

ΦK est surjective (donc bijective, et donc bicontinue puisque isométrique).
Soit φ ∈ AP 0(C0(K,E)). Pour alléger, on note φt au lieu de φ(t), et c’est alors
un élément de C0(K,E). Le candidat naturel à vérifier ΦK(f) = φ est f(t, α) :=
φt(α). Il y a juste à vérifier que l’on a bien un élément de APU(R, K,E). Com-
mençons par la continuité. Fixons (t0, α0) ∈ R×K. On a :

|f(t, α)− f(t0, α0)|E ≤ |f(t, α)− f(t0, α)|E + |f(t0, α)− f(t0, α0)|E ≤

‖φt − φt0‖C0(K,E) + |φt0(α)− φt0(α0)|E.
Soit ε > 0. Comme φ est continue :

∃δ > 0, (|t− t0| ≤ δ) =⇒ (‖φt − φt0‖C0(K,E) ≤ ε/2)

et comme φt0 est continue :

∃δ′ > 0, (|α− α0| ≤ δ′) =⇒ (|φt0(α)− φt0(α0)|E ≤ ε/2).

Finalement, pour (t, α) ∈ R ×K suffisamment voisin de (t0, α0), on a |f(t, α) −
f(t0, α0)|E ≤ ε, d’où la continuité.
Comme φ est presque-périodique, on tire :

∀ε > 0,∃l > 0,∀a ∈ R,∃τ ∈ [a, a+ l[, ‖φt+τ − φt‖C0(K,E) ≤ ε
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d’où :

∀ε > 0,∃l > 0,∀a ∈ R,∃τ ∈ [a, a+ l[, sup
t∈R

sup
α∈K
|f(t+ τ, α)− f(t, α)|E ≤ ε.

φK est donc bien surjective. Comme l’espace d’arrivée est un Banach et que ΦK

est bicontinue, APU(R, K,E) est bien un espace de Banach.
La proposition est donc complètement démontrée.

On déduit immédiatement de cette proposition que les propriétés générales sur les
fonctions presque-périodiques s’adaptent sans problème à APU(R, K,E). Pour
ne citer qu’un exemple, voici un énoncé de densité de polynômes trigonométriques
à coefficients continus :

Proposition 1.2.2.2 Soit f ∈ APU(R, K,E). Alors il existe une famille d’élé-

ments de C0(K,E), (a
(n)
λ )(n,λ)∈N×R, telle que :

• pour tout n, (a
(n)
λ )λ∈R est presque-nulle

• on ait :

lim
n→+∞

sup
(t,α)∈R×K

∣∣∣∣∣f(t, α)−
∑
λ∈R

a
(n)
λ (α)eλ(t)

∣∣∣∣∣
E

= 0.

Démonstration. ΦK(f) est approchable par des polynômes trigonométriques

à coefficients dans C0(K,E). Il existe donc une famille (a
(n)
λ )(n,λ)∈N×R d’éléments

de C0(K,E) telle que :

pour tout n ∈ N, (a
(n)
λ )λ∈R est presque− nulle

et :

lim
n→+∞

sup
t∈R

∥∥∥∥∥ΦK(f)(t, .)−
∑
λ∈R

a
(n)
λ (.)eλ(t)

∥∥∥∥∥
C0(K,E)

= 0.

Comme ΦK est une isométrie, la seconde relation donne :

lim
n→+∞

sup
(t,α)∈R×K

∣∣∣∣∣f(t, α)−
∑
λ∈R

a
(n)
λ (α)eλ(t)

∣∣∣∣∣
E

= 0

c’est ce que l’on souhaitait.

1.2.3 Fonctions presque-périodiques avec un ensemble de
paramètres dénombrable à l’infini

On se fixe une fois pour toutes une famille croissante de compacts non vides
(Kn)n≥1 telle que P =

⋃
nKn et pour tout n, Kn ⊂ IntKn+1.

On commence par un lemme très utile pour la suite :
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Lemme 1.2.3.1 Soit K un compact de P . Alors il existe n ∈ N∗ tel que K ⊂
IntKn.

Preuve. On a K ⊂
⋃
n≥1

Kn, donc en vertu de l’hypothèse sur la suite de com-

pacts :

K ⊂
⋃
n≥2

IntKn.

Mais on a ainsi un recouvrement ouvert de K, donc par Borel-Lebesgue, il existe
un entier n ≥ 2 tel que :

K ⊂
⋃

2≤p≤n

IntKp = IntKn,

ce qu’il fallait démontrer.

On munit APU(R, P,E) d’une structure d’e.v.t.l.c. (espace vectoriel topologique
localement convexe) à base dénombrable filtrante de semi-normes (pn)n≥1, où :

pn(f) := sup
(t,α)∈R×Kn

|f(t, α)|E =
∥∥f|R×Kn∥∥APU(R,Kn,E)

.

On voit immédiatement que cette topologie est séparée.
Rappelons que cette topologie peut aussi être définie par la métrique d, où :

d(f ; g) :=
∑
n≥1

1

2n
pn(f − g)

1 + pn(f − g)
.

Lemme 1.2.3.2 APU(R, P,E) est un espace de Fréchet.

Preuve. On va utiliser la structure métrique. Soit (fp)p une suite de Cauchy
dans APU(R, P,E) muni de d.
Alors :

∀ε > 0, ∃P0, ∀p ≥ P0, ∀q, d(fp+q; fp) < ε.

En particulier, ayant fixé un n ≥ 1 et choisi ε < 2−n, on a :

∃P0, ∀p ≥ P0, ∀q,
pn(fp+q − fp)

1 + pn(fp+q − fp)
< ε

donc :

∃P0, ∀p ≥ P0, ∀q, pn(fp+q − fp) <
2nε

1− 2nε
.

(fp|R×Kn
)p est donc de Cauchy dans le Banach APU(R, Kn,E) donc converge vers

un élément f (n) ∈ APU(R, Kn,E).

Par unicité de la limite, on a si m ≥ n, f
(m)
|R×Kn

= f (n), donc il est légitime de
poser :

f(t, α) := f (n)(t, α) si α ∈ Kn
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(il existe un tel Kn en raison de 1.2.3.1).
Soit (t0, α0) ∈ R× P et n tel que α0 ∈ IntKn. Alors R× IntKn est un voisinage
ouvert de (t0, α0) dans R×P , et sur ce voisinage, f est égale à la fonction continue
f (n). On en déduit que f est continue en (t0, α0), donc partout.
Soit maintenant K un compact fixé. Par le lemme 1.2.3.1, il existe N tel que
K ⊂ KN . Comme f (N) est presque-périodique, on peut écrire :

∀ε > 0,∃l > 0,∀a ∈ R,∃τ ∈ [a; a+ l[, sup
t∈R

sup
α∈KN

|f(t+ τ, α)− f(t, α)|E ≤ ε,

donc on a bien :

∀K ∈ K(P ), ∀ε > 0, ∃l > 0, ∀a ∈ R, ∃τ ∈ [a; a+l[, sup
t∈R

sup
α∈K
|f(t+τ, α)−f(t, α)|E ≤ ε,

Ainsi f ∈ APU(R, P,E).
Similairement, on munitAP 0(C0(P,E)) d’une structure d’e.v.t.l.c. à base dénombrable
filtrante de semi-normes (πn)n≥1, où :

πn(f) := sup
t∈R
‖f(t, .)‖C0(P,E).

On voit que cette topologie est séparée et qu’elle peut aussi être définie par la
métrique D, où :

D(f ; g) :=
∑
n≥1

1

2n
πn(f − g)

1 + πn(f − g)
.

Comme avant, on démontrerait :

Lemme 1.2.3.3 AP 0(C0(P,E)) est un espace de Fréchet.

On donne la version Fréchet de la proposition 1.2.2.1 :

Proposition 1.2.3.4 L’application ΦP : APU(R, P,E)→ AP 0(C0(P,E)) définie
par :

ΦP (f) := [t 7−→ f(t, .)]

est un isomorphisme isométrique d’espaces de Fréchet.

Démonstration. Soit α ∈ P , et n un entier tel que α ∈ IntKn. On a alors :

ΦP (f)(t, α) = ΦKn(t)(t, α)

ce qui justifie l’existence de ΦP , montre son caractère linéaire et isométrique. Il
ne reste qu’à démontrer la surjectivité.
Etant donné φ ∈ AP 0(C0(P,E)), on pose :

f(t, α) := Φ−1
Kn

(φ)(t, α)

où n est un entier quelconque tel que α ∈ IntKn (la définition de f ne dépend pas
du choix de n). Par construction même, pour tout n, f|R×Kn ∈ APU(R, Kn,E),
et comme tout compact K s’injecte dans un Kn (cf. 1.2.3.1), on peut conclure
que f ∈ APU(R, P,E).
Enfin, le fait que ΦP (f) = φ est immédiat par construction.
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1.2.4 Extension au cadre quasi-périodique

Fonctions quasi-périodiques à paramètres

Par souci de simplification, les résultats sont énoncés et démontrés dans ce para-
graphe avec un ensemble de paramètres compact, les résultats s’étendant canoni-
quement au cadre dénombrable à l’infini.
On note M1 l’opérateur de moyenne sur AP 0(C0(K,E)) et l’on définit
sur APU(R, K,E) l’opérateur de moyenne à valeurs dans C0(K,E) suivant :

M2 :=M1 ◦ ΦK .

C’est un opérateur linéaire continu de norme 1 comme composé de deux tels
opérateurs. On noteraM2{f} ouM2{f(t, α)}(t,α) sa valeur sur f ∈ APU(R, K,E).
On définit alors l’élément ãλ(f) ∈ C0(K,E) par :

∀λ ∈ R, ãλ(f) :=M2{f(t, α)e−λ(t)}(t,α).

On a en particulier la relation :

ãλ(f)(α) = aλ (ΦK(f(., α))) .

On définit également les opérateurs d’évaluation en β ∈ K suivants :

• ev1
β : APU(R, K,E) −→ AP 0(E) par :

ev1
β(f) := f(., β).

• ev2
β : C0(K,E) −→ E par :

ev2
β(ϕ) := ϕ(β).

Ces opérateurs sont visiblement linéaires continus de norme 1.

L’évaluation commute avec les opérateurs de moyenne. Plus précisément :

Lemme 1.2.4.1 On a :

ev2
β ◦M2 =M◦ ev1

β.

Preuve. Il s’agit de montrer ev2
β ◦M1 ◦ΦK =M◦ ev1

β, soit, comme ΦK est un
isomorphisme (isométrique) :

ev2
β ◦M1 =M◦ ev1

β ◦ Φ−1
K .

Chaque membre de l’égalité est un opérateur linéaire continu (de norme 1), il
suffit donc de montrer l’égalité sur un sous-ensemble dense.

26



Prenons pour sous-ensemble dense l’espace vectoriel des polynômes trigonométriques
à valeurs dans C0(K,E). Un tel polynôme a la forme :

f(t) =
∑
λ∈R

aλeλ, aλ ∈ C0(K,E),

la somme étant finie. On calcule alors :

ev2
β ◦M1(f) = ev2

β(a0(.)) = a0(β)

et :

M◦ev1
β◦Φ−1

K (f) =M◦ev1
β◦Φ−1

K

(
[(t, α) 7→

∑
λ∈R

aλ(α)eλ(t)]

)
=M

{∑
λ∈R

aλ(β)eλ

}
=

a0(β).

Les deux membres sont donc identiques.

Lemme 1.2.4.2 Soit λ ∈ R. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1. Il existe α ∈ K tel que aλ(f(., α)) 6= 0.

2. ãλ(f) 6= 0.

Preuve. Ce lemme résulte immédiatement du précédent appliqué à la fonction
(t, α) 7→ f(t, α)e−λ(t) et à β = α.
En vertu de ce lemme, on a l’égalité :

{λ ∈ R : ãλ(f) 6= 0} =
⋃
α∈K

Λ(f(., α)).

On note Λ(f) cet ensemble 4, et Mod(f) le Z-module qu’il engendre.
Etant donné un Z-module de type fini M , on pose alors :

QPUM(R, K,E) := {f ∈ APU(R, K,E) : Mod(f) ⊂M}

et on abrège QPUZ<ω>(R, K,E) en QPUω(R, K,E).

Enoncé du résultat principal

Du fait du lemme 1.2.4.2, les énoncés 1.2.2.1 et 1.2.3.4 s’adaptent immédiatement
au cadre quasi-périodique en l’énoncé suivant :

4Pour le cas dénombrable à l’infini, il faut prendre la réunion des ensembles définis par
restriction à chaque R×Kn.
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Proposition 1.2.4.3 L’application ΦK : QPUω(R, K,E) → QP 0
ω(C0(K,E))

définie par :
ΦK(f) := [t 7−→ f(t, .)]

est un isomorphisme isométrique d’espaces de Banach.
L’application ΦP : QPUω(R, P,E)→ QP 0

ω(C0(P,E)) définie par :

ΦP (f) := [t 7−→ f(t, .)]

est un isomorphisme isométrique d’espaces de Fréchet.

1.3 Espaces de Besicovitch et de Blot

Il s’agit de construire des espaces jouant un rôle analogues dans les cas presque-
périodiques et quasi-périodiques à l’espace L2 et aux espaces de Sobolev.

1.3.1 Espaces de Besicovitch

Soit B2(E) la fermeture deAP 0(E) dans L2
loc(E) pour la semi-norme f 7→ M{|f |2}1/2.

On note f ∼2 g si M{|f − g|2} = 0. Le quotient de B2(E) pour cette relation
d’équivalence se note B2(E) et s’appelle l’espace des fonctions presque-périodique
au sens de Besicovitch. Lorsque l’on fait le même opération en remplaçant AP 0(E)
par QP 0

ω(E), on obtient un espace noté B2
ω(E).

Ces espaces sont complets, et si de plus E = H, ce sont des espaces de Hilbert
lorsqu’ils sont munis de :

< u; v >B2=M{u ·H v}.

On peut bien entendu développer les éléments de ces espaces en série de Fourier,
et si E = H, leur développement satisfait la relation de Parseval.

Proposition 1.3.1.1 Les assertions suivantes sont vraies.

1. Tout f ∈ B2(E) admet un développement en série de Fourier :

f ∼2

∑
λ∈R

a(f ;λ)eλ

et si E = H, f satisfait la relation de Parseval suivante :

M{|f |2H} =
∑
λ∈R

|a(f ;λ)|2H.

2. Tout f ∈ B2
ω(E) admet un développement en série de Fourier :

f ∼2

∑
λ∈Z<ω>

a(f ;λ)eλ
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et si E = H, f satisfait la relation de Parseval suivante :

M{|f |2H} =
∑

λ∈Z<ω>

|a(f ;λ)|2H.

Mieux, le théorème de Riesz-Fisher-Besicovitch suivant montre que ces espaces
réalisent en fait la synthèse harmonique, et jouent donc bien un rôle analogue à
L2(]0, T [,H) pour les fonctions périodiques :

Théorème 1.3.1.2 (Riesz-Fisher-Besicovitch) Les applications suivantes sont
des isomorphismes isométriques d’espaces de Hilbert.

1. Φ1 : B2(H) −→ `2(R,H) défini par :

Φ1(f) := (a(f ;λ))λ∈R.

2. Φ2 : B2
ω(H) −→ `2(Z < ω >,H) défini par :

Φ2(f) := (a(f ;λ))λ∈Z<ω>.

1.3.2 Espaces de Blot

Il s’agit de définir une notion de dérivée faible sur les espaces de Besicovitch.

Dans [23], pour H de dimension finie, J.Blot considère le générateur in-
finitésimal du groupe (τr)r des translations dans B2(H) ; celui-ci se note ∇ et son
domaine, noté B1,2(H), est l’espace de Blot. Il correspond à l’espace de Sobolev
H1(]0, T [,H) du cas périodique. C’est un espace complet, on munit B1,2(H) du
produit scalaire :

< u; v >B1,2=< u; v >B2 + < ∇u;∇v >B2 ,

qui en fait un espace de Hilbert. Les modifications nécessaires pour généraliser à
un espace de Hilbert ont été indiquées par P. Cieutat dans sa thèse (cf. [39]).
Signalons sans démonstration les propriétés suivantes (cf. Blot [23]) :

Proposition 1.3.2.1 Les propriétés suivantes sont vraies.

1. Si u ∈ B1,2(E) et r ∈ R, alors ∇(τru) ∼2 τr(∇u).

2. Si u ∈ AP 1(E), alors u ∈ B1,2(E)et ∇u ∼2 u̇.

3. Si k ∈ N ∪ {+∞}, alors AP k(E) est dense dans B1,2(E).

4. Si u ∈ B1,2(E), alors M{∇u} = 0.

5. Si u ∈ B1,2(E), alors ∀λ, a(∇u;λ) = iλa(u;λ).

29



6. Si u ∈ AP 0(E) ∩H1
loc(E) et si u̇ ∈ B2(E), alors u ∈ B1,2(E).

7. Si u ∈ B1,2(E′) et v ∈ AP 1(E), alors u ·E′×E v ∈ B1,2(R), et :

∇(u ·E′×E v) = ∇u ·E′×E v + u ·E′×E v̇.

Remarque 1.3.2.2 Le point 5. de la proposition indique que pour dériver une
fonction de B1,2(E), il suffit de dériver terme à terme la série de Fourier.

On a la propriété essentielle suivante :

Proposition 1.3.2.3 Soit u ∈ B2(H). On a :

(
u ∈ B1,2(H)

)
⇔

(∑
λ∈R

(
1 + |λ|2

)
|aλ(u)|2H < +∞

)
.

A partir de là, on définit canoniquement les espaces Bj,2(E) par itération, et les
espaces Bj,2

ω (E) := Bj,2(E)∩B2
ω(E). Les résultats s’étendent de manière naturelle

à B1,2
ω (E).
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Chapitre 2

Fonctions sur le tore et fonctions
multiplement périodiques

Dans le chapitre 2, on commence par faire quelques préliminaires élémentaires
et faire le lien entre les fonctions définies sur le cube et les fonctions définies
sur le tore, qui sont des fonctions définies sur Rm et 2π−périodiques en cha-
cune de leurs variables. On introduit ensuite des espaces du type de Sobolev
avec des dérivations dans une seule direction, tant sur le cube que sur le tore.
L’introduction de ces espaces sera pleinement motivée dans le chapitre 4. On
fait une étude détaillée du cas d’une dérivation d’ordre 1, pour les dérivations
supérieures, on se contente de la définition. De même, on se limite au cas modelé
sur L2, alors qu’il serait possible de les définir pour d’autres Lp. Ensuite, on
étudie l’Analyse Harmonique sur ces espaces, et l’on démontre que les différentes
manières de voir la dérivation faible sont équivalentes. On fait ensuite le lien entre
les distributions périodiques et les distributions sur le tore. On introduit un es-
pace analogue à H1

0 , pour lequel on démontre une inégalité de Poincaré-Wirtinger,
et pour lequel on démontre que le résultat de Rellich-Kondrachov usuel n’est pas
valable : on retrouve ici l’absence de compacité dans nos problèmes. On démontre
ensuite un résultat d’absolue continuité et de densité de fonctions régulières, qui
sera utile dans notre procédure de régularisation des solutions faibles. On élabore
une théorie des traces pour nos espaces qui aboutit naturellement à un théorème
de traces.

2.1 Préliminaires

On considère dans cette partie X un espace vectoriel normé sur R de dimension
finie m. Concernant l’espace de départ, il est plus facile de travailler avec des
notions intrinsèques, et de ne faire l’identification X = Rm qu’après. Ce choix
rend plus facile notamment l’étude des changements de base, et c’est pourquoi
nous avons choisi cette présentation.
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2.1.1 Notions intrinsèques

La définition suivante est donnée dans [36] p.55 et [84] p.64.

Définition 2.1.1.1 On dit que la fonction F : X −→ E est périodique s’il existe
p ∈ X non nul tel que pour tout x ∈ X, F (x + p) = F (x). Un tel vecteur p, de
même que 0, est appelé une période de F .

L’ensemble des périodes d’une fonction est un sous-groupe abélien de (X,+), qui
est de plus fermé si la fonction est continue. On note Per(F ) l’ensemble des
périodes d’une fonction F .

Proposition 2.1.1.2 Soit F : X −→ E, Y un e.v.n. de dimension m et L
un isomorphisme de Y sur X. On définit G := F ◦ L : Y −→ E. Alors G est
périodique, et Per(G) = L−1(Per(F )).

Démonstration. Soit p une période de F et y ∈ Y . On a : G(z + L−1(p)) =
F ◦ L(z + L−1(p)) = F (L(z) + p) = F (L(z)) = G(z), ce qui montre que G est
périodique et que L−1(Per(F )) ⊂ Per(G). L’inclusion réciproque s’obtient alors
en permutant F et G.

2.1.2 Lecture dans une base

Précisons maintenant en exhibant une base de X. On considère la base canonique
deX = Rm, notée (ej)1≤j≤m. On note (e∗j)1≤j≤m sa base duale et χ l’isomorphisme
de X sur (Rm)∗ défini par :

χ(x) = (e∗j(x))1≤j≤m.

Notons que :

χ−1(x1, · · · , xm) =
m∑
i=1

xiei.

On étudie maintenant le lien entre la fonction F et la fonction f := F ◦χ−1 définie
sur Rm.

Définition 2.1.2.1 On dit que f est 2π-périodique en chaque variable si :

∀j = 1, · · · ,m, ∀x−j ∈ Rm−1, ∀xj ∈ R, f(x−j, xj + 2π) = f(x−j, xj),

ce qui est équivalent à la formulation intrinsèque suivante :

∀k ∈ Zm, ∀x ∈ Rm, f(x+ 2πk) = f(x).

On a alors :

Proposition 2.1.2.2 Il y a équivalence des deux assertions suivantes :

1. F est périodique et Per(F ) ⊃ 2πZ < e1, · · · , em > .

2. f est 2π-périodique en chaque variable.

Démonstration. Voir la démonstration de la proposition 2.1.3.1 qui est une
généralisation.
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2.1.3 Effet d’un changement de base

Considérons maintenant une autre base de Rm, notée (bj)1≤j≤m. On note (b∗j)1≤j≤m
sa base duale et χ1 l’isomorphisme de X sur (Rm)∗ défini par :

∀x ∈ Rm, χ1(x) = (b∗j(x))1≤j≤m.

Concernant la base canonique, on conserve les notations originales. On pose enfin
f1 := F ◦ χ−1

1 .

Proposition 2.1.3.1 Il y a équivalence entre les deux assertions suivantes :

1. F est périodique et Per(F ) ⊃ 2πbj.

2. Pour tout x−j ∈ Rm−1, f1(x−j, ·) est 2π-périodique de R vers E.

Démonstration. [1⇒ 2]. Fixons arbitrairement x−j ∈ Rm−1. Alors, pour tout
xj ∈ R, on a :

f1(x−j, xj + 2π) = F ◦ χ−1
1 (x−j, xj + 2π) = F

(
2πbj +

m∑
i=1

xibi

)
=

F

(
m∑
i=1

xibi

)
= F ◦ χ−1

1 (x−j, xj) = f1(x−j, xj).

D’où l’assertion 2. [2⇒ 1]. Fixons arbitrairement x ∈ Rm.

F (x+ 2πbj) = F ◦ χ−1
1 (b∗−j(x), b∗j(x) + 2π) = f1(b∗−j(x), b∗j(x) + 2π) =

f1(b∗−j(x), b∗j(x)) = F ◦ χ−1
1 (b∗−j(x), b∗j(x)) = F (x).

On en déduit l’assertion 1.

Notation 2.1.3.2 On définit Qm ⊂ X par :

Qm :=

{
m∑
i=1

xiei : ∀i = 1, · · ·m,xi ∈ [−π; π]

}
.

On a : χ(Qm) = [−π, π]m. On note Km := χ1(Qm).

2.1.4 Changement de base et intégrales

On conserve les notations précédentes, en supposant les deux bases orthonor-
males. On pose alors, pour y−1 ∈ Rm−1,

K(y−1) := {y1 ∈ R : (y1, y−1) ∈ Km}

et :
D := {y−1 ∈ Rm−1 : K(y−1) 6= ∅}.

La formule du changement de variables consécutive à un changement de base
dans les intégrales s’exprime comme suit :

33



Proposition 2.1.4.1 Pour toute fonction f : Rm → E continue, on a :∫
[−π,π]m

f(x)dx =

∫
D

(∫
K(y−1)

f1(y)dy1

)
dy2 · · · dym

Démonstration. Les fonctions f , f1 et F sont continues. Par le théorème de
Fubini, on a : ∫

χ1(Qm)

f1(y)dy =

∫
D

(∫
K(y−1)

f1(y)dy1

)
dy2 · · · dym.

Par ailleurs, du fait que les isomorphismes χ et χ1 sont orthogonaux, leur déterminant
est en valeur absolue égal à 1, ce qui donne les deux égalités par la formule du
changement de variables :∫

χ1(Qm)

f1(y)dy =

∫
Qm

F (x)dx =

∫
χ(Qm)

f(x)dx

et l’on obtient le résultat par comparaison des deux égalités et en utilisant
χ(Qm) = [−π, π]m.

Lemme 2.1.4.2 Pour tout y−1 ∈ D,K(y−1) est un intervalle fermé de R de
diamètre égal à 2π

√
m.

Preuve. Fixons y−1 ∈ D. K(y−1) est un convexe fermé de R, puisque c’est
l’image réciproque du convexe Km par l’application affine φ(y1) = (y1, y−1), on
en déduit que K(y−1) est un intervalle fermé. Comme K(y−1) ⊂ χ1(Qm), on a :

diam[K(y−1)] ≤ diam[χ1(Qm)].

Comme χ1 est orthogonale, on sait par la formule du changement de variable
dans les intégrales que :

diam[χ1(Qm)] = diam[Qm].

Enfin, si x, y ∈ Qm, on a :

|x− y|2 =
m∑
i=1

(xi − yi)2 ≤ m(2π)2,

le majorant étant atteint (par exemple) pour x = (−π, · · · ,−π) et y = (π, · · · , π).
On en déduit que :

diam[Qm] = 2π
√
m,

ce qui démontre le lemme.
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2.1.5 Changement de base et dérivation

(ei)i désigne la base canonique de X, et on désigne par (bj)j une autre base
orthonormée telle que b1 = ω/|ω|. Soit U : Rm → E une fonction 2π-périodique
en chaque variable, F := U ◦χ et V := F ◦χ−1

1 . La définition suivante est donnée,
par exemple, dans [26] p.1 et [54] p.251.

Définition 2.1.5.1 Soit x ∈ Rm, φ une fonction définie sur un ouvert U de Rm

contenant x à valeurs dans E. On dit que φ admet une dérivée directionnelle (ou
une Gâteaux-variation) dans la direction v si le rapport :

φ(x+ θv)− φ(x)

θ

a une limite lorsque θ → 0. Cette limite, notée ~Dφ(x, v), s’appelle dérivée direc-
tionnelle (ou Gâteaux-variation) de φ dans la direction v.

Définition 2.1.5.2 On définit l’opérateur de dérivation de Percival (cf. [10],
[75],[76]) pour U dérivable dans la direction de ω par :

dωU(x) := ~DU(x, ω).

Remarque 2.1.5.3 Lorsque U est de plus Fréchet-différentiable en x, on a :

dωU(x) =
m∑
i=1

ωi
∂U

∂xi
(x).

Le lien entre les notions de dérivation est fourni par la proposition suivante :

Proposition 2.1.5.4 Soit U dérivable dans la direction de ω. Alors V est
dérivable par rapport à sa première variable, et on a la relation :

dωU(x1, · · · , xm) = |ω|∂V
∂y1

(y1, · · · , ym)

Démonstration. Comme ω = |ω|b1, on a :

~DF (x, ω) = |ω| ~DF (x, b1).

Par ailleurs, par définition, on a ~DF (x, ω) = dωU(x) et ~DF (x, b1) = ∂V
∂y1

(y1, · · · , ym).
La proposition est alors établie.
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2.2 Fonctions définies sur le tore et fonctions

définies sur Qm

2.2.1 Fonctions définies sur le tore

On donne ici une définition (non géométrique) des fonctions définies sur le tore
Tm et on étudie comment prolonger une fonction définie sur Qm en une fonction
définie sur le tore. Ici, le tore n’est pas vu comme objet géométrique, mais comme
notation pour préciser la périodicité par rapport à chaque variable des fonctions
mises en jeu.

Pour les fonctions ”régulières”, on pose donc, lorsque k ∈ N ∪ {+∞} :

• Ck(Tm,E) est l’espace des fonctions de Ck(Rm,E) qui sont 2π-périodiques
en chaque variable.

• Ck
ω(Tm,E) est l’espace des fonctions continues, k fois continûment dérivables

dans la direction de ω et 2π-périodiques en chaque variable.

• Ck
c (Tm,E) est l’espace des fonctions de Ck(Tm,E) qui sont nulles sur un

voisinage ouvert de ∂Qm.

• Ck
c,ω(Tm,E) est l’espace des fonctions de Ck

ω(Tm,E) qui sont nulles sur un
voisinage ouvert de ∂Qm.

Pour les fonctions des espaces de Lebesgue, il convient de définir tout d’abord la
notion de périodicité.

Définition 2.2.1.1 Pour u (fortement) mesurable de Rm vers E, on dit que u
admet le vecteur p pour période si : τpu = u. On dit que u est périodique s’il
admet une période non nulle et l’on note :

L0(Tm,E) := {u ∈ L0(Rm,E) : 2πZ < (ei)i >∈ Per(u)},

l’espace L0(Rm,E) désignant l’espace des fonctions mesurables.

Pour les autres espaces de Lebesgue Lα, on pose, lorsque α ∈ [1,+∞] :

Lα(Tm,E) := {u ∈ Lαloc(Rm,E) : 2πZ < (ei)i) >∈ Per(u)}.

On munit cet espace de la norme :

‖u‖Lα :=

(∫
Qm
|u(x)|αEdx

)1/α

si α est fini, et lorsque α =∞ de la norme :

‖u‖∞ = supess|u|E := inf{α : |u|E ≤ α p.p.}.

Ces espaces sont des espaces de Banach. Rappelons que nous noterons sup au
lieu de supess.
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Notation 2.2.1.2 Désormais, on notera ‖.‖ au lieu de ‖.‖L2.

Remarque 2.2.1.3 Pour une fonction u ∈ L1(Tm,E), l’intégrale

∫
Tm
u(x)dx

désignera toujours

∫
Qm

u(x)dx. Le lien entre cette intégrale et l’intégrale par

rapport à la mesure de Haar du tore est donc :∫
Tm
u(x)dµm(x) =

1

(2π)m

∫
Tm
u(x)dx.

Par ailleurs, on munit L2(Tm,H) du produit scalaire suivant :

< u; v >:=

∫
Tm
u(x) ·H v(x)dx.

L2(Tm,H) est alors un espace de Hilbert.

Le résultat suivant est immédiat :

Proposition 2.2.1.4 Pour tout p ∈ Rm, les assertions suivantes sont vraies.

1. ∀k ∈ N ∪ {+∞}, τp(Ck(Tm,E)) ⊂ Ck(Tm,E).

2. ∀α ∈ [1; +∞], τp(L
α(Tm,E)) ⊂ Lα(Tm,E).

2.2.2 Les théorèmes de prolongement

Le prolongement de fonctions définies sur Qm en fonctions définies sur le tore se
fait à l’aide du lemme suivant :

Lemme 2.2.2.1 Les assertions suivantes sont vraies.

1. ∀x ∈ Rm, ∃k ∈ Zm, x− 2πk ∈ Qm.

2. la frontière de Qm est donnée par

∂Qm = {p ∈ Qm : ∃j ∈ {1, · · · ,m}, pj ∈ {−π, π}}

et est Lebesgue-négligeable dans Qm et dans Rm.

3. si f est 2π-périodique en chaque variable, f satisfait la condition à la
frontière suivante :

(CF) (∀i ∈ {1, · · · ,m})(∀x−i ∈ Rm−1)f(x−i,−π) = f(x−i, π) qui peut
aussi s’énoncer :

∀ξ, ζ ∈ Qm, [∀i ∈ {1, · · · ,m}, (ξi = ζi) ou ((ξi ∈ {−π, π}) et (ζi ∈ {−π, π})]

=⇒ (f(ξ) = f(ζ)).
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Preuve. Le point (3.) résulte de la définition de la périodicité.

Pour le point (1.), étant donné x ∈ Rm, posons pour tout j = 1, · · · ,m,

kj = E

(
xj + π

2π

)
où E désigne la fonction partie entière. On vérifie que k ∈ Zm et que pour tout
j = 1, · · · ,m, on a −π ≤ xj − 2πkj < π, donc x− 2πk ∈ Qm.

Passons au point (2.). Il s’agit en fait de montrer que IntQm = ]− π, π[m. Tout
d’abord, on a IntQm ⊃ ]− π, π[m puisque ]− π, π[m est un ouvert de Rm contenu
dans Qm. Si l’inclusion est stricte, il existe p ∈ IntQm et un indice j0 tel que
pj0 ∈ {−π, π}. Sans nuire à la généralité, on suppose que pj0 = π. La suite de
points

(
(pj + 1

n
)1≤j≤m

)
n

tend vers p, mais aucun de ces points n’est dans Qm.
Ainsi, p /∈ IntQm.

Commençons par l’étude du prolongement dans le cas des espaces de Lebesgue.

Proposition 2.2.2.2 L’application J : Lα(Tm,E)→ Lα(Qm,E) définie par :

J (u) := u|Qm

est un isomorphisme isométrique d’espaces de Banach (et même de Hilbert si
α = 2 et E = H).

Démonstration. J est visiblement une application linéaire isométrique. Mon-
trons son caractère bijectif.
Surjectivité. Soit f ∈ Lα(Qm,E). Quitte à modifier f sur la frontière de Qm

(qui est Lebesgue-négligeable), on peut supposer que f est nulle sur ∂Qm. Soit
x ∈ Rm. S’il existe k, l dans Zm, distincts, pour lesquels on aitsimultanément
x− 2πk ∈ Qm et x− 2πl ∈ Qm alors pour tous les i tels que ki 6= li, on a (ki = 0
et li = 2π) ou (ki = 2π et li = 0). Ainsi, par (CF),f(x − 2πk) = f(x − 2πl),
et il est donc possible de définir f̃(x) = f(x − 2πk) où k est choisi arbitraire-
ment dans Zm de sorte que x − 2πk ∈ Qm. Montrons maintenant que la fonc-
tion f̃ ainsi définie est périodique. Si p ∈ Zm et x ∈ Rmsont donnés, soit
k ∈ Zm tel que : x − 2πk ∈ Qm. On a (x + 2πp) − 2π(k + p) ∈ Qm donc
f̃(x + 2πp) = f((x + 2πp) − 2π(k + p)) = f(x − 2πk) = f̃(x). Il reste enfin à
vérifier l’appartenance à Lα. La restriction de f̃ à chaque Qm + 2πk, où k ∈ Zm
est de la forme x 7→ f(x + 2πk), donc f̃ ∈ Lαloc(Rm,E), ce qui montre bien que
f̃ ∈ Lα(Tm,E) et vérifie J (f̃) = f .

Injectivité. Soit f ∈ Lα(Qm,E) et f1 et f2 deux fonctions telles que J (f1) =
J (f2) = f . On peut supposer que les deux fonctions fi sont égales sur Qm. Soit
x ∈ Rm. Il existe k ∈ Zm tels que x − 2πk ∈ Qm. On a alors : f1(x) =
f1(x− 2πk) = f2(x− 2πk) = f2(x).

Nous passons au cas des fonctions continues. Cette fois, il faut bien entendu
étudier précisément ce qui se passe sur la frontière.
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Lemme 2.2.2.3 Soient k et l deux éléments distincts de Zm et soit p ∈ (Qm +
2πk) ∩ (Qm + 2πl). Alors :

p ∈ ∂(Qm + 2πk) ∩ ∂(Qm + 2πl) = (∂Qm + 2πk) ∩ (∂Qm + 2πl).

Preuve. Il existe ξ, ζ ∈ Qm tels que p = ξ + 2πk = ζ + 2πl. Comme k 6= l, il
existe j tel que ξj 6= ζj. Par ailleurs, comme ξi+ 2πki = ζi+ 2πli et |ξi− ζi| ≤ 2π,
on a |ki − li| ≤ 1.
Premier cas. ki = li. Alors ξi = ζi.
Second cas. ki = li ± 1. Alors ξi = ζi ± 2π, soit, comme ξ, ζ ∈ Qm, l’un des
deux vaut −π et l’autre π. Ainsi, on a montré que pour tout i ∈ {1, · · · ,m},

ξi = ζi ou ξi, ζi ∈ {−π; π} et il existe j tel que ξj 6= ζj. Finalement, p ∈
(∂Qm + 2πk) ∩ (∂Qm + 2πl).

Proposition 2.2.2.4 Soit f ∈ C0(Qm,E). Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Il existe un unique f̃ ∈ C0(Tm,E) tel que f̃|Qm = f .

2. f satisfait (CF).

Démonstration. L’implication [1⇒ 2] est évidente, passons donc à l’implication
[2 ⇒ 1]. Existence. Pour x ∈ Qm + 2πk, on pose fk(x) = f(x− 2πk). Lorsque
(Qm + 2πk) ∩ (Qm + 2πl) 6= ∅, avec k 6= l, on a (Qm + 2πk) ∩ (Qm + 2πl) =
(∂Qm + 2πk) ∩ (∂Qm + 2πl) en vertu du lemme. Ainsi, grâce à (CF), on a
fk(x) = fl(x). Introduisons Ak := Qm + 2πk. La famille (Ak)k forme un recou-
vrement de Rm tel que si Ak ∩Al 6= ∅, fk(x) = fl(x). On peut définir la fonction
f̃ en posant f̃(x) = fk(x) si x ∈ Ak. Comme chaque fk est continue et comme
le recouvrement (Ak)k est fermé et localement fini, on sait que f̃ est continue
(cf.[78] p.20). Sa périodicité est évidente. Ainsi, on a montré l’existence.

Unicité. Deux solutions prennent les mêmes valeurs sur Qm, donc sur Rm par
périodicité.

Proposition 2.2.2.5 Pour toute f ∈ Ck
c (Qm,E), il existe une unique f̃ ∈

Ck(Tm,E) telle que f̃|Qm = f .

Démonstration. L’unicité est acquise par la proposition 2.2.2.4. De plus, cette
proposition nous donne, pour tout j ≤ k, un unique f̃j ∈ C0

(
Tm,Ljsym ((Rm)j;E)

)
tel quef̃j |Qm = f (j). Soit f̃ = f̃0 ; il s’agit de montrer que cette fonction appar-

tient à Ck(Tm,E). Soit x ∈ Rm et l ∈ Zm tel que x ∈ Qm + 2πl. Distinguons
deux cas :
Premier cas. x ∈ Int (Qm + 2πl). Dans ce cas, au voisinage de x, f̃ = f ◦ τ−2πl

donc est de classe Ckcomme composée d’une application Ck et d’une application
C∞.
Second cas. x ∈ ∂ (Qm + 2πl). Soit

Λ := {λ ∈ Zm;x ∈ ∂Qm + 2πλ}
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Λ est un ensemble fini non vide et comme pour λ ∈ Λ, on a supp
(
f̃|Qm+2πλ

)
=

supp(f) + 2πλ et comme x 6∈ supp
(
f̃|Qm+2πλ

)
, on peut considérer

r := min
λ∈Λ

d(x; supp(f) + 2πλ)

qui est un réel strictement positif et dire que sur B(x; r), f̃ = 0. Elle est donc
bien Ck au voisinage de x.

2.2.3 Quelques autres propriétés des espaces de fonctions
définies sur le tore

Proposition 2.2.3.1 Tout élément de C0(Tm,E) est uniformément continu sur
Rm.

Démonstration. Soit r un réel positif fixé. L’ensembleK := {x ∈ Rm; d(x,Qm) ≤
r} est un compact (car on est en dimension finie), donc en vertu du lemme de
Heine,

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x, z ∈ K) (|x− z| ≤ δ)⇒ (|f(x)− f(z)|E ≤ ε)

Fixons arbitrairement ε > 0 et un δ donné comme ci-dessus. On pose δ′ :=
min{r; δ}. Soit x, z tels que |x− z| ≤ δ′. Il existe k ∈ Zm tel que x− 2πk ∈ Qm

et alors z − 2πk ∈ K. On a alors :

|f(x)− f(z)|E = |f(x− 2πk)− f(z − 2πk)|E ≤ ε

ce qui est bien l’uniforme continuité.
On établit maintenant des théorèmes de densité. Etudions pour cela la convolu-
tion.

Proposition 2.2.3.2 Soit j ∈ N ∪ {+∞}, u ∈ Cj
c (Tm,A) et v ∈ Lα(Tm,B)

avec α ∈ [1,+∞]. Alors u ∗ v ∈ Cj(Tm, C).

Démonstration. Comme v ∈ Lα(Tm,B), on a v ∈ L1
loc(Rm,B) et le produit de

convolution u ∗ v est donné par :

u ∗ v(z) =

∫
Rm

u(x) � v(z − x)dx.

De surcrôıt il est bien défini sur Rm et u ∗ v ∈ Cj(Rm, C). Vérifions que 2πZm ⊂
Per(u ∗ v), ce qui conclura la démonstration. Soit donc p ∈ 2πZm. p est une
période de v, et :

u ∗ v(z + p) =

∫
Rm

u(x)v(z + p− x)dx =

∫
Rm

u(x)v(z − x)dx = u ∗ v(z)

C’est ce qu’il fallait démontrer.
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Proposition 2.2.3.3 Soit j ∈ N∪ {+∞}. Cj(Tm,E) et Cj
c (Tm,E) sont denses

dans L2(Tm,E).

Démonstration. Il suffit de faire la démonstration pour Cj
c (Tm,E). On rappelle

que C∞c (Int(Qm),E) est dense dans L2(Qm,E) (la démonstration de Brezis [33]
p.71 s’adapte aux espaces de Banach). Fixons u ∈ L2(Tm,E) ; on note u sa
restriction à Qm. Ainsi, en vertu du rappel fait dans cette démonstration, ε > 0
étant donné, il existe w ∈ C∞c (Int(Qm),E) tel que∫

Qm
|w(x)− u(x)|2Edx ≤ ε2.

Par ailleurs, en vertu de la Proposition 2.2.2.5, on peut prolonger de manière
unique w en un élément z ∈ C∞c (Tm,E). On a :∫

Tm
|z(x)− u(x)|2Edx =

∫
Qm
|w(x)− u(x)|2Edx ≤ ε2,

d’où la proposition.

Lemme 2.2.3.4 Soit f ∈ L1(Tm,E) et β ∈ Rm. Alors :∫
Qm

f(x+ β)dx =

∫
Qm

f(x)dx

Preuve. Nous allons démontrer le résultat par récurrence sur m. Lorsque m = 1,
on a successivement :∫ π

−π
f(t+ β)dt =

∫ β+π

β−π
f =

∫ −π
β−π

f +

∫ π

−π
f +

∫ π+β

π

f =

−
∫ β−π

−π
f +

∫ π

−π
f +

∫ β−π

−π
f(t+ 2π)dt =

∫ π

−π
f

C’est le résultat cherché. Supposons le résultat vrai pour 1 et m− 1. On a :∫
Qm

f(x+ β)dx =

∫ π

−π

[∫
[−π,π]m−1

f(x1 + β1, x−1 + β−1)dx−1

]
dx1

D’après le résultat au rang m− 1, le membre de droite vaut :∫ π

−π

[∫
[−π,π]m−1

f(x1 + β1, x−1)dx−1

]
dx1

Par utilisation du théorème de Fubini puis du résultat au rang 1, cette intégrale
vaut bien

∫
Qm

f(x)dx, et la proposition est démontrée.

Proposition 2.2.3.5 Soit u ∈ L2(Tm,E). La fonction de Rm vers L2(Tm,E)
définie par β 7−→ τβu est uniformément continue.
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Démonstration. Soit ε > 0 fixé, et soit v ∈ C0
c (Tm,E) tel que ‖u− v‖ ≤ ε/3.

Comme v est uniformément continue sur Rm, β 7−→ τβ est uniformément continue
de Rm vers C0(Tm,E), donc on peut trouver η > 0 tel que si γ et β sont dans Rm

tels que |γ − β| ≤ η, alors

sup
x∈Rm

|v(x+ γ)− v(x+ β)|E ≤
ε

3(2π)m
.

Soit γ et β ainsi choisis. On a alors :

‖u(·+ β)− u(·+ γ)‖ ≤

‖u(·+ β)− v(·+ β)‖+ ‖v(·+ β)− v(·+ γ)‖+ ‖v(·+ γ)− u(·+ γ)‖ ≤

2‖u− v‖+ ‖v(·+ β)− v(·+ γ)‖

en utilisant le lemme 2.2.3.4. Ce dernier terme est majoré par ε, et c’est ce que
l’on voulait.

2.3 Construction d’espaces du type de Sobolev

Ce chapitre se propose de présenter la construction d’espaces du type de Sobolev
et de Blot adaptés à nos problèmes. On va commencer par introduire une notion
de dérivée faible de Percival pour les éléments de L2(Tm,E) comme générateur
infinitésimal d’un (semi-)groupe de contractions. Le domaine de cet opérateur
non borné est l’espace du type Sobolev que l’on souhaitait construire. Nous
expliciterons le lien entre distributions sur le tore et distributions 2π-périodiques
en chaque variable, et montrerons que les différentes manières d’introduire la
dérivée faible de Percival cöıncident.

2.3.1 Construction et premières propriétés de l’espace
H1
ω(Tm,E)

Rappelons que selon la proposition 2.2.1.4, pour tout u ∈ L2(Tm,E) et tout
β ∈ Rm, on a : τβu ∈ L2(Tm,E). Ainsi, il est légitime de définir, pour tout
t ∈ R+, T (t) de L2(Tm,E) vers lui-même en posant :

∀t ∈ R+, ∀u ∈ L2(Tm,RN), T (t)u := τtωu.

On vérifie facilement que T (t) est une isométrie linéaire de L2(Tm,E) sur lui-
même.

Proposition 2.3.1.1 Les assertions suivantes sont valides.

1. ∀s, t ∈ R+, T (s+ t) = T (t) ◦ T (s).

2. T (0) = id.
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3. ∀u ∈ L2(Tm,E), [t 7→ T (t)u] ∈ C0(R+, L2(Tm,E)).

Démonstration. (1)T (t + s)u = τ(s+t)ωu = u(· + (s + t)ω) = τsωu(· + tω) =
T (s)[T (t)u] = [T (s) ◦ T (t)](u).
(2) trivial.
(3) [t 7→ tω] est continue, donc ce point résulte de la proposition 2.2.3.5.

Ainsi, selon [50] p.614, la famille (T (t))t∈R+ est un semi-groupe fortement continu
dans L(L2(Tm,E);L2(Tm,E)). On note ∇ω le générateur infinitésimal de ce semi-
groupe, et H1

ω(Tm,E) son domaine. Nous avons donc par définition :

H1
ω(Tm,E) :=

{
u ∈ L2(Tm,E) : ∃ lim

t→0+

T (t)u− u
t

∈ L2(Tm,E)

}
et pour u ∈ H1

ω(Tm,E), cette limite se note ∇ωu. Il résulte de la théorie générale
des semi-groupes fortement continus, cf. [50] p.619-620, que :

Proposition 2.3.1.2 Les assertions suivantes sont vraies.

1. H1
ω(Tm,E) est un sous-espace-vectoriel de L2(Tm,E) et ∇ω est linéaire de

H1
ω(Tm,E) vers L2(Tm,E).

2. si u ∈ H1
ω(Tm,E) et si t ∈ R+, alors τtωu ∈ H1

ω(Tm,E) et :

d

dt
(τtωu) = ∇ω(τtωu) = τtω(∇ωu).

3. si u ∈ H1
ω(Tm,E) et si 0 ≤ s < t < +∞, alors :

τtωu− τsωu =

∫ t

s

τrω(∇ωu)dr.

4. si t ∈ R+ et si g ∈ L1(R,R) est continue en t, alors :

lim
h→0

1

h

∫ t+h

t

g(s)τsωu ds = g(t)τtωu.

5. H1
ω(Tm,E) est dense dans L2(Tm,E) et ∇ω est de graphe fermé dans L2(Tm,E)×

L2(Tm,E).

Remarque 2.3.1.3 Les intégrales considérées dans cette proposition sont des
intégrales de fonctions continues à valeurs dans l’espace de Banach L2(Tm,E).

On munit H1
ω(Tm,E) de la norme :

‖u‖H1
ω(Tm,E) =

√
‖u‖2 + ‖∇ωu‖2
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que l’on note aussi ‖u‖1,ω s’il n’y a pas d’ambiguité sur E. Lorsque de plus E = H,
on munit H1

ω(Tm,H) de la forme bilinéaire suivante :

< u; v >H1
ω(Tm,H):=< u; v > + < ∇ωu;∇ωv > .

S’il n’y a pas d’ambiguité sur H, on notera plutôt < u; v >1,ω au lieu de <
u; v >H1

ω(Tm,H).

Proposition 2.3.1.4 Muni de la forme bilinéaire < ·, · >1,ω, H1
ω(Tm,H) est un

espace de Hilbert.

Démonstration. La seule chose à vérifier est la complétude. Or, si (un)n est de
Cauchy dans H1

ω(Tm,H), chacune des suites (un)n et (∇ωun)n est de Cauchy dans
l’espace complet L2(Tm,H), donc converge. On note u et v les limites respectives.
Maintenant, comme ∇ω est de graphe fermé, on voit que v = ∇ωu, ce qui montre
que la suite (un)n converge dans H1

ω(Tm,H).

On vérifie maintenant que l’on récupère bien la notion usuelle pour les fonctions
régulières :

Proposition 2.3.1.5 Si u ∈ C1(Tm,E), alors u ∈ H1
ω(Tm,E), et : ∇ωu(x) =

u′(x) · ω pour Lebesgue-presque tout x.

Démonstration. Puisque u′ est continue sur Tm, elle est uniformément con-
tinue, et donc ε > 0 étant donné, on peut trouver η > 0 tel que :

∀ξ, ζ ∈ Rm, (|ξ − ζ| ≤ η)⇒
(
|u′(ζ)− u′(ξ)|E ≤

ε

|ω|

)
.

On fixe un tel η, x ∈ Rm et soit t ∈ ]0; η/|ω|[. Par l’inégalité de la moyenne
appliquée à la fonction y 7→ u(y)− u′(x).y entre x et x+ tω, on a :

|u(x+ tω)− u(x)− u′(x) · (tω)|E ≤
ε

|ω|
t|ω|.

On divise par t, et l’on intègre le carré de l’inégalité sur Qm. Il vient, pour tout
t ∈ ]0; η/|ω|[ : ∥∥∥∥τtωu− ut

− u′(·) · ω
∥∥∥∥ ≤ ε(2π)m/2

ce qui démontre le résultat attendu.

2.3.2 Convolution et théorèmes de densité

Nous appellerons suite régularisante une suite (ρj)j≥0 de fonctions de C∞c (Rm,R)
vérifiant :

1. ∀x ∈ Rm, ∀j ∈ N, ρj(x) ≥ 0.
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2. ∀j ∈ N,
∫
Rm

ρj = 1.

3. ∀j ∈ N, supp(ρj) ⊂ Int(Qm) et lim
j→+∞

diam[supp(ρj)] = 0.

Proposition 2.3.2.1 Soit u ∈ H1
ω(Tm,E) et ρ ∈ C1

c (Rm,K) tel que supp(ρ) ⊂
Int(Qm). On a :

(dωρ) ∗ u = ρ ∗ (∇ωu).

Démonstration.
Première étape. Soit t > 0. On commence par remarquer que :∫

Rm
ρ(x)

[
τtωu− u

t

]
(z − x)dx =

∫
Rm

u(z − x)

[
τtωρ− ρ

t

]
(x)dx

Seconde étape. Démontrons que, lorsque t→ 0,

∫
Rm
ρ(x)

[
τtωu− u

t

]
(z − x)dx

tend vers ρ ∗ (∇ωu)(z). En effet, comme

∫
Rm

ρ = 1, la différence entre cette

intégrale et ρ ∗ (∇ωu)(z) vaut :∫
Rm

ρ(x)

[
τtωu− u

t
−∇ωu

]
(z − x)dx =

∫
Qm

ρ(x)

[
τtωu− u

t
−∇ωu

]
(z − x)dx

qui est majoré par, en désignant par I le nombre

[∫
Qm

ρ2

]1/2

:

I

[∫
Qm

∣∣∣∣τtωu− ut
−∇ωu

∣∣∣∣2
E

(z − x)dx

]1/2

≤ I

∥∥∥∥τtωu− ut
−∇ωu

∥∥∥∥
et le dernier terme tend vers 0 lorsque t tend vers 0.

Troisième étape. Démontrons que lorsque t→ 0,
∫
Rm u(z−x)[ τtωρ−ρ

t
](x)dx tend

vers (dωρ) ∗ u. Comme supp(ρ) ⊂ IntQm, il existe un réel r > 0 tel que si t ≤ r,
alors supp(τtωρ) ⊂ IntQm. Comme supp(ρ′) est compact, ρ′ est uniformément
continue donc par utilisation de l’inégalité de la moyenne, pour tout ε > 0, il
existe t′ < r tel que si t ∈]0; t′[, on a :∣∣∣∣τtωρ− ρt

(x)− dωρ(x)

∣∣∣∣ ≤ ε|ω|.

On intègre sur Rm cette inégalité multipliée auparavant par u(z − x), et l’on
obtient la majoration, comme supp

[
τtωρ−ρ

t

]
⊂ Qm :∣∣∣∣∫

Rm

(
τtωρ− ρ

t
(x)− dωρ(x)

)
u(z − x)dx

∣∣∣∣
E
≤
∫
Qm

ε|ω|.|u(z − x)|E

et le résultat de cette étape est valide.

Quatrième étape. Conclusion. On passe à la limite dans l’égalité de la première
étape.
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Proposition 2.3.2.2 Soit (ρj)j une suite régularisante et u ∈ L2(Tm,E). Alors :

lim
j→+∞

‖ρj ∗ u− u‖ = 0.

Démonstration. Comme ρj est positive et à support inclus dans Qm, on a pour
tout z ∈ Rm :

|ρj ∗ u(z)|E ≤
∫
Qm

ρj(x)|u(z − x)|Edx ≤

√∫
Qm

ρj(x)|u(z − x)|2Edx

où pour la dernière inégalité, on a utilisé l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Ainsi,
en élevant au carré, en intégrant sur Tm puis en utilisant le théorème de Fubini,
on a :

‖ρj ∗ u− u‖2 ≤
∫
Qm

ρj(x)

(∫
Tm
|u(z − x)|2Edz

)
dx,

mais d’après le lemme 2.2.3.4, l’intégrale imbriquée vaut ‖u‖2, soit finalement on
aboutit à :

‖ρj ∗ u− u‖2 ≤ ‖u‖2.

Comme C0
c (IntQm,E) est dense dans L2(Qm,E), on sait que C0

c (Tm,E) est dense
dans L2(Tm,E) et donc ε > 0 étant donné, il existe ϕ ∈ C0

c (Tm,E) tel que
‖u − ϕ‖ < ε. On a alors aussi ‖ρj ∗ u − ρj ∗ ϕ‖ ≤ ε. A l’aide de l’inégalité
triangulaire, on en déduit :

‖ρj ∗ u− u‖ ≤ 2ε+ ‖ρj ∗ ϕ− ϕ‖.

Il nous reste donc à démontrer que ‖ρj∗ϕ−ϕ‖ ≤ ε pour j assez grand. L’uniforme
continuité de ϕ nous donne un η > 0 tel que si |ξ−ζ| ≤ η, alors |ϕ(ξ)−ϕ(ζ)|E ≤ ε.
Soit j assez grand pour que (z ∈ supp(ρj)) ⇒ (|z| ≤ η). Soit enfin z ∈ Rm

arbitraire. Alors, de :

ρj ∗ ϕ(z)− ϕ(z) =

∫
Rm

ρj(x) (ϕ(z − x)− ϕ(z)) dx

comme l’intégrale ne porte que sur supp(ρj), on déduit :

|ρj ∗ ϕ(z)− ϕ(z)|E ≤ ε

∫
supp(ρj)

ρj(x)dx ≤ ε.

On aboutit à, pour j assez grand :

‖ρj ∗ u− u‖ ≤ 3ε.

Ce qu’il fallait démontrer.

Proposition 2.3.2.3 Soit u ∈ L2(Tm,E) et ρ ∈ C1
c (Rm,K). Alors :

dω(ρ ∗ u) = (dωρ) ∗ u.
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Démonstration. On sait que l’on a toujours (cf [88] p.122) :

∂

∂xi
(ρ ∗ u) = (

∂

∂xi
ρ) ∗ u.

On multiplie par ωi et l’on somme sur i pour obtenir la formule annoncée.

Proposition 2.3.2.4 C1(Tm,E) est dense dans H1
ω(Tm,E). Plus précisément,

si u ∈ H1
ω(Tm,E), alors la suite (ρj ∗ u)j tend vers u dans H1

ω(Tm,E) pour toute
suite régularisante (ρj)j.

Démonstration. D’après la Proposition 2.2.3.2, on a ρj ∗ u ∈ C1(Tm,E) et
ρj ∗ (∇ωu) ∈ C1(Tm,E). D’après la Proposition 2.3.2.2, on a :

lim
j→+∞

‖ρj ∗ u− u‖ = 0 et lim
j→+∞

‖ρj ∗ (∇ωu)− (∇ωu)‖ = 0.

Or par les Propositions 2.3.2.1 et 2.3.2.3, on a ρj ∗ (∇ωu) = ∇ω(ρj ∗ u) donc
finalement lim

j→+∞
‖ρj ∗ u− u‖1,ω = 0.

Proposition 2.3.2.5 Les formules suivantes sont vraies.

1.

∀f ∈ C1(Tm,E),

∫
Tm
∂ωf(x)dx = 0.

2.

∀u ∈ H1
ω(Tm,E),

∫
Tm
∇ωu(x)dx = 0.

Démonstration. Première assertion. Par périodicité, on a bien entendu
pour tout i : ∫

Tm

∂f

∂xi
(x)dx = 0

de quoi on déduit l’assertion par linéarité.
Seconde assertion : par densité, on peut trouver, pour tout ε > 0, un f ∈
C1(Tm,E) tel que ‖f − u‖1,ω < ε. On a ainsi ‖dωf − ∇ωu‖ < ε, d’où ‖dωf −
∇ωu‖L1(Tm,E) < ε(2π)m. Ainsi, en utilisant la première assertion, on voit que
|
∫
Tm ∇ωu(x)dx|E < ε(2π)m.

Proposition 2.3.2.6 Soit ϕ ∈ C1(Tm,A) et u ∈ H1
ω(Tm,B). Alors ϕ · u ∈

H1
ω(Tm, C) et l’on a :

∇ω(ϕ � u) = (dωϕ) � u+ ϕ � (∇ωu).

Démonstration.
Premier cas : (A,B) = (E′,E) (ou (E,E′) qui est analogue).
Première étape du premier cas. On montre que :

lim
t→0

∥∥∥∥τtωϕ− ϕt
·E′×E τtωu− (dωϕ) ·E′×E u

∥∥∥∥ = 0.
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Fixons ε strictement positif. Par uniforme continuité de ϕ′, on peut trouver t0 > 0
tel que si |t| < t0,

∀x ∈ Rm, ∀ξ ∈ [x;x+ tω], |ϕ′(ξ)− ϕ′(x)|E′ ≤ ε|ω|−1.

Par ailleurs, en utilisant l’inégalité de la moyenne, on a :∣∣∣∣ϕ(x+ tω)− ϕ(x)

t
·E′×E u(x+ tω)− (dωϕ(x)) ·E′×E u(x+ tω)

∣∣∣∣ ≤
sup

ξ∈[x;x+tω]

|ϕ′(ξ)− ϕ′(x)|E′ .|ω|.|u(x+ tω)|E,

donc si |t| < t0, ce terme est majoré par ε|u(x + tω)|E. Elevant au carré et
intégrant, en utilisant le Lemme 2.2.3.4, on voit que :∥∥∥∥[τtωϕ− ϕt

− dωϕ
]
·E′×E τtωu

∥∥∥∥ ≤ ε‖u‖.

Ainsi, on a démontré :

lim
t→0

∥∥∥∥[τtωϕ− ϕt
− dωϕ

]
·E′×E τtωu

∥∥∥∥ = 0. (2.1)

Par ailleurs, on a la majoration :

‖(dωϕ) ·E′×E (τtωu− u)‖2 ≤ (2π)m‖dωϕ‖2
∞‖τtωu− u‖2

et par la proposition 2.2.3.5, ce terme tend vers 0 quand t→ 0. Compte tenu de
ce résultat et de la majoration :∥∥∥∥τtωϕ− ϕt

·E′×E τtωu− (dωϕ) ·E′×E u
∥∥∥∥ ≤∥∥∥∥[τtωϕ− ϕt

− dωϕ
]
·E′×E τtωu

∥∥∥∥+ ‖(dωϕ) ·E′×E (τtωu− u)‖,

l’inégalité (2.1) permet de conclure cette étape.

Seconde étape du premier cas. On montre que :

lim
t→0

∥∥∥∥ϕ ·E′×E τtωu− ut
− ϕ ·E′×E ∇ωu

∥∥∥∥ = 0.

En effet, le terme considéré est notoirement majoré par

(2π)m/2‖ϕ‖∞
∥∥∥∥τtωu− ut

−∇ωu

∥∥∥∥
qui tend vers 0 quand t→ 0.
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Conclusion. On a :

τtω(ϕ ·E′×E u)− ϕ ·E′×E u
t

− (dωϕ) ·E′×E u− ϕ ·E′×E (∇ωu) =[
τtωϕ− ϕ

t
·E′×E τtωu− (dωϕ) ·E′×E u

]
+

[
ϕ ·E′×E

τtωu− u
t

− ϕ ·E′×E ∇ωu

]
donc il résulte des deux premières étapes que le membre de droite tend vers 0
lorsque t→ 0, et l’asserion 1. est démontrée.
Second cas : (A,B) = (K,E) (ou (E,K) qui est analogue).
Soit e ∈ E′ arbitraire, et soit ϕe(x) := ϕ(x)e. Alors ϕe ∈ H1

ω(Tm,E′) et en lui
appliquant l’assertion 1, on obtient :

∇ω[(ϕe) ·E′×E u] = dω(ϕe) ·E′×E u+ (ϕe) ·E′×E (∇ωu).

Mais comme e est constant, on a ∇ω[(ϕe) ·E′×E u] = (∇ωϕ)e ·E′×E u et dω(ϕe) =
(dωϕ)e, donc on obtient :

e ·E′×E [∇ω(ϕ.u)] = e ·E′×E [(dωϕ)u] + e ·E′×E [ϕ.(∇ωu)] .

Comme la relation est vraie pour tout e ∈ E′, on conclut que :

∇ω(ϕ.u) = (dωϕ)u+ ϕ.(∇ωu).

Proposition 2.3.2.7 On a la formule d’intégration par parties suivante. Pour
tout ϕ ∈ C1(Tm,A) et u ∈ H1

ω(Tm,B), on a :∫
Tm
ϕ � (∇ωu) = −

∫
Tm

(dωϕ) � u.

Démonstration. A l’aide de la proposition précédente, on sait que ϕ � u ∈
H1
ω(Tm, C) et que l’on a :

∇ω(ϕ � u) = (dωϕ) � u+ ϕ � (∇ωu).

Intégrons cette égalité. Comme selon la proposition 2.3.2.5, l’intégrale du membre
de gauche est nulle, on a :∫

Tm
ϕ � (∇ωu) +

∫
Tm

(dωϕ) � u = 0,

ce qui est le résultat cherché.

2.3.3 L’espace H1
ω,0(Tm,E)

Définition 2.3.3.1 On appelle H1
ω,0(Tm,E) l’adhérence de C1

c (Tm,E) dans H1
ω(Tm,E).

Proposition 2.3.3.2 Muni de la norme de H1
ω(Tm,E), H1

ω,0(Tm,E) est complet.
Si de plus E = H, c’est un espace de Hilbert.
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Démonstration. H1
ω,0(Tm,E) est un sous-espace vectoriel fermé de l’espace

complet H1
ω(Tm,E), c’est donc un espace complet.

Proposition 2.3.3.3 H1
ω,0(Tm,E) est aussi l’adhérence de C1

c,ω(Tm,E) dans H1
ω(Tm,E).

Démonstration. Soit H̃ l’adhérence de C1
c,ω(Tm,E) dansH1

ω(Tm,E). L’inclusion

H̃ ⊂ H1
ω,0(Tm,E) résulte de C1

c (Tm,E) ⊂ C1
c,ω(Tm,E).

Pour le sens réciproque, on va montrer que l’injection de C1
c (Tm,E) dans C1

c,ω(Tm,E)
est dense pour la norme de H1

ω(Tm,E). Soit donc ϕ ∈ C1
c,ω(Tm,E) et soit (ρn)n

une suite régularisante. Comme ϕ ∈ H1
ω(Tm,E), il résulte de la proposition 2.2.3.3

appliquée à ϕ et ρn que si ψn := ρn ∗ ϕ, on a ψn ∈ C1(Tm,E) et :

lim
n→+∞

‖ψn − ϕ‖1,ω = 0.

Par ailleurs, on a :
supp(ψn) ⊂ supp(ϕ) + supp(ρn)

et comme lim
n→+∞

diam(supp(ρn)) = 0, pour n assez grand, on a :

supp(ψn) ⊂ IntQm.

On en déduit que ψn ∈ C1
c (Tm,E) pour n assez grand, d’où le résultat.

Proposition 2.3.3.4 Pour toute u ∈ H1
ω,0(Tm,H), on a l’inégalité de Poincaré-

Wirtinger :

‖∇ωu‖ ≥
|ω|
π
√
m
‖u‖.

De plus, l’application u 7→ ‖∇ωu‖ est une norme sur H1
ω,0(Tm,H) équivalente à

celle de H1
ω(Tm,H).

On notera ‖.‖1,ω,0 la norme donnée dans la proposition, c’est-à-dire que :

∀u ∈ H1
ω,0(Tm,H), ‖u‖1,ω,0 = ‖∇ωu‖.

La démonstration de la proposition est basée essentiellement sur la vérification
de l’inégalité indiquée pour les fonctions régulières, ce qui fait l’objet du lemme
suivant :

Lemme 2.3.3.5 On note α = |ω|
π
√
m

. Alors pour toute u ∈ C1
c (Tm,H), on a :

‖dωu‖ ≥ α‖u‖.

Démonstration de la proposition. Supposant provisoirement le lemme acquis,
soit u ∈ H1

ω,0(Tm,H). On considère une suite (un)n à valeurs dans C1
c (Tm,H)

tendant vers u et auxquels on applique le lemme. Ainsi, pour tout n, on a :

‖∇ωun‖ ≥ α‖un‖.
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Mais comme

lim
n→+∞

‖u− un‖ = 0 et lim
n→+∞

‖∇ωu−∇ωun‖ = 0,

on peut passer à la limite pour obtenir :

‖∇ωu‖ ≥ α‖u‖.

A l’aide de cette majoration, on obtient que pour tout u ∈ H1
ω,0(Tm,H) :

‖u‖1,ω,0 ≤ ‖u‖1,ω ≤
√

1 + α2

α
‖u‖1,ω,0

d’où l’équivalence des normes.
Passons à la démonstration du lemme.

Démonstration du lemme. Utilisons les résultats et notations de la section
2.1. Soit u ∈ C1

c (Tm,H) fixée et v = u ◦ χ ◦ χ−1
1 . On a alors :

‖∇ωu‖ = |ω|2
∫
Km

∣∣∣∣ ∂v∂y1

(y)

∣∣∣∣2
H
dy = |ω|2

∫
D

(∫
K(y−1)

∣∣∣∣ ∂v∂y1

(y)

∣∣∣∣2
H
dy1

)
dy−1.

Fixons y−1 ∈ D. On pose [a, b] := K(y−1) (rappelons que K(y−1) est un intervalle
fermé, cf. lemme 2.1.4.2). On pose également :

ϕ(y1) = v(y1, · · · , ym).

On indique que ϕ ∈ C1
c ([a, b],H) et que :

ϕ′(y1) =
∂v

∂y1

(y1, · · · , ym).

Il vient alors : ∫
K(y−1)

∣∣∣∣ ∂v∂y1

(y)

∣∣∣∣2
H
dy1 =

∫ b

a

|ϕ′(t)|2H dt.

Mais comme ϕ(a) = 0, on a :

|ϕ(t)|2H =

∫ t

a

ϕ(s) ·H ϕ′(s)
2

ds ≤
‖ϕ‖L2([a,b],H).‖ϕ′‖L2([a,b],H)

2
,

où l’on a utilisé l’inégalité de Cauchy-Schwarz puis majoré chacune des intégrales
(de fonctions positives) par l’intégrale sur le segment entier. Par intégration sur
[a, b], on en déduit :

‖ϕ‖L2([a,b],H) ≤
b− a

2
‖ϕ′‖L2([a,b],H)
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et comme b− a = diamK(y−1) ≤ 2π
√
m, on aboutit à la majoration :

‖ϕ‖L2([a,b],H) ≤ π
√
m‖ϕ′‖L2([a,b],H).

Revenant en v, on obtient :∫
K(y−1)

∣∣∣∣ ∂v∂y1

(y)

∣∣∣∣2
H
dy ≥ 1

mπ2

∫
K(y−1)

|v(y)|2H dy,

soit, en revenant en u :

‖dωu‖ ≥
|ω|
π
√
m
‖u‖.

Ceci termine la démonstration du lemme.

Remarque 2.3.3.6 Le fait qu’une fonction constante non nulle ne vérifie pas la
relation de Poincaré-Wirtinger démontre que H1

ω,0(Tm,H) est distinct de H1
ω(Tm,H).

Notation 2.3.3.7 On note αPW (m) (ou αPW s’il n’y a pas ambiguité sur m),
la meilleure constante de Poincaré-Wirtinger, c’est-à-dire :

αPW (m) := inf
u∈H1

ω,0(Tm,H)\{0}

‖∇ωu‖
‖u‖

=

sup{α > 0 : ∀u ∈ H1
ω,0(Tm,H), ‖∇ωu‖ ≥ α‖u‖}.

On a ainsi pour tout m, la minoration :

αPW (m) ≥ |ω|
π
√
m
.

Proposition 2.3.3.8 L’injection canonique de H1
ω,0(Tm,H) dans L2(Tm,H) n’est

pas compacte.

Remarque 2.3.3.9 Autrement dit, l’espace H1
ω,0(Tm,H) ne vérifie pas un résultat

du type Rellich-Kondrachov. Cette absence de compacité rend plus difficile l’obtention
de théorèmes d’existence dans cet espace que dans l’espace de Sobolev H1

0 (Ω)
usuel.

Démonstration. Compte tenu de la caractérisation des compacts forts (i.e.
pour la topologie de la norme) de L2(IntQm) (cf. [33] p.74), pour nier Rellich-
Kondrachov, il suffit de démontrer que :

∃ε > 0, ∃Ω ⊂⊂ IntQm, ∃δ0 > 0, ∀δ ∈ ]0; δ0[,

∃h ∈ Rm, ∃u ∈ BH1
ω,0(Tm,H), |h| ≤ δ et ‖τhu− u‖ ≥ ε.

Avant de progresser dans la démonstration, faisons trois remarques.
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• Il suffit de fabriquer un contre-exemple avec H = R.

• Bien entendu, ceci ne contredit pas la continuité des translations dans L2

car u dépend de δ.

• L’idée fondamentale à retenir est que l’absence de compacité est due à
l’absence de contrôle des dérivées qui ne sont pas dans la direction de ω.

On se place donc dans le cas H = R ; soit (bj) une base orthonormée telle que
b1 = ω

|ω| . On se donne A ⊂ IntQm, Lj, j = 1, · · · ,m, m réels strictement positifs
tels que si :

K :=

{
A+

m∑
i=1

λiLibi : λ = (λ1, · · · , λm) ∈ [0; 1]m

}
et :

TK :=
⋃

α∈[0; 2
3
L1]

ταK,

on ait :
TK ⊂ IntQm.

On peut alors trouver un ouvert Ω contenant TK et donc l’adhérence est contenue
dans IntQm (c’est-à-dire Ω ⊂⊂ IntQm). On pose δ0 := 2

3
L1 et l = 1

3
L1.

Première étape. Dans cette étape (que l’on ne fait que si m ≥ 3), on se ramène
au cas où m = 2. Soit φ ∈ C0(Rm−2,R+) non constamment nulle, telle que
supp(φ) ⊂

∏m
j=3[0, Lj]. On note

I :=

∫
Rm−2

φ2,

qui est un réel strictement positif. On va chercher v = u ◦χ ◦χ−1
1 sous la forme :

v(y1, · · · , ym) = v2(y1, y2)φ(y3, · · · , ym).

Si supp(v) ⊂ K et si h = δb2 avec δ ∈]0, δ0[, on a ‖(τhv − v)χΩ‖ = ‖τhv − v‖, et
en utilisant le théorème de Fubini on obtient les deux égalités suivantes :

‖τhu− u‖2 = ‖τhv2 − v2‖2
L2(T2)I

‖∇ωu‖2 = |ω|2‖∂1v2‖2
L2(T2)I

soit finalement :
‖τhu− u‖2

‖∇ωu‖2
= |ω|2

‖τhv2 − v2‖2
L2(T2)

‖∂1v2‖2
L2(T2)

.

On voit par l’égalité précédente qu’il suffit de construire v2, ce qui revient à faire
la démonstration dans le cas m = 2.
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Seconde étape. On construit maintenant v2. Fixons arbitrairement δ ∈ ]0, δ0[.
Pour i, j ∈ {0, 1, 2}, notons

Ai,j = A+ i
L1

3
b1 + j

L2

3

δ

δ0

b2.

Pour tout λ ∈ R+, on définit la fonction Pλ sur [0, l] par :

Pλ(x) = 2
λ

l2
x2χ[0,l/2](x) + λ

(
1− 2

(
1− x

l

)2
)
χ[l/2,l](x).

On introduit alors fλ :

fλ(x) = Pλ(x)χ[0,l](x) + λχ[l,2l](x) + Pλ(3l − x)χ[0,l](x).

La fonction fλ est continue et elle est C1 par morceaux. On calcule :

‖f ′λ‖∞ = 2
λ

l
.

On pose enfin :

v2(y1, y2) = fy2/δ(y1)χ[0,δ](y2) + f1(y1)χ[δ,2δ](y2) + f3−y2/δ(y1)χ[2δ,3δ](y2).

On a alors :

‖τδb2v2 − v2‖2
L2(T2) ≥

∫
co(A1,1;A1,2;A2,1;A2,2)

(1− 0)2 =
lδ

2

et

‖∂1v2‖2
L2(T2) ≤ 2

[
2

∫
co(A0,0;A1,0;A0,1;A1,1)

4.y2
2

l2δ2
dy +

∫
co(A0,1;A1,1;A0,2;A2,2)

4

l2

]
=

17δ

4l
.

Finalement, on a :

‖τδb2v2 − v2‖2
L2(T2)

‖∂1v2‖2
L2(T2)

≥ 2l2

17
,

donc on peut prendre dans le cas m quelconque :

ε =
l

|ω|

√
2

17
.

Ceci achève la démonstration.
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2.4 Analyse de Fourier et comparaison des différentes

notions de dérivation

Remarque 2.4.0.10 Ici, par commodité, on supposera que K = C. Dans le
cas réel, ceci consiste à travailler dans le complexifié de E, puis à réunir les
coefficients de Fourier d’indices opposés.

On note, pour u ∈ L2(Tm,E) et ν ∈ Zm, a(u; ν) l’élément de E :

a(u; ν) :=
1

(2π)m

∫
Qm

e−ν(x)u(x)dx.

On note :

u ∼
∑
ν∈Zm

a(u; ν)eν

On rappelle que :

Rappel 2.4.0.11 L’application u 7→ (a(u; ν))ν∈Zm est un isomorphisme isométrique
de L2(Tm,H) sur `2(Zm;H).

Remarque 2.4.0.12 La fonction eν est de classe C1(Tm,E) et :

dωeν = i(ν · ω)eν .

Proposition 2.4.0.13 Soit u ∈ H1
ω(Tm,E) et ν ∈ Zm.On a :

a(∇ωu; ν) = i(ν · ω)a(u; ν).

Démonstration. Fixons ν ∈ Zm. L’application a(·; ν) est linéaire continue de
L2(Tm,E) vers E, on a ainsi :

a(∇ωu; ν) = lim
t→0

a(τtωu; ν)− a(u; ν)

t
.

En utilisant le Lemme 2.2.3.4, on a : a(τtωu; ν) = eν(tω)a(u; ν) d’où le résultat
proposé.

Proposition 2.4.0.14 Soit u ∈ L2(Tm,H) tel que :∑
ν∈Zm

(ν · ω)2|a(u; ν)|2H < +∞.

Alors u ∈ H1
ω(Tm,H) et ∇ωu ∼

∑
ν i(ν · ω)a(u; ν)eν.
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Démonstration. On sait (cf. 2.4.0.11) qu’il existe v ∈ L2(Tm,H) tel que
v ∼

∑
ν i(ν ·ω)a(u; ν)eν . Pour k ∈ N∗, formons alors le polynôme trigonométrique

Pk(x) =
∑
|ν|≤k a(u; ν)eν(x). On a ainsi limk→+∞ ‖u− Pk‖ = 0 et limk→+∞ ‖v −

∇ωPk‖ = 0. Comme (Pk;∇ωPk) est dans le graphe de ∇ω qui est fermé, on en
déduit que v = ∇ωu et donc u ∈ H1

ω(Tm,H).

Proposition 2.4.0.15 Soit u et v deux éléments de L2(Tm,H) tels que :

∀ϕ ∈ C1(Tm,C),

∫
Tm

(dωϕ) ·H u = −
∫
Tm
ϕ ·H v

ou

∀ϕ ∈ C1(Tm,H),

∫
Tm
u ·H dωϕ = −

∫
Tm
v ·H ϕ

alors u ∈ H1
ω(Tm,H) et ∇ωu = v.

De même, soit u et v deux éléments de L2(Tm,C) tels que :

∀ϕ ∈ C1(Tm,C),

∫
Tm

(dωϕ)u = −
∫
Tm
ϕv

ou

∀ϕ ∈ C1(Tm,H),

∫
Tm
u(dωϕ) = −

∫
Tm
vϕ

alors u ∈ H1
ω(Tm,C) et ∇ωu = v.

Remarque 2.4.0.16 Cette manière de définir la dérivée d’un élément de L2(Tm,H)
est analogue à celle de Sobolev. Aussi, nous dirons que v est la dérivée faible de
Sobolev. Cette proposition montre ainsi que cette dérivée faible, lorsqu’elle existe,
cöıncide avec la notion déjà introduite. Nous montrerons la réciproque plus tard.

Démonstration de la Proposition 2.4.0.15
Premier énoncé. Prenant ϕ = eν , on obtient que a(v; ν) = −i(ν · ω)a(u; ν).
Comme v ∈ L2(Tm,H), on en déduit que ((ν · ω)a(u; ν))ν ∈ `2(Zm;H), et l’on
conclut avec la Proposition 2.4.0.14.
Second énoncé. Soit h ∈ H non nul arbitraire. Soit également ϕ ∈ C1(Tm,C).
On applique l’hypothèse avec les fonctions ϕh(x) := ϕ(x)h. On obtient, en util-
isant le premier énoncé, le résultat.
Troisième énoncé. C’est un cas particulier du premier avec H := C.
Quatrième énoncé. On se ramène au troisième par la même méthode que pour
le second énoncé.
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2.5 Lien avec les distributions périodiques et les

distributions sur le tore

2.5.1 Premier préliminaire : rappels sur les distributions
à valeurs vectorielles

Notons D(Rm,K) l’espace vectoriel des fonctions de classe C∞ de Rm vers K
nulles en dehors d’un compact.
L’espace des distributions à valeurs dans E est par définition L(D(Rm,K),E).
On le notera D′(Rm,E).

Proposition 2.5.1.1 Toute fonction f ∈ Lploc(Rm,E) définit une distribution
vectorielle Tf par :

∀ϕ ∈ D(Rm,K), < Tf ;ϕ >:=

∫
Rm

ϕ(x)f(x)dx.

Démonstration. Comme f ∈ Lploc(Rm,E), on a f ∈ L1
loc(Rm,E) ce qui montre

en particulier que pour tout ϕ ∈ D(Rm,K), ϕf ∈ L1(Rm,E) donc
∫
Rm ϕf ∈ E.

De plus, on a :

∀e′ ∈ E′, |e′ ·E′×E f | ≤ |e′|E′ |f |E

donc e′ ·E′×E f ∈ L1
loc(Rm,R) pour tout e′ ∈ E′. D’après la proposition 19 de [82]

p.66, on en déduit que f définit une distribution vectorielle.

2.5.2 Second préliminaire : la périodification

Cette partie s’inspire de [89].

Proposition 2.5.2.1 Soit ϕ : Rm −→ E une fonction à support compact. Alors
pour tout x ∈ Rm,

$(ϕ)(x) =
∑

λ∈2πZm
τλϕ(x)

est bien définie, la fonction $(ϕ) : Rm −→ E est périodique, et 2πZm ⊂ Per($(ϕ)).

Démonstration. Existence. On va vérifier que la somme définissant $(ϕ)(x)
est finie. Soit x fixé. τλϕ(x) 6= 0 implique x + λ ∈ supp(ϕ) ce qui implique
λ ∈ (supp(ϕ)−x)∩2πZm et comme cette intersection est finie puisque le support
de ϕ est borné, on en déduit que la somme définissant $(ϕ) ne porte que sur un
nombre fini de termes, d’où l’existence de $(ϕ).
Périodicité. Cette propriété est une conséquence directe du fait que 2πZm est
un groupe.
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L’opérateur $ s’étend aux distributions à support compact de la manière suiv-
ante. Pour T ∈ E ′(Rm,E) , on pose :

∀ϕ ∈ D(Rm,K), < $T ;ϕ >:=< T ;$ϕ > .

Proposition 2.5.2.2 $ envoie continûment D(Rm,E) dans E(Rm,E) et E ′(Rm,E)
dans D′(Rm,E).

Démonstration. Soit K un compact fixé de Rm. $ envoie continûment
DK(Rm,E) dans E(Rm,E), donc D(Rm,E) dans E(Rm,E). La formule définissant
$ pour les distributions permet de conclure à la fin de la proposition, puisque $
est défini comme étant son transposé (avec un abus de notations !).

Proposition 2.5.2.3 Les assertions suivantes sont vraies.

1. Pour toute T ∈ E ′(Rm,E), $T est périodique et plus précisément on a :

∀λ ∈ 2πZm, $(τλT ) = τλ($T ) = $T.

2. Pour toute F ∈ D′(Tm,E) et ψ ∈ D(Rm,K), on a :

$(Fψ) = ($ψ).F.

3. Pour toute f ∈ C∞(Tm,K) et T ∈ E ′(Rm,E), on a :

$(fT ) = f.($T ).

Démonstration. Pour les détails, consulter [89] pp.62–63, dont les démonstrations
s’adaptent sans problème avec un espace de Banach à l’arrivée.
Le point (1.) est immédiat par transposition.
Pour le point (2.), on a τλ(ψF ) = τλ(ψ)τλ(F ) = τλ(ψ)F car F est périodique.
On conclut en sommant.
Le dernier point est analogue au second.

Proposition 2.5.2.4 Les assertions suivantes sont vraies.

1. Si ϕ ∈ C0
c (Rm,E), alors $(ϕ) ∈ C0(Tm,E).

2. Si ϕ ∈ C1
c (Rm,E), alors $(ϕ) ∈ C1(Tm,E) et en outre on a

∀i = 1, · · · ,m, $(
∂ϕ

∂xi
) =

∂$(ϕ)

∂xi
et :

$(dωϕ) = dω$(ϕ).
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3. Pour tout k ∈ N ∪ {+∞}, si ϕ ∈ Ck
c (Rm,E), alors $(ϕ) ∈ Ck(Tm,E).

Démonstration. Commençons par noter que (3.) est une conséquence de
(2.) par itération. Notons également que supp(τλϕ) = supp(ϕ) − λ. Soit x fixé
arbitrairement. On va montrer que sur une boule centrée en x, on peut choisir
un ensemble fini fixe d’indices λ pour lesquels les termes de la somme sont non
nuls. Les assertions de la proposition s’ensuivront immédiatement. Notant K le
compact supp(ϕ)− x, on remarque tout d’abord que d(x; supp(τλϕ)) = d(λ;K),
donc r > 0 étant fixé arbitrairement, l’ensemble :

Z := {λ ∈ 2πZm : d(x; supp(τλϕ)) < r}

est fini, et comme Z = {λ ∈ 2πZm : IntB(x, r) ∩ supp(τλϕ) 6= ∅}, on a sur
IntB(x, r),$(ϕ) =

∑
λ∈Z τλϕ. La proposition est alors démontrée.

Remarque 2.5.2.5 Précédemment, on a prolongé certaines fonctions
u : IntQm −→ E en des fonctions ũ : Tm −→ E. Désignant par u0 l’extension de
u à Rm par 0, on a : ũ = $(u0).

2.5.3 Distributions périodiques et distributions sur le tore

Pour les détails, consulter de nouveau [89] dont les démonstrations s’adaptent
au cas d’un Banach comme espace d’arrivée. On commence par un lemme de
partition périodique de l’unité.

Lemme 2.5.3.1 Il existe une fonction θ ∈ D(Rm,R) telle que $θ = 1.

Preuve. cf. [89] p.63.

Lemme 2.5.3.2 (lemme de surjectivité).

1. ∀f ∈ C∞(Tm,E), ∃ϕ ∈ D(Rm,E), f = $(ϕ).

2. ∀F ∈ (C∞)′(Tm,E), ∃T ∈ E ′(Rm,E), F = $(T ).

Preuve. Compte tenu de 2.5.2.4 points 2., 3., ϕ = θf et T = θF conviennent.

Proposition 2.5.3.3 Les espaces D′(Tm,E) et (C∞)′(Tm,E), munis des mêmes
topologies duales (fortes ou faibles), sont algébriquement et topologiquement iso-
morphes.

Compte tenu de l’importance de cette proposition, nous la démontrons en détail.
Démonstration.
1. $ envoie continûmentD(Rm,K) dans E(Rm,K), doncD(Rm,K) dans E(Rm,K)∩
D′(Tm,K) = C∞(Tm,K). Sa transposée, notée $T et définie par :

∀L ∈ (C∞)′(Tm,E),∀ϕ ∈ D(Tm,E) < $TL;ϕ >=< L;$ϕ >Tm

59



envoie donc continûment (C∞)′(Tm,E) dans D′(Rm,E). Mais $TL est une distri-
bution périodique, donc$T envoie donc continûment (C∞)′(Tm,E) dansD′(Tm,E).
2. Soit θ donnée par le lemme de partition périodique de l’unité. L’application
f 7→ θf envoie donc continûment E(Rm,K) dans D(Rm,K). Soit Θ la restriction
de cette application à C∞(Tm,K). Θ envoie alors continûment C∞(Tm,K) dans
D(Rm,K), donc sa transposée envoie continûment D′(Rm,E) dans (C∞)′(Tm,E).
Sa restriction àD′(Tm,E), encore notée ΘT , applique doncD′(Tm,E) continûment
dans (C∞)′(Tm,E).
3. On vérifie par un calcul immédiat que $T et ΘT sont inverses l’une de l’autre.

Remarque 2.5.3.4 Désormais, nous ferons systématiquement l’identification.

Remarque 2.5.3.5 On peut expliciter cette correspondance.

1. Etant donnée F ∈ D′(Tm,E) et T une distribution quelconque à support
compact vérifiant $T = F , on a :

∀f ∈ C∞(Tm,R), < F, f >Tm=< T ; f > .

2. Si de plus F est localement intégrable, on peut prendre T = χQmF , et :

< F, f >Tm=

∫
Qm

F (x)f(x)dx.

2.5.4 Lien avec les notions déjà introduites

On définit des opérateurs de Percival pour les distributions :

Définitions 2.5.4.1 On définit :

1. l’opérateur ∂ω sur D′(Tm,E) de la manière suivante. Si T ∈ (C∞)′(Tm,E),
on pose :

∀ϕ ∈ C∞(Tm,K), < ∂ωT ;ϕ >= − < T ; dωϕ > .

2. pour T ∈ D′(IntQm,E), DωT par :

∀ϕ ∈ C∞(IntQm,K), < DωT ;ϕ >= − < T ; dωϕ > .

Remarque 2.5.4.2 Les assertions suivantes sont vraies.

1. Si ϕ ∈ C1(Tm,E), alors ϕ ∈ D′(Tm,E) et ∂ωϕ = dωϕ.

2. Si ϕ ∈ C1
c (IntQm,E), alors ϕ ∈ D′(IntQm,E) et Dωϕ = dωϕ.

On indique maintenant une caractérisation de H1
ω(Tm,H) en termes de distribu-

tions périodiques.
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Proposition 2.5.4.3 L’égalité suivante est vraie :

H1
ω(Tm,H) = {u ∈ L2(Tm,H) : ∂ωu ∈ L2(Tm,H)}

et si u ∈ H1
ω(Tm,H), on a : ∇ωu = ∂ωu.

Démonstration. On va supposer K = C pour simplifier l’exposé.
Inclusion H1

ω(Tm,H) ⊃ {u ∈ L2(Tm,H) : ∂ωu ∈ L2(Tm,H)}.
Soit u ∈ L2(Tm;H) tel que ∂ωu ∈ L2(Tm,H). On remarque tout d’abord que l’on
a pour toute ϕ ∈ C∞(Tm,K) l’égalité suivante par définition de ∂ω :∫

Tm
ϕ.∂ωu = −

∫
Tm
dωϕ.u.

En utilisant la proposition 2.4.0.15, on en conclut que u ∈ H1
ω(Tm,H) et ∂ωu =

∇ωu.
Inclusion H1

ω(Tm,H) ⊂ {u ∈ L2(Tm,H) : ∂ωu ∈ L2(Tm,H)}.
D’après le point (4.) de la proposition 2.3.2.7, si u ∈ H1

ω(Tm,H), on a pour toute
ϕ ∈ C∞(Tm,K) : ∫

Tm
ϕ∇ωu = −

∫
Tm
dωϕ.u.

Mais cela signifie que ∇ωu = ∂ωu, et donc ∂ωu ∈ L2(Tm,H).

Toute fonction f ∈ L1
loc(Rm,E) représente une distribution notée Tf . On

note Di les dérivées distributionnelles partielles sur D′(Rm,E) et Dω l’opérateur
Dω =

∑m
i=1 ωiDi. Rappelons que ∂ωu a été défini pour u ∈ H1

ω(Tm,E).

Proposition 2.5.4.4 Soit u ∈ H1
ω(Tm,E). On a alors l’égalité, sur D′(Rm,E) :

DωTu = T∂ωu

c’est-à-dire que Dωu est représentée par ∂ωu.

Notons avant tout que T∂ωu a bien un sens car

∂ωu ∈ L2(Tm,E) ⊂ L2
loc(Rm,E) ⊂ L1

loc(Rm,E).

Démonstration. Soit ϕ ∈ C∞c (Rm,K) fixée. Il existe λ1, · · · , λp tels que
supp(ϕ) ⊂ ∪pj=1(Qm + λj). Soit i ∈ {1, · · · ,m}.

< DiTu;ϕ >= − < Tu,
∂ϕ

∂xi
>= −

∫
Rm

∂ϕ

∂xi
u

et comme si i 6= j, (Qm + λi) ∩ (Qm + λj) est de mesure nulle, cette intégrale
vaut :

−
p∑
j=1

∫
(Qm+λj)

∂ϕ

∂xi
u = −

p∑
j=1

∫
Qm

∂ϕ(x+ λj)

∂xi
u(x+ λj)dx =
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−
p∑
j=1

∫
Qm

∂ϕ(x+ λj)

∂xi
u(x)dx = −

∫
IntQm

(
p∑
j=1

τλj
∂ϕ

∂xi

)
u

Mais si x ∈ IntQm et λ n’est pas un λj, j = 1, · · · , p, on a ϕ(x + λ) = 0 par
définition des λj. Ainsi, l’intégrale obtenue est égale à :

−
∫

IntQm
$

(
∂ϕ

∂xi

)
u

donc on obtient finalement :

< DωTu;ϕ >= −
∫

IntQm
$(dωϕ)u. (2.2)

Par ailleurs, à l’aide d’arguments analogues, on a la liste d’égalités :∫
Rm

ϕ∂ωu =

p∑
j=1

∫
Qm+λj

ϕ∂ωu =

p∑
j=1

∫
IntQm

(τλjϕ)∂ωu =

∫
IntQm

(
p∑
j=1

τλjϕ

)
∂ωu =∫

IntQm
(∂ωu)$(ϕ) = −

∫
IntQm

udω ($(ϕ)) ∂ωu = −
∫

IntQm
$ (dωϕ)u.

Ainsi, on a démontré que :∫
Rm

ϕ∂ωu = −
∫

IntQm
$ (dω(ϕ))u.

Comparant cette égalité avec l’égalité (2.2), on voit que finalement :

∀ϕ ∈ C∞c (Rm,R), < DωTu, ϕ >=

∫
IntQm

ϕ.∂ωu,

ce qui démontre la Proposition.

2.6 Espaces de Sobolev sur IntQm

Définition 2.6.0.5 On définit :

H1
ω(IntQm,E) := {u ∈ L2(IntQm,E) : Dωu ∈ L2(IntQm,E)}

que l’on munit de la norme :

‖u‖ω :=

√∫
IntQm

|u|2E + |Dωu|2E.

On définit un produit scalaire sur H1
ω(IntQm,H) en posant, pour tous u, v ∈

H1
ω(IntQm,H) :

(u; v)ω :=

∫
IntQm

u ·H v +Dωu ·H Dωv
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Proposition 2.6.0.6 H1
ω(IntQm,E) est un espace de Banach (Hilbert si E =

H).

Démonstration. Soit (un)n une suite de Cauchy à valeurs dans H1
ω(IntQm,E).

Alors les deux suites (un)n et (Dωun)n sont de Cauchy à valeurs dans l’espace
complet L2(IntQm,E), donc convergent vers u et v respectivement. Par ailleurs,
l’opérateur Dω est continu, donc on peut dire que v = Dωu, ce qui prouve que
u ∈ H1

ω(IntQm,E).

Définition 2.6.0.7 On définit H1
ω,0(IntQm,E) comme l’adhérence de C1

c (IntQm,E)
dans H1

ω(IntQm,E).

Remarque 2.6.0.8 On pourrait définir de même H1
ω(Rm,E). Tout ce qui vient

d’être dit est alors valable.

Les deux propositions suivantes explicitent les liens entre espaces de Sobolev sur
le tore et espaces de Sobolev sur le cube.

Proposition 2.6.0.9 Les deux assertions suivantes sont vraies.

1. ∀u ∈ H1
ω(Tm,E), u|IntQm

∈ H1
ω(IntQm,E).

2. ∀u ∈ H1
ω,0(Tm,E), u|IntQm

∈ H1
ω,0(IntQm,E).

Démonstration. Première assertion. Soit u ∈ H1
ω(Tm,E). On pose w =

u|IntQm
et z = ∇ωu|IntQm

. Soit ϕ ∈ C∞c (IntQm,K). Il existe φ ∈ C∞c (Tm,K) tel
que φ|IntQm

= ϕ. On a alors successivement :∫
IntQm

ϕz =

∫
Tm
φ.(∇ωu) = −

∫
Tm

(dωφ)u = −
∫

IntQm
(dωϕ)w.

Ceci montre que z = Dωw et donc w ∈ H1
ω(IntQm,E).

Seconde assertion. Soit u ∈ H1
ω,0(Tm,E). Par la première assertion,

u|IntQm
∈ H1

ω(IntQm,E). Soit (fj)j une suite d’éléments de C1
c (Tm,E) convergeant

vers u dans H1
ω(Tm,E). On note gj la restriction de fj à IntQm et w = u|IntQm

.
On a alors : ‖w − gj‖ω = ‖u − fj‖1,ω et donc le terme de gauche tend vers 0
lorsque j → +∞, c’est-à-dire que : w ∈ H1

ω,0(IntQm,E).

Proposition 2.6.0.10 Pour tout u ∈ H1
ω,0(IntQm,E), il existe un unique ũ ∈

H1
ω,0(Tm,E) tel que ũ|Qm = u. De plus, ∇ωũ|Qm = Dωu.

Démonstration. Soit u ∈ H1
ω,0(IntQm,E) et (fj)j une suite d’éléments de

C1
c (IntQm,E) convergeant vers u dans H1

ω,0(IntQm,E). Il existe ainsi une suite
(Fj)j d’éléments de C1

c (Tm,E) telle que la restriction de Fj à IntQm cöıncide
avec fj. La suite (Fj)j est de Cauchy dans H1

ω,0(Tm,E) donc converge vers une
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fonction U . On note v la restriction de U à IntQm, qui est alors une fonction de
H1
ω,0(IntQm,E) d’après la proposition précédente. Par ailleurs, on a :

‖v − fj‖ω = ‖U − Fj‖1,ω

Comme le membre de droite tend vers 0 lorsque j → +∞, le membre de droite
aussi, donc par unicité de la limite, on a v = u, c’est-à-dire u = U|IntQm

d’où
l’existence de ũ. Passons à l’unicité. Soit U1 et U2 deux candidats. On a :∫

Tm
|U1 − U2|2E =

∫
IntQm

|U1 − U2|2E =

∫
IntQm

|u− u|2E = 0

d’où le résultat.

Remarque 2.6.0.11 Les deux propositions précédentes montrent en particulier
que l’application de H1

ω,0(Tm,E) vers H1
ω,0(IntQm,E) qui à u associe u|IntQm est un

isomorphisme isométrique ce qui permet d’identifier les deux espaces de Hilbert.

2.7 Espaces d’ordre supérieur

Signalons très rapidement que l’on peut bien entendu définir des espaces de
Sobolev d’ordre supérieur :

Définition 2.7.0.12 Soit p ∈ N∗. On définit l’espace Hp
ω(Tm,E) comme étant

l’espace des u ∈ L2(Tm,E) tels que pour tout j ≤ p, ∇j
ωu ∈ L2(Tm,E). Il est

normé par :

‖u‖p,ω :=

√√√√ p∑
j=0

‖∇j
ωu‖2

et Hilbertien lorsque E = H.

Similairement, on définit bien entendu Hp
ω(IntQm,E). On pourrait également

définir d’autres espaces construits à partir d’un Lp avec p 6= 2. En raison des
besoins futurs, et puisque l’étude de H1

ω(Tm,E) est déjà très détaillée, nous ne
nous étendrons pas plus sur ces espaces.

2.8 Sur l’absolue continuité des fonctions de

Hp
ω(Tm,RN)

On suppose dans cette section que E = RN .

Soit u ∈ H1
ω(Tm,RN), et soit g := u ◦ χ−1

1 . Alors g ∈ L2
loc(Rm,RN) et

D1g ∈ D′(Rm,RN)∩L2
loc(Rm,RN). Soit maintenant Cm−1 un convexe d’intérieur
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non vide de Rm−1, et Ξ := χ−1
1 (0× Int(Cm−1)).

Soit ε > 0 fixé. On introduit :

Ωn := ]n− ε, n+ 1 + ε[ ×Int(Cm−1);

c’est un convexe ouvert de Rm, g|Ωn et D1(g|Ωn ) sont dans L2(Ωn,RN). Soit
maintenant

On := {y−1 ∈ Int(Cm−1) : [y1 7→ g(y1, y−1)] ∈ AC( ]n− ε, n+ 1 + ε[ ,RN)}.

D’après Necas [70] p.61, pour tout entier n, On est de mesure pleine dans
Int(Cm−1). Comme une réunion dénombrable de négligeables est négligeable,
on en déduit que

⋂
nOn est aussi de mesure pleine dans Int(Cm−1). Mais :⋂

n

On =
{
y−1 ∈ Int(Cm−1) : [y1 7→ g(y1, y−1)] ∈ ACloc

(
R,RN

)}
.

En remarquant que u(tω+
∑m

j=2 yjbj) = g(t|ω|, y−1) et que χ−1
1 est une isométrie

linéaire, on a donc établi :

Lemme 2.8.0.13 Soit u ∈ H1
ω(Tm,RN). Alors :

Ξ′ :=
{
ξ ∈ Ξ : [t 7→ u(tω + ξ)] ∈ ACloc(R,RN)

}
est de mesure pleine dans Ξ.

Etablissons maintenant la proposition :

Proposition 2.8.0.14 Soit u ∈ Hp
ω(Tm,RN). Alors :

1. Il existe Ξp de mesure pleine dans Ξ tel que si ξ ∈ Ξp, pour Lebesgue-presque
tout t ∈ R, la fonction t 7→ u(tω + ξ) est dérivable, et :

dj

dtj
[u(tω + ξ)] = (∇j

ωu)(tω + ξ), j ∈ {0, ..., p}.

[t 7→ u(tω + ξ)] ∈ Hp
loc(R,R

N).

2. Si u ∈ Hp
ω(Tm,RN)∩L∞(Tm,RN), alors il existe Ξ′p de mesure pleine dans

Ξ tel que si ξ ∈ Ξ′p :

[t 7→ u(tω + ξ)] ∈ Hp
loc(R,R

N) et sup
t∈R
|u(tω + ξ)| ≤ ‖u‖L∞(Tm,RN ).

Démonstration. Première assertion quand p = 1.
Premier point de la première assertion. Pour y−1 ∈ Ξ′, la fonction
y1 7→ g(y1, y−1) est localement absolument continue, donc presque-partout dérivable,
et :

D1g(y1, y−1) =
∂g

∂y1

(y1, y−1).
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Donc pour presque tout t ∈ R, on a :

D1g(t|ω|, y−1) =
∂g

∂y1

(t|ω|, y−1).

Soit t0 arbitraire tel que ces deux membres existent. Par composition,
t 7→ g(t|ω|, y−1) est dérivable en t0, et l’on a en ce point :

d

dt
g(t|ω|, y−1) = |ω| ∂g

∂y1

(t|ω|, y−1).

Par ailleurs, puisque l’on a :

d

dt
u

(
tω +

m∑
j=2

yjbj

)
=

d

dt
g(t|ω|, y−1),

on en déduit que d
dt
u(tω +

∑m
j=2 yjbj) existe t-presque-partout, et qu’alors :

d

dt
u

(
tω +

m∑
j=2

yjbj

)
= ∇ωu

(
tω +

m∑
j=2

yjbj

)
,

d’où le résultat.
Second point de la première assertion. On écrit ξ =

∑m
j=2 yjbj. Comme χ−1

1 est

une isométrie linéaire et ∇ωu ∈ L2
loc(Rm,RN), D1g = ∇ωu ◦ χ−1

1 ∈ L2
loc(Rm,RN).

Ainsi, |D1g|2 ∈ L1
loc(Rm,R) donc par le théorème de Fubini, |D1g(·, y−1)|2 ∈

L1
loc(R,R) donc D1g(·, y−1) ∈ L2

loc(R,RN). Compte tenu des calculs précédents,
on en déduit que [t 7→ d

dt
u(tω + ξ)] ∈ L2

loc(R,RN), donc [t 7→ u(tω + ξ)] ∈
H1
loc(R,RN).

Première assertion pour p quelconque.
Procédons par récurrence. Soit p ≥ 2, et supposons l’assertion vraie pour 1 et
p − 1. Par l’hypothèse de récurrence à l’ordre p − 1, il existe Ξp−1 de mesure
pleine dans Ξ tel que pour tout ξ ∈ Ξp−1, [t 7→ u(tω + ξ)] ∈ Hp−1

loc (R,RN) et :

dj

dtj
[u(tω + ξ)] = (∇j

ωu)(tω + ξ), j ∈ {0, ..., p− 1}.

Puisque ∇p−1
ω u ∈ H1

ω(Tm,RN), par l’hypothèse de récurrence au rang 1, il existe
Ξ∗ de mesure pleine dans Ξ tel que pour tout ξ ∈ Ξ∗, [t 7→ (∇p−1

ω u)(tω + ξ)] ∈
H1
loc(R,RN) et :

d

dt
[(∇p−1

ω u)(tω + ξ)] = (∇p
ωu)(tω + ξ), j ∈ {0, ..., p− 1}

ce qui donne le rang p puisque sur l’ensemble Ξp := Ξp−1 ∩ Ξ∗ on a :

d

dt
[(∇p−1

ω u)(tω + ξ)] =
d

dt

[
dp−1

dtp−1
[u(tω + ξ)]

]
=

dp

dtp
[u(tω + ξ)].
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Seconde assertion.
En utilisant la même technique que dans la démonstration du lemme précédent
et la version positive du théorème de Fubini, on voit que l’ensemble :

{ξ ∈ Ξ , |u(tω + ξ)| ≤ ‖u‖∞}

est de mesure pleine dans Ξ, donc l’assertion 2 découle de la première et du fait
qu’une intersection de deux ensembles de mesures pleines est de mesure pleine.

2.9 Théorie des traces

2.9.1 Description de la frontière de Qm

Le point (2.) du lemme 2.2.2.1 décrit la frontière du cube. On peut la décomposer
en parties de dimensions k = 0 à m− 1. La partie de dimension k est :

{p ∈ ∂Qm : card{j : |pj| = π} = m− k} .

On note Fm la partie (faces ouvertes) de dimension m− 1. Elle correspond à la
frontière régulière de Qm (cf. Dieudonné [47] p.77 et [48] p.95). Notant, pour
(i, j) ∈ {1, · · · ,m} × {1, 2} :

F i
j :=]− π, π[i−1×{(2j − 3)π}×]− π, π[m−i,

on a donc :
Fm =

⋃
i,j

F i
j .

On introduit les notations suivantes :

• R(∂Qm) := ∂Qm + 2πZm (réseau engendré par ∂Qm).

• si p ∈ Fm, on note ω(p) := ε(p) ω
|ω| où ε(p) vaut 1 ou -1 de sorte que ω(p)

soit rentrant en p dans Qm. F i
j étant un ouvert relatif, ceci a bien un sens 1.

Si p, q ∈ F i
j , ω(p) = ω(q), on note ωi,j le vecteur commun.

• on définit une involution ρ sur ∂Qm en posant :

ρ(−π, x−j) = (π, x−j) et ρ(π, x−j) = (−π, x−j).

On voit que ρ(F i
j ) = F i

3−j ; on dira que ces faces sont en regard.

Remarque 2.9.1.1 ω(ρ(p)) = −ω(p) et donc ωi,3−j = −ωi,j.
1Si ω et −ω étaient simultanément sortants (ou rentrants) en p, ω serait tangent, ce qui est

contredit par la liberté de ses composantes.
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Lemme 2.9.1.2 Il existe γ0 > 0 tel que si γ ∈]0, γ0], on ait :

• L’une des intersection au moins :]
p, p+ γ

ω

|ω|

[
∩R(∂Qm) ,

]
p, p− γ ω

|ω|

[
∩R(∂Qm)

est vide.

• si ]p, p+ γω(p)[ ∩R(∂Qm) 6= ∅, alors ]ρ(p), ρ(p)− γω(p)[ ∩R(∂Qm) = ∅.

•
co{F i

j ;F
i
j + γωi,j} ∩ co{F i

3−j;F
i
3−j + γωi,3−j} = ∅,

où co{A,B} := {λa+ (1− λ)b : (λ, a, b) ∈ [0, 1]× A×B}.

Preuve. Soit ω̃ := ω
|ω| .

Première étape Soit :

γ(p) := sup {γ > 0 : ]p, p− γω̃[∩R(∂Qm) = ∅ ou ]p, p+ γω̃[∩R(∂Qm) = ∅}

et
γ1 := inf

p∈Fm
γ(p).

Il est clair que γ(p) est la borne supérieure d’un ensemble non vide majoré de
réels strictement positifs, il est donc dans R∗+. On va trouver un réel strictement
positif minorant tous les γ(p), ce qui montrera que γ1 > 0.
Pour minorer γ(p), introduisons :

γj(p) := sup{γ > 0 : ]pj, pj−γω̃j[∩(π+2πZ) = ∅ ou ]pj, pj+γω̃j[∩(π+2πZ) = ∅}.

Comme (p ∈ R(∂Qm))⇔ (∃j, pj ∈ π + 2πZ), on a γ(p) ≥ minj γj(p).
Soit p ∈ Fm et supposons sans nuire à la généralité que p1 = π. On calcule :

γ1(p) =
π

|ω̃1|

et si j ≥ 2,

γj(p) =
max {d(pj; π + 2πZ); d(2π − pj; π + 2πZ)}

|ω̃j|
≥ π

|ω̃j|
.

On en conclut que :

γ(p) ≥ min
1≤j≤m

π

|ω̃j|
.

On a ainsi montré que γ1 > 0, et tout γ0 ≤ γ1 satisfait la première condition.

Seconde étape on montre que tout γ0 ≤ γ1 satisfait la seconde condition.
En effet, la première condition étant vérifiée, si γ ≤ γ1 et si ]p, p+ γω(p)[ ∩
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R(∂Qm) est non vide, alors ]ρ(p), ρ(p)− γω(p)[ ∩R(∂Qm) est vide.

Troisième étape réalisons la dernière condition.
Posons Bi

j(γ) := co{F i
j ;F

i
j +γωi,j}. Bi

j(γ) et Bi
3−j(γ) sont deux bandes parallèles,

de largeur majorée par γ|ω| ; elles ne se rencontrent pas si 2γ|ω| < 2π. Posant
γ2 := π

2|ω| , on est assuré que :

(γ ≤ γ2)⇒ (Bi
j(γ) ∩Bi

3−j(γ) = ∅).

Ainsi, tout γ ≤ γ2 permet de réaliser la troisième condition.
On peut alors poser γ0 := min{γ1; γ2} pour conclure.

Notations 2.9.1.3 On introduit maintenant les notations suivantes :

• Ki
j := {p ∈ F i

j : ]p, p+ γωi,j[∩∂Qm = ∅}.

• Lij := F i
j ∩c Ki

j.

• Sij := Ki
j + ωi,j[0, γ].

• K := ∪i,jKi
j.

• L := ∪i,jLij.

• S := ∪i,jSij.

Remarque 2.9.1.4 La dernière condition du lemme assure que ρ(Lij) ⊂ F i
3−j.

2.9.2 Intégration sur la frontière du cube

Pour faciliter l’écriture, on introduit les notations suivantes :

Notations 2.9.2.1 Pour u ∈ C0(∂Qm,E) et (i, j) ∈ Nm × N2, on pose :

• I ij(u) :=

∫
[−π,π]m−1

u((2j − 3)π, x−i)dx−i.

•
∫
∂Qm

udσi := I i2(u)− I i1(u).

•
∫
∂Qm

udσω :=
m∑
i=1

ωi

∫
∂Qm

udσi.

Par densité, ces formes linéaires continues s’étendent à L1(∂Qm,E). On pose
enfin, pour u ∈ L2(∂Qm,E) :

‖u‖L2(∂Qm,E) :=

√ ∑
1≤i,j≤m

I ij(|u|2E).

69



Lemme 2.9.2.2 Soit f ∈ C1(Qm,A) et g ∈ C1(Qm,B) avec C = K. On a :

1. pour tout i : ∫
Qm

∂f

∂xi
� g = −

∫
Qm

f � ∂g
∂xi

+

∫
∂Qm

f � gdσi.

2. ∫
Qm

(dωf) � g = −
∫
Qm

f � (dωg) +

∫
∂Qm

f � gdσω.

Démonstration. Il s’agit d’utiliser la formule de Stokes pour Qm. Ceci est
légitime (cf. [86] p.343 ou [48] ch. XXIV, n.14), et l’on a alors, en appliquant
cette formule à la forme différentielle f.g

∧
j 6=i dxj :∫

Qm

∂

∂xi
(f � g) =

∫
∂Qm

f � gdσi,

d’où la première assertion en développant la dérivée du produit. De là, la seconde
est immédiate par linéarité.

2.9.3 Opérateurs des traces

On introduit l’opérateur des traces T̃0 : C1(Qm,E)→ L2(∂Qm,E), qui se prolonge
canoniquement en un opérateur T0 : C1(Tm,E)→ L2(∂Qm,E).

Une estimation intermédiaire

Proposition 2.9.3.1 Il existe une constante C > 0 telle que, pour toute u ∈
C1(Tm,E), on ait :

‖T0(u)‖L2(∂Qm,E) ≤ C‖u‖1,ω.

Pour démontrer cette proposition, on va commencer par démontrer le lemme
suivant :

Lemme 2.9.3.2 Il existe une constante C0 > 0 telle que, pour toute u ∈
C1(Tm,E), on ait : ∫

K

|T0(u)|2Edσω ≤ C2
0

∫
S

[
|u|2E + |dωu|2E

]
.

Preuve. Fixons u, et soit i, j donnés.
On choisit sur F i

j un système de coordonnées locales (ξ, η), où ξ ∈ Rm−1 est
tangente à Ki

j et η est la coordonnée selon ωi,j, de sorte que

Ki
j ⊂ {(ξ, 0) : ξ ∈ Rm−1}.
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Notant pour simplifier uη := ∂u
∂η

, on a pour t ∈ [0; γ] :

u(ξ, 0) =

∫ 0

t

uη(ξ, η)dη + u(ξ, t)

donc :

|u(ξ, 0)|2E ≤ 2γ

∫ t

0

|uη(ξ, η)|2Edη + 2|u(ξ, t)|2E

d’où :

|u(ξ, 0)|2E ≤ 2γ

∫ γ

0

|uη(ξ, η)|2Edη + 2|u(ξ, t)|2E.

On intègre par rapport à t de 0 à γ, et l’on obtient :

γ|u(ξ, 0)|2E ≤ 2

∫ γ

0

(
γ2|uη(ξ, η)|2E + |u(ξ, η)|2E

)
dη.

Intégrons par rapport à ξ sur Ki
j. Il vient :∫

Ki
j

|u(ξ, 0)|2Edξ ≤
2

γ

∫
Ki
j

∫ γ

0

(
γ2|uη(ξ, η)|2E + |u(ξ, η)|2E

)
dηdξ.

Soit ∆i,j la valeur absolue du jacobien de la transformation (ξ, η) 7→ (x1, · · · , xm).
On a : ∫

Ki
j

|u(ξ, 0)|2Edξ ≤
2

γ
∆i,j max

{
1;

γ2

|ω|2

}∫
Sij

|uη|2E + |u|2E.

Multiplions par ωj et sommons sur tous les couples (i, j). Notant ∆ := max(i,j){ωi∆i,j}.
Comme tout point de S est dans au plus 2m ensembles Sij (majoration très
grossière), on a : ∑

i,j

ωi∆i,j

∫
Sij

≤ 2m∆

∫
S

,

donc finalement :∫
K

|u|2Edσω ≤
4

γ
m∆ max

{
1;

γ2

|ω|2

}∫
S

|uη|2E + |u|2E.

On peut donc prendre :

C0 :=

√
4

γ
m∆ max

{
1;

γ2

|ω|2

}
.

Démonstration de la proposition. Compte tenu de la périodicité de u et de
la remarque 2.9.1.4, on a :∫

L

|T0(u)|2Edσω ≤
∫
K

|T0(u))|2Edσω.

Comme de plus :∫
∂Qm
|T0(u)|2Edσω =

∫
L

|T0(u)|2Edσω +

∫
K

|T0(u)|2Edσω,

la périodicité de u et le lemme permettent de conclure avec C = C0

√
2.

71



Le prolongement à H1
ω(Tm,E)

Proposition 2.9.3.3 L’application T0 se prolonge en une application linéaire
continue

γ0 : H1
ω(Tm,E)→ L2(∂Qm,E).

Démonstration. Compte tenu de la proposition précédente, T0 est linéaire
continue de

(
C1(Tm,E); ‖.‖H1

ω(Tm,E)

)
vers L2(∂Qm,E) et comme C1(Tm,E) est

dense dans H1
ω(Tm,E), T0 se prolonge de manière unique en une application

linéaire continue γ0 de H1
ω(Tm,E) vers L2(∂Qm,E).

Remarque 2.9.3.4 De même, T̃0 se prolonge en

γ̃0 : H1
ω(Qm,E)→ L2(∂Qm,E)

qui est linéaire continu.

2.9.4 Le théorème des traces

Le but de cette sous-section est de démontrer le théorème des traces, selon
lequel :

H1
ω,0(Tm,E) = Kerγ0.

Soit u ∈ L2(Qm,E). u peut-être canoniquement prolongé en :

• û ∈ L2(Tm,E)

• ũ := χQm .u.

Lemme 2.9.4.1 On a :

1. si u ∈ L2(Qm,E), alors ũ ∈ L2(Rm,E).

2. si u ∈ H1
ω(Qm,E) et γ̃0(u) = 0, alors pour toute ϕ ∈ C1(Qm,K), on a :∫

Qm
ϕ.∇ωu = −

∫
Qm

(dωϕ).u.

3. si u ∈ H1
ω(Qm,E) et γ̃0(u) = 0, alors ũ ∈ H1

ω(Rm,E) et ∇ωũ = ∇̃ωu.
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Preuve. 1. Comme u est mesurable, ũ est clairement mesurable. On a :∫
Rm
|ũ|2E ≤

∫
Qm
|ũ|2E ≤

∫
Qm
|u|2E < +∞

donc ũ ∈ L2(Rm,E).

2. Il existe (un)n à valeurs dans C1(Qm,E) convergeant vers u.
Comme γ0 est linéaire continue, on voit que (γ̃0(un))n est de Cauchy dans L2(Qm,E)
donc converge, et que la limite est γ̃0(u) = 0.
La formule de Stokes donne immédiatement :∫

Qm
ϕdωun = −

∫
Qm

(dωϕ)un +

∫
∂Qm

ϕ.γ̃0(un)dσω.

Passant à la limite, on obtient le résultat annoncé.

3. Soit ϕ ∈ C1(Qm,K). On a :∫
Rm

ϕ.∇ωũ = −
∫
Rm

(dωϕ)ũ

en raison de la dérivation au sens des distributions ; mais le premier terme vaut :

−
∫
Qm

(dωϕ)u =

∫
Qm

ϕ.(∇ωu) =

∫
Qm

ϕ.(̃∇ωu)

l’avant dernière égalité résultant de 2. Ainsi, pour toute ϕ ∈ C1(Qm,K), on a :∫
Rm

ϕ.∇ωũ =

∫
Qm

ϕ.(̃∇ωu)

dòù l’assertion 3.

Lemme 2.9.4.2 Soit u ∈ L2(Qm,E). On définit, pour α > 1, ũα : Rm → E par

ũα(x) := ũ(αx).

Alors :

1. ũα ∈ L2(Rm,E)

2. supp(ũα) ⊂ IntQm

3. lim
α→1+

‖ũα − ũ‖L2(Rm,E) = 0

4. si de plus ũ ∈ H1
ω(Rm,E), alors ũα ∈ H1

ω(Rm,E) et :

lim
α→1+

‖ũα − ũ‖H1
ω(Rm,E) = 0.
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Preuve.
1. C’est une conséquence du lemme précédent.
2. Comme supp(ũ) ⊂ Qm, il vient :

supp(ũα) ⊂ 1

α
Qm ⊂ IntQm.

3. Supposons, dans un premier temps, que u est en plus continue.
Il existe alors dans R le nombre M := supx∈Rm |ũ(x)|E. De plus,

‖ũα − ũ‖2
L2(Rm,E) ≤

∫
Qm
|ũα(x)− ũ(x)|2Edx.

A x fixé, |ũα(x) − ũ(x)|2E tend vers 0 lorsque α tend vers 1, et cette fonction
est majorée par la constante 4M2, qui est intégrable sur Qm. Le théorème de
convergence dominée de Lebesgue permet de conclure.
Passons maintenant au cas général. Fixons ε > 0. Par densité, il existe ϕ ∈
C0(Qm,E) telle que

‖ũ− ϕ̃‖L2(Rm,E) ≤ ε/3.

Comme ϕ est continue, on sait qu’il existe α0 > 1 telle que si α ∈ ]1, α0[, on ait :

‖ϕ̃α − ϕ̃‖L2(Rm,E) ≤ ε/3.

Par l’inégalité triangulaire, on a donc si α ∈ ]1, α0[ :

‖ũα − ũ‖L2(Rm,E) ≤ ‖ϕ̃− ũ‖L2(Rm,E) + ‖ϕ̃α − ϕ̃‖L2(Rm,E) + ‖ϕ̃α − ũα‖L2(Rm,E) ≤ ε.

4. D’après le lemme 2.9.4, on sait déjà que ũα ∈ H1
ω(Rm,E). En raison du point

précédent, il suffit de démontrer que :

lim
α→1+

‖∂ω (ũα − ũ) ‖L2(Rm,E) = 0.

Mais on a :

‖∂ω (ũα − ũ) ‖L2(Rm,E) ≤ ‖(∂ωũ)α − ∂ωũ‖L2(Rm,E) + ‖(∂ωũ)α − ∂ω(ũα)‖L2(Rm,E).

De plus, toujours en raison du point précédent, le premier terme du membre de
droite tend vers 0 ; quant au second, on peut écrire :

‖(∂ωũ)α − ∂ω(ũα)‖L2(Rm,E) = (αm − 1)‖∂ω(ũα)‖L2(Rm,E)

qui est le produit d’un terme tendant vers 0 par un terme borné au voisinage à
droite de 1, donc la limite est 0, ce qui termine la démonstration du lemme.

Théorème 2.9.4.3 (Théorème de traces) On a : H1
ω,0(Tm,E) = Kerγ0.
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Démonstration.
H1
ω,0(Tm,E) ⊂ Kerγ0.

Soit û ∈ H1
ω,0(Tm,E), u ∈ H1

ω,0(Qm,E) associé et (ϕn)n une suite d’éléments de
C1
c (Tm,E) convergeant vers u dans H1

ω,0(Tm,E). On a pour tout entier n :

γ0(ϕn) = T0(ϕn) = 0

donc par continuité de γ0, on a γ0(u) = 0, d’où γ0(û) = 0 et l’inclusion est donc
prouvée.
H1
ω,0(Tm,E) ⊃ Kerγ0.

Soit û ∈ Kerγ0, u ∈ H1
ω(Qm,E) associé et ε > 0. Par le lemme 2.9.4.2, il existe

α0 > 1 tel que
‖ũ− ũα0‖H1

ω(Rm,E) ≤ ε/2.

Soit (ρn)n une suite régularisante. Alors, pour tout n, ρn ∗ ũα0 ∈ C1
c,ω(Rm,E).

De plus, comme supp(ũα0) ⊂ IntQm et diam(suppρn) −→ 0 quand n → +∞,
on sait que pour n assez grand, supp(ρn ∗ ũα0) ⊂ IntQm. Il existe donc ϕ ∈
C1
c,ω(Qm,E) telle que :

‖ϕ− ũα0‖1,ω ≤ ε/2.

Par l’inégalité triangulaire, on a finalement :

‖ϕ− u‖1,ω ≤ ε

ce qui prouve que u ∈ H1
ω,0(Qm,E) i.e. û ∈ H1

ω,0(Tm,E).
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Chapitre 3

Opérateur de Percival, fonctions
multiplement périodiques et
fonctions quasi-périodiques

Ce chapitre 3 a pout but d’établir un lien entre les fonctions sur le tore et les
fonctions q.p. Ce lien est souvent utilisé dans la littérature, parfois même comme
définition de fonction q.p., mais à notre connaissance n’a jamais été explicité.
On démontre en premier que l’on peut assimiler QP 0

ω(R,E) et C0(Tm,E). On
présente deux démonstrations (au moins quand E = K), chacune ayant un intérêt
propre. On adapte ce lien aux espaces de fonctions dérivables puis aux espaces
de Besicovitch et de Blot. On termine ce chapitre sur l’extension du lien au cadre
des fonctions q.p. à paramètre.
Formellement, ce lien consiste à associer à la fonction multiplement périodique u
la fonction t 7→ u(tω). L’opérateur ainsi défini sera noté Qω. La justification de
la considération de cet opérateur Qω est, en partie, basée sur le lemme suivant
(cf [57], thm 443 p.382) :

Lemme 3.0.4.4 Lorsque les composantes de ω sont Z-linéairement indépendantes
dans R, l’ensemble {tω : t ∈ R} est dense dans Tm.

3.1 L’assimilation de QP 0
ω(R,E) et C0(Tm,E)

Le but de cette section est de démontrer :

Théorème 3.1.0.5 Il existe un isomorphisme isométrique (bicontinu) entre les
espaces de Banach QP 0

ω(R,E) et C0(Tm,E).

Nous allons montrer uniquement l’aspect isomorphisme isométrique, la continuité
en découlant et la continuité de la bijection réciproque résultant du théorème de
l’application ouverte. Nous présentons exceptionnellement deux démonstrations
de ce résultat. La première démonstration, indiquée par P. Cieutat, est courte
et spécifique à la quasi-périodicité. La seconde est basée sur la transformation
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de Gelfand et peut se généraliser au cas presque-périodique en remplaçant le tore
par le compactifié de Bohr de R (notion due à S. Kakutani et simultanément à
A. Weil). Cette seconde démonstration sera présentée dans le cas spécifique où
E = C.

3.1.1 Une première démonstration

On va supposer par commodité que K = C. Notons P (Tm,E) l’espace vectoriel
des fonctions Tm → E engendré par les fonctions ek, k ∈ Zm. On peut définir

Qω : ETm → ER

en posant :

Qω(u)(t) := u(tω).

L’inclusion Qω(P (Tm,E)) ⊂ TPω(R,E) est évidente, et par densité elle im-
plique

Qω(C0(Tm,E)) ⊂ QP 0
ω(R,E);

de plus Qω : C0(Tm,E) → QP 0
ω(R,E) est linéaire. Par ailleurs, selon le lemme

3.0.4.4, on a l’égalité

‖Qω(u)‖∞ = ‖u‖∞.

Ainsi, Qω est un morphisme isométrique (donc injectif et continu) de C0(Tm,E)
vers QP 0

ω(R,E). Passons maintenant à son caractère surjectif. On commence,
pour cela par noter que Qω(P (Tm,E)) ⊃ TPω(R,E) puisque si f ∈ TPω(R,E),
il est de la forme f =

∑J
j=1 ajekj ·ω (aj ∈ E et kj ∈ Zm) et alors f = Qω(g)

avec g =
∑J

j=1 ajekj . Concluons par densité. Soit f ∈ QP 0
ω(R,E) et (fn)n une

suite à valeurs dans TPω(R,E) convergeant vers f . Pour chaque n, on construit
gn ∈ P (Tm,E) tel que Qω(gn) = fn. Puisque :

‖gp − gq‖∞ = ‖Qω(gp − gq)‖∞ = ‖Qω(gp)−Qω(gq)‖∞ = ‖fp − fq‖∞,

on déduit que la suite (gn)n est de Cauchy dans l’espace complet (C0(Tm,E); ‖.‖∞)
donc converge vers un élément g ∈ C0(Tm,E). Par ailleurs :

‖Qω(g)− f‖∞ ≤ ‖Qω(g)− fn‖∞ + ‖fn − f‖∞ =

‖Qω(g)−Qω(gn)‖∞ + ‖fn − f‖∞ = ‖g − gn‖∞ + ‖fn − f‖∞

qui tend vers 0 lorsque n→ +∞, donc on a bien Qω(g) = f d’où la surjectivité.
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3.1.2 Une seconde démonstration

L’idée principale

On va utiliser la théorie des algèbres normées1 (cf. [46]).
Etant donnée une algèbre de Banach commutative avec élément unité non nul A,
la transformation de Gelfand est un morphisme continu de A vers C0(X (A),C).
On montrera qu’en fait si A = QP 0

ω(R,C), c’est un isomorphime isométrique, et
que X (QP 0

ω(R,C)) s’identifie à Tm. On montrera enfin que cette transformation
a pour inverse Qω.

Les espaces utilisés

1. On munit AP 0(C) de la norme uniforme ‖.‖∞. Muni de la multiplication
usuelle des fonctions, c’est une algèbre de Banach commutative unifère,
d’élément unité la fonction constante 1.

2. QP 0
ω(C) est alors une sous-algèbre de Banach commutative et unifère (avec

même unité) de AP 0(C).

3. On note TP (R,C) l’espace vectoriel engendré par les fonctions eλ; λ ∈ R.
C’est une sous-algèbre commutative et unifère de AP 0(C), appelée algèbre
des polynômes trigonométriques.

4. On note TPω(R,C) = TP (R,C) ∩QP 0
ω(C); c’est une sous-algèbre commu-

tative et unifère de QP 0
ω(C). On notera que {eλ : λ ∈ Z < ω >} est une

base de TPω(R,C), dite base canonique de TPω(R,C).

Quelques rappels sur les caractères d’un groupe

Les rappels ci-dessous sont issus de [80] pp.6–7, et de [77] p.235 et suivantes. Soit
G un groupe abélien localement compact, dont la loi sera notée additivement.

Définition 3.1.2.1 Un caractère de G est un morphisme de groupes de (G,+)
vers le groupe multiplicatif {z ∈ C : |z| = 1}. L’ensemble des caractères
continus de G est un groupe, il se nomme groupe dual (topologique) de G et se
note G′.

On a le lemme suivant :

Lemme 3.1.2.2 Soit φ : G→ C telle que :

1. pour tous x, y ∈ G, φ(x+ y) = φ(x)φ(y).

2. pour tout x ∈ G, |φ(x)| ≤ 1.

1Des rappels de vocabulaire sur cette question sont fait plus bas.
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3. il existe x ∈ G, φ(x) 6= 0.

Alors φ est un caractère de G.

Preuve. Il s’agit de démontrer le premier point de la définition. On vérifie
tout d’abord que φ ne s’annule jamais. Pour cela, supposons le contraire, et soit
x0 ∈ G tel que φ(x0) = 0. On a alors, pour tout x ∈ G, en vertu du point (1.)
du lemme :

φ(x) = φ(x− x0 + x0) = φ(x− x0)φ(x0) = 0,

ce qui contredit le point (3.), donc pour tout x ∈ G, φ(x) 6= 0. Soit x ∈ G ne
vérifiant pas |φ(x)| = 1. Compte tenu de ce que l’on vient de prouver et du point
(2.) du lemme, on sait que :

0 < |φ(x)| < 1.

Comme φ(x)φ(−x) = 1, on en déduit que |φ(−x)| > 1, ce qui contredit le point
(2.) du lemme. Le lemme est ainsi démontré.

Quelques rappels sur la transformation de Gelfand

Les rappels ci-dessous sont issus de [46] chapitre XV.

Rappel 3.1.2.3 Soit (E,+, .,×) une C-algèbre commutative. Un caractère sur
E est un morphisme d’algèbres non nul ϕ : E → C, c’est-à-dire qu’il vérifie :

1. ϕ est linéaire.

2. Pour tous x, y ∈ E, ϕ(x× y) = ϕ(x)ϕ(y).

3. Il existe x ∈ E tel que ϕ(x) 6= 0.

Lorsque E est une algèbre de Banach commutative avec élément unité non nul,
l’ensemble des caractères de E s’appelle le spectre de E et se note X (E). Il est
muni de la topologie faible-? σ(E ′;E).

Remarque 3.1.2.4 Le troisième axiome est équivalent à dire que ϕ(1E) = 1.

Lorsque E est une algèbre de Banach commutative avec élément unité non nul,
tout caractère de E est continu de norme 1. Si de plus E est séparable, X (E) est
?-faiblement compact et métrisable.

Définition 3.1.2.5 1. La transformée de Gelfand de x ∈ E est l’application
G(x) : X (E)→ C qui à ϕ associe ϕ(x), i.e. G(x)(ϕ) = ϕ(x).

2. La transformation de Gelfand est l’application G : E → CX (E) qui à x ∈ E
associe sa transformée de Gelfand.

Rappel 3.1.2.6 2 Si E est une algèbre de Banach commutative séparable avec
élément unité non nul, la transformation de Gelfand est un morphisme continu
d’algèbres de Banach, et vérifie ‖G(x)‖ ≤ ‖x‖ et G(1E) = 1.

2cf. Dieudonné, [46], (15.3.4.) p.286
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Démonstration du Théorème 3.1.0.5.

Proposition 3.1.2.7 QP 0
ω(C) est une algèbre de Banach commutative séparable

avec élément unité non nul.

Démonstration. La seule chose à vérifier est la séparabilité. Or, celle-ci résulte
du fait que l’ensemble :{

n∑
j=1

ajeλj : n ∈ N∗, λj ∈ Z < ω >, aj ∈ Q[i]

}

est dénombrable dense dans QP 0
ω(C).

On note Sω = X (TPω(R,C)) et Σω = X (QP 0
ω(C)).

Proposition 3.1.2.8 On peut assimiler Sω et Σω. De plus, σ ∈ Sω est entièrement
déterminé par les valeurs σ(eωj) quand j = 1, · · · ,m.

Démonstration. Tout élément de Σω en définit un de Sω par restriction à
TPω(R,C). Réciproquement, soit σ ∈ Sω. σ est linéaire continu, donc uni-
formément continu, et comme TPω(R,C) est dense dans QP 0

ω(C), σ se prolonge
de manière unique en un élément σ̃ : QP 0

ω(C) → C. Le fait que σ̃ ∈ Σω est
alors clair. L’assimilation est donc légitime. Passons à la démonstration de la
seconde partie de la proposition. Soit σ ∈ Sω. Comme σ est linéaire et que
{eλ;λ ∈ Z < ω >} est une base de TPω(R,C), σ est entièrement déterminé
par les valeurs qu’il prend sur les eλ pour λ ∈ Z < ω >. Soit un tel λ. On a
λ =

∑m
j=1 kjωj, où kj ∈ Z. On en déduit que :

σ(eλ) =
m∏
j=1

σ(eωj)
kj

d’où l’assertion.

Remarque 3.1.2.9 R peut être considéré comme étant une sous-algèbre de Sω,
car tout t ∈ R définit t : f 7→ f(t).

Lemme 3.1.2.10 Soit σ : TPω(R,C)→ C linéaire. On définit φσ : Z < ω >→
C par φσ(λ) = σ(eλ). Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1. σ ∈ Sω.

2. φσ ∈ (Z < ω >)′ .

La démonstration de ce lemme utilise le théorème arithmétique de Kronecker (cf.
[49] p.232) dont voici l’énoncé :
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Rappel 3.1.2.11 (Théorème arithmétique de Kronecker) Soit z1, · · · , zp
des nombres complexes unitaires, et µ1, · · · , µp des réels deux à deux distincts.
On suppose que pour tout (d1, · · · , dp) ∈ Zp, on a :[

p∑
j=1

djµj = 0

]
=⇒

[
p∏
j=1

z
dj
j = 1

]
.

Alors pour tout ε > 0, il existe t ∈ R tel que pour tout j = 1, · · · , p,

|eµj(t)− zj| ≤ ε.

Preuve du lemme : Si la première assertion est vraie, on vérifie facilement que
φσ(λ + µ) = φσ(λ)φσ(µ). De plus, pour tout λ, |φσ(λ)| = |σ(eλ)| ≤ ‖eλ‖∞ = 1.
Donc par le lemme 3.1.2.2, φλ ∈ (Z < ω >)′. Pour la réciproque, on vérifie en

premier que σ(1) = 1 puis que si f, g ∈ TPω(R,C), σ(fg) = σ(f)σ(g). Il reste à
vérifier que pour tout f ∈ TPω(R,C), |σ(f)| ≤ ‖f‖∞. Soit donc f ∈ TPω(R,C)
de la forme f =

∑p
j=1 ajeλj . Donnons-nous ε > 0. Par le théorème arithmétique

de Kronecker, il existe t ∈ R tel que pour tout j, on ait :

|feλj(t)− φσ(λj)| ≤ ε.

On a alors la majoration :

|σ(f)| ≤ ε

p∑
j=1

|aj|+ |f(t)| ≤ ε

p∑
j=1

|aj|+ ‖f‖∞.

En faisant tendre ε vers 0, on a le résultat souhaité, ce qui termine la démonstration
du lemme.

Si σ1 et σ2 sont deux éléments de Sω, on note σ1

⊙
σ2 l’unique application linéaire

définie par, si λ ∈ Z < ω > :

σ1

⊙
σ2(eλ) := σ1(eλ)σ2(eλ).

Cette application est bien définie car {eλ : λ ∈ Z < ω >} est une base de
TPω(R,C).

Lemme 3.1.2.12 (Sω;
⊙

) est un groupe abélien.

Preuve. Loi de composition interne. Il faut commencer à vérifier que si σ1, σ2 ∈
Sω, alors σ1

⊙
σ2 ∈ Sω. D’après le lemme 3.1.2.10, φσj ∈ (Z < ω >)′. On

définit alors φσ1
⊙
σ2 en posant φσ1

⊙
σ2(λ) = σ1

⊙
σ2(eλ). On voit facilement

que φσ1
⊙
σ2(λ) = φσ1(λ)φσ2(λ). Donc φσ1

⊙
σ2 ∈ (Z < ω >)′, puis par le lemme

3.1.2.10, σ1

⊙
σ2 ∈ Sω.

Associativité et commutativité. Ces deux propriétés résultent du fait qu’elles sont
vraies pour la multiplication de C.
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Elément neutre. On note e : TPω(R,C)→ C l’application linéaire vérifiant pour
tout λ ∈ Z < ω >, e(eλ) = 1. Raisonnant encore avec φe tel que φe(λ) = 1 si
λ ∈ Z < ω >, on vérifie que φe ∈ (Z < ω >)′, et donc via le lemme 3.1.2.10,
e ∈ Sω. Par ailleurs, sur les éléments de base, on a par construction e

⊙
σ = σ

pour toute σ ∈ Sω, donc cette égalité est vérifiée sur Sω en entier. Ainsi, e est un
élément neutre pour

⊙
.

Elément inverse. Soit σ ∈ Sω. On définit l’application linéaire σ−1 : TPω(R,C)→
C en posant pour λ ∈ Z < ω >,σ−1(eλ) = σ(eλ) = 1

σ(eλ)
. Raisonnant comme avant

avec φσ−1 construit de manière évidente, et à l’aide du lemme 3.1.2.10, on conclut
que σ−1 ∈ Sω. Enfin, comme sur la base canonique de TPω(R,C), σ−1

⊙
σ = e,

cette égalité passe à TPω(R,C), donc σ−1 est l’inverse de σ.

On note QP 0
ω(C)′ le dual topologique de (QP 0

ω(C), ‖..‖∞) et B∗ la boule unité de
QP 0

ω(C)′. On a Sω ≡ Σω ⊂ QP 0
ω(C)′.

Lemme 3.1.2.13 Σω est faiblement-? compact.

Preuve. Compte tenu du théorème de Banach-Alaoglu-Bourbaki, on sait que
B∗ est faiblement-? compacte, il suffit donc de montrer que Σω est faiblement-?
fermée.
Par ailleurs, comme QP 0

ω(C) est séparable, la topologie faible-? engendrée sur B∗
est métrisable, on peut donc travailler avec les suites. Soit donc ϕ ∈ QP 0

ω(C) et
(ϕn)n une suite d’éléments de Σω convergeant faiblement-? vers ϕ. La fermeture
faible-? de B∗ assure que ϕ ∈ B∗. Soit f, g ∈ TPω(R,C), α, β ∈ C. On a

ϕn(αf + βg) = αϕn(f) + βϕn(g) et ϕn(fg) = ϕn(f)ϕn(g).

Par passage à la limite, on obtient :

ϕ(αf + βg) = αϕ(f) + βϕ(g) et ϕ(fg) = ϕ(f)ϕ(g).

De même, en passant à la limite l’égalité ϕn(1) = 1 et dans l’inégalité |ϕn(f)| ≤
‖f‖∞, on obtient l’égalité ϕ(1) = 1 et l’inégalité |ϕ(f)| ≤ ‖f‖∞.

Lemme 3.1.2.14 Soit (ϕ; (ϕn)n) ∈ Σω×ΣN
ω. Les cinq assertions suivantes sont

équivalentes :

1. (ϕn)n converge faiblement-? vers ϕ.

2. Pour toute f ∈ QP 0
ω(C), (ϕn(f))n converge vers ϕ(f).

3. Pour toute f ∈ TPω(R,C), (ϕn(f))n converge vers ϕ(f).

4. Pour tout λ ∈ Z < ω >, (ϕn(eλ))n converge vers ϕ(eλ).

5. Pour tout j = 1, · · · ,m, (ϕn(eωj))n converge vers ϕ(eωj).
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Preuve. L’équivalence de (1.) et (2.) est la définition de la convergence faible-
?. Le fait que (2.) implique (3.) résulte de TPω(R,C) ⊂ QP 0

ω(C). Montrons
que (3.) implique (2.). Soit f ∈ QP 0

ω(C), il existe une suite (fq)q à valeurs dans
TPω(R,C) convergeant vers f (uniformément). En utilisant l’inégalité triangu-
laire puis la linéarité, on a :

|ϕn(f)− ϕ(f)| ≤ |ϕn(f − fq)|+ |ϕn(fq)− ϕ(fq)|+ |ϕ(f − fq)| ≤

‖f − fq‖∞ + |ϕn(fq)− ϕ(fq)|+ ‖f − fq‖∞.

Ainsi, on a pour tout q ∈ N :

lim sup
n→+∞

|ϕn(f)− ϕ(f)| ≤ 2‖f − fq‖∞ + lim
n→+∞

|ϕn(fq)− ϕ(fq)| = 2‖f − fq‖∞

On passe à la limite quand q → +∞ pour obtenir

lim
n→+∞

|ϕn(f)− ϕ(f)| = 0,

d’où le résultat. (3.) implique (4.) de manière évidente, montrons la réciproque.
Soit f ∈ TPω de la forme f =

∑s
j=1 ajeλj . Par linéarité, on a :

|ϕn(f)− ϕ(f)| ≤
s∑
j=1

|aj| · |ϕn(eλj)− ϕ(eλj)|

et comme chacun des termes de la somme tend vers 0, on a bien

lim
n→+∞

|ϕn(f)− ϕ(f)| = 0,

d’où le résultat. (4.) implique (5.) est évident, passons à la réciproque. Soit
λ ∈ Z < ω > de la forme λ =

∑m
j=1 kjωj. On a alors :

|ϕn(eλ)− ϕ(eλ)| =

∣∣∣∣∣
m∏
j=1

(
ϕn(eωj)

)kj − m∏
j=1

(
ϕ(eωj)

)kj ∣∣∣∣∣
et comme pour tout j, on a lim

n→+∞
ϕn(eωj) = ϕ(eωj), on obtient le résultat voulu.

Lemme 3.1.2.15 Muni de la topologie faible-?, (Σω;
⊙

) est un groupe topologique
compact.

Preuve. Compte tenu du lemme 3.1.2.12, il ne reste qu’à vérifier que l’aspect
groupe topologique pour la topologie faible-?.

Continuité de l’application
⊙

. Soit(ϕn)n et (ψn)n deux suites à valeurs dans Σω

convergeant faiblement-? respectivement vers ϕ et ψ (qui sont dans Σω). On a
pour tout λ ∈ Z < ω >, limn→+∞ ϕn(eλ) = ϕ(eλ) et limn→+∞ ψn(eλ) = ψ(eλ) de
quoi on déduit en utilisant la propriété de morphisme d’algèbres que pour tout
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λ ∈ Z < ω >, limn→+∞ (ϕn
⊙

ψn) (eλ) = ϕ
⊙

ψ(eλ) ce qui donne le résultat
compte tenu du lemme 3.1.2.14.

Continuité du passage à l’inverse. On le vérifie encore sur les eλ, λ parcourant
Z < ω >. Soit (ϕn)n une suite à valeurs dans Σω convergeant faiblement-? vers
ϕ. Les inverses de ϕn(eλ) et ϕn(eλ) sont donnés par leur conjugués (cf. lemme
3.1.2.12) donc le passage à l’inverse est continu sur les eλ d’où le résultat attendu.

Rappel 3.1.2.16 Muni de la topologie induite par C, le tore T est un groupe
multiplicatif abélien compact. Le groupe Tm est donc abélien compact comme
produit cartésien de groupes compacts. Les opérations de groupe sur Tm sont
données par :

(α1, · · · , αm) · (β1, · · · , βm) = (α1β1, · · · , αmβm)

et
(α1, · · · , αm)−1 = (α1, · · · , αm).

Lemme 3.1.2.17 Les deux groupes abéliens compacts Tmet (Σω;
⊙

) sont iso-
morphes.

Preuve. Soit ϕ ∈ Σω. Par le lemme 3.1.2.16, on lui associe φϕ : Z < ω >−→ C
en posant φϕ(λ) = ϕ(eλ), et alors φϕ(λ) ∈ T. On définit alors l’application
Θ : Σω → Tm par :

Θ(ϕ) = (φϕ(ω1), · · · , φϕ(ωm)) .

Compte tenu du rappel 3.1.2.16, il est immédiat que Θ est un morphisme de
groupes. Sa continuité s’obtient en raisonnant avec des suites ce qui est légitime
puisque les groupes sont métrisables. Montrons maintenant que Θ est injective. A
ce titre, il suffit de montrer que Θ−1(1, · · · , 1) = {e}. Soit donc ϕ ∈ Θ−1(1, · · · , 1).
On a pour tout j, ϕ(eωj) = 1 et donc si λ ∈ Z < ω >, ϕ(eλ) = 1. On en conclut
que ϕ = e. Montrons enfin que Θ est surjective. Fixons (θ1, · · · , θm) ∈ Tm. On
note σ : TPω(R,C)→ C l’unique application linéaire telle que si λ =

∑m
j=1 kjωj ∈

Z < ω >, σ(eλ) =
∏m

j=1 θ
kj
j . En particulier, σ(eωj) = θj. Suivant le lemme

3.1.2.10, on considère φσ : Z < ω >→ C telle que φσ(λ) = σ(eλ). On montre
que φσ est un caractère du groupe abélien Z < ω > donc via le lemme 3.1.2.10,
on peut conclure que σ ∈ Sω. Par continuité uniforme, σ se prolonge en une
application ϕ ∈ Σω qui vérifie :

Θ(ϕ) = (ϕ(eω1), · · · , ϕ(eωm)) = (σ(eω1), · · · , σ(eωm)) = (θ1, · · · , θm)

Concluons : Θ est un isomorphisme continu entre deux groupes compacts, il est
donc bicontinu en raison de la compacité.

Proposition 3.1.2.18 QP 0
ω(C) et C0(Σω,C) sont deux algèbres de Banach iso-

morphes et isométriques.
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Démonstration. Comme Σω est le spectre de l’algèbre QP 0
ω(C), on peut con-

sidérer la transformation de Gelfand G : QP 0
ω(C) → C0(Σω,C) qui est un mor-

phisme d’algèbres de Banach vérifiant en outre ∀f ∈ QP 0
ω(C), ‖G(f)‖∞ ≤ ‖f‖∞

(cf. rappel 3.1.2.6). On va montrer qu’ici :

∀f ∈ QP 0
ω(C), ‖G(f)‖∞ = ‖f‖∞.

En effet, soit f ∈ QP 0
ω(C) fixé. Par définition de la norme uniforme, il existe pour

tout n ∈ N, un réel tn tel que |f(tn)| ≥
(
1− 1

n

)
‖f‖∞. Mais |f(tn)| = |tn(f)| ≤

supϕ∈Σω |ϕ(f)|. Donc on a : ‖G(f)‖∞ ≥
(
1− 1

n

)
‖f‖∞ d’où le résultat souhaité.

Ainsi, G est un morphisme isométrique (donc injectif) d’algèbres de Banach.

Pour la surjectivité, on va démontrer que G(QP 0
ω(C)) est dense et fermé dans

C0(Σω,C). Tout d’abord, comme G est une isométrie linéaire et comme QP 0
ω(C)

est complète, G(QP 0
ω(C)) est complète donc fermée. Pour la densité, on va utiliser

le théorème de Stone-Weierstrass. Vérifions-en les différentes hypothèses :

• G(QP 0
ω(C)) est une sous-algèbre de C0(Σω,C) avec unité, puisque G(1) est

la fonction constante égale à 1 sur Σω.

• Si φ, ψ sont deux éléments distincts de Σω, il existe f ∈ QP 0
ω(C) tel

que φ(f) 6= ψ(f), c’est-à-dire G(f)(φ) 6= G(f)(ψ), donc il existe G(f) ∈
G(QP 0

ω(C)) séparant φ de ψ.

• Soit F ∈ G(QP 0
ω(C)). Il reste à vérifier que F ∈ G(QP 0

ω(C)), où F vérifie :

∀ϕ ∈ Σω, F (ϕ) := F (ϕ) = G(f)(ϕ) = ϕ(f).

Il existe une suite de polynômes trigonométriques (
∑

λ∈Z<ω> aλ,neλ)n (la
famille (aλ,n)λ étant presque-nulle pour tout n) convergeant vers F uni-
formément. La suite (

∑
λ∈Z<ω> aλ,ne−λ)n converge alors uniformément vers

une fonction g ∈ QP 0
ω(C). Pour tout ϕ ∈ Σω, on a :

G(g)(ϕ) = lim
n→+∞

G

( ∑
λ∈Z<ω>

aλ,ne−λ

)
(ϕ) = lim

n→+∞
ϕ

( ∑
λ∈Z<ω>

aλ,ne−λ

)
=

lim
n→+∞

∑
λ∈Z<ω>

aλ,nϕ(e−λ) = lim
n→+∞

∑
λ∈Z<ω>

aλ,nϕ(eλ) = ϕ(f) = F (f).

Ainsi, le théorème de Stone-Weierstrass conclut à la densité de G(QP 0
ω(C)) dans

C0(Σω,C), ce qui termine la démonstration.

Rappel 3.1.2.19 (Théorème du relèvement) pour toute u ∈ C0(Rm,CN)
2π−périodique en chaque variable, il existe une unique U ∈ C0(Rm,CN) telle
que :

∀(x1, · · · , xm) ∈ Rm, u(x1, · · · , xm) = U(eix1 , · · · , eixm).
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Remarque 3.1.2.20 Lorsque dans le rappel la fonction u est : u(x1, · · · , xm) =

eik·x, avec k ∈ Zm, on a U(θ1, · · · , θm) =
∏m

j=1 θ
kj
j .

Théorème 3.1.2.21 Les deux algèbres de Banach QP 0
ω(C) et C0(Tm,C) sont

isomorphes et isométriques.

Démonstration. D’après la proposition 3.1.2.18, G : QP 0
ω(C) → C0(Σω,C)

est un isomorphisme isométrique d’algèbres de Banach. Par le lemme 3.1.2.17,
Θ : Σω → Tm est un isomorphisme de groupes abéliens compacts. On en déduit
que Θ̃ : C0(Σω,C) → C0(Tm,C) défini par Θ̃ : F → F ◦ Θ est un isomorphisme
isométrique d’algèbres de Banach. L’application Θ̃ ◦G est alors un isomorphisme
isométriques entre les algèbres de Banach QP 0

ω(C) et C0(Tm,C).

Le théorème annoncé au début est donc démontré. On va expliciter cet isomor-
phisme pour le relier à Qω.

EXPLICITATION DE L’ISOMORPHISME.
Première étape. Pour λ ∈ Z < ω > de la forme λ =

∑m
j=1 kjωj, eλ ∈ TPω(R,C),

donc G(eλ) ∈ C0(Σω,C). On calcule alors G(eλ) ◦Θ−1 : Tm → C et l’on trouve :

∀(θ1; · · · ; θm) ∈ Tm, G(eλ) ◦Θ−1(θ1; · · · ; θm) =
m∏
j=1

θ
kj
j ,

d’où finalement :

∀(x1; · · · ;xm) ∈ Rm, G(eλ) ◦Θ−1(eix1 ; · · · ; eixm) = ei
∑m
j=1 kjxj .

Seconde étape. Par linéarité, on calcule G(P ) ◦ Θ−1 pour P ∈ TPω(R,C). On
trouve immédiatement :

G

(
L∑
l=1

alek(l)·ω

)
◦Θ−1(eix1 ; · · · ; eixm) =

L∑
j=1

ale
ik(l)·x.

Troisième étape. Par densité, on étend la formule à QP 0
ω(C). Soit f ∈ QP 0

ω(C).
f est limite uniforme d’une suite de polynômes trigonométriques (Pn)n. On pose,
pour tout n, Pn =

∑
l≥0 an,lek(n,l)·ω, la somme étant finie. On a alors :

G(f) ◦Θ−1(eix1 ; · · · ; eixm) = lim
n→+∞

∑
l≥0

an,le
ik(n,l)·x.

Ainsi, par simple relecture, on voit que la fonction u ∈ C0(Tm,C) associée à f
vérifie (et est la seule à vérifier) :

u(tω) = f(t).
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Ainsi, Qω est inversible et vérifie :

Q−1
ω (f) = u,

les notations étant celles précédemment définies. Notant

S : QP 0
ω(C)→ {u ∈ C0(Rm,C) ; 2πZm ⊂ Per(u)}

l’isomorphisme isométrique déduit du théorème 3.1.2.21 et de la remarque 3.1.2.20,
on a ainsi :

Qω = S−1.

3.2 Autres théorèmes d’isomorphisme

3.2.1 Extension du résultat précédent aux fonctions déri-
vables

Proposition 3.2.1.1 Pour tout r ∈ N∗∪{+∞}, on a Qω(Cr
ω(Tm,E)) = QP r

ω(E)
et de plus pour tout u ∈ Cr

ω(Tm,E) :

Qω( ~Du(·;ω)) =
d

dt
Qω(u).

Démonstration. Il suffit de faire la démonstration lorsque r = 1. Soit u ∈
C1
ω(Tm,E). Pour tout t ∈ R, on a (dωu)(tω) = d

dt
Qω(u)(t), donc Qω(dωu) =

d
dt
Qω(u) soit Qω(u) ∈ QP 1

ω(R,R).

Réciproquement, soit ρ ∈ QP 1
ω(E). Par le théorème 3.1.0.5, on sait qu’il existe

u, v ∈ C0(Tm,E) tels que Qω(u) = ρ et Qω(v) = ρ′. Il s’agit donc de montrer que
u ∈ C1

ω(Tm,E) en montrant que dωu = v.
Soit x ∈ R fixé. Par le lemme 3.0.4.4, on sait qu’il existe (tn)n telle que tnω → x
et pour tout t ∈ R on a par continuité de u(tω + .) :

lim
n→+∞

u(tω + tnω) = u(tω + x).

Pour tout entier n, on a :

u(tω + tnω)− u(tnω) =

∫ tn+t

tn

d

ds
(u(sω))ds =

∫ tn+t

tn

v(sω)ds

la dernière égalité résultant du fait que pour tout t, on a d
dt

(u(tω)) = (dωu)(tω) =
v(tω). On a alors :

u(tω + tnω)− u(tnω)

t
− v(x) =

1

t

∫ tn+t

tn

[v(sω)− v(x)] ds.
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Mais comme v est continue, étant donné ε > 0, il existe N tel que si n ≥ N ,on
ait :

|v(x)− v(tnω)|E ≤
ε

2
.

Quand t parcourt [−1, 1], l’ensemble des (tn, t)n parcourt un compact K de R×
[−1, 1], donc en vertu du lemme de Heine appliqué à v, on a :

∃α ∈]0, 1[, ∀(x, y) ∈ K2, (|x− y| ≤ α|ω|)⇒
(
|v(x)− v(y)|E ≤

ε

2

)
.

Si |t| ≤ α et s ∈ [tn, tn + t], on a alors : |v(sω) − v(tnω)|E ≤ ε
2
. A l’aide de

l’inégalité triangulaire, il vient :∣∣∣∣u(tω + tnω)− u(tnω)

t
− v(x)

∣∣∣∣
E
≤ 1

t

∫ tn+t

tn

[|v(sω)− v(tnω)|E + |v(tnω)− v(x)|E] ds ≤

|v(x)− v(tnω)|E +
1

t

∫ tn+t

tn

|v(tnω)− v(sω)|Eds ≤
ε

2

[
1 +

1

t

∫ tn+t

tn

ds

]
= ε.

Finalement, on obtient :

lim
t→0

u(x+ tω)− u(x)

t
= v(x).

La proposition est donc établie.

3.2.2 Extensions aux espaces de Lebesgue et de Sobolev

L’opérateur Qω ne se prolonge pas immédiatement aux fonctions de L2(Tm,H)
en regardant sur {tω; t ∈ R} qui est négligeable. On va faire le prolongement
par les séries de Fourier pour obtenir un isomorphisme isométrique d’espaces de
Hilbert entre L2(Tm,H) et B2

ω(H). C’est le but de la proposition suivante.

Proposition 3.2.2.1 Notons Qω : L2(Tm,H) −→ B2
ω(H) l’opérateur défini

par :

Qω

(∑
ν∈Zm

aνeν

)
=
∑
ν∈Zm

aνeν·ω.

Alors Qω est bien défini, est un isomorphisme isométrique d’espaces de Hilbert
entre L2(Tm,H) et B2

ω(H), et prolonge l’opérateur Qω précédemment défini.

Démonstration.
1. Par l’indépendance Z-linéaire des composantes du vecteur ω, on sait que
l’application k 7→ k · ω est un isomorphisme de modules de Zm sur Z < ω >.
Par conséquent il existe un isomorphisme isométrique d’espaces de Hilbert F2 :
`2(Zm,H)→ `2(Z < ω >,H).
2. De plus, l’application F1 de L2(Tm,H) vers `2(Zm,H) qui à u associe ses coeffi-
cients de Fourier est un isomorphisme isométrique (cf. [87] p.248, aussi 2.4.0.11).
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3. Par ailleurs, le théorème de Riesz-Fisher-Besicovitch ([7] p.110) indique que
l’application F3 de B2

ω(E) vers `2(Z < ω >,E) qui à f associe (a(f, λ))λ∈Z<ω> est
un isomorphisme isométrique d’espaces de Hilbert.
4. On conclut des trois premiers points que F−1

3 ◦ F2 ◦ F1 est un isomor-
phisme isométrique d’espaces de Hilbert entre L2(Tm,H) et B2

ω(H). On vérifie
immédiatement que c’est celui donné dans l’énoncé, et qu’il cöıncide avec l’opérateur
usuel.

Proposition 3.2.2.2 Pour tout j ∈ N, Qω est un isomorphisme isométrique
d’espaces de Hilbert entre Hj

ω(Tm,H) sur Bj,2
ω (H), et Qω(∇j

ωu) = ∇j (Qω(u)).

Démonstration. Le cas de j = 0 a été réglé dans la proposition précédente.

Démontrons l’énoncé quand j = 1. Soit tout d’abord u ∈ H1
ω(Tm,H). Par

la proposition précédente, on sait que Qω(u) et Qω(∇ωu) dans des éléments de
B2
ω(H). Pour tout t ∈ R∗, on a :

‖t−1(τtωu− u)−∇ωu‖ =
∥∥Qω (t−1(τtωu− u)−∇ωu

)∥∥
B2 =

∥∥t−1(τtωQω(u)−Qω(u))−Qω(∇ωu)
∥∥
B2 .

Mais comme u ∈ H1
ω(Tm,H), on en déduit que :

lim
t→0

∥∥t−1(τtωQω(u)−Qω(u))−Qω(∇ωu)
∥∥
B2 = 0,

donc que Qω(u) ∈ B1,2(H) et ∇Qω(u) = Qω(∇ωu). Comme B1,2
ω (H) = B1,2(H)∩

B2
ω(H), la première étape est démontrée. Réciproquement, soit f ∈ B1,2

ω (H). Il
existe u et v dans L2(Tm,H) tels que Qω(u) = f et Qω(v) = ∇f . Reprenant un
calcul précédant, on a :

‖t−1(τtωu− u)− v‖ =
∥∥Qω (t−1(τtωu− u)− v

)∥∥
B2 =

∥∥t−1(τtωQω(u)−Qω(u))−Qω(v)
∥∥
B2 =

∥∥t−1(τtf − f)−∇f
∥∥
B2 .

Mais lorsque t → 0, le dernier terme tend vers 0, donc le premier aussi, c’est-à-
dire que v = ∇ωu, soit u ∈ H1

ω(Tm,H). L’égalité ‖u‖1,ω = ‖Qω(u)‖B1,2 est alors
claire.

Soit j ≥ 2, et supposons le résultat acquis pour 1 et j − 1. Prenons tout d’abord
u ∈ Hj

ω(Tm,H). Alors u ∈ Hj−1
ω (Tm,H) et ∇j−1

ω u ∈ H1
ω(Tm,H) donc par hy-

pothèse de récurrence, on peut trouver f ∈ Bj−1,2(H) et g ∈ B1,2(H) tels que
Qω(∇k

ωu) = ∇kf si k ≤ j − 1, et Qω(∇l
ωu) = ∇l−j+1g si l ∈ {j − 1, j}. Prenant

k = j − 1 et l = 0, on voit que ∇j−1f = g, donc finalement f ∈ Bj,2(H), et
Qω(∇j

ωu) = ∇j(Qω(u)). Le sens réciproque se démontre de la même manière.
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3.3 Le cas des fonctions quasi-périodiques à para-

mètres

Soit X un espace de Banach et P une partie de X compacte ou dénombrable à
l’infini.

3.3.1 Le cas P compact

On commence par un lemme :

Lemme 3.3.1.1 L’application ΛK : C0(Tm×K,E)→ C0(Tm, C0(K,E)) définie
par :

ΛK(u) := [x 7−→ u(x, .)]

est un isomorphisme isométrique d’espaces de Banach.

Preuve. Existence de ΛK.
Soit u ∈ C0(Tm × K,E). Il est uniformément continu, donc continu, et donc
u(x, .) ∈ C0(K,E) pour tout x ∈ Tm. De plus, comme u est uniformément
continue, étant donné ε > 0 :

∃η > 0, [max{|x− x′|; |α− α′|} ≤ η] =⇒ |u(x, α)− u(x′, α′)|E ≤ ε

et en prenant α′ = α, puis en passant au sup sur α, il vient :

(|x− x′| ≤ η) =⇒ ‖u(x, .)− u(x′, .)‖C0(K,E) ≤ ε.

Ainsi, ΛK(f) ∈ C0(Tm, C0(K,E)), et ΛK est bien défini.
ΛK est linéaire et isométrique (donc injective et continue).
Ces deux points sont évidents.
ΛK est surjective (donc bijective, et donc bicontinue puisque isométrique).
Soit λ ∈ C0(Tm, C0(K,E)). Pour alléger l’écriture, on note λt au lieu de λ(t), et
c’est alors un élément de C0(K,E). Le candidat naturel à vérifier ΛK(u) = λ
est u(x, α) := λx(α). Il y a juste à vérifier que l’on a bien un élément de
C0(Tm ×K,E). Fixons (x0, α0) ∈ Tm ×K. On a :

|u(x, α)− u(x0, α0)|E ≤ |u(x, α)− u(x0, α)|E + |u(x0, α)− u(x0, α0)|E ≤

‖λt − λt0‖C0(K,E) + |λt0(α)− λt0(α0)|E.
Soit ε > 0. Comme λ est continue :

∃δ, (|x− x0| ≤ δ) =⇒ (‖λx − λx0‖C0(K,E) ≤ ε/2)

et comme λx0 est continue :

∃δ′, (|α− α0| ≤ δ′) =⇒ (|λx0(α)− λx0(α0)|E ≤ ε/2).

Finalement, pour (x, α) ∈ Tm×K suffisamment voisin de (x0, α0), on a |u(x, α)−
u(x0, α0)|E ≤ ε, d’où la continuité.

On en arrive au résultat principal :
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Théorème 3.3.1.2 L’application ΨK : C0(Tm×K,E)→ QPUω(R, K,E) définie
par :

∀α ∈ K, ΨK(u(., α)) := (Qωu)(., α)

est un isomorphisme isométrique d’espaces de Banach.

Preuve. On peut décomposer ΨK sous la forme :

ΨK = Φ−1
K ◦ Qω ◦ ΛK

où Qω applique C0(Tm, C0(K,E)) dans QP 0
ω(C0(K,E)). A l’aide du lemme

précédent, du théorème 3.1.0.5 et de la proposition 1.2.4.3, on sait que chacun
des trois termes de la composition est un isomorphisme isométrique d’espaces de
Banach. Il en est donc de même pour ΨK .

3.3.2 Le cas P dénombrable à l’infini

Comme avant, on étend la proposition précédente :

Proposition 3.3.2.1 L’application ΨP : C0(Tm×P,E)→ QPUω(R, P,E) définie
par :

∀α ∈ P, ΨP (u(., α)) = (Qωu)(., α)

est un isomorphisme isométrique d’espaces de Fréchet.

On donne maintenant une version différentiable par rapport au paramètre. Pour
cela, introduisons :

• C0,j(Tm × P,E) l’espace des fonctions u ∈ C0(Tm × P,E) telles que pour
tout x ∈ Tm, u(x, .) ∈ Cj(P,E) et pour tout k ≤ j, ∂k2u ∈ C0(Tm × P,E).

• QPU0,j
ω (R, P,E) l’espace des fonctions f ∈ QPUω(R, P,E) telles que pour

tout t ∈ R, f(t, .) ∈ Cj(P,E) et pour tout k ≤ j, ∂k2f ∈ QPUω(R, P,E).

Lemme 3.3.2.2 Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. ∂2u existe et est un élément de C0(Tm × P,E).

2. ∂2f existe et est un élément de QPUω(R, P,E).

De plus, si ces assertions sont vraies, on a :

ΨP (∂2u) = ∂2f.

Preuve.
Démontrons l’implication [1.⇒ 2.].
Par hypothèse, étant donné α ∈ P fixé, on a pour tout h rentrant dans P assez
petit :

lim
t→0

(
u(., α + th)− u(., α)

t
− ∂2(., α).h

)
= 0.

91



Comme ΨP est linéaire continue et que ΨP (u) = f , en appliquant ΨP et en
intervertissant la limite et cet opérateur, on obtient :

lim
t→0

(
f(., α + th)− f(., α)

t
−ΨP (∂2(., α).h)

)
= 0

ce qui montre que ∂2f existe et que de plus :

∂2f = ΨP (∂2u)

et cette égalité montre au passage que ∂2f ∈ QPUω(R, P,E).
Le sens réciproque est analogue (Ψ−1

P est aussi un opérateur linéaire continu).
Démonstration de la proposition 3.3.2.1.
A u ∈ C0,j(Tm × P,E), on associe f = ΨP (u).
Pour tout k ≤ j, ∂k2u ∈ C0,j(Tm × P,E), donc par une application répétée du
lemme, on voit que QPU0,j

ω (R, P,E) et que :

ΨK(∂k2u) = ∂k2f.

On en déduit que l’application

Ψj
P : C0,j(R, P,E) −→ QPU0,j

ω (Tm × P ;E)

u 7−→ ΨP (u)

est bien définie. Elle est visiblement linéaire et isométrique. Elle est surjective
puisque ΨP l’est, et en raison du résultat du lemme.

Remarque 3.3.2.3 En plus d’une version à paramètre du théorème 3.1.0.5, cet
énoncé a l’avantage de mettre en valeur la raison de la définition des fonctions
quasi-périodiques à paramètres pour que l’opérateur de Nemytskii envoie bien
QP 0

ω(E) dans lui-même.
En effet, en lecture sur le tore, pour assurer que Nu(C0(Tm,E)) ⊂ C0(Tm,E),
il est naturel de supposer que u ∈ C0(Tm × P,E), et la définition proposée pour
les fonctions quasi-périodiques à paramètres revêt bien, en un certain sens, un
caractère minimal.
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Chapitre 4

Equations quasi-périodiques et
équations de Percival

Dans ce chapitre, on utilise pleinement les liens explicites pour transformer la
recherche des solutions q.p. d’une EDO en la recherche des solutions périodiques
en chaque variable d’une EDP. Ceci a été fait pour la première fois par Percival de
façon purement heuristique. On définit des notions de solutions faibles (comme
dans le cadre usuel) et des notions de solutions variationnelles faibles (qui sont
a priori plus faibles que les premières). Dans l’un des cas, ces notions sont
identiques alors que dans l’autre elles sont distinctes. Grâce à une ré-écriture du
problème et à la méthode de Newton, on obtient des théorèmes d’existence de
solutions variationnelles faibles dans chacun des deux cadres. On montre enfin
comment, à partir d’une solution faible, obtenir un ensemble dense de solutions
régulières de problèmes perturbés de façons particulières, puis lorsque la solution
faible est L∞, on démontre qu’elle est elle-même régulière.

4.1 Le principe

Soit p un entier au moins égal à 1, F ∈ QPUω(R, (RN)1+p,RN).

Par la bijection Ψ−1
RN(1+p) de la proposition 3.3.2.1, on définit X ∈ C0(Tm ×

(RN)p+1,RN) vérifiant :

∀(t, α) ∈ R× (RN)p, X(tω, α) = F (t, α).

On fera dans tout ce chapitre l’hypothèse (H0) suivante :

(H0) pour tout t fixé, la fonction F (t, ·) est deux fois continûment dérivable,
et les ∂kijF sont des éléments bornés de QPUω(R, (RN)p+1,RN) pour tous
2 ≤ i, j ≤ N et k ∈ N2.

De manière, plus courte, on suppose que F ∈ QPU0,2
ω (R,R(1+p)N ,RN), et que

toutes les dérivées sont bornées. Compte tenu de la proposition 3.3.2.1, cette
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hypothèse revient à dire sur X que pour tout x ∈ Tm, X(x, ·) est deux fois
continûment dérivable, et que les ∂kijX (i, j > m + 1) sont dans BC0(Tm ×
RN(1+p) × RN ,RN).

On est intéressé par la recherche de solutions q quasi-périodiques de l’équation :

q(p+1)(t) = F (t, q(t), ..., q(p)(t)) (4.1)

ce que l’on va faire via la recherche de fonctions u définies sur le tore solutions
de :

∂p+1
ω u(x) = X(x, u(x), ..., ∂pωu(x)). (4.2)

Précisons maintenant une notion de solution faible pour chaque équation.

Définitions 4.1.0.4 1. On appelle solution faible de (4.1) toute q ∈ Bp+1,2
ω (RN)

qui vérifie :
∇p+1q ∼2 F (., q, ...,∇pq).

2. On appelle solution faible de (4.2) toute u ∈ Hp+1
ω (Tm,RN) qui vérifie au

sens des distributions sur le tore :

∂p+1
ω u = X(., u, ..., ∂pωu).

La correspondance entre solutions faibles est la suivante :

Proposition 4.1.0.5 Soit u une solution faible de (4.2). Alors Qω(u) est so-
lution faible de (4.1). Réciproquement, soit q une solution faible de (4.1). Alors
Q−1
ω (u) est une solution faible de (4.2).

Démonstration.
Soit u une solution faible de (4.2). On a alors u ∈ Hp+1

ω (Tm,RN) donc q :=
Qω(u) ∈ Bp+1,2

ω (RN) et de plus u vérifie :

∂p+1
ω u = X(., u, ..., ∂pωu).

Appliquons Qω à cette équation. Le premier membre est égal à ∇p+1q, quant au
premier, nous allons démontrer qu’il vaut F (., q, ...,∇pq).
Soit en effet une suite (un)n de fonctions Cp tendant vers u dans Hp

ω(Tm,RN), et
posons qn := Qω(un). Dans Hp

ω(Tm,RN), (qn)n tend vers q. De plus, qn vérifie
notoirement :

Qω (X(., un, ∂
p
ωun)) = F (., qn, ...,∇pqn).

Passant à la limite à l’aide de la continuité des opérateurs de Nemytskii, on a
bien :

Qω (X(., u, ..., ∂pωu)) = F (., q, ...,∇pq)

ce qui montre que q est une solution faible de (4.1). Le sens réciproque se
démontre de la même manière.
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4.2 Notion de solution variationnelle faible

Dans toute cette section, nous supposerons que p = 1.

4.2.1 Solution H1
ω(Tm,RN) variationnelle faible

Définition 4.2.1.1 On dit que u ∈ H1
ω(Tm,RN) est une solution H1

ω(Tm,RN)
variationnelle faible de (4.2) si :

∀v ∈ H1
ω(Tm,RN),

∫
Tm
∂ωu · ∂ωv +X(., u, ∂ωu) · v = 0.

L’intérêt de cette notion est que nous obtiendrons facilement des théorèmes
d’existence de telles solutions, et qu’elles sont reliées aux solutions faibles de
(4.2) :

Proposition 4.2.1.2 Soit u une solution H1
ω(Tm,RN) variationnelle faible de

(4.2). Alors u ∈ H2
ω(Tm,RN) et est une solution faible de (4.2).

Démonstration. On a pour tout v ∈ H1
ω(Tm,RN) :∫

Tm
∂ωu · ∂ωv +X(., u, ∂ωu) · v = 0.

Comme C∞(Tm,RN) ⊂ H1
ω(Tm,RN), on en déduit que :

∀ϕ ∈ C∞(Tm,RN),

∫
Tm
∂ωu · ∂ωϕ+X(., u, ∂ωu) · ϕ = 0.

Au sens des distributions périodiques, les termes de bords se simplifient, par
conséquent on a : ∫

Tm
∂ωu · ∂ωϕ = − < ∂2

ωu;ϕ >,

il vient, au sens des distributions périodiques :

∀ϕ ∈ C∞(Tm,RN), < −∂2
ωu+X(., u, ∂ωu);ϕ >= 0

d’où l’égalité suivante dans D′(Tm,RN) :

∂2
ωu = X(., u, ∂ωu).

Mais comme u et ∂ωu sont dans L2(Tm,RN), le membre de droite est dans
L2(Tm,RN) et l’égalité est vraie dans L2(Tm,RN).

Cela signifie bien que u ∈ H2
ω(Tm,RN) et que u est une solution faible de (4.2).
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4.2.2 Solution H1
ω,0(Tm,RN) variationnelle faible

Similairement, on va étudier le cas des solutions H1
ω,0(Tm,RN) variationnelle

faibles.

Définition 4.2.2.1 On dit que u ∈ H1
ω,0(Tm,RN) est une solution H1

ω,0(Tm,RN)
variationnelle faible de (4.2) si :

∀v ∈ H1
ω,0(Tm,RN),

∫
Tm
∂ωu · ∂ωv +X(., u, ∂ωu) · v = 0.

Ici en revanche, on ne peut pas dire qu’une telle solution est une solution faible
de (4.2).

Un contre-exemple
Prenons le cas particulier de l’équation q̈(t) = 1 (m = 1), qui évidemment n’a
pas de solution périodique (forte). Cherchons en les solutions H1

ω,0(T,R) varia-
tionnelles faibles.
Prenons pour normalisation ω = 1. Il s’agit de trouver u ∈ H1(]− π, π[,R) telle
que :

∀v ∈ H1
0 (]− π, π[,R),

∫ π

−π
u̇v̇ + v = 0

et
u(−π) = u(π) = 0.

Un calcul montre que u est la fonction 2π-périodique telle que :

∀x ∈ [−π, π], u(x) =
x2 − π2

2
.

On voit que u n’est pas dans H2(T,R), car sa dérivée seconde au sens des distri-
butions est :

ü = 1− 2π
∑
k∈Z

δ2πk

qui n’est pas dans L2(T,R). On peut retrouver ces résultats à l’aide du développement
en série de Fourier de u, qui est :

−π
2

3
+ 2

∑
k≥1

(−1)k

k2
cos(kx).

Notons qu’en dimension 1,

H1(]− π, π[,R) = H1
0 (]− π, π[,R)⊕ {1}

de sorte que s’il existait une solution H1(]− π, π[,R) variationnelle faible, notée
u, en prenant pour v la fonction constante 1 dans l’équation variationnelle, on
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aurait
∫ π
−π dt = 0, ce qui est une contradiction notoire !

En fait, l’obstacle à la démonstration précédente dans ce cadre est que les fonc-
tions régulières incluses dans H1

ω,0(Tm,RN) sont les éléments de C∞0 (Tm,RN), et
ne forment pas un espace de fonctions tests pour les distributions périodiques.
On peut toutefois énoncer :

Proposition 4.2.2.2 Soit u une solution H1
ω,0(Tm,RN) variationnelle faible qui

vérifie aussi :

∀v ∈ H1
ω,0(Tm,RN)⊥,

∫
Tm
∂ωu · ∂ωv +X(., u, ∂ωu) · v = 0.

Alors u est une solution faible de (4.2).

L’argument est que l’équation variationnelle est encore vraie sur tout H1
ω(Tm,RN)

donc la démonstration précédente marche encore.

4.3 Théorème d’existence de solutions variation-

nelles faibles

4.3.1 Préliminaires

On commence par un énoncé sur la méthode de Newton-Kantorovitch pour des
fonctions Gâteaux-dérivables (énoncé et démonstration adaptés de [38]). L’énoncé
proposé a nullement la prétention d’être minimal.

Théorème 4.3.1.1 Soit E,F deux espaces de Banach, f : E → F continue et
Gâteaux-dérivable telle que DGf(x) soit inversible pour tout x ∈ E. On suppose
qu’existent x0 ∈ E, β ∈]0, 1[, r > 0 tels que, si B := BE(x0, r), on ait :

1. pour tout x ∈ B ‖DGf(x)−1‖L(F,E) ≤M.

2. sup(x,x′)∈B2 ‖DGf(x)−DGf(x′)‖L(E,F ) ≤ β
M
.

3. |f(x0)|F ≤ r(1−β)
M

.

Alors la suite récurrente (xn)n issue de x0 définie par :

xn+1 = xn −DGf(xn)−1f(xn)

converge(au moins) géométriquement au taux β vers l’unique racine de f dans
B.

Preuve. Première étape : on démontre par récurrence que pour tout entier
k ≥ 1 :
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(1k) |xk − xk−1|E ≤ |f(xk−1)|F .

(2k) |xk − x0|E ≤ r (i.e. xk ∈ B).

(3k) |f(xk)|F ≤ β
M
|xk − xk−1|E.

pour k = 1 : x1 − x0 = −DGf(x0)−1f(x0) d’où (11) en utilisant (1.).
A l’aide de (3.), on a alors : |x1 − x0|E ≤ r(1− β) ≤ r d’où (21).
Par définition de x1, on a :

|f(x1)|F = |f(x1)− f(x0)−DGf(x0)(x1 − x0)|F ≤

sup
ξ∈[x0;x1]

|DGf(ξ)−DGf(x0)|L(E,F )|x1 − x0|E ≤
β

M
|x1 − x0|E

d’où (31).
supposons les énoncés vrais jusqu’à k − 1
xk − xk−1 = −DGf(xk−1)−1f(xk−1) d’où (1k) en utilisant (1.).
Al’aide de (3k−1), on a alors : |xk − xk−1|E ≤ β|xk−1 − xk−2|E.
Par récurrence, on a donc pour tout j ≤ k, |xj − xj−1|E ≤ βj−1|x1 − x0|E, puis
par l’inégalité triangulaire :

|xk − x0|E ≤
k−1∑
j=1

|xj − xj−1|E ≤
k−1∑
j=1

βj−1|x1 − x0|E ≤
1

1− β
r(1− β) ≤ r

d’où l’assertion (2k).
Par définition de xk, on a :

|f(xk)|F = |f(xk)− f(xk−1)−DGf(xk)(xk − xk−1)|F ≤

sup
ξ∈[xk−1;xk]

|DGf(ξ)−DGf(xk−1)|L(E,F )|xk − xk−1|E ≤
β

M
|xk − xk−1|E

d’où (3k). La première étape est donc achevée.

Seconde étape : conclusion. En reprenant le résultat d’un calcul déjà vu, on a
pour tout entier n :

|xn+1 − xn|E ≤ βn|x1 − x0|E.

En utilisant l’inégalité triangulaire, on aboutit donc à la majoration :

|xn+p − xn|E ≤ βn
1− βp

1− β
|x1 − x0|E ≤ βn

1

1− β
|x1 − x0|E.

La suite (xn)n est de Cauchy à valeurs dans B qui est complète (fermée d’un
complet), elle a donc une limite a ∈ B. Passant à la limite dans (3k), par
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continuité de f , on a f(a) = 0.
Il reste à montrer l’unicité de la racine. Soit b ∈ B tel que f(b) = 0. On a :

|b− a|E ≤
∣∣DGf(x0)−1. [f(b)− f(a)−DGf(x0)(b− a)]

∣∣
E

≤M
β

M
|b− a|E ≤ β|b− a|E

donc b = a.

Etant donnée une matrice carrée d’ordre N , A = (aij)ij, on définit :

• A ≥2 B (ou A ≥ B) si pour tout x ∈ RN , on a xT (A−B)x ≥ 0.

• ‖A‖2 := sup
|x|=1

|xTAx|.

• A ≥∞ B si pour tout i, j, on a aij ≥ bij.

• ‖A‖∞ := max
(i,j)
|aij|.

Identifiant ∂2X et ∂3X à des matrices au moyen de la base canonique de RN , on
pose alors :

• m2 := sup{µ ∈ R : ∀(x, u, v) ∈ Tm × RN × RN , ∂2X(x, u, v) ≥2 µIN}

• M1,2 := sup(x,u,v)∈Tm×RN×RN ‖∂2X(x, u, v)‖∞.

• M1,3 := sup(x,u,v)∈Tm×RN×RN ‖∂3X(x, u, v)‖∞.

4.3.2 Existence de solutions H1
ω(Tm,RN) variationnelles faibles

Fixons une fonction B ∈ C0(Tm,RN). Pour des raisons de méthode qui ap-
parâıtront plus tard, on cherche à résoudre l’équation variationnelle faible avec
XB tel que :

∀(x, u, v) ∈ Tm × RN × RN , XB(x, u, v) := X(x, u, v) +B(x)

au lieu de X.

Définissons l’opérateur ΦB : H1
ω(Tm,RN)→

(
H1
ω(Tm,RN)

)′
par :

ΦB(u) :=

[
v 7−→

∫
Tm
∂ωu · ∂ωv + (X(., u, ∂ωu) +B(.)) · v

]
.
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L’équation à résoudre s’écrit simplement :

ΦB(u) = 0.

On va donc chercher les zéros de notre opérateur. Commençons par un lemme.

Lemme 4.3.2.1 ΦB a bien un sens, est continu, deux fois Gâteaux-dérivable,
et les expressions des dérivées sont :

DGΦB(u) · h =

[
v 7−→

∫
Tm
∂ωh · ∂ωv + (∂2X(., u, ∂ωu)h+ ∂3X(., u, ∂ωu)∂ωh) · v

]
et

D2
GΦB(u) · (h, k) =

[
v 7−→

∫
Tm
∂ωh · ∂ωk +

(
D2X(., u, ∂ωu)(h, k)

)
· v
]

où l’on a posé pour simplifier :

D2X(., u, ∂ωu)(h, k) := ∂2
22X(., u, ∂ωu)(h, k) + ∂2

23X(., u, ∂ωu)(h, ∂ωk)+

∂2
32X(., u, ∂ωu)(∂ωh, k) + ∂2

33X(., u, ∂ωu)(∂ωh, ∂ωk).

Démonstration. Démontrons en premier que ΦB est bien défini. u ∈ H1
ω(Tm,RN)

étant fixé, X(., u, ∂ωu) ∈ L2(Tm,RN) donc l’intégrale définissant ΦB(u) a un sens.
De plus, l’application v 7→

∫
Tm ∂ωu · ∂ωv + X(., u, ∂ωu) · v est linéaire, continue

puisque : ∣∣∣∣∫
Tm
∂ωu · ∂ωv +X(., u, ∂ωu) · v

∣∣∣∣ ≤
‖∂ωu‖.‖∂ωv‖+ ‖X(., u, ∂ωu)‖.‖v‖ ≤ max{‖∂ωu‖; ‖X(., u, ∂ωu)‖}‖v‖1,ω

donc ΦB est bien défini.

Démontrons maintenant que ΦB est continu. ΦB est la somme de l’application
u 7→ [v 7→ b(u, v)] avec :

b(u, v) :=

∫
Tm
∂ωu · ∂ωv +B(.) · v

qui est bilinéaire continue, et de :

n(u) := [v 7→
∫
Tm
X(., u, ∂ωu) · v]

qui est continue par continuité du Nemytskii. En effet, l’application u 7→ X(., u, ∂ωu)
est continue de H1

ω(Tm,RN) vers L2(Tm,RN)×L2(Tm,RN) par continuité du Ne-
mytskii, puis on a par l’inégalité de Cauchy-Schwarz-Buniakovski :

|n(u2)− n(u1)| ≤ sup
‖v‖1,ω=1

∫
Tm
|X(., u2, ∂ωu2)−X(., u1, ∂ωu1)| |v| ≤
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(∫
Tm
|X(., u2, ∂ωu2)−X(., u1, ∂ωu1)|2

)1/2

.

Passons à sa Gâteaux-dérivabilité. Fixons u ∈ H1
ω(Tm,RN).

Notons βu la forme bilinéaire :

βu(h, v) :=

[
v 7−→

∫
Tm
∂ωh · ∂ωv + (∂2X(., u, ∂ωu)h+ ∂3X(., u, ∂ωu)∂ωh) · v

]
.

βu est visiblement une forme bilinéaire continue, car :

|βu(h, v)| ≤ ‖∂ωh‖.‖∂ωv‖+ max{M1,2;M1,3}‖h‖1,ω‖v‖

d’où :
|βu(h, v)| ≤ max{1;M1,2;M1,3}‖h‖1,ω‖v‖1,ω

et le majorant max{1;M1,2;M1,3} pour la norme de βu.

La proposition énonce que DGΦB(u) · h = βu(h, .). Comme βu est continue,
h 7→ βu(h, .) est continue, il suffit donc de montrer que βu(h, .) est la dérivée
directionnelle de ΦB en u dans la direction h. Formons alors, pour t ∈ R∗ :

φ(t) :=

∥∥∥∥ΦB(u+ th)− ΦB(u)

t
− βu(h, .)

∥∥∥∥
H1
ω(Tm,RN )′

.

On a :

φ(t) = sup
‖v‖1,ω=1

∣∣∣∣ΦB(u+ th)(v)− ΦB(u)(v)

t
− βu(h, v)

∣∣∣∣
que l’on peut majorer par Cauchy-Schwarz :

φ(t)2 ≤∫
Tm

[
X(., u+ th, ∂ωu+ t∂ωh)−X(., u, ∂ωu)

t
− ∂2X(., u, ∂ωu).h− ∂3X(., u, ∂ωu).∂ωh

]2

.

Quand t → 0, l’intégrande converge simplement (donc presque-partout) vers 0.
Par ailleurs, on a en vertu de l’inégalité (a+ b)2 ≤ 2(a2 + b2) et de l’inégalité de
la moyenne :[
X(., u+ th, ∂ωu+ t∂ωh)−X(., u, ∂ωu)

t
− ∂2X(., u, ∂ωu).h− ∂3X(., u, ∂ωu).∂ωh

]2

≤ 2

[
sup
ξ∈[0;1]

‖∂2X(., u+ tξh, ∂ωu+ tξ∂ωh)− ∂2X(., u, ∂ωu)‖2
∞|h|2+

+ sup
ξ∈[0;1]

‖∂3X(., u+ tξh, ∂ωu+ tξ∂ωh)− ∂3X(., u, ∂ωu)‖2
∞|∂ωh|2

]
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que l’on peut majorer par :

8
(
M1,2|h|2 +M1,3|∂ωh|2

)
∈ L1(Tm,R).

Le théorème de Lebesgue permet de conclure. Les arguments pour la Gâteaux-
seconde différentiabilité sont les mêmes.

Remarque 4.3.2.2 L’application ΦB n’est pas nécessairement Fréchet-dérivable,
comme va le montrer l’exemple suivant. Par conséquent, notre méthode ne relève
pas du théorème des fonctions implicites.

Exemple 4.3.2.3 (Exemple d’opérateur ΦB non Fréchet-dérivable.)
Soit ϕ ∈ BC1(R,R) telle que ϕ(x) = x sur [0,1]. On pose B := 0 et :

X(x, u, v) :=

∫ u

0

ϕ(σ)dσ.

Pour tout n ∈ N∗, soit :

hn(x) :=

(
m∏
j=1

sin

(
xj − π

2

))2n

.

Alors hn ∈ H1
ω,0(Tm,RN), tend vers 0 dans H1

ω(Tm,RN), mais :

lim
n→+∞

‖ΦB(hn)− ΦB(0)−DGΦB(0).hn‖H1
ω(Tm,RN )′

‖hn‖1,ω

∈ R+
∗ .

Rappelons en premier que lorsque α→ +∞,

Wα :=

∫ π
2

0

| sin t|αdt ∼
√

π

2α
.

On a

‖hn‖2 =

∫
Tm

m∏
j=1

sin4n

(
xj − π

2

)
dx = Wm

4n

et
‖∂ωhn‖2 =∫

Tm

[
m∑
i=1

ωin sin2(2n−1)

(
xi − π

2

)
. cos2

(
xi − π

2

)∏
j 6=i

sin4n

(
xj − π

2

)]
dx+ 2

∫
Tm[ ∑

1≤i<j≤m

n2ωiωj sin4n−1

(
xi − π

2

)
. cos

(
xi − π

2

)
sin4n−1

(
xj − π

2

)
cos

(
xj − π

2

)
∏

k/∈{i,j}

sin4n

(
xk − π

2

) dx.
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Par imparité, la seconde intégrale est nulle. La première intégrale vaut :

n2Wm−1
4n |ω|2

∫ π

−π
sin2(2n−1)

(
θ − π

2

)
. cos2

(
θ − π

2

)
dθ = 2n2Wm−1

4n

Γ(2n− 1/2)Γ(3/2)

Γ(2n+ 1)

Compte tenu de Γ(3/2) =
√
π/2 et de l’équivalent de la fonction Γ en +∞, on a

l’équivalent, lorsque n→ +∞ :

‖hn‖2
1,ω ∼

C

nm/2

où C = πm/2
(

1 + |ω|2
2
√

2

)
> 0.

On calcule :

‖ΦB(hn)− ΦB(0)−DGΦB(0).hn‖2
H1
ω(Tm,RN )′ = sup

‖v‖1,ω=1

∣∣∣∣∫
Tm

(h2
n/2− hn)v

∣∣∣∣2 =

‖h2
n/2− hn‖2.

Mais ce terme vaut :∫
Tm
h4
n/4− h3

n + h2
n = Wm

8n −Wm
6n +Wm

4n ∼
C ′

nm/2

où C ′ = (2
√
π)m( 1

2m+1 − 1
3m/2

+ 1
2m/2

) > 0. On a ainsi

lim
n→+∞

‖ΦB(hn)− ΦB(0)−DGΦB(0).hn‖H1
ω(Tm,RN )′

‖hn‖1,ω

=

√
C ′

C
∈ R+

∗ .

On suppose désormais dans cette section l’hypothèse suivante vérifiée :

(H1) m2 >
M1,3

4
.

Proposition 4.3.2.4 DGΦB(u) est inversible, et il existe une constante M > 0
telle que :

∀u ∈ H1
ω(Tm,RN), ‖DGΦB(u)−1‖L(H1

ω(Tm,RN )′;H1
ω(Tm,RN )) ≤M.

Démonstration. Soit u fixé, Λ ∈ H1
ω(Tm,RN)′, et cherchons à résoudre

l’équation d’inconnue h :
DGΦB(u).h = Λ.

Cette équation s’écrit :

∀v ∈ H1
ω(Tm,RN), βu(h, v) = Λ(v).

103



Λ étant linéaire continue, et βu étant bilinéaire continue, on peut utiliser le lemme
de Lax-Milgram, dès que βu est elliptique. Mais on a :

βu(v, v) =

∫
Tm

[
|∂ωv|2 + vT (∂2X)v + vT (∂2X)∂ωv

]
≥

‖∂ωv‖2 +m2‖v‖2 −M1,3‖v‖.‖∂ωv‖.

Cherchons s’il existe α ∈ ]0, 1[ tel que :

∀v ∈ H1
ω(Tm,RN), βu(v, v) ≥ α‖v‖2

1,ω.

Il suffit pour cela que :

∀v ∈ H1
ω(Tm,RN), ‖∂ωv‖2 +m2‖v‖2 −M1,3‖v‖.‖∂ωv‖ ≥ α‖v‖2

1,ω

ce qui sécrit :

∀v ∈ H1
ω(Tm,RN), (1− α)‖∂ωv‖2 + (m2 − α)‖v‖2 −M1,3‖v‖.‖∂ωv‖ ≥ 0

Pour que ce dernier terme soit positif pour toute v ∈ H1
ω(Tm,RN), il suffit que

l’on ait :
∀t ∈ R+, (1− α)t2 −M1,3t+ (m2 − α) ≥ 0.

Sur R, ce trinôme prend sa valeur minimale en t∗ = M1,3

2(1−α)
> 0, et celle-ci vaut :

(m2 − α)−
M2

1,3

4(1− α)
.

Celle-ci est strictement positive si α = 0 en vertu de (H1) donc le reste sur
un voisinage, d’où l’ellipticité de la forme bilinéaire. Le coefficient ”optimal”
d’ellipticité est :

α∗ :=
m2 + 1−

√
(m2 − 1)2 +M2

1,3

2
.

L’inversibilité de DGΦB(u) est donc acquise.

Passons à l’existence de M . Soit hΛ tel que :

DGΦB(u).hΛ = Λ

et estimons sa norme en fonction de celle de Λ.
Appliquant l’égalité de définition de hΛ en hΛ, on a :

βu(hΛ, hΛ) = Λ(hΛ).

Mais
Λ(hΛ) ≤ ‖Λ‖H1

ω(Tm,RN )′‖hΛ‖1,ω
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et par l’ellipticité de βu :

βu(hΛ, hΛ) ≥ α∗‖hΛ‖2
1,ω.

Finalement, ceci donne :

‖hΛ‖1,ω ≤
1

α∗
‖Λ‖H1

ω(Tm,RN )′

et donc on peut prendre M := 1/α∗.
Utilisant la méthode de Newton-Kantorovitch, nous allons démontrer un premier
résultat :

Proposition 4.3.2.5 Soit B ∈ C0(Tm,RN) telle que ΦB(u) = 0 ait une so-
lution. Il existe une constante C indépendante de B telle que pour tout B′ ∈
C0(Tm,RN) telle que ‖B′ −B‖ ≤ C, alors ΦB′(u) = 0 a aussi une solution.

Démonstration. Réalisons les différentes conditions du théorème de Newton-
Kantorovitch, en prenant pour x0 une racine de l’équation ΦB(u) = 0.

• En vertu de la proposition 4.3.2.4, on peut prendre M := 1/α∗ pour assurer
la condition 1. sans hypothèse sur B.

• Désignant par M2 un majorant de la seconde Gâteaux-dérivée de ΦB, la
seconde condition est satisfaite dès que :

(2′) 2M2r ≤
β

M
.

• Notant φ0 := ‖ΦB′(x0)‖, la troisième condition est satisfaite lorsque :

(3′) β ≤ 1− Mφ0

r
.

Les conditions (2’) et (3’) sont simultanément réalisables si et seulement si :

∃r > 0, 2MM2r
2 − r +Mφ0 ≤ 0.

L’étude de ce trinôme nous montre que ceci n’est possible que si :

φ0 ≤ C :=
(α∗)2

8M2

où cette constante C dépend de X et non de B. Mais :

φ0 := ΦB′(x0) = sup
‖v‖1,ω=1

∣∣∣∣∫
Tm

(B −B′)v
∣∣∣∣ ≤ ‖B −B′‖

donc il suffit que ‖B−B′‖ ≤ C pour que la méthode converge vers une racine de
ΦB′ .
A l’aide de la proposition précédente, on va démontrer :
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Théorème 4.3.2.6 Sous (H0) et (H1), l’équation (4.2) admet une solution
faible.

Démonstration. Première étape. Démontrons que Φ0(u) = 0 admet une
solution.

Comme C0(Tm,RN) est dense dans L2(Tm,RN), il existe une suite finie (Bj)0≤j≤n
de fonctions continues telle que B0 := −X(., 0, 0), ‖Bj+1 −Bj‖ ≤ C et Bn = 0.
Soit (Ej) l’équation :

(Ej) ΦBj(u) = 0.

L’équation (E0) a la solution triviale 0, et si (Ej) a une solution, alors (Ej+1) a
une solution en vertu de la proposition précédente.
On en conclut que (En) a une solution, ce qu’il fallait démontrer.

Seconde étape. Concluons. La solution de l’équation Φ0(u) = 0 est une solution
H1
ω(Tm,RN) variationnelle faible, donc en vertu de la proposition 4.2.1.2, c’est

une solution faible de (4.2).

Exemple (N=1). Considérons l’équation :

q̈ + f1(q̇) + f2(q) = e

avec e p.p., fi ∈ C2(R,R) et f ′i ∈ BC1(R,R). Si on a :

4 inf
x
f ′2(x) > sup

x
|f ′1(x)|

alors l’équation admet une solution faible.

4.3.3 Existence de solutions H1
ω,0(Tm,RN) variationnelles

faibles

Nous allons suivre de très près la section précédente, les arguments étant les
mêmes. Le seul changement est dû au fait que l’inégalité de Poincaré-Wirtinger
permet d’avoir l’ellipticité de βu sous une autre hypothèse.

Fixons une fonction B ∈ C0(Tm,RN). Comme auparavant, on cherche à résoudre
l’équation variationnelle faible avec XB au lieu de X.

Définissons l’opérateur ΨB : H1
ω,0(Tm,RN)→

(
H1
ω,0(Tm,RN)

)′
par :

ΨB(u) :=

[
v 7−→

∫
Tm
∂ωu · ∂ωv + (X(., u, ∂ωu) +B(.)) · v

]
.
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L’équation à résoudre s’écrit simplement :

ΨB(u) = 0.

On va donc chercher les zéros de notre opérateur. Commençons par un lemme.

Lemme 4.3.3.1 ΨB a bien un sens, est continu, deux fois Gâteaux-dérivable,
et les expressions des dérivées sont :

DGΨB(u) · h =

[
v 7−→

∫
Tm
∂ωh · ∂ωv + (∂2X(., u, ∂ωu)h+ ∂3X(., u, ∂ωu)∂ωh) · v

]
et

D2
GΨB(u) · (h, k) =

[
v 7−→

∫
Tm
∂ωh · ∂ωk +

(
D2X(., u, ∂ωu)(h, k)

)
· v
]

où l’on a posé pour simplifier :

D2X(., u, ∂ωu)(h, k) := ∂2
22X(., u, ∂ωu)(h, k) + ∂2

23X(., u, ∂ωu)(h, ∂ωk)+

∂2
32X(., u, ∂ωu)(∂ωh, k) + ∂2

33X(., u, ∂ωu)(∂ωh, ∂ωk).

Démonstration. Démontrons en premier que ΨB est bien défini. u ∈ H1
ω,0(Tm,RN)

étant fixé, X(., u, ∂ωu) ∈ L2(Tm,RN) donc l’intégrale définissant ΨB(u) a un sens.
De plus, l’application v 7→

∫
Tm ∂ωu · ∂ωv + X(., u, ∂ωu) · v est linéaire, continue

puisque : ∣∣∣∣∫
Tm
∂ωu · ∂ωv +X(., u, ∂ωu) · v

∣∣∣∣ ≤
‖∂ωu‖.‖∂ωv‖+ ‖X(., u, ∂ωu)‖.‖v‖ ≤ max{‖∂ωu‖; ‖X(., u, ∂ωu)‖}‖v‖1,ω

donc ΨB est bien défini. La continuité est identique que pour ΦB.

Passons à sa Gâteaux-dérivabilité. Fixons u ∈ H1
ω,0(Tm,RN).

Notons γu la forme bilinéaire :

γu(h, v) :=

[
v −→

∫
Tm
∂ωh · ∂ωv + (∂2X(., u, ∂ωu)h+ ∂3X(., u, ∂ωu)∂ωh) · v

]
.

γu est visiblement une forme bilinéaire continue, car :

|γu(h, v)| ≤ ‖∂ωh‖.‖∂ωv‖+ max{M1,2;M1,3}‖h‖1,ω‖v‖

d’où :

|γu(h, v)| ≤
(

1 +
M1,3

αPW
+
M1,2

α2
PW

)
‖h‖1,ω,0‖v‖1,ω,0

et le majorant
(

1 + M1,3

αPW
+ M1,2

α2
PW

)
pour la norme de γu.
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La proposition énonce que DGΨB(u) · h = γu(h, .). Comme γu est continue,
h 7→ γu(h, .) est continue, il suffit donc de montrer que γu(h, .) est la dérivée
directionnelle de ΨB en u dans la direction h. Formons alors, pour t ∈ R∗ :

ψ(t) :=

∥∥∥∥ΨB(u+ th)−ΨB(u)

t
− γu(h, .)

∥∥∥∥
H1
ω,0(Tm,RN )′

.

On a :

ψ(t) = sup
‖v‖1,ω=1

∣∣∣∣ΨB(u+ th)(v)−ΨB(u)(v)

t
− γu(h, v)

∣∣∣∣
que l’on peut majorer par Cauchy-Schwarz :

ψ(t)2 ≤∫
Tm

[
X(., u+ th, ∂ωu+ t∂ωh)−X(., u, ∂ωu)

t
− ∂2X(., u, ∂ωu).h− ∂3X(., u, ∂ωu).∂ωh

]2

.

Quand t → 0, l’intégrande converge simplement (donc presque-partout) vers 0.
Par ailleurs, on a en vertu de l’inégalité (a+ b)2 ≤ 2(a2 + b2) et de l’inégalité de
la moyenne :[
X(., u+ th, ∂ωu+ t∂ωh)−X(., u, ∂ωu)

t
− ∂2X(., u, ∂ωu).h− ∂3X(., u, ∂ωu).∂ωh

]2

≤ 2

[
sup
ξ∈[0;1]

‖∂2X(., u+ tξh, ∂ωu+ tξ∂ωh)− ∂2X(., u, ∂ωu)‖2
∞|h|2+

+ sup
ξ∈[0;1]

‖∂3X(., u+ tξh, ∂ωu+ tξ∂ωh)− ∂3X(., u, ∂ωu)‖2
∞|∂ωh|2

]
que l’on peut majorer par :

8
(
M1,2|h|2 +M1,3|∂ωh|2

)
∈ L1(Tm,R).

Le théorème de Lebesgue permet de conclure. Les arguments pour la Gâteaux-
seconde différentiabilité sont les mêmes.

Remarque 4.3.3.2 L’application ΨB n’est pas nécessairement Fréchet-dérivable.

Soit l’hypothèse :

(H1’) M1,3

2
< αPW et m2 > αPW (M1,3 − αPW ).

On suppose désormais dans cette section que l’une des hypothèses (H1) ou (H1’)
est vérifiée.
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Proposition 4.3.3.3 DGΨB(u) est inversible, et il existe une constante M > 0
telle que :

∀u ∈ H1
ω,0(Tm,RN), ‖DGΨB(u)−1‖L(H1

ω,0(Tm,RN )′;H1
ω,0(Tm,RN )) ≤M.

Démonstration. On va encore utiliser le lemme de Lax-Milgram, l’existence
de M résultant encore une fois de l’ellipticité.
Lorsque l’hypothèse (H1) est vérifiée, la démonstration déjà faite est encore
valide, on se place donc dans le cadre de l’hypothèse (H1’).
Soit u fixé. On a :

γu(v, v) =

∫
Tm

[
|∂ωv|2 + vT (∂2X)v + vT (∂2X)∂ωv

]
≥

‖∂ωv‖2 +m2‖v‖2 −M1,3‖v‖.‖∂ωv‖.
Cherchons s’il existe α ∈ ]0; 1[ tel que :

∀v ∈ H1
ω,0(Tm,RN), γu(v, v) ≥ α‖v‖2

1,ω,0.

Il suffit pour cela que :

∀v ∈ H1
ω,0(Tm,RN), (1− α)‖∂ωv‖2 +m2‖v‖2 −M1,3‖v‖.‖∂ωv‖ ≥ 0

Pour que ce dernier terme soit positif pour toute v ∈ H1
ω,0(Tm,RN), il suffit que

l’on ait :
∀t ≥ αPW , (1− α)t2 −M1,3t+m2 ≥ 0

puisqu’en raison de l’inégalité de Poincaré-Wirtinger :(
v ∈ H1

ω,0(Tm,RN)
)
⇒
(
‖∂ωv‖
‖v‖

≥ αPW

)
.

Sur R, ce trinôme prend sa valeur minimale en t∗ = M1,3

2(1−α)
> 0, qui est strictement

inférieur à αPW si α = 0, donc c’est encore vrai sur un voisinage.
De plus, la valeur de ce trinôme en αPW est :

(1− α)α2
PW −M1,3αPW +m2

qui est strictement positif en α = 0, donc sur un voisinage. L’ellipticité est
acquise. On notera α∗ un coefficient d’ellipticité.
Reprenant les mêmes arguments que dans la section précédente, on démontre
que :

Théorème 4.3.3.4 Sous (H0) et (H1’), l’équation (4.2) a une solution H1
ω,0(Tm,RN)

variationnelle faible.

Remarque 4.3.3.5 Le contre-exemple signalé page 94 satisfait l’ensemble d’hypothèses
(H0) et (H1’), mais pas (H0) et (H1).
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4.4 Régularisation des solutions faibles

On indique dans cette section comment, à partir d’une solution faible de (4.2),
obtenir une solution régulière.

Formulons l’hypothèse supplémentaire suivante :

(H2) ∀K ∈ K(RN), MK := sup
(x,u,v)∈Tm×K×RpN

|X(x, u, v)| < +∞.

On a alors l’énoncé :

Théorème 4.4.0.6 Soit u une solution faible de (4.2). Alors :

1. Pour presque tout ξ ∈ ω⊥,

[t 7→ u(tω + ξ)] ∈ ACp+1
loc (R,RN) ∩Bp+1,2

ω (RN)

et vérifie :

dp+1

dtp+1
[u(tω + ξ)] = X(tω + ξ, u(tω + ξ), ..., ∂pωu(tω + ξ))

2. Si de plus u ∈ L∞(Tm,RN), sous l’hypothèse (H2), alors

q := [t 7−→ u(tω)] ∈ ACp+1
loc (R,R) ∩Bp+1,2

ω (R)

et vérifie :
q(p+1)(t) = F (t, q(t), ..., q(p)(t)).

Démonstration.
Première assertion. Soit :

qξ := Qω ◦ τξ ◦ u

Xξ := [(x, u, v) 7−→ X(x+ ξ, u, v)]

Fξ := Ψ−1(Xξ).

Par la proposition 2.8.0.14, il existe N1 négligeable dans ω⊥ tel que pour tout ξ ∈
ω⊥\N1, qξ soit p+1 fois dérivable en presque tout t, et pour tout j ∈ {0, ..., p+1},
on ait : q

(j)
ξ (t) = ∂jωu(tω + ξ) et de plus les q

(j)
ξ sont absolument continues pour

j ∈ {0, ..., p}.
Pour presque tout x on a :

H(x) := ∂p+1
ω u(x)−X(x, u(x), ..., ∂pωu(x)) = 0.
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SoitN l’ensemble des x oùH(x) 6= 0. On a
∫
Rm χN(x)dx = 0, donc en prenant une

base (b1 = ω/|ω|, b2, ..., bm) orthogonale et (y1, ..., ym) sa duale, on a en appliquant
le théorème de Fubini pour presque tout y−1,

∫
R χχ1(N)(y1, y−1)dy1 = 0, c’est-à-

dire qu’il existe N2 négligeable dans ω⊥ tel que si ξ ∈ ω⊥ \N2 on a pour presque
tout t :

∂p+1
ω u(tω + ξ) = X(tω + ξ, u(tω + ξ), ..., ∂pωu(tω + ξ)).

Posons N := N1 ∪N2. C’est un ensemble négligeable dans ω⊥, et si ξ ∈ ω⊥ \N ,
on a pour presque tout t :

q
(p)
ξ (t) = q

(p)
ξ (0) +

∫ t

0

Fξ(s, qξ(s), ..., q
(p)
ξ (s))ds.

Comme l’intégrande est absolument continu, q
(p)
ξ est donc AC1(R,RN) et ainsi qξ

est de classe Cp+1 et vérifie dans C0(R,RN) :

q
(p+1)
ξ = Fξ(., qξ, ..., q

(p)
ξ ).

Seconde assertion. On note Ξ = ω⊥ \N . On sait, via la proposition 2.8.0.14,
qu’il existe Ξ1 de mesure pleine dans Ξ tel que si ξ ∈ Ξ1, on ait pour presque tout
t :

|u(tω + ξ)| ≤ ‖u‖∞.

Comme Ξ1 est de mesure pleine, il est dense, donc il existe une suite (ξn)n à
valeurs dans Ξ1 de limite nulle. On pose qn := Qω ◦ τξn ◦ u.
Par hypothèse, ‖qn‖∞ ≤ ‖u‖∞. On utilise l’hypothèse (H2) avec le compact

K = [−‖u‖∞, ‖u‖∞]. Il existe alors une constante MK telle que ‖q(p+1)
n ‖∞ ≤MK .

Grâce aux inégalités de Kolmogorov ([3] 1 p.265 ex. 2), on en déduit qu’il existe
une constante C indépendante de n et j telle que :

∀n ∈ N, ∀j ∈ {0, ..., p+ 1}, ‖q(j)
n ‖∞ ≤ C.

Par le théorème d’Ascoli, quitte à extraire une sous-suite, il existe % ∈ Cp(R,RN)

tel que la suite (qn, ..., q
(p)
n )n converge uniformément sur tout compact vers (%, ..., %(p)).

Mais comme (u(·ω+ ξn))n converge simplement vers q, on a %(j) = q(j) pour tout
j, et finalement q ∈ Cp(R,RN). On a :

q(p)
n (t)− q(p)

n (s) =

∫ t

s

Fξn(σ, qn(σ), ..., q(p)
n (σ))dσ

en passant à la limite, par convergence uniforme sur [s, t], comme

|Fξn(σ, qn(σ), ..., q(p)
n (σ))− F (σ, q(σ), ..., q(p)(σ))| ≤

|Fξn(σ, qn(σ), ..., q(p)
n (σ))− F (σ, qn(σ), ..., q(p)

n (σ))|+
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|F (σ, qn(σ), ..., q(p)
n (σ))− F (σ, q(σ), ..., q(p)(σ))|

comme (qn, ..., q
(p)
n ) → (q, ..., q(p)) uniformément sur [s, t], le second terme tend

vers 0 par uniforme continuité. Désignons par K0 le compact de R(p+1)N :

K0 := (BRN (0;C))p+1 ,

le premier terme est majoré par :

sup
(u,v)∈K0

|Fξn(σ, u, v)− F (σ, u, v)| = sup
(u,v)∈K0

|X(σ + ξn, u, v)−X(σ, u, v)|

qui tend vers 0 uniformément en σ par uniforme continuité de X. Ainsi, on
obtient :

q(p)(t)− q(p)(s) =

∫ t

s

F (σ, q(σ), ..., q(p)(σ))dσ

ce qui montre que q ∈ Cp+1(R,RN) et vérifie :

q(p+1)(t) = F (t, q(t), ..., q(p)(t)).

Remarques 4.4.0.7 1. La solution q obtenue est en fait de classe Cp+1 et
quasi-périodique au sens de Besicovitch jusqu’à l’ordre p+1. C’est donc une
notion de solution régulière satisfaisante, même si cette fonction n’est pas
nécessairement dans QP p+1

ω (RN). D’ailleurs, être dans QP p+1
ω (RN) impose

des conditions à la frontière. En effet, u est alors Cp+1
ω (Tm,RN), et donc

u, ∂ωu, ... ∂p+1
ω u vérifient la condition (CF).

2. On remarquera que même sans supposer que u ∈ L∞, on obtient ici un
théorème de densité de fonctions régulières qui sont des translatées de u
dans des directions orthogonales de ω.

Exemples 4.4.0.8 Voici des exemples d’applicabilité.

1. Pour l’équation du pendule forcé :

q̈ + sin(q) = e

J. Blot a démontré sous certaines hypothèses l’existence de solutions faibles
L∞. Elles sont donc régulières. Mais pour cet exemple, J. Mawhin a
démontré une régularité encore plus forte indépendamment de nous.

2. Dans l’exemple donné page 104, si de plus f1 est bornée (donc f1 ∈ BC2(R,R)),
alors les solutions faibles L∞ de l’équation sont régulières.
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Chapitre 5

Théorèmes relatifs aux solutions
presque-périodiques de systèmes
dynamiques discrets

Ce chapitre 5 s’intéresse au cadre des suites p.p. Après avoir comparé différentes
notions existant dans la littérature et adapté ces notions au cadre à paramètre,
nous démontrons des principes variationnels analogues à ceux de Blot en temps
continu. Ceux-ci sont utilisés pour obtenir des résultats de structure ainsi que,
dans un cadre hilbertien, des théorèmes d’existence. On donne une version
discrète du critère d’Amerio, et l’on adapte la méthode du chapitre 4 au temps
discret pour obtenir, dans un cadre hilbertien, un théorème d’existence ; la con-
dition obtenue redonne une condition classique dans le cas où le système est
linéaire à coefficients constants. Pour les suites presque-périodiques, la notion de
régularisation ne se posera pas.

5.1 Espaces de suites p.p.

L désigne N, N∗ ou Z. On pourrait plus généralement considérer pour L un
sous-ensemble non vide de Z satisfaisant à la condition :

(t ∈ L)⇒ (t+ 1 ∈ L).

5.1.1 Suites p.p. : définition arithmétique

On trouve dans [41] p.45 la définition suivante (pour L = Z) :

Définition 5.1.1.1 Une suite x := (xt)t ∈ EL est dite p.p. si l’on a :

∀ε > 0, ∃N ∈ N∗, ∀m ∈ L, ∃p ∈ {m, · · · ,m+N}, ∀t ∈ L,

|xt+p − xt| ≤ ε.
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Notation 5.1.1.2 On note AP (L,E) l’espace des suites p.p.

Z est un groupe topologique, et lorsque L = Z et E = R ou C, on a une définition
de suite p.p. sur un groupe ([92] p.133) qui est :

∀ε > 0, ∃s1, · · · , sp ∈ Z, ∀m′ ∈ Z, ∃i, ∀t ∈ L, |xt−m′ − xt−si | ≤ ε. (5.1)

Proposition 5.1.1.3 Ces deux définitions sont équivalentes.

Démonstration. On peut tout d’abord supposer que s1 ≤ · · · ≤ sp. Changeant
m′ en −m′ et t en t− si, on voit tout d’abord que (5.1) est équivalent à :

∀ε > 0, ∃s1 ≤ · · · ≤ sp ∈ Z, ∀m′ ∈ Z, ∃i, ∀t ∈ L,

|xt+m′+si − xt| ≤ ε.

Définissons σi := si − s1 + 1 et posons m := m′ + s1. Cette propriété s’écrit :

∀ε > 0, ∃σ1 = 1 ≤ · · · ≤ σp ∈ N∗, ∀m ∈ Z, ∃i, ∀t ∈ L,

|xt+m+σi − xt| ≤ ε

qui s’écrit :

∀ε > 0, ∃σ1 = 1 ≤ · · · ≤ σp ∈ N∗, ∀m ∈ Z, ∃τ ∈ {m+ 1,m+ σ2, · · · ,m+ σp},

∀t ∈ L, |xt+τ − xt| ≤ ε.

PosantN := σp, on voit sous cette forme que les deux définitions sont équivalentes.

Si x = (xt)t, on note fx la fonction fx : conv(L)→ E (où conv dénote l’enveloppe
convexe dans R) définie par :

∀t ∈ L, ∀u ∈ [0, 1], fx(t+ u) := xt + u(xt+1 − xt). (5.2)

Proposition 5.1.1.4

x ∈ AP (L,E)⇐⇒ ∃f ∈ AP 0(R,E), f |conv(L)= fx.

Démonstration. Si L = Z, le résultat est connu (cf. [41] p.47). Dans le cas
général, x ∈ AP (L,E) est équivalent au fait que fx vérifie la condition de p.p.
sur conv(L), ce qui est équivalent au fait qu’elle soit la restriction d’une fonction
f ∈ AP 0(R,E).

Remarquons qu’un tel prolongement est donc unique, et il est donc possible,
lorque x est p.p., de noter encore fx ce prolongement à R.
En outre, cette unicité montre que les trois espaces vectoriels AP (Z,E), AP (N,E)
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et AP (N∗,E) sont isomorphes. Il est évident qu’ils sont aussi isomorphes en tant
qu’e.v.n., puisque :

‖x‖`∞(Z) = ‖x‖`∞(N) = ‖x‖`∞(N∗) = ‖fx‖∞.

Dans la suite de cette sous-section, on se limitera donc à L = Z.

On se propose de préciser encore davantage le lien entre les suites p.p. et les
fonctions p.p. A ce titre, on introduit sur AP 0(R,E) la relation d’équivalence :

(f ∼ g)⇔ ((f − g) |Z= 0)

la semi-norme p suivante :
p(f) := sup

t∈Z
‖f(t)‖

et l’ensemble :

N := p−1(0) = {f ∈ AP 0(R,E) : f ∼ 0}

de sorte que p passe au quotient en une norme ṗ.
L’ensemble des fonctions f ∈ AP 0(R,E) interpolant x est :

C(x) = fx +N .

Proposition 5.1.1.5 (AP 0(R,E)/ ∼, ṗ) et (AP (Z,E), ‖ · ‖`∞(Z)) sont deux es-
paces de Banach isomorphes et isométriques.

Démonstration. L’application Φ := [f 7→ (f(t))t] est un morphisme (surjectif)
entre AP 0(R,E) et AP (Z,E), et :

(Φ(f) = Φ(g))⇔ (f ∼ g)

donc Φ passe au quotient en un isomorphisme Φ̂ d’espaces de Banach. Il reste à
voir qu’il est isométrique. Or si ḟ ∈ AP 0(R,E)/ ∼, on a :

‖Φ̂(ḟ)‖`∞(Z) = sup
t∈Z
|ḟ(t)|.

De plus, on a immédiatement :

sup
t∈Z
|ḟ(t)| ≤ inf

f∈ḟ
p(f) = ṗ(ḟ)

avec égalité pour la fonction interpolant affinement, et donc :

sup
t∈Z
|ḟ(t)| = ṗ(ḟ)

ce qui montre que Φ̂ est une isométrie.
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Remarque 5.1.1.6 p étant continue, N est fermée, ce qui montre que AP (Z,E)
est complet puisque isométrique à un espace complet quotienté par une relation
fermée.

Traduisons maintenant ce lien sur les exponentielles. On a eα ∼ e{α}, où1 {α} est
l’unique élément de [0, 2π[ satisfaisant α−{α} ∈ 2πZ. On peut donc, pour l’étude
des suites p.p., se ramener à l’étude de {êα : α ∈ [0, 2π[}, où êα := (eα(t))t.
Notons

PT (Z,E) :=

{
p∑
j=1

aj êαj : p ∈ N∗, aj ∈ E, αj ∈ [0, 2π[

}

l’ensemble des polynômes trigonométriques de AP (Z,E). On a :

Proposition 5.1.1.7 Soit x ∈ EZ. x est p.p. si et seulement si elle est limite
dans `∞(Z) d’une suite de polynômes trigonométriques.

Démonstration. ⇐ est vraie car AP (Z,E) est fermée. Réciproquement,
considérons x ∈ AP (Z,E). fx est limite uniforme d’une suite de polynômes
trigonométriques (Pn)n de AP 0(R,E). Notons Πn := (Pn(t))t∈Z. Πn est un
polynôme trigonométrique de AP (Z,E), où chaque terme eα est remplacé par êα.
La suite (Πn)n vérifie la majoration :

‖x− Πn‖`∞(Z) ≤ ‖fx − Pn‖∞

de sorte qu’elle converge vers x, ce qui démontre la proposition.

Passons maintenant à l’existence des moyennes. Chaque x ∈ AP (Z,E) a une
valeur moyenne [41] p.48) :

M{x} :=M{xt}t := lim
T→+∞

1

2T + 1

T∑
t=−T

xt

La moyenne jouit des propriétés (évidentes) suivantes :

(P1) M{êα} = 1 si α ∈]0, 2π[, et vaut 0 si α = 0.

(P2) M est une application linéaire continue de AP (Z,E) vers E.

(P3) M{x} =M{fx}.

1Cette définition diffère légèrement de la partie fractionnaire au sens où elle est prise ici
modulo 2π.
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Dans la suite de cette sous-section, on suppose E = H hilbertien. Passons main-
tenant à la description d’un espace hilbertien du type Besicovitch pour les suites
p.p. On munit AP (Z,H) du produit scalaire suivant :

〈x | y〉2 :=M{xt · yt}t.

La norme associée se note ‖.‖2. La complétion hilbertienne de AP (Z,H) se note
B2(Z,H).
Cet espace peut aussi être vu comme sous-espace d’un espace de Marcinkiewicz
discret. AP (Z,H) est un sous-espace de l’espace de Marcinkiewicz :

M2(Z,H) :=

{
(xt)t : lim sup

T→+∞

1

2T + 1

T∑
t=−T

‖xt‖2 < +∞

}
que l’on munit de la semi-norme p2 définie par :

p2(x) :=

√√√√lim sup
T→+∞

1

2T + 1

T∑
t=−T

‖xt‖2.

Soit B2(Z;H) la complétion de AP (Z,H) par rapport à cette semi-norme, et soit
∼2 la relation d’équivalence induite par la semi-norme. On a alors :

Proposition 5.1.1.8 On a B2(Z,H) = B2(Z,H)/ ∼2 .

Démonstration. Supposons que x soit dans B2(Z,H). Il est limite d’une suite
(x(n))n d’élements de AP (Z,H) pour la norme ‖ · ‖2, donc aussi au sens de la
semi-norme p2.
Réciproquement, supposons que p2(x(n) − x) → 0, la suite (x(n))n est alors de
Cauchy donc il existe (εn)n de limite nulle telle que :

∀n ∈ N, ∀p ∈ N, p2(x(n+p) − x(n)) ≤ εn.

Comme les x(n) sont dans AP (Z,H), cette moyenne supérieure est en fait une
moyenne, donc :

∀n ∈ N, ∀p ∈ N, ‖x(n+p) − x(n)‖2 ≤ εn

ce qui prouve que (x(n))n converge dans B2(Z,H) vers une limite y. Faisant tendre
p vers l’infini, puis n, on a successivement :

p2(y − x(n)) ≤ εn

puis
p2(y − x) = 0

ce qui prouve bien que x ∼2 y ∈ B2(Z,H).

On peut aussi décrire notre espace à l’aide de la synthèse harmonique :
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Proposition 5.1.1.9

B2(Z,H) =

x : ∃(λα)α ∈ `2([0, 2π[,H), M


∥∥∥∥∥∥x−

∑
α∈[0,2π[

λαêα

∥∥∥∥∥∥
2 = 0.

 ,

Démonstration. L’inclusion ⊃ est bien entendu vraie. Pour le sens réciproque,
soit (Πn)n une suite de polynômes trigonométrique convergeant vers x. Posons :

εn := sup
p≥0
‖Πn+p − Πn‖2

2 −→ 0.

Ecrivons :
Πn :=

∑
α∈In

λnαêα

où In est fini. Posons λnα = 0 si α /∈ In. On a :∑
α∈R

|λn+p
α − λnα|2 = ‖Πn+p − Πn‖2

2 ≤ εn

de sorte que, à α fixé, la suite (λnα)n a une limite notée λα. Il vient :

∑
α∈R

|λα|2 ≤ 2

(
ε1 +

∑
j∈I1

|λ1
α|2
)
< +∞

et x =
∑

α∈R λαêα dans B2(Z,H).

5.1.2 Suites p.p. au sens de Mauclaire

Compactification de Bohr

On rappelle ici rapidement la construction du compactifié de Bohr de Z. Considé-
rons le dual algébrique de Z, c’est-à-dire l’ensemble de ses caractères :

Ẑ = {χα : α ∈ [0, 2π[}

où χα(n) := einα, n ∈ Z.
On munit Ẑ de la topologie discrète, soit Ẑd le groupe topologique obtenu.
Son groupe dual (topologique) se note bZ et est par construction un groupe
topologique compact. On a une injection algébrique de Z dans son bidual, qui se
transforme ici en une injection :

in : Z −→ bZ

qui est celle-ci topologique (i.e. continue), ce qui permet d’identifier Z à un
sous-groupe de bZ. De plus, in(Z) est dense dans bZ.
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Suites p.p. au sens de Mauclaire

Définition 5.1.2.1 Une suite x = (xt)t est une suite m.p.p. si il existe ϕ ∈
C0(bZ,E) telle que ϕ ◦ in(t) = xt.

Puisque in(Z) est dense dans bZ et que ϕ est continue, une telle fonction est
unique et sera notée ϕx ; de plus, pour les mêmes raisons ‖ϕx‖∞ = ‖x‖`∞(Z).
APM(Z,E) est l’espace des suites m.p.p. de Z vers E, que l’on munit de la norme
du sup.

Proposition 5.1.2.2 APM(Z,E) est un espace de Banach.

Démonstration. Si (xn)n est de Cauchy dans APM(Z,E), il en est de même
de (ϕxn)n dans C0(bZ,E). La suite (ϕxn)n converge donc vers un élément ϕ qui
vérifie les conditions de la définition 5.1.2.1, ce qui conclut la proposition.

Remarque 5.1.2.3 Dans Mauclaire ([68]), il est démontré qu’un élément de
APM(Z,E) est complètement déterminé par ses valeurs sur N∗.

On retrouve ici une autre définition de fonction p.p. sur le groupe Z : il s’agit des
fonctions ayant une extension continue à bZ. On sait que les deux définitions sont
équivalentes pour n’importe quel groupe topologique ; retrouvons-le explicitement
pour cet exemple :

Proposition 5.1.2.4 Il existe un isomorphisme isométrique d’espaces de Ba-
nach :

Θ : APM(Z,E) −→ AP (Z,E).

Démonstration. En premier, on constate que Φ : APM(Z,E) → C0(bZ,E)
défini par Φ(x) = ϕx est un isomorphisme isométrique d’espaces de Banach, il
suffit donc d’en exhiber un entre C0(bZ,E) et AP (Z,E).
Si
∑p

j=1 ajχαj ∈ P (bZ,E), est un polynôme trigonométrique de bZ, on pose :

Ξ

(
p∑
j=1

ajχαj

)
=

p∑
j=1

aj êα.

Ξ est une isométrie linéaire, donc est injective et continue et s’étend donc de
manière unique en une isométrie linéaire Ξ entre C0(bZ,E) et AP (Z,E).
Démontrons maintenant que Ξ surjective. Soit x ∈ AP (Z,E). Il existe une
suite (Pn)n de polynômes trigonometriques de AP 0(R,E) telle que limn→+∞ ‖fx−
Pn‖∞ = 0. Ainsi (Pn)n est de Cauchy, et puisque :∥∥(Pn+p(t))t − (Pn(t))t

∥∥
l∞(Z)

≤ ‖Pn+p − Pn‖∞

la suite ((Pn(t))t)n est de Cauchy dans AP (Z,E). Si Pn =
∑

j∈In a
n
j eαj , posons

Πn :=
∑

j∈In a
n
j χ{αj}. On a Ξ(Πn) = (Pn(t))t et puisque Ξ est une isométrie, on
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voit que (Πn)n est de Cauchy dans C0(bZ,E), donc a une limite f . Par continuité
de Ξ, il vient Ξ(f) = x.
On pose Θ := Ξ ◦ Φ−1 pour conclure.

Chaque x ∈ APM(Z,E) a une valeur moyenne définie comme suit :

MM{x} :=MM{xt}t :=

∫
bZ
ϕx(θ)dµ(θ)

Cette moyenne jouit des propriétés suivantes :

(P1’) MM{χα} = 0 si α ∈]0, 2π[, et vaut 1 si α = 0.

(P2’) MM est une application linéaire continue.

(P3’) MM{x} =M{Θ(x)}, où Θ est défini dans 5.1.2.4.

Dans la suite de cette sous-section, on suppose que E = H est un espace de
Hilbert. On définit la norme suivante sur APM(Z,H) :

‖x‖M,2 :=
(
MM{|xt|2H}t

)1/2

qui fait de APM(Z,H) un espace préhilbertien.
On définit les deux opérations C : AP (Z,H)→ AP (Z,R) et CM : APM(Z,H)→
APM(Z,R) respectivement par :

C(x) := (|xt|2H)t

et :
CM(x) := (|xt|2H)t.

Lemme 5.1.2.5 On a Θ ◦ CM = C ◦Θ.

Preuve. Si x ∈ APM(Z,H) est un polynôme trigonométrique, disons x =∑p
j=1 ajχαj , on a successivement :

Θ ◦ CM(x) = Θ

(∑
j,k

ajakχαjχαk

)
= Θ

(∑
j,k

ajakχαj−αk

)
=
∑
j,k

ajakêαj−αk

et :

C ◦Θ(x) = C

(∑
j

aj êαj

)
=
∑
j,k

aj êαjakêαk =
∑
j,k

ajakêαj−αk

donc la relation est vraie pour les polynômes trigonométriques. Par continuité
des différents opérateurs en jeu, la relation est donc vraie sur APM(Z,H).
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Lemme 5.1.2.6 Si x ∈ APM(Z,H), on a :

‖x‖M,2 = ‖Θ(x)‖2 = ‖ϕx‖L2 .

Preuve. Constatons tout d’abord que ϕCM (x) = |ϕx|2H. Par conséquent, on a :

‖x‖2
M,2 =

∫
bZ
ϕCM (x)(θ)dµ(θ) =

∫
bZ
|ϕx(θ)|2Hdµ(θ) = ‖ϕx‖2

L2

ce qui donne une première égalité. De plus :

‖Θ(x)‖2
2 =M{C ◦Θ(x)} =M{Θ ◦ CM(x)} (P3′)

= MM{CM(x)} = ‖x‖2
M,2

d’où la seconde égalité.

On définit l’espace de Hilbert suivant :

Définition 5.1.2.7 On note B2
M(Z,H) le complété de APM(Z,H) pour la norme

‖.‖M,2.

Comme on s’y attend, cet espace est lié aux espaces hilbertiens déjà vus, ce qui
est l’objet des deux propositions suivantes.

Proposition 5.1.2.8 Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. x ∈ B2
M(Z,H).

2. Θ(x) ∈ B2(Z,H).

Démonstration. On a vu que l’on a un isomorphisme d’espaces vectoriels
Θ : (APM(Z,H), ‖.‖M,2) → (AP (Z,H), ‖.‖2) qui est encore une isométrie (donc
un isomorphisme d’e.v.n.) en raison du lemme 5.1.2.6. On note Ξ l’isomorphisme
réciproque. Θ est donc un morphisme isométrique de (APM(Z,H), ‖.‖M,2) vers
B2(Z,H) (non bijectif) qui par densité s’étend de manière unique en Θ : B2

M(Z,H)→
B2(Z,H) qui est isométrique. Il reste à voir que le Θ ainsi étendu est bijectif.
Pour cela, on étend de même Ξ : B2(Z,H) → B2

M(Z,H), puis l’on constate que
l’on a par densité :

Ξ ◦Θ = IdB2
M (Z,H) et Θ ◦ Ξ = IdB2(Z,H)

ce qui montre bien que Θ est un isomorphisme isométrique de B2
M(Z,H) sur

B2(Z,H).

Proposition 5.1.2.9 L’application I : L2(bZ,H)→ AP (Z,H) définie par :

I

(∑
α

aαχα

)
=
∑
α

aαêα

est un isomorphisme isométrique d’espaces de Hilbert. C’est l’unique isomor-
phisme isométrique prolongeant l’application ϕ 7→ ϕ◦ in définie sur les polynômes
trigonométriques.
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Démonstration. L’aspect isomorphisme isométrique est une trivialité. Quand
ϕ =

∑
α aαχα est un polynôme trigonométrique (somme finie), on a immédiatement

ϕ ◦ in =
∑

α aαχα ◦ in =
∑

α aαêα = I(ϕ) donc I et ϕ 7→ ϕ ◦ in sont identiques
sur un sous-ensemble dense et isométriques, donc par l’unicité du prolongement,
I est bien le seul prolongement unique.

Remarques 5.1.2.10 1. Lorsque x ∈ AP (Z,H), on a I−1(x) = ϕx, ce qui
légitime de définir la notation :

∀x ∈ B2(Z,H), ϕx := I−1(x).

2. Compte tenu de l’aspect unicité du prolongement, on s’autorisera à écrire,
lorsque ϕ ∈ L2(bZ,H), ϕ ◦ in au lieu de I(ϕ), étant entendu qu’il s’agit (a
priori) d’un abus puisqu’on n’a pas montré que ϕ ◦ in avait un sens. Mais
cet abus est justifié par les considérations antérieures.

5.2 Comparaison avec d’autres notions de p.p.

5.2.1 Notion de Bochner

On adapte le classique critère de Bochner aux suites par la proposition suivante.

Proposition 5.2.1.1 Une suite x est presque-périodique si et seulement si pour
toute (hn)n ∈ ZN, il existe une sous-suite (hφ(n))n telle que (τhφ(n)

x)n soit uni-
formément convergente sur Z.

Démonstration. Pour démontrer cette proposition, on utilise le lien entre
fx et x : x est p.p. si et seulement si fx l’est. Montrons en premier le sens
direct. Compte tenu du lien que l’on vient de rappeler, il existe une sous-suite
(hφ(n))n telle que (τhφ(n)

fx)n soit uniformément convergente sur R. Mais si t ∈ Z,
fx(t+ hφ(n)) = xt+hφ(n)

puisque hφ(n) ∈ Z et donc on obtient le résultat. Passons
à la réciproque. On prouve en premier que x est bornée. Si ce n’était pas le cas,
pour tout n, il existerait hn telle que |xhn| ≥ n pour tout n, et donc (τhnx0)n
n’aurait aucune sous-suite convergente. Ainsi x est bornée, montrons maintenant
que fx est p.p. Etant donnée une suite (kn)n ∈ RN, on écrit kn = hn + ζn avec
hn ∈ Z et ζn ∈ [0, 1[. Quite à faire deux extractions, on peut supposer que :

∀n ∈ N∗, sup
t∈Z
|fx(t+ hn)− fx(t)| ≤ 1/n

et que :

∃ζ ∈ [0, 1], ∀n ∈ N∗, |ζn − ζ| ≤
1

2n‖x‖∞
.

On obtient de ceci :
sup
x∈R
|fx(x+ hn)− fx(x)| ≤ 1/n
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et puisque fx est Lipschitzien de constante 2‖x‖∞, il vient :

sup
x∈R
|fx(x+ ζn)− fx(x+ ζ)| ≤ 2‖x‖∞|ζn − ζ| ≤ 1/n.

Ainsi, pour tout x ∈ R, on a :

|fx(x+kn)−fx(x+ζ)| ≤ |fx(x+kn)−fx(x+hn+ζ)|+|fx(x+hn+ζ)−fx(x+ζ)| ≤ 2/n

et ainsi (τknfx)n converge uniformément sur R vers τζfx, donc fx est p.p., et donc
x est également p.p.

5.2.2 Notion de Zaslavski

Ici E = R ou C. Dans [94] - [98], Zaslavski propose la notion suivante :

Définition 5.2.2.1 Une suite x est z.p.p. si :

∀ε > 0, ∃m ≥ 1, ∀i, p ∈ Z, |xi − xi+mp| ≤ ε

Proposition 5.2.2.2 Les suites z.p.p. sont p.p. et la réciproque est fausse.

Démonstration. z.p.p. ⇒ p.p. car si je prends N := m, tout ensemble de la
forme {`, · · · , `+N} contient (au moins) un élément de mZ.
La réciproque est fausse, puisque la suite (sin(t))t est p.p. mais elle n’est pas
z.p.p. car sinon, en faisant i = 0 et ε = 1/2, on aurait pour un m ∈ Z,

∀p ∈ Z, | sin(mp)| ≤ 1/2

ce qui contredit la densité de l’orbite de (mp)p dans le tore.

Désormais, nous ne considérerons plus que les autres notions de suites
presque-périodiques, que nous identifierons en raison des résultats d’iso-
morphismes obtenus.

5.3 Fonctions et suites p.p. à paramètres et

opérateurs de Nemytskii

Dans ce qui suit, on note G l’un des groupes compacts bR, bZ ou Tm, dont on
note µG la mesure de Haar normalisée. Rappelons ([35],TG.II.27) qu’il admet
une structure uniforme, dont on note UG l’ensemble des entourages. On se donne
également un espace métrique (X, d), et P une partie non vide qui est soit com-
pacte, soit dénombrable à l’infini.

Par souci de traiter en un coup des démonstrations semblables, par convention
AP (G,E) désignera AP (Z,E) si G = bZ, AP 0(R,E) si G = bR, QP 0

ω(Tm,E)
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si G = Tm. On note PT (G,E) l’espace des polynômes trigonométriques de G
sur E. Rappelons que du fait que E est paracompact, PT (G,E) est dense dans
AP (G,E). Les considérations faites ici généralisent celles de chapitres antérieurs,
et pourraient être adaptées à des fonctions p.p. sur des groupes plus généraux.

5.3.1 Fonctions et suites p.p. uniformément en le paramè-
tre

Définition et représentation comme espaces de fonctions continues

Si x ∈ EZ×P , on note fx la fonction définie par :

∀(t, u, α) ∈ Z× [0, 1]× P, fx(t+ u, α) = (1− u)xt(α) + uxt+1(α).

Définition 5.3.1.1 On dit que :

1. f : R × P → E est p.p. en t ∈ R, uniformément en α ∈ P (espace
APU(bR, P,E)) si :

∀ε > 0, ∀K ⊂ K(P ), ∃` > 0, ∀m ∈ R, ∃τ ∈ [m,m+ `]

sup
(t,α)∈R×K

|f(t+ τ, α)− f(t, α)| ≤ ε.

2. f : R × P → E est q.p.-ω en t ∈ R, uniformément en α ∈ P (espace
APU(Tm, P,E)) si f ∈ AP (bR, P,E) et si de plus, pour tout α ∈ P , on a
f(., α) ∈ QP 0

ω(Tm,E).

3. x : R × P → E est p.p. en t ∈ Z, uniformément en α ∈ P (espace
APU(bZ, P,E)) si :

∀ε > 0, ∀K ⊂ K(P ), ∃N > 0, ∀m ∈ Z, ∃τ ∈ {m, · · · ,m+N}

sup
(t,α)∈Z×K

|xt+τ (α)− xt(α)| ≤ ε.

Remarques 5.3.1.2 Notons en premier que

(x ∈ APU(bZ, P,E))⇔ (fx ∈ APU(bR, P,E)),

la démonstration étant identique au cas sans paramètre. Notons aussi que lorsque
P est compact, la définition s’écrit plus simplement :

∀ε > 0, ∃` > 0, ∀m ∈ R, ∃τ ∈ [m,m+ `], sup
(t,α)∈R×P

|f(t+ τ, α)− f(t, α)| ≤ ε.

Théorème 5.3.1.3 Il existe un isomorphisme isométrique d’espaces de Fréchet

ΘG,P : APU(G,P,E)→ C0(G× P,E).
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Démonstration. On définit ΘG,P par la formule :

ΘG,P (f) := [(t, α) 7→ f(t, α)].

Justifions.
Première étape : on démontre qu’il suffit d’avoir le résultat pour P
compact.
En effet, supposons le résultat vrai pour chaque compact, il l’est donc vrai que
pour tout n, ΘG,Kn : APU(G,Kn,E) → C0(G × Kn,E) est un isomorphisme
isométrique de Banach. Fixons f ∈ APU(G,P,E), et définissons ΘG,P (f) :=
[(t, α) 7→ f(t, α)]. Montrons que l’on obtient un élément continu. Soit (t0, α0) ∈
G×P fixé. Il existe un entier n tel que α0 ∈ Kn−1, et alors α0 ∈ IntKn de sorte que
P ×Kn est un voisinage de (t0;α0). Sur ce voisinage, ΘG,P (f) := ΘG,Kn(f) donc
la continuité est acquise. C’est visiblement un morphisme isométrique. Passons à
sa surjectivité. Si g ∈ C0(G×P,E), on définit sur chaque G×Kn Fn := Θ−1

G,Kn
(g).

Comme fn+1 est un prolongement de fn, il est possible de poser f(t, α) := fn(t, α)
où n est tel que α ∈ Kn. f répond clairement à la question. La première étape
est achevée. On suppose donc désormais P compact.

Seconde étape. On constate que l’on a un isomorphisme isométrique entre
APU(G,P,E) et AP (G,C0(P,E)). C’est immédiat sur la définition pour 1. (et
3.), puisque l’on peut réécrire la définition comme suit (attendu que P est com-
pact) :

(∀ε > 0)(∃` > 0)(∀m ∈ R)(∃τ ∈ [m,m+ `])

sup
t∈R
‖f(t+ τ, .)− f(t, .)‖C0(P,E) ≤ ε.

Troisième étape. On constate que l’on a un isomorphisme isométrique entre
C0(G,C0(P,E)) et AP (G,C0(P,E)). Ceci résulte de la théorie générale. Rap-
pelons que le point essentiel est la densité des polynômes trigonométriques.

Dernière étape. On constate que l’on a un isomorphisme isométrique Φ entre
C0(G×P,E)) et C0(G,C0(P,E)). Φ est défini par Φ(f) := [t 7→ f(t, .)]. Justifions
que Φ a un sens. Munissant le compact G× P de la structure uniforme produit,
f étant continue sur ce compact y est uniformément continue, donc étant donné
ε > 0, on a :

∃η > 0, ∃U ∈ UG, ∀(x, y) ∈ K2, ∀(s, t) ∈ G

(d(x, y) ≤ η)⇒ (‖f(s, x)− f(t, y)‖ ≤ ε). (5.3)

Soit x0 ∈ P . Dans (5.3), faisons y = x0 et s = t. Alors étant donné ε > 0, il
existe η tel que :

(∀t ∈ G)(∀x ∈ P ) (d(x, x0) ≤ η)⇒ (‖f(t, x)− f(t, x0)‖ ≤ ε)
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d’où la continuité de f(t, .). Reprenant (5.3) en fixant t0 ∈ G en faisant y = x,
on a ε > 0, η et U(t0) voisinage de t0 dans G tels que :

∀s ∈ U(t0), ∀x ∈ P |f(s, x)− f(t0, x)| ≤ ε

d’où en passant au sup sur x :

∀s ∈ U(t0) ‖f(s, .)− f(t0, .)‖C0(P,E) ≤ ε

ce qui prouve l’existence de Φ.

Φ est clairement un isomorphisme isométrique, il reste à voir la surjectivité. Soit
λ ∈ C0(G×P,E). On définit f par f(x, α) := (λ(x))(α), qui est le seul candidat
naturel. Reste à voir que f ∈ C0(G × P,E). Soit (x0, α0) ∈ G × P. Soit ε > 0
et V un voisinage de x0 dans G (resp. W un voisinage de α0 dans P ) tels que si
(x, α) ∈ V ×W , on ait ‖λ(x)−λ(x0)‖C0(P,E) ≤ ε/2 et ‖f(x0, α)−f(x0, α0)‖ ≤ ε/2.
Soit (x, α) ∈ V ×W . On a :

|f(x, α)− f(x0, α0)| ≤ |f(x0, α)− f(x, α)|+ |f(x0, α)− f(x0, α0)| ≤

≤ ‖λ(x)− λ(x0)‖C0(P,E) + |f(x0, α)− f(x0, α0)| ≤ ε.

Ceci achève la démonstration.

Remarque 5.3.1.4 On suppose que F ∈ APU(R, K,E) où K est un compact.
Posons pour i ∈ K :

fi := F (., i).

Alors la famille (fi)i est équi-presque-périodique.

On adapte maintenant le critère de Bochner au cadre paramétrique.

Proposition 5.3.1.5 f est p.p. uniformément en le paramètre si et seulement
si pour toute suite (hn)n ∈ ZN, il existe une sous-suite (hφ(n))n telle que pour tout
compact K ⊂ P , (f(.+ hφ(n), .))n converge uniformément sur Z×K.

Démonstration. Puisque APU(Z, P,RN) est isomorphe à AP (Z, C0(P,RN)),
le résultat est clair si P est compact. Considérons le cas dénombrable à l’infini :
P = ∪pKp avec Kp compact pour tout p et Kp ⊂ Int(Kp+1). Supposons en
premier que f ∈ APU(Z, P,RN). Par récurrence, on peut trouver pour tout
p une fonction strictement croissante φp : N → N telle que pour tout p, (f(. +
h(φ0◦...◦φp)(n), .))n soit uniformément convergente sur Kp. Si l’on pose ψ(n) := (φ0◦
...◦φn)(n), on peut donc affirmer que (f(.+hψ(n), .))n converge uniformément sur
tout Kp, donc sur tout compact, d’où le résultat. Pour l’implication réciproque,
on note que le cas compact donne f ∈ APU(Z, Kp,RN) pour tout p, et donc on
a le résultat.
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Les opérateurs de Nemytskii

On considère L ∈ APU(G,Rk,E) et l’on définit un opérateur NL : (Rk)G → (E)G

par NL(ϕ) := [t 7→ L(t, ϕ(t))]. On note Lt := L(t, .). On introduit L̃ :=
Θ−1
G,Rk(L) et NL̃ l’opérateur associé. On note enfin θk l’isomorphisme isométrique

de AP (G,Rk) sur C0(G,E), et l’on définit analoguement θE.
Notons enfin que la première proposition serait valide dans des cadres plus généraux
(par exemple en remplaçant Rk par un espace métrique B.F.C.2). En revanche, la
seconde nécessite une structure vectorielle, et les seuls espaces vectoriels normés
B.F.C. sont ceux de dimension finie, c’est pourquoi on fait directement cette
hypothèse.

Proposition 5.3.1.6 NL(AP (G,Rk)) ⊂ AP (G,E), et NL est un opérateur con-
tinu de AP (G,Rk) vers AP (G,E).

Démonstration. On a immédiatement NL = θ−1
E ◦ NL̃ ◦ θk, et puisque θE

et θk sont continus, il suffit de démontrer que : NL̃(C0(G,Rk)) ⊂ C0(G,E),
et NL̃ ∈ C0(C0(G,Rk), C0(G,E)). L’inclusion est quasiment immédiate. Main-
tenant, prouvons que NL̃ est continu. Fixons ϕ0 ∈ AP (G,Rk) et soit K :=
Bf (0; ‖ϕ0‖ + 1). G × K est compact, donc L̃ est uniformément continu sur
bZ×K, et étant donné ε > 0, il existe U ∈ UG et η ∈]0, 1[ tels que :[

(p, q) ∈ U, (x, y) ∈ K2, | x− y |≤ η
]

=⇒
[
| L̃(p, x)− L̃(q, y) |≤ ε

]
.

Posant x := ϕ0(p), p = q et passant au sup, on obtient :

[‖ϕ− ϕ0‖ ≤ η] =⇒
[
‖NL̃(ϕ0)−NL̃(ϕ)‖C0(G,E) ≤ ε

]
qui est la continuité.

Dans la suite de ce paragraphe, on fait l’hypothèse supplémentaire (H1) selon
laquelle pour tout t, Lt ∈ C1(Rk,E) et que D2L ∈ APU(G,Rk,E).
Sur L̃, ces hypothèses se traduisent par : pour tout t, L̃t ∈ C1(Rk,E) et que
D2L̃ ∈ C0(G× Rk,E).

Proposition 5.3.1.7 NL est C1 et :

N ′L(ϕ0) · h = (D2L(t, ϕ0(t)) · h(t))t .

Démonstration. On se ramène au cas de L̃, θE et θk étant linéaires continus
donc C1. Fixons ϕ0. On a :

NL̃(ϕ0 + h)−NL̃(ϕ0)− (D2L(t, ϕ0(t)) · h(t))t =

2c’est-à-dire un espace métrique où toutes les boules fermées sont compactes.
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= (L(t, ϕ0(t) + h(t))− L(t, ϕ0(t))−D2L(t, ϕ0(t)) · h(t))t
et par l’inégalité de la moyenne :

| L(t, ϕ0(t) + h(t))− L(t, ϕ0(t))−D2L(t, ϕ0(t)) · h(t) |≤
≤ sup

θ∈[0,1]

|D2L(t, ϕ0(t) + θh(t))−D2L(t, ϕ0(t))| | h(t) | .

Soit K le même compact que dans la preuve précédente, et soit ε > 0. Il existe
η ∈]0, 1[ et un entourage U ∈ UG tel que :[

(t, s) ∈ U, (x, y) ∈ K2, | x− y |≤ η
]

=⇒ [| D2L(t, x)−D2L(s, y) |≤ ε] .

Posant x := ϕ0(t), y := ϕ0(t) + θh(t), s = t et passant au sup, on obtient :

[‖h‖`∞ ≤ η] =⇒

[
sup
θ∈[0,1]

|D2L(t, ϕ0(t) + θh(t))−D2L(t, ϕ0(t))|

]
≤ ε

d’où :

[‖h‖`∞ ≤ η] =⇒ [|NL̃(ϕ0 + h)−NL̃(ϕ0)− (D2L(t, ϕ0(t)) · h(t))t| ≤ ε‖h‖`∞ ]

ce qui montre la Fréchet-différentiabilité. La continuité de N ′
L̃

s’obtient en ap-
pliquant la proposition précédente à D2NL̃, puisque formellement ”N ′

L̃
= ND2L̃

.”

5.3.2 Fonctions et suites p.p. en moyenne à paramètres

On étend ici légèrement la définition donnée dans [41]. On se donneK un compact
de Rk.

Définition 5.3.2.1 On dit que f : R×K → H est p.p. en moyenne si pour tout
ε > 0, il existe un entier p, p fonctions c1, · · · , cp ∈ C0(K,E) et p réels λ1, · · · , λp
tels que :

sup
t∈R

∫
K

∣∣∣∣∣f(t, s)−
p∑
j=1

cj(s)eλj(t)

∣∣∣∣∣
2

ds ≤ ε.

Notons que ceci revient à dire que f ∈ C0(bR, L2(K,H)), avec les identifications
déjà introduites. On notera aussi que cette définition s’adapte aussi au cadre des
suites p.p. ou des fonctions q.p., ce qui amène à parler de C0(G,L2(K,H)).
Il est également important de noter que d’un point de vue hilbertien, il serait
loisible de compléter C0(G,L2(K,H)) pour le produit scalaire :

((f | g)) :=

∫
G

< f(t, ·); g(t, ·) >L2(K,H) dµG(t)

et que l’on obtient alors L2(G,L2(K,H)) grâce à la régularité de la mesure µG (et
par compacité de G). Grâce au théorème de Fubini, il est possible de démontrer
que cet espace est isomorphe et isométrique en tant qu’espace de Hilbert à L2(G×
K,H). En revanche, comme nous le verrons, les bonnes conditions sont celles de
Carathéodory, et une fonction de L2(G × K,H) ne satisfait pas nécessairement
(C2).
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Propriétés de mesurabilité

L’étude des opérateurs de Nemytskii qui suit est adaptée de [43]. Par souci de
simplification d’exposé, on travaille directement avec L̃ que l’on note L, et sur
des sous-espaces de (R`)G×R

k
. On supposera dans toute la suite que L est une

fonction de Carathéodory, c’est-à-dire qu’elle vérifie :

(C1) ∀s ∈ Rk, f(·, s) est mesurable.

(C2) Pour presque tout x ∈ G, f(x, ·) est continue.

Proposition 5.3.2.2 Si u : G→ Rk est mesurable, NL(u) est mesurable.

Démonstration. Il existe une suite de fonctions simples (un)n convergeant
presque-partout vers u. NL(un) est mesurable en raison de (C1), et par (C2),
NL(un)→ NL(u) presque-partout. Ainsi, NL(u) est mesurable.

Proposition 5.3.2.3 Si un → u en mesure, alors NL(un)→ NL(u) en mesure.

Démonstration. Introduisons la fonction :

L̂(x, s) := L(x, s+ u(x))− L(x, u(x)).

L̂ est de Carathéodory, et notre énoncé revient à montrer que si vn → 0 en mesure,
alors NL̂(vn)→ NL̂(0) = 0 en mesure, i.e. :

∀ε > 0, ∃n0, ∀n ≥ n0 µG({x ∈ G : |L̂(x, vn(x))| ≤ ε}) < ε.

Posons Bk := {x ∈ G : (|s| < 1/k) ⇒ (|L̂(x, s)| ≤ ε)}. (Bk)k est une famille
croissante de réunion G modulo un négligeable, en raison de (C2). On en déduit
que quand k → +∞, µG(Bk)→ 1, et donc il existe k0 tel que si k ≥ k0, µG(Bk) ≥
1− ε/2.
Soit An := {x ∈ G : |vn(x)| < 1/k0}. Comme vn → 0 en mesure, il existe n0 tel
que si n ≥ n0, µG(An) ≥ 1 − ε/2. Soit enfin Dn := {x ∈ G : |L̂(x, vn(x)| ≤ ε}.
On a An ∩Bk0 ⊂ Dn, donc pour tout n ≥ n0, µG(Dn) ≥ 1− ε, c’est-à-dire :

∀n ≥ n0 µG(Dc
n) ≤ ε

ce qui termine la démonstration.

Continuité des opérateurs de Nemytskii

Considérons l’hypothèse (H2) suivante :
il existe c > 0, b ∈ Lq(G,R) et r > 0 tels que :

∀(x, s) ∈ G× Rk |L(x, s)| ≤ c|s|r + b(x).
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Proposition 5.3.2.4 Si L est de Carathéodory et vérifie (H2), alors NL envoie
Lqr(G,Rk) dans Lq(G,R`), et NL est continu borné.

Démonstration. On note déjà que :

‖NL(u)‖Lq(G,R`) ≤ c‖|u|r‖Lq(G,R) + ‖b‖Lq(G,R)

ce qui montre à la fois que NL
(
Lqr(G,Rk)

)
⊂ Lq(G,R`) et que NL est borné.

Supposons que un → u dans Lqr(G,Rk). Si NL(un) ne tend pas vers NL(u), il
existe une sous-suite n’ayant aucune sous-suite convergeant vers NL(u). Comme
(un)n converge et que NL est borné, quitte à extraire encore une fois, on peut
supposer que notre suite est bornée dans Lqr. Par souci de simplicité, on note
(uφ(n))n la dernière sous-suite obtenue, qui vérifie donc |uφ(n)| ≤ h ∈ Lqr(G,R).
Alors on a :

|NL(uφ(n))| ≤ c|h|r + b ∈ Lq(G,R)

donc par convergence dominée, NL(uφ(n))→ NL(u), ce qui est une contradiction.

La réciproque est vraie. Plus précisément, on a :

Théorème 5.3.2.5 On suppose que L est de Carathéodory, et que NL envoie
Lp(G,Rk) dans Lq(G,R`). Alors il existe c > 0, b ∈ Lq(G,R) tels que :

(∀(x, s) ∈ G× Rk) |L(x, s)| ≤ c|s|p/q + b(x).

De plus, NL est continu et borné.

Démonstration. On la divise en trois étapes : continuité, bornitude puis
estimation de L.

1. Continuité de l’opérateur de Nemytskii. On se ramène en 0 par un
argument déjà utilisé. On raisonne par contraposition ; on suppose donc que
un → 0 dans Lp, mais NL(un) ne tend pas vers 0 dans Lq.
Quitte à faire deux extractions, on peut supposer que :

+∞∑
n=1

‖un‖Lp < +∞ et ∃a > 0,

∫
G

|L(x, un(x))|qdµG(x) ≥ a.

Soit Bn := {x ∈ G : |f(x, un(x))| > (a/3)1/q}. Par la proposition 5.3.2.3,
µ(Bn) → 0 quand n → +∞. On construit récurrement une suite (εj)j et une
sous-suite (unj)j de la façon suivante :

ε1 = 1, un1 = u1

et si εj et unj−1
sont construits, on pose :

εj+1 < εj/2 et (∀D ⊂ G) (µG(D) ≤ 2εj)⇒
∫
D

|L(x, unj(x)|qdµG(x) < a/3.
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Soit Dnj := Bnj \ ∪i≥j+1Bni . Les Dnj sont deux à deux disjoints, donc il est
légitime de poser :

u :=
+∞∑
j=1

unjχDnj .

u ∈ Lp(G,Rk), puisque ‖u‖pLp =
∑

j ‖unj‖
p
Lp ≤

∑
n ‖un‖

p
Lp < +∞. On va montrer

que NL(u) /∈ Lq(G,R`), d’où la contradiction. On a :∫
Dnj

|L(x, u(x))|qdµG(x) =

∫
Bnj

|NL(unj)|qdµG(x)−
∫
Bnj \Dnj

|NL(unj)|qdµG(x).

Or∫
Dnj

|NL(unj)|qdµG(x) =

∫
G

|NL(unj)|qdµG(x)−
∫
G\Dnj

|NL(unj)|qdµG(x) ≥ a−a/3 = 2a/3

et de plus

µG(Bnj \Dnj) = µG (∪i≥j+1Bni) ≤
∑
i≥j+1

εi ≤ 2εj

de sorte que : ∫
Bnj \Dnj

|NL(unj)|qdµG(x) ≤ a/3.

Finalement,
∫
Dnj
|NL(u)|qdµG(x) ≥ a/3 d’où ‖NL(u)‖Lq = +∞.

2. Bornitude On peut supposer L(x, 0) = 0. NL est continu en 0 donc il existe
r > 0 tel que :

(∀u ∈ Lp(G,Rk)) (‖u‖Lp ≤ r)⇒ (‖NL(u)‖Lq ≤ 1.

Fixons u ∈ Lp(G,Rk)), et soit n tel que nrp ≤ ‖u‖pLp ≤ (n+ 1)rp. On peut alors
écrire G = ∪n+1

i=1 Gi avec
∫
Gi
|u|pdµG ≤ rp. Alors on a :

∫
G

|NL(u)|qdµG =
n+1∑
i=1

∫
Gi

|NL(u)|qdµG ≤ n+ 1 ≤
(
‖u‖pLp
r

)p
+ 1

ce qui est la bornitude.

3. Estimation de f . Comme NL est borné, il existe c > 0 tel que :

‖u‖pLp ≤ 1 ⇒ ‖NL(u)‖qLq ≤ cq.

Soit H : G× Rk → R défini par :

H(x, s) := max{|L(x, s)| − c|s|p/q; 0}.
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H est de Carathéodory. Constatant que si α ∈ [0, 1], on a αq + (1− α)q ≤ 1, on
remarque que si H(x, s) > 0, on a f(x, s) 6= 0 et :(

H(x, s)

|L(x, s)|

)q
+

(
1− H(x, s)

|L(x, s)|

)q
≤ 1

i.e. :

H(x, s)q + cq|s|p ≤ |L(x, s)q|

d’où :

H(x, s)q ≤ |L(x, s)q| − cq|s|p. (5.4)

Soit u ∈ Lp(G,Rk) et D := {x ∈ G : H(x, u(x)) > 0}. Soit

n := E

(∫
D

|u|pdµG
)
, ε :=

∫
D

|u|pdµG − n

et D1, ..., Dn+1 tels que D = ∪iDi et pour tout i,
∫
Di
|u|pdµG ≤ 1. Par définition

de c, on a : ∫
D

|NL(u)|qdµG ≤ (n+ 1)cq

donc, en tenant compte de (5.4) :∫
D

H(x, u(x))qdµG(x) ≤ (n+ 1)cq − (n+ ε)cq ≤ cq. (5.5)

On admet le lemme suivant pour lequel on renvoie à [43] p.12 :

Lemme 5.3.2.6 Soit f : G × K → R de Carathéodory, où K est un compact
de Rk, c(x) := maxs∈I f(x, s). Alors c est mesurable, et il existe û mesurable t.q.
c(x) = f(x, û(x)) pour presque tout x.

Modulo le lemme, pour tout m ∈ N∗, on peut trouver um mesurable t.q. :

bm(x) := sup
|s|≤m

H(x, s) = H(x, um(x)).

Par (5.5), bm est dans Lq(G,Rk) et ‖bm‖Lq ≤ c. Soit b(x) := supsH(x, s) =
limm bm(x). Par Fatou, on a :∫

G

lim inf
m
|bm|qdµG ≤ lim inf

m

∫
G

|bm|qdµG ≤ cq

donc b ∈ Lq(G,R) et ‖b‖Lq ≤ c.
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Différentiabilité des opérateurs de Nemytskii

On formule ici l’hypothèse (H3) suivante :
D2L existe, est de Carathéodory, et vérifie une estimation du type :

(∀(x, s) ∈ G× Rk) |D2L(x, s)| ≤ c|s|γ + b(x)

où c > 0, γ > 0 et b ∈ Lδ(G,R+).

Lemme 5.3.2.7 On suppose (H3) vérifiée, et l’on pose p := γδ, q := γδ
γ+1

. On

suppose que L(., 0) ∈ Lq(G,Rk). Alors :

1. NL(Lp(G,Rk)) ⊂ Lq(G,R`).

2. ND2L(Lp(G,Rk)) ⊂ Lδ(G,R`).

Remarque 5.3.2.8 Ici, on a p/q = γ + 1 > 1 donc p > q.

Démonstration. Posons a(x) := |L(x, 0)|. a(·) ∈ Lq, et de plus, on a :

|L(x, s)| ≤ c

γ + 1
|s|γ+1 + b(x)|s|+ a(x).

Rappelons que si α et β sont des exposants conjugués, on a :

|ab| ≤ |a|
α

α
+
|b|β

β
.

Appliquant cette majoration, il vient :

b(x)|s| ≤ 1

γ + 1
|s|γ+1 +

γ

γ + 1
b(x)

γ+1
γ

soit :

|L(x, s)| ≤ c+ 1

γ + 1
|s|γ+1 + a(x) + b(x)

γ+1
γ

et comme :

‖b
γ+1
γ ‖qLq =

∫
|b|δ < +∞

on a b
γ+1
γ ∈ Lq(G,R), donc NL(Lp(G,Rk)) ⊂ Lq(G,R`). Comme p/δ = γ, on a

bien ND2L(Lp(G,Rk)) ⊂ Lδ(G,R`).

Théorème 5.3.2.9 Avec les notations du lemme, NL est différentiable, et :

N ′L(u).h = ND2L(u).h.
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Démonstration. Soit

R(v) := NL(u+ v)−NL(u)−D2L(., u).v.

Comme on a :

NL(u+ v)−NL(u) =

[
x 7→

∫ 1

0

D2L(x, u(x) + tv(x))v(x)dt

]
il vient : ∫

G

|R(v)|qdµG =∫
G

∣∣∣∣∫ 1

0

(D2L(x, u(x) + tv(x))−D2L(x, u(x) + tv(x))) v(x)dt

∣∣∣∣q dµG(x) ≤

≤ ‖v‖qLp
[∫ 1

0

∫
G

|D2L(x, u(x) + tv(x))v(x)−D2L(x, u(x) + tv(x))|δ dµG(x)dt

]q/δ
.

Comme ND2L ∈ C0(Lp, Lδ), le crochet tend vers 0 quand v tend vers 0 dans Lp.

Il nous reste à étudier les cas où p = q. On formule l’hypothèse (H4) suivante :

(∃M > 0)(∀(x, s) ∈ G× Rk) |D2L(x, s)| ≤M.

Lemme 5.3.2.10 Sous (H4 ), on a pour tout p ≥ 1 :

1. ND2L : Lp(G,Rk) −→ L∞(G,R`).

2. Si f(., 0) ∈ Lp(G,Rk), alors NL : Lp(G,Rk) −→ Lp(G,R`).

Ce lemme est immédiat. On va montrer queNL est toujours Gâteaux-différentiable.

Théorème 5.3.2.11 Sous (H4), NL est Gâteaux-différentiable.

Démonstration. Fixons u et v. Soit :

Rt(x) :=
L(x, u(x) + tv(x))− L(x, u(x))

t
−D2L(x, u(x)) · v(x).

On peut écrire :

Rt(x) =

∫ 1

0

[D2L(x, u(x) + tτv(x))−D2L(x, u(x))] v(x)dτ

donc :∫
G

|Rt|pdµG =

∫
G

∣∣∣∣∫ 1

0

[D2L(x, u(x) + tτv(x))−D2L(x, u(x))] v(x)dτ

∣∣∣∣p dµG(x)
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qui en raison de l’inégalité de Hölder puis de la version positive du théorème de
Fubini est majoré par :∫ 1

0

∫
G

|D2L(x, u(x) + tτv(x))−D2L(x, u(x))|p|v(x)|pdµG(x)dτ.

L’intégrande tend presque partout vers 0 lorsque t → 0, et est dominé par
(2M)p|v|p ∈ L1([0, 1]×G,R). Le théorème de convergence dominée assure donc
que limt→0Rt = 0 dans Lp(G,R`), de sorte que NL est Gâteaux-différentiable.

Remarque 5.3.2.12 En suivant [43], on pourrait montrer que lorsque G est
métrisable, la Fréchet-différentiabilité de NL n’est possible que lorsque f(x, s) =
a(x)s+ b(x). Mais j’ignore si ceci est encore vrai si G n’est pas métrisable.

Exemple 5.3.2.13 Prenons l’exemple des hypothèses assurant que NL envoie
L2(G,Rk) dans L1(G,R`), que nous aurons souvent à traiter.
Pour L de Carathéodory, l’hypothèse (H2), qui est nécessaire et suffisante pour
assurer que NL envoie L2(G,Rk) dans L1(G,R`) est :

(∀(x, s) ∈ G× Rk) |L(x, s)| ≤ c|s|2 + b(x)

avec c, r > 0 et b ∈ L1(G,R).

Pour D2L de Carathéodory, on aura ND2L envoyant L2 dans L1, si l’on sup-
pose que :

(∀(x, s) ∈ G× Rk) |D2L(x, s)| ≤ c|s|2 + b(x)

avec c > 0, b(.) ∈ L1(G,R). Supposant en outre que L(·, 0) ∈ L2(G,R`), NL
envoie L2(G,Rk) dans L2(G,R`) et si G est compact dans L1(G,R`) (car G est
de mesure finie).

5.4 Théorèmes de structure et d’existence pour

des équations d’Euler discrètes

Fixons un entier N ≥ 1. On se donne un lagrangien L dont la dépendance en t
est p.p. suivant précisions ci-après. On associe à L une équation d’Euler :

D1Lt(xt, xt+1) +D2Lt−1(xt−1, xt) = 0 (5.6)

La première sous-section relie cette équation à des points critiques d’une fonc-
tionnelle J . Nous exploiterons ces liens dans les deux autres sous-sections.
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5.4.1 Principes variationnels

On suppose que le Lagrangien L satisfait (H1) avec k = 2N . A partir de L, on
définit une fonctionnelle J : AP (Z,RN)→ R de la façon suivante :

J(x) :=M{Lt(xt, xt+1)}t.

Lemme 5.4.1.1 J est de classe C1, et :

J ′(x) · h =M{(D1Lt(xt, xt+1) +D2Lt−1(xt−1, xt)).ht}t.

Preuve. Considérons l’opérateur linéaire T : AP (Z,RN) → AP (Z,RN)2 défini
par : T ((xt)t) := (xt;xt+1)t. C’est un opérateur continu, donc de classe C1.
On a :

J :=M◦NL ◦ T

donc J est C1 comme composé de trois opérateurs C1, et par la règle de compo-
sition, il vient :

J ′(x) · h =M{D1Lt(xt, xt+1).ht +D2Lt(xt, xt+1).ht+1}t

et enfin par l’invariance de la moyenne par rapport aux translations :

M{D2Lt(xt, xt+1).ht+1}t =M{D2Lt−1(xt−1, xt).ht}t

ce qui termine la preuve du lemme.

Proposition 5.4.1.2 Sont équivalentes les assertions suivantes :

1. x est une solution AP (Z,RN) p.p. de (5.6).

2. x est un point critique de J sur AP (Z,RN).

Démonstration. Par le lemme (5.4.1.1), on a juste à démontrer que (1) im-
plique (2). On prend (ht)t := (D1Lt(xt, xt+1) + D2Lt−1(xt−1, xt))t ce qui est
loisible puisque (D1Lt(xt, xt+1) + D2Lt−1(xt−1, xt))t ∈ AP (Z,RN). On a alors :
M{| ht |2}t = 0, i.e.: ∫

bZ

(
ϕh(θ)

)2
dµ(θ) = 0.

Comme
(
ϕh(.)

)2
est continue positive, il vient

(
ϕh(θ)

)2
= 0 pour tout θ. Ainsi

(2) est vraie.

Considérons maintenant L satisfaisant (H3) avec k = 2N , δ = 1 et γ = 2. A
partir de L, on définit J : B2(Z,RN)→ R comme suit :

J(x) :=M{Lt(xt, xt+1)}t.
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Lemme 5.4.1.3 J est de classe C1, et :

J ′(x).h =M{(D1Lt(xt, xt+1) +D2Lt−1(xt−1, xt)).ht}t.

La preuve est identique à celle du lemme 5.4.1.1.

Proposition 5.4.1.4 Sont équivalentes :

1. x est une solution B2(Z,RN) p.p. de (5.6).

2. x est un point critique J de B2(Z,RN).

Démonstration. Comme dans la démonstration de la proposition (5.4.1.2),
on a juste à démontrer (1) implique (2). On pose (ht)t := (D1Lt(xt, xt+1) +
D2Lt−1(xt−1, xt))t ce qui est possible puisque (D1Lt(xt, xt+1)+D2Lt−1(xt−1, xt))t ∈
B2(Z,RN). Il vient : M{| ht |2}t = 0, i.e.:∫

bZ

(
ϕh(θ)

)2
dµ(θ) = 0

i.e.
(
ϕh(.)

)2
= 0 dans L2(bZ,R), donc (2) est vraie.

5.4.2 Résultats de structure dans AP (Z,RN)

On donne ici des résultats de structure de l’ensemble des solutions dansAP (Z,RN)
de l’équation d’Euler (5.6).
On utilise la structure variationnelle du problème. Quand le lagrangien est con-
cave, cette hypothèse est plus facile à exploiter sur la fonctionnelle J .

Théorème 5.4.2.1 1. Si Lt est concave (convexe) pour tout t, alors l’ensemble
des solutions est un convexe fermé de AP (Z,RN).

2. Si Lt est strictement concave (convexe) pour tout t, l’équation (5.6) a au
plus une solution dans AP (Z,RN).

Démonstration. Supposons par exemple que Lt est concave pour tout t. Grâce
au lemme 5.4.1.1, on est ramené à étudier l’ensemble des points critiques de J .
1. Tout d’abord, montrons que J est aussi concave, ce qui montrera aussi que
l’ensemble des points critiques de J est identique à l’ensemble des maxima de J ,
ensemble noté Argmax(J). Si x, y ∈ AP (Z,RN) et λ ∈ [0, 1], nous avons :

J(λx+ (1− λ)y) =M{Lt(λxt + (1− λ)yt, λxt+1 + (1− λ)yt+1)}t ≥

λM{Lt(xt, xt+1)}t + (1− λ)M{Lt(yt, yt+1)}t = λJ(x) + (1− λ)J(y)

donc J est concave. Maintenant, si x, y ∈ Argmax(J), il vient :

sup J ≥ J(λx+ (1− λ)y) ≥ λJ(x) + λJ(y) = sup J
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et Argmax(J) est convexe.
2. Considérons x, y ∈ Argmax(J), et montrons que x = y. Soit :

zt := Lt

(
xt + yt

2
,
xt+1 + yt+1

2

)
− Lt(xt, xt+1) + Lt(yt, yt+1)

2

Pour tout t, zt ≥ 0. Si M{z} = 0, il vient ϕz = 0 puisque cette fonction est
continue positive (par 1.) Par conséquent, il vient zt = 0 pour tout t, et par
stricte concavité de Lt pour tout t, x = y. En contraposant, il vient x 6= y,
M{z} > 0, et :

J

(
x+ y

2

)
−
J(x) + J(y)

2
=M{z} > 0

d’où la contradiction. On notera que l’on peut en fait prouver la stricte concavité
de J sous l’hypothèse de celle de L.

5.4.3 Bornitude et presque-périodicité : extension du critè-
re d’Amerio

La recherche des solutions p.p. peut passer par l’étude des solutions bornées.
Outre le fait que les éléments de AP (Z,RN) soient bornés, ceci est aussi justifié
par l’étude du cas linéaire basique, i.e. le cas linéaire avec une matrice constante.
Dans toute cette sous-section, on cherchera des solutions dans AP (Z,RN).

Le cas linéaire basique

On commence avec le cas des sommes de suites p.p.:

Lemme 5.4.3.1 Soit x une suite p.p. La suite (
∑t

j=0 xj)t est p.p. si et seule-
ment si elle est bornée.

Il est connu que pour les fonctions p.p., leurs primitives sont p.p. ssi elles sont
bornées. Un calcul immédiat donne :∫ t+1

0

fx(u)du =
x0 + xt+1

2
+

t∑
j=0

xj.

Ainsi, comme fx is p.p., le membre de gauche est p.p. ssi il est borné, ce qui
termine la démonstration du lemme.
Maintenant, on passe au cas linéaire basique. Comme en temps continu, on a :

Proposition 5.4.3.2 Soit A une matrice carrée d’ordre N , et b une suite p.p.
à valeurs dans RN . Alors une solution de :

xt+1 = Axt + bt

est p.p. si et seulement si elle est bornée. De plus, si A n’a pas de valeur propre
de module 1, alors il existe une unique solution p.p.
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Démonstration. Comme toute solution p.p. est bornée, on a juste la réciproque
à démontrer. Par le théorème de trigonalisation, il existe une matrice triangulaire
T et une matrice inversible P telles que A = PTP−1. Soit y défini par yt :=
P−1xt. Puisque P est inversible, y est p.p. (resp. borné) ssi x est p.p. (resp.
borné), et y est solution du système triangulaire suivant :

yt+1 = Tyt.

Ainsi, on voit que si la proposition (5.4.3.2) est vraie pour N = 1, elle est toujours
vraie. On se concentre donc désormais sur le cas scalaire. Soit a ∈ C et b une
suite p.p. On peut se limiter au cas a 6= 0 sans quoi le résultat est immédiat. Il
y a trois cas.
Cas 1. Si |a| > 1, toute solution est de la forme

xt = at

[
x0 +

t−1∑
j=0

bj
aj+1

]
.

Comme |at| tend vers +∞ lorsque t → +∞, toute solution bornée satisfait
nécessairement :

x0 = −
+∞∑
j=0

bj
aj+1

.

La série est bien convergente puisque (bj)j est bornée et |a| > 1. Ainsi une solution
bornée est nécessairement de la forme :

xt = at
+∞∑
j=t

bj
aj+1

.

On voit que cette solution est bien bornée, et elle est p.p., puisque :

|xt+p − xt| ≤
supτ |bτ+p − bτ |
|a| − 1

de sorte que dans ce cas il n’y a qu’une seule solution bornée et qu’elle est p.p.
Cas 2. Si |a| < 1 on raisonne de la même manière, et l’on montrerait que l’unique
solution possible est :

xt = at
t−1∑

j=−∞

bj
aj+1

qui convient.
Cas 3. On considère maintenant le cas où |a| = 1. La solution générale peut
s’écrire :

xt = at

[
x0 +

t−1∑
j=0

bj
aj+1

]
.
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Comme (at)t et bornée et p.p. dans ce cas, on voit qu’il y a une solution

bornée ( resp. p.p.) ssi la suite (
∑t−1

j=0
bj
aj+1 )t est bornée (resp. p.p.). Par le

lemme précédent, comme ( bt
at+1 )t est p.p., ces faits sont équivalents, et donc la

démonstration est complète. Notons que dans ce cas, ou bien aucune solution
n’est p.p., ou bien elles le sont toutes.

Corollaire 5.4.3.3 Considérons l’équation:

p∑
j=0

ajxt+j = bt

vec aj ∈ R, b ∈ AP (Z,R), et on suppose qu’il existe s ∈ {0, ..., p} tel que :

|as| >
∑
j 6=s

|aj|.

Alors il existe une unique solution dans AP (Z,R).

Démonstration. Le polynôme caractéristique est P (z) :=
∑p

j=0 ajz
j. Il est

suffisant de démontrer que P n’a pas de racine de module 1. S’il existait un
tel zéro, z0, on aurait asz

s
0 = −

∑
j 6=s ajz

j
0 et donc |as| ≤

∑
j 6=s |aj|, ce qui est

impossible. Donc P n’a pas de racine de module 1, d’où le résultat grâce à la
proposition précédente.

Remarque 5.4.3.4 Si P a une racine de module 1, l’équation peut n’avoir au-
cune solution p.p. Par exemple :

xt+1 + xt = (−1)t

n’a pas de solution p.p.

Version discrète du critère d’Amerio

On considère maintenant des systèmes non linéaires. On établit une version
discrète du critère d’Amerio assurant que toute solution bornée soit presque-
périodique.
On considère de manière générale un système :

xt+1 = At(xt) (5.7)

où A ∈ APU(Z,RN ,RN). Soit F l’enveloppe de A, i.e. que B ∈ F si et seulement
si il existe (hn)n ∈ ZN tel que A(. + hn, .) → B uniformément sur R × K pour
tout compact K. A B ∈ F , on associe le système suivant :

yt+1 = Bt(yt) (5.8)
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On fixe maintenant un compact connexe K, et l’on note D = R × K. Pour un
système tel que (5.7), on dit que x est une solution séparée dans D si soit c’est la
seule solution vérifiant Gr(x) ⊂ D soit pour toute autre solution y satisfaisant la
même condition, il existe ρ = ρ(y) > 0 tel que pour tout t, ‖xt − yt‖ ≥ ρ. Notez
que comme fx − fy = fx−y, on a aussi ‖fx(t)− fy(t)‖ ≥ ρ pour tout t ∈ R.

Lemme 5.4.3.5 Les assertions suivantes sont vraies.

1. Si Φ est un sous-ensemble de toutes les suites x p.p. satisfaisant Gr(x) ⊂
D, alors l’ensemble {fx, x ∈ Φ} is relativement compact dans tout e.v.n.
C0([a, b],RN) avec −∞ < a < b < +∞.

2. Si (5.7) n’a que des solutions separées, alors il existe un nombre fini de
solutions.

3. Si (5.7) a une solution x telle que Gr(x) ⊂ D, alors (5.8) a une solution y
vérifiant Gr(y) ⊂ D.

4. Si (5.7) a une solution x telle que xt ∈ K pour tout t ≥ t0, alors (5.8) a
une solution y telle que yt ∈ K pour tout t.

5. Si tout système (5.8) a des solutions séparées, alors il existe σ > 0 tel que
pour tout B ∈ F , et tous yi, i = 1, 2 solutions du système (5.8), on ait pour
tout t, ‖y1

t − y2
t ‖ ≥ σ.

Démonstration.
1. Soit M := supζ∈K ‖ζ‖. Puisque pour tout t, ‖xt‖ ≤ M et ‖xt+1 − xt‖ ≤ 2M ,
on a par construction de fx, ‖fx(t)‖ ≤ M pour tout t ∈ R et ‖fx(u) − fx(v)‖ ≤
2M‖u − v‖. Donc cette famille est équicontinue et équibornée, de sorte que le
théorème d’Ascoli donne le résultat.
2. Considérons la famille de toutes les solutions séparées. Si elle était infinie,
on pourrait choisir une famille infinie (fx(n))n à termes distincts qui convergerait
uniformément sur tout compact (cf. 1.). Alors la limite serait une solution du
système non séparée, ce qui aboutit à une contradiction.
3. Soit B ∈ F quelconque. Soit (hn)n ∈ ZN tel que A(. + hn, .) → B. Par le
point 1. de ce lemme, la famille fn := fx(. + hn) a une sous-suite qui converge
uniformément sur tout compact. La limite est une solution du problème.
4. Considérons x(n) := (xt−n)t. Soit α ∈ Z et N(α) := t0 − α. La famille
{fx(n) ;n ≥ N(α)} est équibornée et équicontinue, donc il existe une suite (kn)n ∈
ZN telle qu’ont ait uniformément sur tout compact fx(. + kn) → fy et A(. +
kn, Y )→ C(., Y ). Alors yt+1 = C(t, yt), t ≥ α pour tout α et l’on peut appliquer
le point 3. de ce lemme à cette équation.
5. Soit σ > 0 tel que la condition de séparation pour (5.7) soit réalisée avec σ.
Etant données deux solutions zi (i = 1, 2) de (5.7), il existe une suite commune
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(hn)n telle que (zi(.+ hn))n converges uniformément vers une suite (yit)t. On a :

σ ≤ inf
t∈R
‖fz1(t)− fz2(t)‖ ≤ ‖y1

t − y2
t ‖

donc y1 et y2 sont distinctes. Ainsi pour tout B, les équations (5.7) et (5.8) ont
le même nombre de solutions et le terme σ pour l’équation (5.7) est valable pour
(5.8).

On en vient à la version discrète du critère d’Amerio.

Théorème 5.4.3.6 Si tous les systèmes (5.8) ont des solutions séparées dans
un compact fixé, alors toutes ces solutions sont p.p.

Démonstration. Considérons x une solution de (5.7) et une suite (hn)n ∈
ZN. On doit montrer qu’il existe une sous-suite de (fx(. + hn))n convergeant
uniformément sur R. Suivant la preuve du point 3. du lemme 5.4.3.5, on peut
supposer que fx(. + hn) → fz uniformément sur les compacts. On suppose que
la conclusion est fausse. Puisque l’on a uniformément A(. + hn, .) → B, on a
zt+1 = B(t, zt). Par le point 4. du lemme 5.4.3.5, il existe ρ > 0 tel que si (yit)t
sont deux solutions de (5.7), alors inft ‖z1

t − z2
t ‖ ≥ 2ρ. Pour n < p, considérons

φn,p(t) := ‖fx(t+hn)−fx(t+hp)‖ et In,p = φ−1
n,p(cl(B(0; ρ))). φn,p est continu, In,p

est fermé, non vide pour (n, p) assez grand (puisque 0 ∈ In,p pour n, p grands).
Considérons δn,p := supt∈In,p φn,p(t). On a δn,p ≤ ρ et limn,p→+∞ δn,p 6= 0 (sinon,
(fx(. + hn))n serait uniformément convergente). Donc lim sup δn,p =: 2α > 0.
Ainsi on a des suites strictement croissantes (nr)r, (pr)r telles que δnr,pr ≥ 3α/2
i.e. il existe pour tout r, tr tel que : φnr,pr(tr) ≥ α. Alors :

α ≤ ‖fx(tr + hnr)− fx(tr + hpr)‖ ≤ ρ

et quite à extraire, on peut trouver deux vecteurs U, V tels que fx(tr + hnr)→ U
et fx(tr + hpr)→ V , et ainsi α ≤ ‖U − V ‖ ≤ ρ.
Quite à extraire encore, on peut supposer que fx(.+ tr +hnr)r → z1 et fx(.+ tr +
hpr)→ z2 qui sont solutions d’équations zit+1 = Bi

t(z
i
t) avec α ≤ ‖z2

0 − z1
0‖ ≤ ρ. Il

est immédiat que B2 = B1, et puisque z2
0 6= z1

0 , il vient pour tout t, ‖z2
t−z1

t ‖ ≥ 2ρ,
ce qui est contradictoire.

Comme conséquence, on obtient une version discrète d’un énoncé de Favard.

Corollaire 5.4.3.7 Soit le système linéaire

xt+1 = Atxt + bt (5.9)

où A et b sont p.p. On suppose que pour tout Ξ dans l’enveloppe de A, le système :

xt+1 = Ξtxt

n’a que 0 comme solution bornée. Alors toute solution bornée de (5.9) est p.p.
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Démonstration. Il y a au plus une solution bornée, puisque la différence
entre deux solutions est une solution du système homogène : xt+1 = Atxt. Soit
(hn)n ∈ ZN tel que τhnA→ Ξ et C := lim τhnb. Chaque systéme

xt+1 = Ξtxt + Ct

a une solution bornée (cf 5.4.3.5, point 3) qui est unique donc séparée. Ainsi,
toute solution de (5.9) est p.p.

5.4.4 Résultats dans B2(Z,RN)

Théorème 5.4.4.1 (Un cas linéaire) Considérons l’équation d’Euler suivante :

Mtxt+1 + Λtxt +Mt−1xt−1 = Nt.

On suppose que (Λt)t, (Mt)t ∈ AP (Z,R) et (Nt)t ∈ AP (Z,RN) et qu’il existe
ε ∈ {−1, 1} et α > 0 tels que pour tout t ∈ Z, on ait : εΛt ≥ α. Alors (5.6)
a une unique solution p.p. B2(Z,RN) dès que l’une des conditions suivantes est
satisfaite :

1. ε = 1 et ‖(Mt)t‖`∞(Z) < inft∈Z Λt.

2. ε = −1 et ‖(Mt)t‖`∞(Z) < − supt∈Z Λt.

Démonstration. Cette équation est associée au Lagrangien :

Lt(x, y) := Λt | x |2 +2Mtx · y + 2Nt · x.

Changeant L en −L, on peut se ramener au cas où ε = 1. Choisissons α := inft Λt.
x est un point critique s’il satisfait :

(∀y ∈ B2(Z,RN)) a(x, y) = `(y)

où :
a(x, y) :=M{Λtxt · yt +Mt(xt · yt+1 + xt+1 · yt)}t

et :
`(y) := −2M{Nt · yy}t.

Par l’inégalité de Cauhy-Schwarz, on voit que a (resp. `) est une forme bilinéaire
(resp. linéaire) continue. Le lemme de Lax-Milgram prouve qu’il y a une et une
seule solution dès que a est elliptique.
On a :

a(x, x) ≥ αM{| xt |2}t − 2mM{| xt · xt+1 |}t
et puisque par l’inégalité de Cauchy-Schwarz on a :

M{| xt · xt+1 |}t ≤ ‖x‖2
2
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il vient :
a(x, x) ≥ (α−m)‖x‖2

2

d’où l’ellipticité puisque α−m > 0 par hypothèse.

Considérons maintenant les problèmes concaves coercifs.

Théorème 5.4.4.2 (Le cas concave coercif) Si le Lagrangien L satisfait (H2) ,
et les conditions suivantes :

1. Pour tout t ∈ Z, Lt est concave.

2. Il existe α, β ∈ R avec α+β > 0 et γ ∈ L1(bZ,R) tels que, pour tout t ∈ Z :

Lt(x, y) ≤ −
(
α | x |2 +β | y |2

)
+ γ(t).

Alors il existe une solution B2(Z,RN) p.p. de (5.6).

Démonstration. Par la proposition 5.4.1.4, on se ramène à la recherche
des maxima de J . Comme J(x) ≤ −(α + β)‖x‖2

2 + M{| γt |}t, il vient :
lim‖x‖2→+∞ J(x) = −∞. Soit σ := supx∈B2(Z,RN ) J(x). Puisque lim‖x‖2→+∞ J(x) =

−∞ et J est concave, on a σ < +∞. Pour tout n ≥ 1, il existe x(n) tel que
J(x(n)) ≥ σ − 1/n. Puisque lim‖x‖2→+∞ J(x) = −∞, (x(n))n est bornée dans
l’espace de Hilbert B2(Z,RN), elle admet une sous-suite faiblement convergente
(x(nk))k. Si x est la limite, comme J est concave, on a :

J(x) ≥ lim
k→+∞

J
(
(x(nk))k

)
= σ

et donc x ∈ Argmax(J).

On considère maintenant une équation assez générale avec des conditions de crois-
sance. On démontre un résultat pour une équation non linéaire dont la traduction
dans le cas linéaire redonne exactement la condition du corollaire 5.4.3.3. Pour ce
faire, on suit les démonstrations des théorèmes d’existence de solutions variation-
nelles faibles présentées dans le Chapitre 4. On considère désormais l’équation :

At(xt, ..., xt+p) = 0 (5.10)

où A : bZ× (RN)p+1 → RN satisfait les hypothèses suivantes :

(H5) D2A existe, et A et D2A sont de Caratheodory.

(H6) (At(0))t ∈ L2(bZ,RN) et (DAt(0))t ∈ L2(bZ,RN × RN).

(H7) Il existe c > 0 tel que pour tout t, At et DAt sont c−Lipschitziens, i.e. :
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• ∀(t, x, y) ∈ Z× RN × RN , |A(t, x)− A(t, y)| ≤ c|x− y|
• ∀(t, x, y) ∈ Z × RN × RN , ‖DAt(x) − DAt(y)‖L ≤ c|x − y| où ‖.‖L

désigne la norme d’opérateur de L(RN) associée à |.|.

(H8) ∃γ > 0, ∃s ∈ {0, ..., p}, ∃ε ∈ {−1, 1}, ∀v ∈ RN , ∀(t, α) ∈ Z× (RN)p+1 :

ε vTDs+1At(α)v ≥

(
γ +

∑
j 6=s

sup
(τ,β)

‖Dj+1Aτ (β)‖L

)
|v|2

où vT est la transposée de v.

Remarque 5.4.4.3 De (H6) et (H7), on en déduit en particulier qu’il existe
d ∈ L2(bZ,R) tel que :

∀(t, x) ∈ Z× RN , max{|A(t, x)|; ‖DAt(x)‖L} ≤ c|x|+ d(t).

Dans le reste de cette section, nous allons démontrer le théorème suivant :

Théorème 5.4.4.4 Sous les hypothèses (5.4.4), l’équation (5.10) a une solution
dans B2(Z,RN).

Quite à changer A en −A, on peut supposer que ε = 1, ce que l’on fait désormais.
On considère un b ∈ AP (Z,RN) auquel on associe l’équation :

At(xt, ..., xt+p) = bt. (5.11)

On définit φb : L2(bZ,RN)→ (L2(bZ,RN))′ par

φb(x) :=

[
v 7→

∫
bZ

(At(xt, ..., xt+p)− bt).vt+sdµbZ(t)

]
,

de sorte que (5.10) s’écrit φ0(x) = 0. On démontre en premier :

Proposition 5.4.4.5 Il existe C > 0 ne dépendant que de A tel que si φb(x) = 0
a une solution, alors pour tout b′ satisfaisant ‖b′ − b‖ ≤ C, l’équation φb′(x) = 0
a une solution.

Notons que si cette proposition est vraie, il en est de même du théorème. En
effet, soit une châıne (bj)0≤j≤p telle que b0 := (At(0))t, ‖bj+1− bj‖ ≤ C et bp := 0.

Par récurrence, toute équation φbj(x) = 0 a une solution, donc la dernière aussi.

Prouvons maintenant la proposition 5.4.4.5 ; pour cela, on a besoin des lemmes
suivants.

Lemme 5.4.4.6 φb est bien défini, continu et Gâteaux-differentiable.
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Démonstration. Puisque les (At)t sont uniformément Lipchiziens, l’opérateur
de Nemytskii NA satisfait NA(L2(bZ,RN)(p+1)) ⊂ L2(bZ,RN) et est continu (cf.
proposition 5.3.2.4) et donc φb est bien défini. Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz-
Buniakovski, il vient :

‖φb(x)− φb(y)‖2
L2′ ≤

∫
bZ
|At(xt, ...xt+p)− At(yt, ...yt+p)|2 dµbZ(t)

et puisque l’opérateur de Nemytskii est continu, le membre de droite tend vers 0
lorsque y → x.
Etudions maintenant la différentiabilité. Fixons x et considérons la forme bilinéaire

β(h, v) :=

∫
bZ

p∑
j=0

(Dj+1At(xt, ..., xt+p)ht+j).vt+sdµbZ(t).

Un candidat naturel à être la différentielle de Gâteaux est β(h, .). Considérons :

ξ(θ) :=

∥∥∥∥φb(x+ θh)− φb(x)

θ
− β(h, .)

∥∥∥∥
L2(bZ,RN )′

.

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz-Buniakovski, il vient :

ξ(θ)2 ≤
∫
bZ
ψ(θ, t)dµbZ(t)

où :

ψ(θ, t) :=

[
At(xt + θht)− At(xt)

θ
−

p∑
j=0

Dj+1At(xt, ..., xt+p)ht+j

]2

tend vers 0 lorsque θ → 0, et ψ(θ, t) est dominé par 8c2|ht|2 ∈ L1(bZ,R) par
l’inégalité de la moyenne. Ainsi, le théorème de Lebesgue permet de conclure.

Lemme 5.4.4.7 La différentielle de Gâteaux DGφb(x) est inversible pour tout
x, et il existe une constante M ne dépendant que de A telle que pour tout b, x,
on a ‖DGφ

−1
b (x)‖ ≤M.

Démonstration. Etant donné L ∈ (L2(bZ,RN))′, on cherche les h vérifiant
pour tout v l’équation β(h, v) = L(v). Puisque L est linéaire continue et β est
bilinéaire continue, on peut utiliser le théorème de Lax-Milgram. Notons pour
j 6= s, Mj := sup(τ,β) ‖Dj+1Aτ (β)‖L. On remarque que :

β(v, v) =

∫
bZ

p∑
j=0

(Dj+1Lt(xt, ..., xt+p)vt+j).vt+sdµbZ(t) ≥

∫
bZ
vTt+sDs+1At(xt, ..., xt+p)vt+sdµbZ(t)−

∑
j 6=s

Mj

∫
bZ
|vt+j|.|vt+s|dµbZ(t)
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par l’inégalité de Cauchy-Schwarz-Buniakovski dans RN et par définition de la
norme d’opérateur. Par (H4) et par l’inégalité de Cauchy-Schwarz-Buniakovski
dans L2(bZ,RN), on obtient :

β(v, v) ≥

(
γ +

∑
j 6=s

Mj

)∫
bZ
|vt+s|2dµbZ(t)−

∑
j 6=s

[
Mj

(∫
bZ
|vt+j|2dµbZ(t)

)1/2

(∫
bZ
|vt+s|2dµbZ(t)

)1/2
]

= γ‖v‖2
L

et puisque γ > 0, ceci donne l’ellipticité. Ainsi, DGφb(x) est inversible. Main-
tenant, si h = DGφ

−1
b (x)(L), on a :

γ‖h‖2 ≤ β(h, h) = L(h) ≤ ‖L‖ ‖h‖

et donc on peut poser M := γ−1.

Maintenant, on est en mesure de finir la démonstration de la proposition 5.4.4.5.
On applique la méthode de Newton comme dans le Chapitre 4. On prend pour
initialisation x(0) une solution de φb(x) = 0, et l’on note φ0 := ‖φb′(x(0))‖. Pour
appliquer le théorème il faut trouver r > 0 et β ∈]0, 1[ tels que 2cr ≤ β/M et
Mφ0/r ≤ 1−β. Par un calcul immédiat on voit que c’est possible si et seulement
si :

φ0 ≤ C :=
γ2

8c

où C ne dépend que de A. Mais, φ0 ≤ ‖b − b′‖, donc si on a ‖b − b′‖ ≤ C, on
peut trouver une solution à l’équation φb′(x) = 0.

Remarque 5.4.4.8 Considérons à nouveau le cas linéaire basique N = 1, i.e.
on considère l’équation :

p∑
j=0

ajxt+j = bt.

Alors (H5)-(H7) sont vérifiées et (H8) est exactement la condition donnée dans
5.4.3.3. En particulier, on voit que cette condition ne peut pas être renforcée en
supposant que γ ≥ 0 (cf. remarque 5.4.3.4).

Même si l’équation est une équation d’Euler, (H8) n’a a priori aucun lien avec
la concavité ou la convexité du lagrangien. Par exemple, considérons l’équation
avec N = 1 :

bxt−1 + (a+ c)xt + bxt+1 = dt

où a, b, c ∈ R et d est p.p., qui est une équation d’Euler pour le Lagrangien :

Lt(x, y) :=
ax2 + 2bxy + cy2

2
+ dtx.
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(H5)-(H7) sont vraies. Limitons nous à a > 0 et c > 0 et a 6= c. Si Lt est convexe
ou concave, alors ac − b2 > 0, donc pour que Lt soit ni convexe ni concave, on
impose |b| >

√
ac. De plus, D1At = D3At = b et D2At = a + c, donc on a (H8)

avec s = 2 si l’on impose a + c > 2|b|. Puisque 2
√
ac < a + c, il est possible de

prendre |b| ∈]
√
ac, a+c

2
] qui assure ce que l’on cherchait.
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Chapitre 6

Liens entre les problèmes de
contrôle périodiques et
presque-périodiques. Un principe
de Pontryagin dans un cadre
lagrangien

Dans ce chapitre, on s’intéresse au lien entre les problèmes de Contrôle Périodique
et de Contrôle presque-périodique. On s’intéresse en premier lieu au probème
suivant : {

Maximiser 1
τ

∫ τ
0
f0(t, x(t), u(t))dt

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t))

où l’on cherche des solutions (x, u) périodiques de période τ dans un espace
adéquat, et où la période τ est soit fixée (problème (PPPF), ou (PPPF(τ))
si l’on veut préciser la période), soit varie dans R+

∗ (problème (PPPV)) ou un
de ses sous-ensembles. L’étude de tels problèmes ainsi que leur motivation a fait
l’objet de nombreux articles et ouvrages (cf [40], [56], [60], [72] et leurs références).

Notons que le critère peut s’écrire sous une forme ne faisant pas apparâıtre ex-
plicitement τ . En effet, il peut s’écrire sous la forme :

M{f0(t, x(t), u(t))}t

Les problèmes déjà mentionnés rentrent donc dans la catégorie plus générale des
problèmes de Contrôle presque-périodiques (ou quasi-périodiques) dont une forme
est par exemple : {

Maximiser M{f0(t, x(t), u(t))}t
ẋ(t) = f(t, x(t), u(t))

où l’on cherche des solutions (x, u) presque-périodiques ou quasi-périodiques dans
un espace adéquat. Une première étude de ces problèmes, lorsque f est linéaire
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par rapport au couple (x, u) et f0 quadratique a déjà été faite par [42]. Ces
problèmes englobent les précédents, et l’on s’attend à avoir davantage de struc-
ture sur l’ensemble des solutions dans la mesure où l’on travaille désormais dans
un espace vectoriel (ce qui n’ést pas le cas de l’ensemble de toutes les fonc-
tions périodiques, même assujeties à certaines conditions de régularité). De plus,
l’étude des problèmes périodiques est justifiée par des considérations industrielles
d’accroissement de la production (cf [59]), et l’on s’attend naturellement à aug-
menter encore la valeur de l’optimum en augmentant la production.

Dans la suite, après avoir précisé davantage les problèmes, on étudiera les liens
entre les problèmes périodiques et quasi (presque-) périodiques dans le cas où f0

est concave et f affine par rapport au couple (x, u). Ensuite, on démontrera un
principe de Pontryagin dans un cadre hilbertien, comme le font [42] et [65], dans
un cas où f0 et f ne seront plus nécessairement autonomes, et où f0 sera seulement
supposée sous-quadratique. Enfin, on énoncera un théorème d’existence.

6.1 Présentation des problèmes

Dans toute la suite, on supposera que f est affine par rapport au couple (x, u),
donc de la forme :

f(t, x, u) = A(t).x+B(t).u+ b(t)

où pour tout t, A(t) est une matrice N ×N , B(t) est une matrice N ×M et b(t)
est un vecteur N × 1. Des hypothèses plus précises sur A, B et b seront précisées
ultérieurement.

6.1.1 Problèmes périodiques

La classe la plus générale que nous considérons est celle des problèmes non au-
tonomes : {

Maximiser 1
τ

∫ τ
0
f0(t, x(t), u(t))dt

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t))

où la période τ est soit fixée, soit variable ; on appellera ces problèmes (PPPF)
(problème périodique à période fixée), et (PPPV) (problème périodique à période
variable). Si l’on veut préciser la période τ dans un problème (PPPF), on
appellera le problème (PPPF(τ)). Quand f0 et f ne dépendent pas de t, on
parle de problème autonome.

Un premier cadre que nous étudierons est celui des problèmes hilbertiens, où on
cherche u dans L2([0, τ ],RM) ou un de ses sous-ensembles, et x dans l’espace des
fonctions H1([0, τ ],RN) qui vérifient x(0) = x(τ) (ce qui a un sens), espace que
l’on notera H1

τ ([0, τ ],RN). Cette étude hilbertienne est justifiée par le fait que
l’existence et la représentation des multiplicateurs est plus facile, et par le fait
que c’est le cadre adopté dans [42] et [65]. Notons que dans ce cadre, nous ferons
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l’hypothèse que f0 est de Carathéodory et qu’il existe c > 0 et d ∈ L1
loc(R,R) tels

que :

∀(t, x, u) ∈ R× RN × RM , |f0(t, x, u)| ≤ d(t) + c
(
|x|2 + |u|2

)
hypothèse qui combinée avec le caractère affine de f assurent l’existence, la con-
tinuité et la Fréchet-différentiabilité des opérateurs de Nemytskii construits sur
f0 et f . Le critère est donc lui-même Fréchet-dérivable comme composé de deux
tels opérateurs.

Dans la section 2, on se limitera au cas où f0 est concave et où u varie dans
tout L2. Les considérations que nous ferons sont valables dans d’autres cadres
(en fait, pour la plupart d’entre elles, dès que le théorème de Besicovitch est
valable dans l’espace de fonctions p.p. naturellement associé). A titre d’exemple,
nous donnerons un autre cadre, celui où u varie dans C0

τ ([0, τ ],RM) et x dans
C1
τ ([0, τ ],RM).

6.1.2 Problèmes presque-périodiques et quasi-périodiques

On suit de manière très fidèle la discussion précédente. Notant – sous réserve
d’existence – J l’opérateur :

J(x, u) :=M{f0(t, x(t), u(t))}t,

la classe la plus générale que nous considérons est celle des problèmes non au-
tonomes : {

Maximiser J(x, u)
ẋ(t) = f(t, x(t), u(t))

dont on cherche des solutions presque-périodiques (problème presque-périodique
nommé (PPP)) ou des solutions quasi-périodiques (problème quasi-périodique
nommé (PQP)). Quand f0 et f ne dépendent pas de t, on parle de problème
autonome.

Nous ne parlerons plus que du cadre presque-périodique, le cadre quasi-périodique
nous intéressant étant celui où le module de fréquences est fixé, et où l’on remplace
les espaces de fonctions p.p. par les espaces q.p. naturellement associés.

Un premier cadre que nous étudierons est celui des problèmes hilbertiens, où
on cherche u dans B2(R,RM) ou un de ses sous-ensembles, et x dans l’espace
B1,2(R,RN). A nouveau, cette étude hilbertienne est justifiée par le fait que
l’existence et la représentation des multiplicateurs est plus facile, et par le fait
que c’est le cadre adopté dans [42] et [65]. Notons que dans ce cadre, nous ferons
encore l’hypothèse que f0 est de Carathéodory et qu’il existe c > 0 et d ∈ B1(R,R)
tels que :

∀(t, x, u) ∈ R× RN × RM , |f0(t, x, u)| ≤ d(t) + c
(
|x|2 + |u|2

)
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hypothèse qui combinée avec le caractère affine de f assurent l’existence, la con-
tinuité et la Fréchet-différentiabilité des opérateurs de Nemytskii construits sur
f0 et f . Le critère est donc lui-même Fréchet-dérivable comme composé de deux
tels opérateurs.

Dans la section 2, on se limitera au cas où des problèmes autonomes, f0 concave
et où u varie dans tout B2. Toujours en supposant le problème autonome et f0

concave, en fait les considérations que nous ferons sont valables dans d’autres
cadres (en fait, pour la plupart d’entre elles, dès que le théorème de Besicovitch
est valable). A titre d’exemple, nous donnerons un autre cadre, celui où u varie
dans AP 0(R,RM) et x dans AP 1(R,RN).

6.1.3 Le problème statique

On appelera problème statique, noté (PS), le problème suivant :{
Maximiser M{f0(t, x̄, ū)}t
∀t, A(t)x̄+B(t)ū+ b(t) = 0

qui correspond à la recherche des solutions constantes de (PPPF), (PPPV) et
(PPP). C’est en fait un problème d’optimisation dans RN × RM .

6.2 Lien entre Problèmes de Contrôle Périodique

et Problèmes de Contrôle Presque-périodique

Dans toute cette section, on ne considère que les problèmes concaves en le critère
et rappelons que l’équation d’évolution est linéaire. Si (P) est l’un des problèmes
précédents, on note Val (P) sa valeur, i.e. le supremum du critère. On va
commencer par donner quelques résultats de structure, puis on étudiera le cas
autonome.

Avant tout, considérons un problème particulier pour discussion. Celui-ci mon-
tre effectivement que dans le cadre non autonome, la considération de problèmes
presque-périodiques est tout à fait pertinente. On se place dans le cadre hilber-
tien, mais la discussion est analogue pour un problème régulier. Fixons une
fonction x̂ ∈ B1,2(R,R) non périodique, et le problème non autonome suivant :{

Maximiser −M{(x− x̂)2}
ẋ = u

que nous résolvons dans chacun des cadres nous intéressant. L’unique solution du
problème presque-périodique est (x̂,∇x̂) qui réalise la valeur 0. Si l’on cherche
les solutions T -périodiques où T est fixé, on trouve (x̂T ,∇x̂T ) qui donne la valeur
strictement négative :

V (T ) = −
∑

λ∈R\TZ

|aλ(x̂)|2.
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Du fait que x̂ est non périodique, on peut trouver λ et µ vérifiant λ/µ /∈ Q et
aλ(x̂)aµ(x̂) 6= 0. Pour tout T > 0, on a au moins l’une des assertions λ /∈ TZ ou
µ /∈ TZ de sorte que si l’on note κ := min{|aλ(x̂)|2; |aµ(x̂)|2} > 0, on a :∑

λ∈R\TZ

|aλ(x̂)|2 ≥ κ

et donc :
sup
T
V (T ) ≤ −κ < 0

ce qui montre que la valeur de (PPPV) est strictement inférieure à celle de
(PPP).

Lemme 6.2.0.1 Nous avons pour tout τ > 0 :

Val((PPP)) ≥ Val((PPPV)) ≥ Val((PPPF)(τ)) ≥ Val((PS))

Démonstration. C’est immédiat en raison des inclusions des ensembles de
contraintes.

Proposition 6.2.0.2 L’ensemble des solutions de (PPP) est un convexe fermé.

Démonstration. Notons que la contrainte est linéaire continue, donc en parti-
culier si (xn, un) satisfont la contrainte pour tout n, λ(x1, u1) + (1− λ)(x2, u2) et
la limite de la suite (lorsqu’elle existe) satisfait la contrainte. Si de plus il s’agit
de maxima de J , f0 étant concave, il en est de même de J , donc :

J(λ(x1, u1) + (1− λ)(x2, u2)) ≥ λJ(x1, u1) + (1− λ)J(x2, u2) = M

où M est le maximum de J sur l’ensemble de contraintes. Ainsi, J(λ(x1, u1) +
(1− λ)(x2, u2)) = M , ce qu’il fallait démontrer. Si maintenant (xn, un)n est une
suite de maxima convergeant vers (x̄, ū), par continuité de J , on a :

J(x̄, ū) = lim
n→+∞

J(xn, un) = M

ce qui démontre l’assertion.

Désormais, nous passons à la considération des problèmes autonomes. Rappelons
que dans les cadres considérés, le théorème de Besicovitch est valable : si f est
AP 0(R,RM) (resp. B2(R,RM)), alors pour tout T > 0, la suite :(

1

n

n−1∑
j=0

τjTf

)
n≥1

converge dans AP 0(R,RM) (resp. B2(R,RM)) vers la T -périodifiée de f notée fT ,
qui correspond à la partie T−périodique du développement en série de Fourier
de f . L’ensemble des résultats à venir est basé sur le lemme suivant :
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Lemme 6.2.0.3 Pour tout (x, u) et tout T > 0, nous avons :

J(xT , uT ) ≥ J(x, u).

En particulier, si (x, u) est une solution de (PPP), il en est de même de (xT , uT )
pour tout T > 0.

Démonstration. Du fait de l’autonomie, nous avons pour tout s ∈ R :

J(τsx, τsu) = J(x, u)

ce que l’on applique avec s = jT pour j = 0 à n−1. Par concavité de J , il vient :

J

(
1

n

n−1∑
j=0

τjTx ,
1

n

n−1∑
j=0

τjTu

)
≥ J(x, u)

et par continuité de J , quand n→ +∞, le théorème de Besicovitch assure que :

J(xT , uT ) ≥ J(x, u)

et donc le lemme est valide.
On utilise un autre lemme :

Lemme 6.2.0.4 Pour toute fonction f ∈ AP 0(R,Rp) (ou B2(R,Rp)), on peut
trouver T > 0 tel que

TZ ∩Mod(f) = {0}.

Démonstration. Soit M le module des fréquences de f . Soit (ωn)n∈N∗ une
famille dénombrable génératrice de M en tant que Z-module, et soit

Mn := {k1ω1 + ...+ knωn , (k1, ..., kn) ∈ Zn}.

Mn est au plus dénombrable, et comme M = ∪n≥1Mn, on en déduit que M est
au plus dénombrable. Considérons une famille non dénombrable libre sur Z de
réels strictement positifs Ti, i ∈ I. Si la propriété annoncée est fausse, pour tout
i ∈ I, on peut trouver ki ∈ Z∗ tel que kiTi ∈ M. Si maintenant je prends i, j
dans I distincts, comme Ti/Tj /∈ Q, on a kiTi 6= kjTj, et par conséquent la famille
(kiTi)i∈I est une famille non dénombrable d’éléments deux à deux distincts de M ,
et on en déduit que M n’est pas dénombrable, ce qui est une contradiction. Par
conséquent, il existe T > 0 tel que :

TZ ∩M = {0}.

On en déduit la propriété particulière suivante :

Théorème 6.2.0.5 Pour les problèmes autonomes, nous avons :

Val((PPP)) = Val((PPPV)) = Val((PPPF)(τ)) = Val((PS))

pour tout τ > 0. De plus, l’un de ces problèmes a une solution si et seulement si
tous en ont une, que l’on peut choisir constante.
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Démonstration. Du fait de 6.2.0.1, il suffit de démontrer que :

Val((PS)) ≥ Val((PPP)).

Soit (x, u) arbitraire. On peut trouver un T > 0 tel que :

TZ ∩Mod(x, u) = {0}

et pour un tel T , (xT , uT ) est constant et vaut (M{x},M{u}). Du lemme 6.2.0.3,
on sait que J(xT , uT ) ≥ J(x, u) donc comme (M{x},M{u}) est constant, nous
avons bien Val((PS)) ≥ Val((PPP)). Notre argument montre en outre que si
l’un des problèmes a une solution, la moyenne de cette solution est solution de
tous les problèmes. Donc un problème a une solution si et seulement si chacun
en a une.

Remarque 6.2.0.6 Par exemple, lorsque −b /∈ ARN+BRM , aucun des problèmes
n’a de solution.

Corollaire 6.2.0.7 Si Sol(P) désigne l’ensemble des solutions d’un problème
(P), nous avons : Sol(PS)⊂ Sol(PPPF(τ))⊂ Sol(PPPV)⊂ Sol(PPP).

Démonstration. Montrons par exemple la première, les autres étant analogues.
Soit (x̄, ū) ∈ Sol(PS). On a :

J(x̄, ū) = Val((PS)) = Val((PPPF(τ))

et comme (x̄, ū) est admissible pour (PPPF(τ)), c’en est une solution.

Corollaire 6.2.0.8 Si f0 est strictement concave, les seules solutions de (PPP)
sont les constantes.

Démonstration. Notons en premier que si f ∈ AP (R,R) (ou f ∈ B2(R,R)),
est positive non identiquement nulle, on a : M{f} > 0. Par conséquent, on en
déduit que J est strictement concave puisque si λ ∈]0, 1[, on a :

λf0(x1, u1) + (1− λ)f0(x2, u2)− f0(λ(x1, u1) + (1− λ)(x2, u2)) < 0

et par conséquent :

M{λf0(x1, u1) + (1− λ)f0(x2, u2)− f0(λ(x1, u1) + (1− λ)(x2, u2))} < 0

d’où :

J(λ(x1, u1) + (1− λ)(x2, u2)) > λJ(x1, u1) + (1− λ)J(x2, u2).

Comme J est strictement convexe, le problème a au plus une solution qui est
donc nécessairement constante en vertu du théorème 6.2.0.5.
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Résultat 6.2.0.9 On suppose que l’un des problèmes (PPPV) ou (PPP) a
deux solutions (xi, ui) (i = 1, 2) avec (xi, ui) Ti−périodique non constante tel que
T2/T1 /∈ Q. Alors, si l’on pose x̄i := M{xi}, pour tout λ ∈ [0, 1], les fonctions
suivantes sont solutions de tous les problèmes pour lesquels elles sont admissibles :

• λ(x1, u1) + (1− λ)(x2, u2)

• λ(x̄1, ū1) + (1− λ)(x2, u2)

• λ(x1, u1) + (1− λ)(x̄2, ū2)

• λ(x̄1, ū1) + (1− λ)(x̄2, ū2).

En particulier, le problème (PPP) des solutions quasi-périodiques non périodiques.

Démonstration. Le premier a déjà été vu. Quand λ ∈]0, 1[, il fournit en
particulier une solution quasi-périodique non périodique. Pour les suivants, on
applique le lemme 6.2.0.3 avec successivement T = T2, T = T1 et T /∈ T1Q+T2Q.

6.3 Conditions nécessaires du premier ordre et

existence

On définit le Hamiltonien du problème H : R× RN × RM × R× RM → R par :

H(t, x, u, λ0, p) := λ0f0(t, x, u) + p.f(t, x, u)

On considère le problème (PPP) dans le cas où (x, u) varie dans B1,2(R,RN)×K,
où K est un convexe non vide de B2(R,RM). Dans la première sous-section, on
se limite au cas où K = B2(R,RM), et l’on étudie le problème général dans la
seconde.

6.3.1 Le cas K = B2(R,RM)

On énonce un principe sans condition de qualification puis on donne une condition
suffisante pour que le multiplicateur du critère soit non nul.

Théorème 6.3.1.1 (Pontryagin faible). Soit (x̄, ū) une solution de (PPP).
Alors il existe (λ0, p) ∈ R×B1,2(R,RM) non tous nuls tel que soient satisfaites :

1. ∇x̄ ∼2 Hp(., x̄, ū, λ0, p)

2. ∇p ∼2 −Hx(., x̄, ū, λ0, p)

3. Hu(., x̄, ū, λ0, p) ∼2 0
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Démonstration. La première condition est en fait l’équation d’évolution.
Posons :

G(x, u) := f(., x, u)−∇x

qui est défini de B1,2(R,RN) × B2(R,RM) vers B2(R,RN). Compte tenu des
hypothèses sur f0 et f , les résultats de différentiabilité des opérateurs de Nemyt-
skii assurent que J et G sont Fréchet-dérivables et par conséquent la condition
nécessaire du premier ordre s’écrit :

∃(λ0,Λ) ∈ (R×B2(R,RM)′) \ {0}, λ0J
′(x̄, ū) + Λ ◦G′(x̄, ū) = 0.

Explicitons. B2(R,RM) étant identifiable à son dual, Λ se représente par un
p ∈ B2(R,RM) et (λ0,Λ) non tous nuls équivaut à (λ0, p) non tous nuls. De plus,
on peut calculer les Fréchet-dérivées de J et G. Désignant par (h, k) un élément
générique de B1,2(R,RN)×B1,2(R,RM), les expressions des dérivées sont :

J ′(x, u).(h, k) =M{D2f0(., x, u).h+D3f0(., x, u)k}

G′(x, u).(h, k) = D2f(., x, u).h+D3f(., x, u).k −∇h.

Reportons dans la condition nécessaire du premier ordre. Faisant successivement
k = 0 puis h = 0, on obtient les deux équations :

∀h ∈ B1,2(R,RN), M{λ0D2f0(., x̄, ū).h+ p.(D2f(., x̄, ū).h−∇h)} = 0

∀k ∈ B2(R,RM), M{λ0D3f0(., x̄, ū).k + p.(D3f(., x̄, ū).k)} = 0.

Introduisant la notation H, ces équations s’écrivent :

∀h ∈ B1,2(R,RN), M{Hx(., x̄, ū, λ0, p).h− p.∇h)} = 0

∀k ∈ B2(R,RM), M{Hu(., x̄, ū, λ0, p).k)} = 0.

La seconde équation donne Hu(., x̄, ū, λ0, p) ∼2 0 et la première, en utilisant
BLOT... montre que p ∈ B1,2(R,RM) et que ∇p ∼2 −Hx(., x̄, ū, λ0, p).

On donne maintenant une condition permettant de prendre λ0 = 1.

Proposition 6.3.1.2 Si de plus l’une des conditions suivantes est satisfaite, on
peut prendre λ0 = 1 dans le théorème précédent.

(C1) L’application (h, k) 7→ A(.).h+B(.).k−∇h est une surjection de B1,2(R,RN)×
B2(R,RM) vers B2(R,RN).

(C2) Pour tout ζ ∈ B2(R,RN), il existe h ∈ B1,2(R,RN) tel que :

−∇h+ Ah ∼2 ζ.

(C3) A est constante et n’a pas de valeur propre imaginaire pure.
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Démonstration. Comme G′(x̄, ū).(h, k) = A(.).h + B(.).k − ∇h, la condition
(C1) est en fait la condition habituelle. Montrons que l’on a :

(C3)⇒ (C2)⇒ (C1)

ce qui permettra de conclure.
(C3) ⇒ (C2). Par trigonalisation, on se ramène immédiatement au cas N = 1.
Notons (ζλ)λ la famille des coefficients de Fourier de ζ, et cherchons à résoudre :

−∇h+ θh ∼2 ζ

où θ = θ1 + iθ2, θi ∈ R, θ1 6= 0. Si (hλ)λ sont les coefficients de Fourier de h, ils
satisfont nécessairement :

hλ =
ζλ

θ − iλ
.

Il s’agit de coefficients de Fourier d’une fonction B1,2(R,RN) si et seulement si :∑
λ

(1 + λ2)|hλ|2 < +∞.

Or (1 + λ2)|hλ|2 = ψ(λ)|ζλ|2 où :

ψ(λ) =
1 + λ2

θ2
1 + (θ2 − λ)2

qui comme θ1 6= 0, est une fonction définie continue sur R tendant vers 1 à l’infini
donc bornée par une constante C > 0. Il vient donc :∑

λ

(1 + λ2)|hλ|2 ≤ C‖ζ‖2

d’où le résultat.
(C2)⇒ (C1). Il suffit de prendre (h, 0).

6.3.2 Cas où K est convexe quelconque

Dans toute cette sous-section, nous supposons que l’une des conditions de la
proposition 6.3.1.2 est satisfaite, ainsi que l’hypothèse suivante :

∃(x̂, û) ∈ B1,2(R,RN)× IntK, A.x̂+B.û+ b = 0.

Théorème 6.3.2.1 (Pontryagin faible). Sous cette hypothèse, si (x̄, ū) est
une solution optimale, alors il existe p ∈ B1,2(R,RM) non nul tel que soient
satisfaites :

1. ∇x̄ ∼2 Hp(., x̄, ū, 1, p)

2. ∇p ∼2 −Hx(., x̄, ū, 1, p)
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3. Hu(., x̄, ū, 1, p) ∈ NK(ū)

où NK(ū) est le cône normal à K en ū.

Démonstration. Reprenons les notations de la démonstration du théorème
6.3.1.1. Grâce à la condition de qualification, nous savons que :

0 ∈ Int((B1,2 ×K)−G−1(0))

où nous abrégons un peu les notations. En effet, il existe r > 0 tel que si |δu| < r,
on ait û+ δu ∈ K et alors pour tout δx, on a :

(δx, δu) = (x̂+ δx, û+ δu)− (x̂, û) ∈ (B1,2 ×K)−G−1(0)

D’après [4] ((51) p.57), on en déduit que :

N(B1,2×K)∩G−1(0) = N(B1,2×K) +NG−1(0).

De plus :

N(B1,2×K) = NB1,2 ×NK = {0} ×NK

et comme (C1) est valide :

NG−1(0)(x̄, ū) = KerG′(x̄, ū).

La condition nécessaire de ce problème est :

DJ(x̄, ū) ∈ N(B1,2×K)∩G−1(0)(x̄, ū)

qui devient donc ici :

DJ(x̄, ū) ∈ NB1,2×K(x̄, ū) +NG−1(0)(x̄, ū)

c’est-à-dire qu’il existe Λ ∈ (B2(R,RM))′ tel que :

DJ(x̄, ū) + Λ ◦DG(x̄, ū) ∈ {0} ×NK(ū)

ce qui donne les conditions souhaitées en raisonnant comme dans le théorème
6.3.1.1.

6.4 Un résultat d’existence

On en vient maintenant à un cadre d’existence d’une solution optimale. On
suppose toujours que l’on cherche (x, u) dans B1,2(R,RN) × K, où K est un
sous-ensemble convexe non vide de B2(R,RM) que l’on suppose de plus fermé.
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Théorème 6.4.0.2 On suppose qu’il existe α ∈ B1(R,R) et β ∈ R+
∗ tels que :

∀(t, x, u) ∈ R× RN × RM , f0(t, x, u) ≤ α(t)− β(|x|2 + |u|2).

Alors le problème (PPP) admet au moins une solution.

Démonstration. On note Γ = G−1(0). On cherche donc à maximiser J sur Γ
qui est fortement et faiblement fermé puisque la contrainte est linéaire continue.
Soit (xn, un)n une suite maximisante, qui vérifie pour tout n, (xn, un) ∈ Γ∩K et
J(xn, un) ≥M − 1/n où M est le supremum de J sur Γ. On vérifie tout d’abord
que (xn, un)n varie dans un borné de B1,2(R,RN) × B2(R,RM). En effet, si ce
n’était pas le cas, il existerait une sous-suite telle que ‖xφ(n)‖2

1,2 +‖uφ(n)‖2 → +∞
quand n → ∞. Ceci implique que ‖xφ(n)‖2 + ‖uφ(n)‖2 → +∞ quand n → ∞
puisque de la contrainte, on a la majoration :

‖∇xφ(n)‖ ≤ ‖A‖.‖xφ(n)‖+ ‖B‖.‖uφ(n)‖+ ‖b‖.

On en déduit que :

J(xφ(n), uφ(n)) ≤M{α} − β
(
‖xφ(n)‖2 + ‖uφ(n)‖2

)
et donc limn→+∞ J(xφ(n), uφ(n)) = −∞, ce qui est contradictoire. Par conséquent,
(xn, un)n varie dans un borné deB1,2(R,RN)×B2(R,RM), et a donc une sous-suite
faiblement convergente vers un (x̄, ū). Puisque G est linéaire continue, (x̄, ū) ∈ Γ
et puisque K est convexe fortement fermé, il est faiblement fermé de sorte que
(x̄, ū) ∈ K et puisque J est faiblement s.c.s. car concave, J(x̄, ū) ≥M donc vaut
en fait M .
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Chapitre 7

Oscillations en économie

Ce chapitre présente quelques jalons pour l’étude des oscillations en économie.
Il s’agit d’un chapitre introductif à une étude ultérieure. Après avoir présenté
quelques considérations d’ordre général, nous introduisons un modèle économique
simple issu du modèle de Tobin, qui a pour but de montrer que de petites oscil-
lations des exogènes autour de leur tendance peuvent parfois avoir un effet bien
précis sur les endogènes indépendant de la forme de l’oscillation.

7.1 Pourquoi s’intéresser aux ocillations et aux

phénomènes presque-périodiques ou quasi-

périodiques en économie ?

Evolution des séries temporelles. Depuis longtemps, la science économique
s’est attachée à décrire et expliquer les évolutions temporelles des grandeurs.
Selon [66], une série temporelle (ou série chronologique) est en général composée
de plusieurs facteurs parmi lesquels on retrouve :

• une tendance

• un mouvement saisonnier (donc périodique par définition)

• un cycle, qui est un mouvement d’allure ”quasi-périodique” (au sens courant,
et non au sens vu dans cette thèse), lié aux fluctuations de l’activité économi-
que

• des fluctuations accidentelles

Les termes de fluctuations et de cycles sont des concepts non clairement définis
en économie. D’ailleurs, certains auteurs les considèrent comme synonymes, alors
que d’autres non. Disons simplement qu’il y a fort vaguement l’idée d’évolutions
non monotones. Notons que souvent, les méthodes employées pour extraire la
saisonnalité d’une série temporelle sont plus ou moins expérimentales. Par ex-
emple, la méthode utilisant les moyennes mobiles couramment utilisées par les
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grands organismes de prévision emploie deux moyennes mobiles. Si le choix de
la première est justifiée par un critère scientifique, la seconde ne l’est pas et est
uniquement employée car on a constaté empiriquement qu’elle lisse bien.
Une politique économique, pour être efficace, doit tenir compte, et par conséquent
comprendre, les fluctuations. Dans l’exemple tiré de [66] de la série de l’indice
trimestriel de la production textile de 1948 à 1967 (série corrigée des variations
saisonnières), on constate grâce au périodogramme des fréquences que d’autres
périodes que la période annuelle composent la série. Il y a donc superposition de
phénomènes périodiques expliquant une grande part des évolutions autour de la
tendance. Même si tous les rapports des périodes sont tous rationnels (auquel cas
on a en théorie un mouvement périodique), il se peut que la période commune
soit très grande par rapport à la longueur de l’intervalle d’étude. Dans ce cas, il
pourra être judicieux d’approcher certaines périodes par d’autres de sorte à expli-
quer très convenablement ces oscillations par une fonction quasi-périodique dont
les inverses des fréquences de base sont en rapport avec la longueur de l’intervalle
considéré. Un autre cadre analogue est celui de la production de biens agricoles
ou se superposent des cycles cours (saisonnalités) avec des mouvements fluctu-
ants de plus grande périodes (très supérieures à l’année). Toujours est il que l’on
voit qu’apparaissent naturellement et dans différentes situations des phénomènes
périodiques ou quasi-périodiques dans une explication convenable des fluctua-
tions.

Les travaux de M. Allais. On doit à Maurice Allais ([1]) une très profonde
réflexion sur le hasard et sa modélisation. Beaucoup de phénomènes parais-
sent imiter le hasard. Pour autant, leur évolution est-elle due au hasard ? M.
Allais apporte de nombreux éléments de réflexion. C’est ainsi que les modèles
mathématiques de la théorie des probabilités ne connaissent pas le hasard. Ils sont
basés sur la répartition fréquentielles des résultats possibles et sur de l’analyse
combinatoire. On est alors en mesure de reformuler le théorème central limite
dans une formulation purement déterministe :

Théorème 7.1.0.3 Considérons des variables fréquentielles xi de moyenne mi

et d’écart type σi. Posons :

M` := x1 + ...+ x`

Σ` :=
√
σ2

1 + ...+ σ2
` .

Si :

lim
`→+∞

1

Σ`

(∑̀
j=1

|xj −mj|3
)1/3

= 0

alors

lim
N,`→+∞

Freq

{
n ∈ {0, ..., N} :

X(n)−M`

Σ`

≤ u

}
=

1

2π

∫ u

−∞
e−t

2/2dt.
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A titre d’application, il donne un théorème central limite où les xi sont périodiques
de périodes incommensurables. Ainsi, X` est quasi-périodique. Les fonctions p.p.
peuvent donc (asymptotiquement) imiter le hasard. Il donne ensuite trois exem-
ples de séries (avec ` fini) pour lesquelles on accepterait pourtant l’hypothèse que
les valeurs sont issues d’une loi normale. L’une d’entre elles simule de plus un
échantillon qui semble non corrélé, tandis qu’une autre est remarquable puisque
` vaut 13 (seulement !) et que cet exemple est issu d’un phénomène physique.
Certaines de ces séries semblent aussi bien corrélées que celles issues d’un proces-
sus autorégressif.
A titre d’illustration est tracée sur [−100, 100] ci-après le graphe de la fonction f
définie par : f(x) :=

sin(x− 0.12) + sin(πx+ 0.245) + sin(γx+ 0.7813) + sin(
√

2x+ 4.5278) + sin(
√

17x)

5

qui est donc une fonction quasi-périodique. Le rapport de la longueur de l’intervalle
divisé par la plus grande période vaut environ 48.5 et est donc très supérieur à
1. En centrant et réduisant les valeurs f(k), pour k entier dans {−100, ..., 100},
on a effectué un test d’adéquation du χ2 à une loi N(0, 1). Les classes retenues
ont pour bornes -1.6, -1, -0.6, -0.2, 0.2, 0.6, 1, 1.6. On accepte au seuil de 5%
l’hypothèse selon laquelle cette distribution est normale (12.6¡16.9).

Les théories économiques expliquant les cycles. L’un des premiers modèles
dynamiques s’attachant à expliquer l’évolution de certaines variables économiques
de manière périodique est dû à Goodwin. Il propose un modèle économique
dont l’évolution est régie par les équations de Lotka-Volterra, qui entrâınent
une évolution périodique. D’autres modèles montre l’existence dans certains cas
de telles dynamiques sur des problèmes économiques standards (cf [58]). Les
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théories dites des cycles proposent des relations qui aboutissent à des équations
aux différences ou différentielles linéaires. On sait bien par exemple que pour une
équation aux différences linéaire dont les valeurs caractéristiques sont simples, on
peut écrire la solution sous la forme :

p∑
j=1

eρjt

(
nj∑
k=1

ak cos(ωj,kt) + bk sin(ωj,kt)

)

avec les ρj deux à deux distincts. On a donc une somme de p termes qui
sont des produits d’exponentielles (qui sont des tendances) par des polynômes
trigonométriques (que l’on peut voir comme les oscillations). Si pour un indice
j, on a nj ≥ 2, il y a toutes les chances (par exemple au sens de la mesure) que
le polynôme trigonométrique (décrivant l’oscillation) soit quasi-périodique non
périodique. Dans le modèle à générations imbriquées en temps continu présenté
dans [44], l’évolution du prix est aussi de cette forme.
D’autres modèles à générations ou à agents à durée de vie infinie en temps discret
ou continu se sont attachés à expliquer de manière optimale l’apparition de cy-
cles. A côté de résultats théoriques très forts [30], [69] faisant apparâıtre n’importe
quelle politique optimale h comme solution d’un problème néoclassique (mais où
l’utilité dépend fortement de h), d’autres modèles ([6]) ont montré à l’aide du
théorème de Hopf que certaines situations monosectorielles font apparâıtre des
dynamiques périodiques. Il est alors très raisonnable d’imaginer que leurs versions
multisectorielles pourront faire apparâıtre des dynamiques quasi-périodiques.

7.2 Oscillations dans le modèle de Tobin

On se place dans le modèle de Tobin (cf. [81]) où le critère à maximiser pour la
firme est la valeur actualisée du profit :

V (K,N, K̇) :=

∫ +∞

0

e−rt
[
p(t)Ft(K,N)− w(t)N − p(t)(K̇ + δK)

]
dt

où ici exceptionnellement la fonction de production F peut dépendre de t, et où
N, K, p, w désignent respectivement le travail employé, le capital employé, le
prix du bien produit et la rémunération du travail. On supposera les évolutions de
p et w exogènes, ce qui est donc un raisonnement d’équilibre partiel. Les valeurs
initiales des stocks de capital et de travail sont fixées et notées respectivement
K0, L0.

Dans le modèle standard, on suppose qu’il existe trois constantes p0, w0, π stricte-
ment positives telles que :

p(t)/p0 = w(t)/w0 = eπt.
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On peut d’ailleurs toujours se ramener au cas où p0 = 1 par le choix du numéraire.
Ici, on va par exemple supposer que p0 peut subir de petites oscillations autour
de 1. On postulera une forme :

p0(t) = 1 + εφ(t)

où φ ∈ AP 1(R,R) est de moyenne nulle, de norme 1 (c’est-à -dire que ‖φ‖∞ +
‖φ̇‖∞ = 1)1 et ε est petit (précisé plus tard).

Quant à la fonction de production, nous supposerons pour simplifier les calculs
et les rendre explicites que c’est une fonction de production de Cobb-Douglas de
la forme :

Ft(K,L) = θ(t)KαNβ

avec 0 < α, β < 1 et où t 7→ θ(t) est une fonction p.p. à valeurs strictement
positives de moyenne 1 (ce qui n’est pas resctrictif). On notera ρ := α + β le
rendement (on parle de rendements décroissants, constants ou croissants selon
que ρ < 1, ρ = 1, ρ > 1). Dans le cas usuel, θ est une fonction constante, et ici
on s’autorise à modéliser des imperfections du modèle ou une évolution cyclique
de la production à capital et travail donnés.

Il est nullement nécessaire pour la suite de ce que l’on va faire de supposer les
évolutions de θ et p0 presque-périodiques. Par exemple, concernant p0, on a besoin
en réalité que p0 soit BC1 et que p0, p2

0, ṗ0
2 admettent une moyenne. Supposer

p0 presque-périodique est bien entendu une condition suffisante non nécessaire
qui est ni trop particulière (supposer p0 périodique serait trop restrictif) ni trop
générale (donc ce choix a un sens économique clair).

7.2.1 Les conditions nécessaires du premier ordre

Comme dans [81], on travaille directement sur les conditions nécessaires du pre-
mier ordre sans se préoccuper de l’existence d’une solution. Soit γ := r + δ − π
qui est supposé être strictement positif. Les conditions nécessaires d’optimalité
du premier ordre donnent : {

∂Ft
∂N

= w0

p0(t)
∂Ft
∂K

= γ + ṗ0(t)
p0(t)

Ces équations sont issues des équations d’Euler-Lagrange des problèmes varia-
tionnels en horizon infini. Ici, compte tenu de la forme spécifiée de la fonction de
production, ces conditions deviennent :{

βθ(t)KαNβ−1 = w0

p0(t)

αθ(t)Kα−1Nβ = γ + ṗ0(t)
p0(t)

1Les raisons du choix de la normalisation en norme 1 apparâıtrons plus tard.
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ce qui donne immédiatement le capital par tête :

k := K/N =
αw0

βγ
.

1

p0 + γ−1ṗ0(t)
.

Si l’on note k̄ := αw0

βγ
qui est le capital par tête quand il n’y a pas d’oscillations,

on a :

k = k̄.
1

p0 + γ−1ṗ0(t)
.

L’évolution du capital par tête est donc indépendante de θ. Supposons de plus
que les rendements soient non constants (ρ 6= 1), on peut déterminer K et N .
Désignant par N̄ et K̄ les valeurs de N et K lorsqu’il n’y a pas d’oscillations, on
a : (

N

N̄

)ρ−1

=
(p0 + γ−1ṗ0)α

p0

(t)
1

θ(t)
, N̄ρ−1 =

(
w0

β

)1−α (γ
α

)α
et : (

K

K̄

)ρ−1

=
(p0 + γ−1ṗ0)1−β

p0

(t)
1

θ(t)
, K̄ = N̄ k̄.

On voit sur ces formules que dans ce cas explicite, l’évolution des variables est
le produit de l’évolution naturelle qui est une tendance par des oscillations, que
l’on aurait pu négliger au premier abord.

7.2.2 Evolution quand uniquement p0 varie

Ici on suppose que θ(t) = 1 pour tout t et ε > 0. Par commodité, on introduit
ψ := φ + γ−1φ̇, et l’on utilisera que : M{φφ̇} = 0, M{φψ} = ‖φ‖2 où ‖..‖
désigne la norme hilbertienne de M2. On utilisera enfin que lorsque φ parcourt
AP 1(R,R) \ {0}, alors ‖ψ‖/‖φ‖ parcourt [1,+∞[. En effet, le numérateur vaut√
‖φ‖2 + γ−2‖φ̇‖2 d’où la minoration, et toutes les valeurs sont atteintes comme

on le voit en considérant les fonctions φλ(t) := sin(λt) (λ > 0) pour lesquelles le
rapport vaut

√
1 + (λ/γ)2.

Calculs heuristiques

Sans nous préoccuper pour l’instant de la justification, livrons-nous à un petit
calcul heuristique. On a :

k(t)

k̄
=

1

1 + εψ(t)
' 1− εψ(t) + ε2ψ2(t)

en considérant comme négligeables les termes d’ordre au moins 3 en ε. Si nous
prenons la moyenne, nous obtenons :

M{k}
k̄
− 1 ' ε2‖ψ‖2 > 0
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donc ces calculs heuristiques semblent montrer qu’indépendamment de la forme
des oscillations, si celles-ci sont suffisamment petites, l’effet sur le capital par tête
des oscillations de p0 est toujours positif. Bien-sûr, cela demande à être précisé,
puisque il se peut que la condition de petitesse sur ε dépendent de certaines
valeurs relatives à ψ.

On passe maintenant à l’étude des variations de N/N̄ et K/K̄. Dans les deux
cas, on est amené à regarder des termes de la forme :

(1 + εψ)
λ
/
ρ−1(1 + εφ)−

1
ρ−1

où λ ∈]0, 1[ vaut α dans le cas de N et 1−β dans le cas de K. Le développement
d’ordre 2 de cette expression est :

1 +
ε

ρ− 1
(λψ − φ) +

ε2

2(1− ρ)2

[
λ(λ− ρ+ 1)ψ2 + ρφ2 − 2λφψ

]
+ o(ε2)

à t fixé. Prenant la moyenne des deux membres, en négligeant les termes d’ordre
au moins égaux à 3 en ε, et posant T := (‖ψ‖/‖φ‖)2, on trouve :

M{(1 + εψ)
λ
/
ρ−1(1 + εφ)−

1
ρ−1 − 1} =

ε2

2(1− ρ)2
‖φ‖2 [λ(λ− ρ+ 1)T + (ρ− 2λ)] .

Désignons par Φλ(T ) l’expression entre crochet. Le membre de gauche est du
signe de Φλ(T ), qui est un polynôme du premier degré. Lorsque Φλ(T ) garde
un signe constant quand T parcourt [1,+∞[, on peut dire que le membre de
droite à un signe bien déterminé indépendamment de l’oscillation. Dans le cas
contraire, nous parlerons d’effet contrasté. Tout le problème dans l’interprêtation
est de savoir si le signe du second membre est significatif indépendamment de
l’oscillation pour l’évolution exacte ; nous y reviendrons plus tard.

Commençons par étudier le cas de N , c’est-à-dire que l’on prend λ = α. Dans ce
cas, le terme devant T vaut α(1−β) > 0 et la valeur en 1 de Φα est β(1−α) > 0.
On peut donc en conclure que des petites oscillations sur p0 semblent toujours
augmenter le niveau de l’emploi.
Passons maintenant au cas de K, c’est-à-dire que l’on prend λ = 1− β. Le terme
devant T est (1− β)(2(1− β)− α), et il est strictement positif si et seulement si
α < 2− 2β. La valeur en 1 est β(α+ 2β − 1) et elle est strictement positive si et
seulement si α > 1− 2β. Puisque 1− 2β < 2− 2β, on a en fait une configuration
assez simple :

• si 1−2β ≤ α ≤ 2−2β, le terme du second ordre est toujours positif ou nul.

• sinon, le signe est contrasté.
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Justifications des calculs antérieurs

Pour pouvoir en déduire réellement quelque chose sur l’effet sur les endogènes
de l’économie, il faut préciser dans quelle mesure la petitesse de ε dépend de φ.
Commençons par k. La formule de Taylor permet d’écrire pour tout u ∈]− 1, 1[ :

∣∣(1 + u)−1 − (1− u+ u2)
∣∣ ≤ u3

6
sup
ζ∈[0,u]

1

|1 + ζ|4
.

Or |1 + ζ|4 ≥ (1− |u|)4 ≥ 1/16 pourvu que |u| ≤ 1/2. Ainsi, si ε ∈ [0, 1
2‖ψ‖∞ ], on

a pour tout t ∈ R :∣∣(1 + εψ(t))−1 − (1− εψ(t) + ε2ψ(t)2)
∣∣ ≤ 8/3 ε3|ψ(t)|3

Quand on passe aux moyennes, on a donc :∣∣∣∣M{k}k̄
− 1− ε2‖ψ‖2

∣∣∣∣ ≤ 8/3 ε3M{|ψ|3}

et donc le signe obtenu est vrai pourvu que :

8/3 ε3M{|ψ|3} < ε2‖ψ‖2

c’est-à-dire pour :

ε <
3‖ψ‖2

8M{|ψ|3}
.

De plus, comme :

‖ψ‖2 = lim
T→+∞

1

T

∫ T

0

|ψ(t)|2dt ≥ lim
T→+∞

1

T

∫ T

0

|ψ(t)|2 |ψ(t)|
‖ψ‖∞

dt =
M{|ψ|3}
‖ψ‖∞

,

la condition précédente est assurée dès que :

ε <
3

8‖ψ‖∞
.

Comparant les deux conditions obtenues, on en conclut que le calcul est vrai
indépendamment de ψ (ou φ) pourvu que :

ε <
3

8‖ψ‖∞
.

On voit donc dans quelle mesure le résultat est indépendant de la forme de
l’oscillation. Comme ‖φ‖C1 = 1, on a ‖ψ‖∞ ≤ 1

min{1,γ} , donc la condition sur
ε est impliquée par la suivante :

ε ∈ [0, 3/8 min{1, γ}[
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qui revêt une forme tout à fait agréable ! Une fois choisie la normalisation de φ
comme étant ‖φ‖C1 = 1 (ce qui est toujours possible), la condition de petitesse
sur ε est indépendante de φ.

On passe maintenant au cas de N et K. Pour traiter les deux à la fois, on note :
s1 := λ/(ρ − 1), s2 := −1/(ρ − 1), T1 := (1 + εψ)s1 , T2 := (1 + εφ)s2 . On doit
donc comparer le produit T1 T2 à son développement limité. On ne cherchera pas
à être minimal dans nos calculs.
On se place dans le cas où ε‖ψ‖∞ ≤ 1/2, ce qui implique ε‖φ‖∞ ≤ 1/2 puisqu’une
application du principe d’Ekeland donne ‖ψ‖∞ ≥ ‖φ‖∞. On note :

Cs := max{(1/2)s; (3/2)s}, Ds :=
|s(s− 1)(s− 2)|

6
Cs−3.

Une application de la formule de Taylor montre que si |u| ≤ 1/2, on a :∣∣∣∣(1 + u)s −
(

1 + su+
s(s− 1)

2
u2

)∣∣∣∣ ≤ |s(s− 1)(s− 2)|
6

sup
ζ∈[0,u]

|1+ζ|s−3|u|3 ≤ Ds|u|3.

Notons T̂i le développement limité de Ti. On a, en majorant le dernier |T1 − T̂1|
par Ds1/8 :

|T1.T2 − T̂1T̂2| ≤ |T1 − T̂1| |T2|+ |T2 − T̂2|(|T1|+Ds1/8).

Utilisant la formule de Taylor et |T1| ≤ Cs1 , on trouve :

|T1.T2 − T̂1T̂2| ≤ ε3
(
Ds1Cs2|ψ|3 +Ds2(Cs1 +Ds1/8)|φ|3

)
.

De plus, les termes négligés dans le produit des développements limités sont ceux
d’ordre 3 et 4 en ε. L’erreur commise en comparant le produit des DL et le DL
du produit est donc majorée par :

ε3
[
|s1s2(s2 − 1)/2| |φψ2|+ |s2s1(s1 − 1)/2| |φ2ψ|+ ε|s1(s1 − 1)s2(s2 − 1)/4| |φ2ψ2|

]
.

On majore le dernier ε par 1
2‖ψ‖∞ . L’erreur totale en comparant T1T2 à son

développement limité est donc :

ε3
[
Ds1Cs2|ψ|3 +Ds2(Cs1 +Ds1/8)|φ|3 + |s1s2(s2 − 1)/2| |φψ2|+ |s2s1(s1 − 1)/2| |φ2ψ|+

|s1(s1 − 1)s2(s2 − 1)|
8‖ψ‖∞

|φ2ψ2|
]

que l’on peut majorer par :

Cε3
(
|φ3|+ |ψ3|+ |φψ2|+ |ψφ

2|
2

+
|φ2ψ2|
2‖ψ‖

)
≤ Cε3

(
|φ3|+ |ψ3|+ |φψ2|+ |ψφ2|

)
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où C > 0 est une constante explicite ne dépendant que des si (donc de α et β).
Rappelons que le terme significatif était de la forme :

a‖ψ‖2 + b‖φ‖2

avec a > 0, a+ b > 0 (à l’intérieur du domaine). Or :

M{ε3
(
|φ3|+ |ψ3|+ |φψ2|+ |ψφ2|

)
} ≤ 2‖ψ‖∞(‖ψ‖2 + ‖φ‖2) ≤ 4‖ψ‖∞‖ψ‖2

donc notre résultat est significatif pourvu que :

ε <
1

4C‖ψ‖∞
(a+ bU)

où U := (‖φ‖/‖ψ‖)2 parcourt ]0, 1]. Or sur [0, 1], U 7→ a + bU ne s’annule pas,
donc est minoré par une constante strictement positive λ. Utilisant encore que
‖ψ‖−1

∞ ≥ min{1; γ}, on a finalement la condition :

ε <
min{1, λ/2C}

2‖ψ‖∞
= min{1, λ/2C}min{1, γ}/2.

A nouveau, cette condition revêt une forme agréable (C, a, b, γ ne dépendent pas
de φ).

7.2.3 Evolution quand uniquement θ varie

Maintenant on suppose que ε = 0 et l’on fait varier θ. On a vu que θ n’influe pas
le capital par tête et de plus que :

K

K̄
=
N

N̄
= θ(t)−1/(ρ−1).

On sait que par hypothèse ρ parcourt ]0, 2[\{1}. La fonction u 7→ u−1/(ρ−1) est
strictement convexe lorsque ρ < 1 et strictement concave lorsque ρ > 1.

Etudions en premier le cas de rendements décroissants (ρ < 1). Par l’inégalité de
Jensen (ou de Hölder), on a pour tout T > 0 :(∫ T

0

θ(t)
dt

T

)−1/(ρ−1)

≤
∫ T

0

θ(t)−1/(ρ−1)dt

T

soit, en faisant T → +∞ :

M
{
K

K̄

}
=M

{
N

N̄

}
≥ 1

et l’étude du cas d’égalité montre que l’inégalité est stricte à moins que θ soit la
fonction constante 1.
Dans le cas de rendements décroissants, les inégalités sont à inverser.

On notera qu’ici on a obtenu des résultats indépendants de l’oscillation !
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7.2.4 Résumé

On notera ε0 := min{1, γ}min{3/2, λC}/4. C’est un réel strictement positif ex-
plicite qui s’exprime uniquement en fonction des exogènes.
Dans ce qui précède, on a établi :

Théorème 7.2.4.1 Nous avons les résultats suivants :

1. Dans chacun des cas énumérés ci-dessous, l’évolution de chaque endogène
est le produit de son évolution sans oscillations par un terme oscillant.

2. Des variations sur la fonction de production ne modifient pas le capital par
tête. Elles modifient le travail et le capital dans les mêmes proportions, avec
une moyenne augmentant en cas de rendements décroissants et diminuant
en cas de rendements croissants.

3. Pour une évolution du prix de la forme :

p(t) = eπt(1 + εφ)

avec φ ∈ AP 1 de moyenne nulle, ‖φ‖C1 = 1, ε < ε0, on sait qu’en moyenne
le capital par tête et le travail augmentent. Le capital augmente en moyenne
si 1 − 2β < α < 2 − 2β et les évolutions dépendent de φ si α < 1 − 2β ou
α > 2− 2β.

Il serait bien-sûr possible d’étudier des cadres plus généraux (par exemple une
fonction de production CES). Ce résultat est l’embryon d’une théorie plus générale
qui vise à prendre en compte la présence et le rôle des oscillations (p.p. ou q.p.)
dans des modèles dynamiques de l’économie.
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[5] Bass J., Cours de mathématiques, tome 3, Masson, Paris, 1971.

[6] Benhabib J., Nishimura K., The Hopf Bifurcation and the Existence
and Stability of Closed Orbits in Multisector Models of Optimal Economic
Growth, Journal of Economic Theory, 21, 1979, pp.421-444.

[7] Besicovitch A.S., Almost Periodic Functions, Cambridge University
Press, Cambridge 1932 (Dover, 1954).

[8] Blot J., Calculus of Variations in Mean and Convex Lagrangians, Journal
of Mathematical Analysis and Applications, vol.134, no2, 1988, pp.312-321.

[9] Blot J., Calcul des Variations en moyenne temporelle, Notes aux Comptes
Rendus de l’Académie des Sciences de Paris, t306, Série I, 1988, pp.809-811.

[10] Blot J., Une approche variationnelle des orbites quasi-périodiques des
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tions à l’étude de solutions stationnaires d’E.D.P., in Espaces de
Marcinkiewicz, Corrélations, Mesures, Systèmes Dynamiques, J. BASS Ed.,
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