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Introduction

Le but de cette these est de contribuer a I’étude du Controle Optimal des phénomenes
oscillants. Il s’agit d’'un domaine encore peu exploré, seuls les problemes de
Controle Optimal Périodique ayant déja été largement étudiés. On se limitera
dans ce travail a des problemes presque-périodiques (superposition de phénomenes
périodiques) qui sont a la fois une extension naturelle des phénomeénes périodiques
pour lesquels on a tres peu de résultats, sans étre l'extension la plus générale
possible pour laquelle d’une part on n’obtiendrait pas nécessairement autant de
résultats et d’autre part certaines extensions pourraient manquer d’interprétation
du point de vue des applications. C’est pourquoi il nous est apparu opportun
dans ce travail de se limiter aux phénomenes presque-périodiques. En retour
d’ailleurs, 1’étude des problemes de Controle presque-périodique peut apporter
des résultats supplémentaires sur les problemes de Controle Périodique, notam-
ment sur 'aspect structurel : c’est dans cet esprit qu’a été rédigée la premiere
partie du chapitre 6.

Les problemes de Controle presque-périodiques apparaissent naturellement sous
deux aspects. En premier, il y a le Controle en moyenne qui existe déja pour les
phénomenes périodiques en Chimie et Physique, quand on cherche a optimiser un
processus de production, préoccupation non lointaine de celle des économistes !
Si controler périodiquement une production est parfois meilleur qu’un controle
statique, il se peut qu’'un controle presque-périodique améliore encore la produc-
tion moyenne... Nous donnerons des cas ou cette affirmation est vraie, d’autres
ou elle est fausse. Il y a aussi en économie les problemes de maximisation d’un
critere du type :

(o u) = /0 e ot (), u(t))dt

sous contrainte d’une équation d’évolution, ot ¢ est un réel strictement posi-
tif représentant un facteur de préférence pour le présent ou un taux. De plus
dans certains problemes, lorsque ¢ tend vers 0, le couple (x,u) paramétré par
0 tend vers une solution du systéme hamiltonien obtenu en remplacant 6 par
0. Ce systeme est aussi celui d’optimalité pour le probleme en moyenne. Quel
est le comportement de ’agent économique : raisonne t-il a la Ramsey ou en
moyenne (sachant que la seconde condition est moins restrictive pour la définition
du critere) 7 Méme si nous n’apportons pas de réponse a cette question, la signaler
permet de voir que les deux problemes sont en fait bien liés. Le chapitre 7 présente
plusieurs aspects de ’apparition d’oscillations en économie. Les théories des cy-
cles semblent présenter les cycles économiques comme apparaissant en raison de
sommes de termes représentant des tendances multipliés par des termes oscillants
qui sont en fait périodiques ou quasi-périodiques. On présente une version mod-
ifiée du modele de Tobin dans lequel on autorise certaines variables exogenes a
osciller. On voit alors que les exogenes évoluent comme le produit de leur tendance
usuelle par des termes oscillants. Quand on veut effectuer des calculs sur 'effet
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moyen des oscillations sur les endogenes, ’hypothese de supposer 'oscillation
presque-périodique du prix apparait comme un bon arbitrage entre une hypothese
trop particuliere (par exemple évolution périodique) qui n’aurait aucune raison
économique et une hypothese trop générale (par exemple évolution dans certains
espaces de Marcinkiewicz) dont l'interprétation économique semble ardue. Le fait
qu’autour d’une tendance peuvent se superposer des oscillations peut amener des
le début a supposer l'existence d’oscillations permettant de prendre en compte
une évolution autour d’un terme de tendance. Le choix de supposer cette os-
cillation presque-périodique, outre le probleme d’interprétabilité déja mentionné
se justifient par des résultats élémentaires sur les systemes linéaires ou par les
travaux de Maurice Allais ; ces points sont expliqués dans le début du chapitre
7.

Avant ce chapitre 7 tourné vers les motivations économiques, le chapitre 6 s’est at-
taché a étudier des problemes de Controle avec une équation d’évolution linéaire.
Si ce cadre pourrait sembler restrictif, d'une part il est un cadre naturel pour
les aspects structurels des problémes concaves autonomes (pour lesquels on ob-
tient en gros que les problemes statiques, périodiques et presque-périodiques
sont équivalents), d’autre part on obtiendra un théoreme de condition nécessaire
généralisant celui de DA PRATO-ICHIKAWA ou les auteurs supposaient de plus
que l'intégrande du critere était quadratique. Bien entendu, ces chapitres 6 et 7
feront l'objet de prolongements ultérieurs et sont loin d’avoir fait le tour de ces
questions ! Ecrire les conditions nécessaires d’un probleme de Controle Optimal
aboutit naturellement a un systeme dynamique. C’est pourquoi le chapitre 5 s’est
attaché a donner des résultats d’existence et de structure pour de tels systemes,
ainsi qu'un principe variationnel, extension discrete de celui de Joél Blot. Au-
paravant, ce chapitre aura présenté diverses notions de suites p.p. présentes dans
la littérature et les aura comparées. Le chapitre 4 a eu pour objet de traiter au
contraire le cas continu. Il utilise pleinement le formalisme de Percival qui a été
largement présenté dans les chapitres 2 et 3. Dans ce chapitre 4, on présente de
nouvelles notions de solutions faibles, dites solutions variationnelles faibles, et ’'on
donne un lien entre ces solutions et les solutions faibles usuelles. On démontre un
théoreme d’existence, puis on étudie le probleme de la régularisation des solutions
faibles. Auparavant, les chapitres 2 et 3 ont completement présenté les espaces
issus du formalisme de Percival et adaptés a ceux-ci les résultats habituels. Si
certains résultats s’étendent, ce n’est pas le cas de tous ; par exemple, on ne
dispose pas du théoreme de Rellich-Kondrachov dans nos espaces. Les outils de
ces chapitres relevent de domaines variés : Analyse Fonctionnelle non linéaire,
Analyse Harmonique (y compris sur les groupes), Systemes Dynamiques, E.D.P.,
distributions, etc... Enfin le chapitre 1, quant a lui, aura pour but essentiel de
fixer les notations et permettre une lecture relativement autonome de ce travail.
Par conséquent, il est composé tres essentiellement de rappels. A notre connais-
sance, seuls les théoremes d’isomorphismes entre espaces de fonctions presque-
périodiques a parametre et certains espaces de fonctions presque-périodiques a
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valeurs dans un espace fonctionnels sont nouveaux. Ils montrent en particulier
que la condition connue pour étre suffisante assurant que les opérateurs de Ne-
mytskii se comportent bien vis-a-vis des espaces de fonctions presque-périodiques
est aussi nécessaire.

Ce travail est composé d’articles en cours, de deux articles acceptés et d'un article
soumis. Plus précisément, une partie des chapitres 2 a 4 est soumise, le chapitre
5 est composé de deux articles a paraitre, I'un dans le Journal of Difference
Equations and Applications (co-écrit avec J. Blot), 'autre dans Discrete and
Continuous Dynamical Systems. Les chapitres 6 et 7 devraient chacun bientot
étre finalisés en des articles qui seront soumis, quant au reste des chapitres 2 a 4,
ceci représentra un travail de plus long terme.



Notations

Certaines notations sont valables uniquement a l'intérieur d’une section ou d’une
sous-section : nous ne les définissons pas ici. On trouvera ici les notations utilisées
dans plusieurs parties qui soit sont des notations mathématiques pas toujours bien
fixées par les conventions, soit des notations définies dans cette these (auquel cas
on renvoie au paragraphe ou a la page correspondante).

Notations générales.

Soit k € N*.

Dans toute la these, sauf mention expresse du contraire, on fixe un en-
tier m > 2 et un vecteur w € R™ dont les composantes sont linéairement
indépendantes sur Z et sont strictement positives.

Q™ est le cube de dimension m : Q™ := [—7, 7™

T™ désigne le tore de dimension m, c’est-a-dire :
T :=R"™/ (2xZ)" .

Ny =A{1,...,k}.

Le corps des scalaires sera toujours K = R ou C.

Dans le chapitre 5, I désigne une partie non vide de Z satisfaisant :

(tel)=(t+1elL).

L’espace d’arrivée sera en général un espace de Banach sur K, noté E, dont
la norme est notée |.|g, son dual E’ et le produit de dualité -gwg. Lorsqu’une
structure hilbertienne sera exigée !, on supposera que E un espace de Hilbert
identifié (sauf mention expresse du contraire) a son dual. On le notera
alors H, sa norme |.|g et son produit scalaire (ou hermitien) . Si aucune
ambiguité n’est possible, les indices pourront étre omis.

Pour z,y dans K*, on note -y et |x| respectivement le produit scalaire (ou
hermitien) usuel de x et y et la norme associée de z, i.e. :

k
x-y:Zx_iyi et |z| =z x
i=1

En cas d’ambiguité sur k, on pourra noter - et |.|x

1

en pratique, la structure banachique suffit pour les fonctions C*(T™) ou Bohr-presque-

périodiques, et la structure hilbertienne est (quasiment) nécessaire pour les espaces de Lebesgue
ou Sobolev sur le tore, et pour les espaces de Besicovitch et de Blot. Toutefois, dans le second
cas, lorsque la structure de Banach suffit de maniere évidente, et nous énoncerons alors les
définitions et résultats avec un Banach comme espace d’arrivée.
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(k > 2) Pour z = (21, --,2;) € R¥, on note z_; I'élément de R*~! défini
par :
x—j = (x17 PN ij—17xj+17 e 7$k)'

Les couples (z_;,x;) et (z;,x_;) désigneront tous deux .
7p(u) (u: R¥ — E et p € R¥) désigne la fonction définie sur R¥ par :
Vr € R*,  ru(r) :=u(z + p).
Pour les classes de fonctions mesurables, cette définition a encore un sens.

Si (E, o) est un espace métrique, pour tout = € E et A C E, lorsque A # (),
on pose :

A) = inf

d(z, 4) = inf o(z,y)

K(FE) (E espace topologique) désigne 1’ensemble des compacts de E.
IntA (A C E topologique) est I'intérieur de A.

Si E et F' sont deux espaces vectoriels normés (e.v.n.), on note L(E, F)
I'ensemble des applications linéaires continues de E vers F, LY)(E,F)
I’ensemble des applications j-linéaires continues de £ vers ' et Egjyln(E L F)
le sous-ensemble de L) (E, F') consistant en les applications j-linéaires con-
tinues et symétriques.

F+ (F C H espace de Hilbert) est 'orthogonal de F' dans H.

Z < uy,---,u, > (u; € F R-e.v.) désigne suivant S. LANG ([61] p.81), le
Z-module engendré par uy, - - -, u,, c’est-a-dire :

P
L <y, u, >= {ijuj ; (k:j)jEZp}.
j=1

e, : RF — C (v € R* —en général k = 1 ou m-), est la fonction définie par :

Vo e R*, e, () :=e"™.

Xa désigne la fonction caractéristique de A # 0.

I est la mesure de Haar du tore T™, qui est reliée a la trace de la mesure
de Lebesgue A, sur [—m, 7]™ par la relation, pour tout A borélien :

Am(A)

fim(A) = 2m)m

Si X et Y sont deux ensembles non vides, on note Y~ ou F(X,Y) I'ensemble
des applications de X dans Y.

10



Pour une fonction mesurable f : X — R, on note sup f le supessf, i.e. le
plus petit a t.q. f < a presque partout.

Si A, B, C sont des ensembles non vides et si f : A x B — C, on
définit 'opérateur de Nemytskii construit sur f comme étant 1'opérateur
Ny BA — C4 défini par :

Ve BY, Ni(p) = [t — f(t, o(1))].

Afin de traiter d’'un coup plusieurs situations semblables, on définit des
triplets (A, B,C) et une opération ¢ : A x B — C dans les cas suivants :
L. si (A,B,C) = (K,E,E), zoy :=z.y.
2. s1 (A,B,C) = (E,K,E), zoy :=y.x.
3.81 (A,B,C) = (E EK), 20y :=2 wxgy.
4. i ( )=

si A,B,C EE/ ) TOY =Y ExET.

Par exemple, sous certaines conditions d’existence, si G est un groupe
topologique abélien localement compact de mesure de Haar p, pour cer-
taines fonctions f : G — A et g : G — B, on pourra définir la convolution
fxg:G—Cpar:

:/f(x—y)OQ(y)du(y)-
G

Notations définies en cours de these.

Espaces fonctionnels

AP (R,E) = AP°(E) = AP(R,E) = AP(E) espace des fonctions presque-
périodiques R — E, p. 13.

APK(R,E) = AP*(E) espace des fonctions C* qui sont presque-périodiques
jusqu’a 'ordre k, p. 16.

AP(L,E) espace des suites p.p., p.112.
AP(G.E) (G =0bR,bZ ou T™), p. 121.
APy (Z,E) espace des suites Mauclaire-p.p., p.117.

APU(R, @, E) espace des fonctions presque-périodiques uniformément en le
parametre, p. 19.

APU(G, P,E) (G = bR,bZ ou T™), p. 122.

B2(E), B*(E), B2(E), B%(E) : espaces de Besicovich, par. 1.3.1.
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e B*2(E), B5%(E) espaces de Blot et V dérivation dans BY%(E), par. 1.3.2.
o B2(ZH), p. 115.
o B2,(Z,H), p. 119.

e CHT™E), CF (T™E), C*T™E), CE(T™ E), L*(T™ E) : espaces de
fonctions sur le tore, par. 2.2.1

o CY%(T™ x P,E), p. 89.

e H!(T™ E), par. 2.3.1.

e HP(T™ E) (pour p > 2), par. 2.7

o H.,(T™ E), par. 2.3.3.

o H!(IntQ™ E), par. 2.6.

. Hul,ﬁo(lntQm,E), par. 2.6.

o PT(Z,E), p. 114.

e PT(G,E) (G =bR,bZ ou T™), p. 121.

e QP*(R,E) = QP*(E) (k > 0) et QP(R,E) = QP(E) espace de fonctions
quasi-périodiques R — E, p. 17.

e QP*R,E) = QPKE) (k > 0) et QP,(R,E) = QP,(E) espace de fonc-
tions quasi-périodiques dont le module de fréquences est engendré par les
composantes de w, p. 18.

e QPUy(R,Q,E), QPU,(R, Q,E) espace de fonctions quasi-périodiques uni-
formément en le parametre, p. 25.

e QPUY(T™ P,E), p. 89.
e TP(R,C), p. 76.
e TP,(R,C), p. 76.

Normes et produits scalaires
o |l = |l.llz2(m &), par. 2.2.1.
o |[.{lz1(rmm) = ||-]l1w, norme de HL(T™, E), par. 2.3.1.
e ||.|l1wo0 norme de H;}O(Tm,E), par. 2.3.3.

o ||l (megmE) = |-||lw; norme de H. (Int™, E), par. 2.6.
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o < .. >pirmm=< .;. >1., produit scalaire de H.(T™, H), par. 2.3.1.
e < .;. >y, produit scalaire de Hi’O(Tm,H), par. 2.3.3.

® (i )mmomm = (;-)w, produit scalaire de H(IntQ™, H), par. 2.6.

Divers

Classés selon I'alphabet latin, puis grec, puis un symbole.

e ay\(f) (f € AP°(E) et X € R) est le A\-eme coefficient de Fourier-Bohr de f,
p. 14

e a(u;v) : coefficient de Fourier de u € L?(T™, E) d’indice v, p. 53.
e bZ compactifié de Bohr de Z, p. 116.

e d,, dérivation de Percival pour les fonctions régulieres, p. 33.

e f, voir p. 112 et p. 122.

o M{f}=M{f(t)}: (f € AP°(E)) est la moyenne de f, p. 14.

o M{z} = M{xi}, p. 114.

o My {z} = My{x:}s, p. 118.

o Mod(f) (f € AP°(E)) est le module des fréquences de f, p. 17.
e Per(F) est le groupe des périodes d'une fonction F', p. 30.

e Q, voir p. 74 et p. 86.

e apy ou apy(m) constante de Poincaré-Wirtinger, p. 50.

o L voir p. 117 et p. 120.

e A(f) (f € AP°(E)) est 'ensemble des fréquences de f, p. 14.

e V,, dérivation dans H!(T™, E), par. 2.3.1.

e 0, dérivation de Percival pour les distributions, p. 58
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Chapitre 1

Quelques rappels sur les
fonctions presque-périodiques

Ce premier chapitre ne contient quasiment aucun résultat original ; il vise a
présenter la notion de fonction presque-périodique (p.p.) et quasi-périodique
(q.p.), les principales propriétés de ces fonctions et donner certains résultats
existant. On présente également la notion de fonction presque-périodique a
parametre, que 'on adapte au cadre quasi-périodique. On démontre que ces
espaces sont en fait isomorphes a des espaces de fonctions p.p. (ou q.p.) a
valeurs dans un espace de Banach ; c¢’est d’ailleurs I'unique raison justifiant notre
choix de se placer dans des espaces de Banach & 'arrivée plutot que dans RY. La
notion de fonction p.p. a parametre introduite ici est connue pour assurer que les
opérateurs de Nemytskii construits sur ces fonctions envoie I'espace des fonctions
p.p. dans un espace de fonctions p.p. Notre théoréeme d’isomorphisme montre en
fait que la condition suffisante pour que cette propriété soit satisfaite est aussi
nécessaire.

Pour les résultats contenus dans ce chapitre, on renvoie a [2], [41], [73] et a [25],
ainsi qu’a leur abondante bibliographie. Les traités historiques de la presque-
périodicité, qui exposent certains de ces résultats pour les fonctions scalaires,
sont [7], [31], [52]. Nous apprécions particulierement [41]. Concernant le cadre
des équations différentielles dissipatives (que nous n’étudierons pas), le FINK [53]
fait encore référence. En ce qui s’agit du Calcul des Variations en Moyenne (ou
Formalisme de Blot), on peut consulter les articles suivants : [9], [13], [14], [19],
[20]. Enfin, concernant 'aspect K.A.M. que nous n’étudierons pas non plus, on
peut consulter par exemple [32], [34].
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1.1 Définitions et premieres propriétés des fonc-
tions presque-périodiques et quasi-périodiques

1.1.1 Espace vectoriel des fonctions presque-périodiques

Définition 1.1.1.1 On dit qu’une fonction continue f : R — E est presque-
périodique (au sens de Bohr) si elle vérifie l'une des conditions équivalentes suiv-
antes :

1. Ve>0,30>0,VaeR, Ir€a,a+l], Ve eR, |[f(z+7)— f(z)lg <e.
T est dit presque-période attachée a €, et | est dite longueur d’inclusion
attachée a €.

2. f vérifie la propriété de normalité : de toute suite de translatées (tp,, f)n,
on peut extraire une sous-suite convergeant uniformément sur R.

3. [ wvérifie la propriété d’approximation : f est limite uniforme d’une
suite de polynomes trigonométriques, c’est-a-dire qu’il existe une suite dou-
ble (np)(np)enxz 0U pour tout n, (Gnp)pez st presque-nulle, telle que :

f— Z n,pCp

PEZL

= 0.

[e.9]

lim
n—-+o0o

On note AP*(E) (ou AP°(R,E), ou AP(E) ou enfin AP(R,E)) l’ensemble des
fonctions presque-périodiques.

Remarque 1.1.1.2 Dans le point 3., on a écrit a, p,, qui est un vecteur, avant
ep, qui est une fonction a valeurs scalaires. Il parait en effet naturel d’écrire la
fonction en dernier. C’est un abus de notation que nous ferons souvent, étant
entendu que a, e, désigne en réalité la fonction t — e,(t)an .

On peut exprimer un peu différemment le point 3. de la définition : AP°(E)
est aussi la fermeture pour la norme uniforme de l'espace vectoriel engendré
par l’ensemble des fonctions continues périodiques. Muni de la norme || f||o =
sup,er | f(t)|g, c’est en particulier un espace de Banach.

Proposition 1.1.1.3 AP°E) jouit des propriétés suivantes :

1. Tout élément de AP°(E) est uniformément continu et a image relativement
compacte.

2. Si By, i = 1,2 sont deuz espaces de Banach, et si [ € AP°(Ey) et F :
E, — Ey est uniformément continue sur f(R), alors Fo f € AP°(E,). En
particulier, si f € AP*(E), alors [t — |f(t)|g] € AP°(R).
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3. Si f € APY(E) et ¢ € AP°(K), alors : ¢.f € AP'(E).
4. Si pour i = 1,---.p, fi € AP°(E;), E; étant un espace de Banach, alors

(fi)i<i<p € AP | T Ei|. En particulier, pour tout € > 0, on peut trou-
1<i<p

ver un nombre de translation commun a toutes les fonctions fi,---, f,.

1.1.2 Analyse de Fourier des fonctions presque-périodiques

Proposition 1.1.2.1 Soit f € AP°(E). Alors, la limite suivante existe dans E
et ne dépend pas de a € R :

Cette limite s’appelle moyenne de f et se note M{f} ou M{f(t)}:. Elle vérifie
de plus la propriété suivante :

VLGE/, L~]E/><EM{f} :M{L B xE f}

Remarques 1.1.2.2 1. L7%ntégrale considérée est, comme de nombreuses autres
dans cette these, l'intégrale d’une fonction a valeurs dans un espace de
Banach. Nous supposerons toujours qu’il s’agit d’intégrales au sens de
Bochner-Lebesgue, ou intégrales au sens fort (sur ces questions, voir [45]

ou [62]).

2. Lorsque f est continue et T-périodique, on a :

M{f) =7 / f(t)dt.

Définition 1.1.2.3 Pour f € AP°(E) et A\ € R, on définit le coefficient de
Fourier-Bohr d’indice \ de f par :

ax(f) = M{ex.f}.

Remarque 1.1.2.4 Les coefficients de Fourier-Bohr appartiennent au complexi-
fie Ec deE. Lorsque K = C, E¢c = E, ce qui rend l’analyse de Fourier plus simple
a exposer sur C. Lorsque le corps des scalaires sous-jacent est R, on a les relations
supplémentaires :

YAER, a_x(f) =ax(f).

Définition 1.1.2.5 Soit f € APY(E). On définit ’ensemble :

A(f) ={reR : ax(f) # 0}

dont on montre qu’il est (au plus) dénombrable.
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Proposition 1.1.2.6 Soit f € AP°(E). Alors f est développable en série de

Fourier-Bohr :
fr> ares
AER

la convergence ayant lieu en moyenne quadratique (au sens des familles sommables).
De plus, st E = H, la relation de Parseval est valide :

MY =) laali

AR
Remarques 1.1.2.7 Cette proposition appelle les remarques suivantes.

1. On a unicité du développement en série de Fourier-Bohr, au sens ot si
f~ Z Qe

alors a(f) = ay pour tout \.

2. L’espace qui réalise la synthése harmonique n’est pas AP°(H) (il sera in-
troduit plus tard).

Les polynomes de Bochner.

Suivant la méthode de Féjer sur la Césaro-sommabilité des séries de Fourier,
Bochner a construit explicitement une suite de polynomes trigonométriques con-
vergeant uniformément vers une fonction presque-périodique donnée. L’exposé
suivant reprend celui de [2] (pp.25-29) ; on peut aussi consulter [41], Theorem
6.15 p.152.

Fixons f € AP°(E). On définit pour n € N* le noyau de Féjer :

n . 2
' W\ . 1 (sin%

Donnons-nous également une famille B = (S )xer (I intervalle de N commengant a
1) Z-libre de sorte que tout élément de A( f) soit combinaison linéaire a coefficients
rationnels d’éléments de B. On définit le polynéome de Bochner :

k
o (F)(t) == M {f(s +1) HKnj(%S)} :
j=1 5
Lorsque B est infinie, on pose :

B1 .. Bm

fm = Q(ﬁ;!)f!(m!y(f)
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et si B est finie de cardinal ¢, on pose pour m > q :

Jm = Q%;)flf(mgp(f)-

Alors on démontre que la suite (f,),, converge uniformément vers f.m

Proposition 1.1.2.8 Soit (a))er une famille sommable d’éléments de E. Alors
la somme suivante :
>

XeR
a un sens et définit une fonction presque-périodique.
Démonstration. La sommabilité d’une famille est équivalente a son absolue
sommabilité. Comme |e)| = 1, Pexistence de la somme est acquise. On note
[ la fonction définie par cette somme. Soit (A,), une suite croissante de sous-

ensembles finis de R, de réunion A(f) (cette suite existe car A(f) est au plus
dénombrable). On note alors :

Tpn = E a)ey.
AEA,

La suite (z,), est une suite de polynomes trigonométriques convergeant uni-
formément vers f, puisque :

lf — Znlloo < Z lax|lg — 0 quand n — +oo.
AEAR

On en déduit que f est presque-périodique.m

1.1.3 Dérivation et intégration des fonctions presque-pério-
diques

Lorsqu’une fonction périodique est dérivable, sa dérivée est automatiquement
périodique. En ce qui s’agit des fonctions presque-périodiques, ceci n’est pas
vrai, puisque rien n’assure que la dérivée soit uniformément continue, ce qui est
nécessaire pour étre presque-périodique. En fait, un résultat remarquable assure
que cette condition est suffisante :

Proposition 1.1.3.1 Soit f € AP*(E) dérivable. Alors la dérivée est presque-
périodique si et seulement si elle est uniformément continue.

Notation 1.1.3.2 On note, pour k € NU {+o0} :

APYE):={f e CK(R,E) : Vj <k, f9 c AP"(E)}.
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Pour une fonction périodique continue, la condition d’étre de moyenne nulle as-
sure que les primitives soient presque-périodiques. Pour les fonctions presque-
périodiques, cette condition ne suffit pas, comme le montre ’exemple suivant :

Exemple 1.1.3.3 On note f la fonction :

f= Z 211/7711.

n>1

Cette fonction est presque-périodique en vertu de la proposition 1.1.2.8, et de
moyenne nulle en vertu de ['unicité du développement. Si ses primitives étaient
presque-périodiques, leurs développements seraient (a une constante pres) :

>
no.1

n>1

qui n’est pas une fonction presque-périodique en raison de la relation de Parseval.

En fait, la condition de relative compacité de l'image des primitives, qui est
nécessaire, n’est pas automatiquement satisfaite. Il est remarquable que cette
condition soit suffisante :

Proposition 1.1.3.4 Soit f € APY(E) et F une primitive de f. L’une des
conditions suivantes assure que les primitives soient presque-périodiques.

1. L’image de F' est relativement compacte.

2. F est bornée et E est uniformément conveze?.

Le premier énoncé est dit & Bochner, le second a Amerio, cf. [2], ch. 4 ; le chapitre
de ce livre contient d’autres théoremes.

1.1.4 Fonctions quasi-périodiques

Nous avons vu que si f € AP°(E), 'ensemble A(f) est au plus dénombrable. On
note Mod(f) le Z-module qu’il engendre, c¢’est-a-dire :

Mod(f) = {Xn:mp . neN, k€, )\peA(f)}.

Définition 1.1.4.1 Soit k € N et f € APK(E). On dit que f est quasi-
périodique (jusqu’a l'ordre k), et ’'on note f € QP*(E) (ou QP*(R,E) ), lorsque
Mod(f) est libre de type fini3.

Lef [2] p.49 et [33] p.51. Les espaces uniformément convexes sont réflexifs ; les espaces (P et
LP avec 1 < p < 400 et les espaces de Hilbert sont uniformément convexes.

2ou encore QP(E) ou QP(R,E) si k=0

3c’est-a-dire qu’il existe un entier p € N* et uq,---,u, € R tels que

Mod(f) =Zui + - - - + Zu,,.
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Notation 1.1.4.2 Soit f € QP°(E) et w = (w1, - ,wn) € R™ tel que ses
composantes soient une base sur Z de Mod(f) i.e. Mod(f) =7 < w >. On note
alors : f € QP*(E) = QP*(R,E) (ou si k =0, QP,(E) = QP,(R,E)).

1.2 Fonctions presque-périodiques et quasi-pério-
diques a parametres

On rappelle ici la définition d’une fonction presque-périodique uniformément par
rapport a un parametre et ’'on démontre l'isomorphisme avec un espace de fonc-
tions presque-périodiques a valeurs dans un espace de Banach. On adapte ces
considérations au cadre quasi-périodique.

1.2.1 Généralités sur les fonctions presque-périodiques a
parametres

Soit X un espace de Banach et P une partie de X vérifiant I'une des deux con-
ditions :

e P est compacte (on la notera plutdt K).

e [l existe une suite exhaustive de compacts, c’est-a-dire une suite croissante
de compacts non vides (K,),>1 telle que P = |J K, et pour tout n, K,, C

n>1

IntKn+1.

Dans le second cas, on dira que P est dénombrable a I’infini.

Remarque 1.2.1.1 Tout ouvert non vide ) de RP est dénombrable a ['infini.
On peut en effet prendre :

K, ={xeRl : d(z,Q)>1/n et || <n}.

On se donne une fonction f € C°(R, P,E) et on définit 'opérateur de Nemytskii
construit sur f de P® vers ER comme étant :

Vo € PR, Ni(p) = [t = f(t, (1)) € EX

Méme si pour tout o € P, la fonction f(.,«) est presque-périodique, I'opérateur
de Nemytskii n’associe pas toujours une fonction presque-périodique. Il faut une
certaine uniformité par rapport a « sur le choix du [ de la définition (voir [25],
[53] et surtout [93]). C’est pourquoi on retient la définition suivante, dont on
verra plus tard ’aspect naturel du point de vue des espaces fonctionnels.

et :
) ki =0, ki €Z)=Vi, k=0.
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Définition 1.2.1.2 Soit Q une partie non vide de X et f € C°(R,Q,E). On
dit que f est presque-périodique en t, uniformément par rapport a o si :

Ve > 0,VK € K(Q),3l > 0,Va € R, 3T € [a,a+ |

sup sup | f(t + 7, a) — f(t,a)s <.
teR aeK

On note APU(R, Q,E) la classe des telles fonctions.

Les principales propriétés de ces fonctions sont résumées dans [25]. Signalons
simplement deux de ces propriétés que nous ne démontrerons pas.

La premiere nous indique que cette classe de fonction répond bien au probleme
posé — et nous verrons plus tard, qu’en un certain sens, elle est minimale.

Proposition 1.2.1.3 Soit QQ une partie non vide de X et f € APU(R,Q,E),
et o € APY(X) telle que o(R) C Q. Alors :

[t = f(t,¢(t))] € AP(E).

Proposition 1.2.1.4 Tout élément de APU (R, K, E) est uniformément continu
et borné.

1.2.2 Fonctions presque-périodique avec un ensemble de
parametres compact

On suppose ici que P = K est un compact.
On munit APU(R, K,E) de la norme :

[ fllapv@xr)y == sup |f(t, o)k
(t, ) ERX K

et nous allons voir immédiatement que l'on obtient un espace de Banach.

On va démontrer que I'on peut considérer APU(R, K,E) comme un espace de
fonctions presque-périodiques a valeurs dans un espace de Banach.

Proposition 1.2.2.1 Soit K un compact de X. L’application
dr : APU(R,K,E) — AP°(C°(K,E))

définie par :
O (f) =t = f(t,.)]

est bien définie et est un isomorphisme isométrique d’espaces de Banach.
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Démonstration. Existence de .

Soit f € APU(R, K,E). Elle est uniformément continue, donc continue, et donc
f(t,.) € C°(K,E) pour tout t € R. De plus, comme f est uniformément continue,
étant donné € > 0 :

>0, max{|t —t'|;|a— o[} <n] = [|f(t,0) = f(', )]z < €]
et en prenant o = «, puis en passant au sup sur «, il vient :

(It =t <n) = (I ) = F(, llcogr) < ).

Ainsi, Pk (f) € C°(R, C°(K,E)). Montrons maintenant qu’elle est presque-périodique.
Comme f € APU(R, K,E), par définition, on a :

Ve > 0,3l >0,Va € R,3r € [a,a+ [, supsup|f(t+7,a)— f(t,a)|r <e.
teR aeK

On en déduit :

Ve > 0,31 >0,Vae R, 3T € [a,a+1], sup|f(t+7,.) = f(t,)|cokm <e.
teR

Finalement ® 4 est bien définie.
®j est linéaire et isométrique (donc injective et continue). Ces deux
points sont évidents, le second résultant de :

1@k (f)llapocokmy = sup || f(t, )|lcoxm = supsup | f(t,a)le = || fllapum kE)-
teR teR o€k

d est surjective (donc bijective, et donc bicontinue puisque isométrique).
Soit ¢ € APY(C°(K,E)). Pour alléger, on note ¢; au lieu de ¢(t), et c’est alors
un élément de C°(K, E). Le candidat naturel & vérifier ®x(f) = ¢ est f(t,a) :=
¢e(). Iy a juste a vérifier que 'on a bien un élément de APU(R, K,E). Com-
mengons par la continuité. Fixons (tg,a9) € R x K. On a :

|f(t,a) = f(to,a0)|e < [f(t @) — f(to, @)l + | f(to, ) — f(to, a0)|e <
|6r — Dol o iy + [Dro (@) — Dry (o) |-

Soit ¢ > 0. Comme ¢ est continue :
30 >0, ([t —to]l <6) = (¢t — bt llcom) < €/2)
et comme ¢y, est continue :
35" >0, (o —aol <) = (|¢1,(a) = by (a0)|e < £/2).

Finalement, pour (t,a) € R x K suffisamment voisin de (tg, ap), on a |f(t, ) —
f(to, )| < e, d’out la continuité.
Comme ¢ est presque-périodique, on tire :

Ve > O,Ell > O,VG € R, dr e [G,CL+ l[, ||¢t+7’ — ¢t||CO(K,E) <e
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d’ou :

Ve > 0,31 >0,Ya € R, 37 € [a,a+ [, supsup |f(t+T,a)— f(t,a)|g <e.
teER aceK
¢k est donc bien surjective. Comme 'espace d’arrivée est un Banach et que ®
est bicontinue, APU(R, K, E) est bien un espace de Banach.
La proposition est donc completement démontrée.m

On déduit immédiatement de cette proposition que les propriétés générales sur les
fonctions presque-périodiques s’adaptent sans probleme a APU(R, K,E). Pour
ne citer qu'un exemple, voici un énoncé de densité de polynomes trigonométriques
a coefficients continus :

Proposition 1.2.2.2 Soit f € APU(R, K,E). Alors il existe une famille d’élé-
ments de C°(K,E), (af\n))(n,)\)eNxR; telle que :

e pour tout n, (ag\n)))\eR est presque-nulle

e on ait :
lim sup = 0.
n=+0 (4 o)eRx K

fta) = > al(a)ex(t)

AER

E

Démonstration. & (f) est approchable par des polynomes trigonométriques

A coefficients dans C°( K, E). 1l existe donc une famille (af\n))(n)\)eNxR d’éléments
de C°(K,E) telle que :

pour tout n € N, (af\n)) Aer €st presque — nulle
et :
= 0.

lim sup
n——+o0o teR

i (f)(t,) =Y al”(ea(t)

AER

CO(K,E)
Comme P est une isométrie, la seconde relation donne :

flt,a) = al(a)er(t)| =0

AER

lim  sup
n=+00 (¢ o)eRX K

E

c’est ce que l'on souhaitait.m

1.2.3 Fonctions presque-périodiques avec un ensemble de
parametres dénombrable a I’infini

On se fixe une fois pour toutes une famille croissante de compacts non vides
(Kp)n>1 telle que P =, K, et pour tout n, K,, C IntK, ;.
On commence par un lemme tres utile pour la suite :
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Lemme 1.2.3.1 Soit K un compact de P. Alors il existe n € N* tel que K C
Intk,,.

Preuve. On a K C |J K,, donc en vertu de I’hypothese sur la suite de com-
n>1
pacts :

K C U IntkK,,.

n>2
Mais on a ainsi un recouvrement ouvert de K, donc par Borel-Lebesgue, il existe
un entier n > 2 tel que :
Kc |J Intk,=IntK,,

2<p<n

ce qu’il fallait démontrer.m

On munit APU(R, P,E) d’une structure d’e.v.t.l.c. (espace vectoriel topologique
localement convexe) a base dénombrable filtrante de semi-normes (p;,)n>1, Ol :

pulf) = (t’a)seuRprn |f(t, a)|e = HthxKn HAPU(R,Kn,]E) :

On voit immédiatement que cette topologie est séparée.
Rappelons que cette topologie peut aussi étre définie par la métrique d, ou :

DY 1 pu(f—9)
W)= 2 Ty - g)

Lemme 1.2.3.2 APU(R, P,E) est un espace de Fréchet.

Preuve. On va utiliser la structure métrique. Soit (f,), une suite de Cauchy
dans APU(R, P,E) muni de d.
Alors :

Ve >0, 3R, Vp> Py, Yq, d(fpiq;fp) <e.

En particulier, ayant fixé un n > 1 et choisi e < 27", on a :

pn(fp—i—q - fp)

3Py, Vp> Py, Vg, <€
0 0 L+ pu(fpeq — fo)
donc : on
€
HPO, Vp Z P07 V(L pn(fp+q - fp) < 1— 2716'

(i, Jp €st donc de Cauchy dans le Banach APU(R, K, E) donc converge vers
un élément f™ € APU(R, K,,E).
Par unicité de la limite, on a si m > n, f|(m) = ™ donc il est légitime de

RX Kn
poser :
ft,a) = fM(ta) siaek,
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(il existe un tel K, en raison de 1.2.3.1).

Soit (tg, ag) € R x P et n tel que ap € IntK,,. Alors R x Int/K,, est un voisinage
ouvert de (g, o) dans R x P, et sur ce voisinage, f est égale a la fonction continue
f™ . On en déduit que f est continue en (g, ag), donc partout.

Soit maintenant K un compact fixé. Par le lemme 1.2.3.1, il existe N tel que
K C Ky. Comme f™) est presque-périodique, on peut écrire :

Ve > 0,30 >0,Va € R, 3T € [a;a+ [, sup sup |f(t+7,a)— f(t,a)|g <c¢,
teER aeK N

donc on a bien :

VK € K(P), Ve > 0,31 > 0,Va € R, 37 € [a;a+l], supsup |f(t+7,a)—f(t,a)|g <&,

teR aceK
Ainsi f € APU(R, P,E)m
Similairement, on munit AP°(C°(P, E)) d’une structure d’e.v.t.l.c. & base dénombrable
filtrante de semi-normes (7, ),>1, OU :

T (f) == sup || f(t, )llcopE)-
teR

On voit que cette topologie est séparée et qu’elle peut aussi étre définie par la
métrique D, ot :

D(f;9) == 2 T4 mn(f —g)

Comme avant, on démontrerait :

Lemme 1.2.3.3 AP°(C°(P,E)) est un espace de Fréchet.

On donne la version Fréchet de la proposition 1.2.2.1 :
Proposition 1.2.3.4 L’application ®p : APU(R, P,E) — AP°(C°(P,E)) définie
par :
Op(f) = [t — f(t,.)]
est un isomorphisme isométrique d’espaces de Fréchet.

Démonstration. Soit o € P, et n un entier tel que o € IntK,,. On a alors :

p(f)(1, o) = P, (1)(t, @)

ce qui justifie 'existence de ®p, montre son caractere linéaire et isométrique. Il
ne reste qu’a démontrer la surjectivité.
Etant donné ¢ € AP°(C°(P,E)), on pose :

f(t,a) =Dy (6)(t,a)

ou n est un entier quelconque tel que a € Int K, (la définition de f ne dépend pas
du choix de n). Par construction méme, pour tout n, f, . € APU(R, K,,E),
et comme tout compact K s’injecte dans un K, (cf. 1.2.3.1), on peut conclure
que f € APU(R, P,E).

Enfin, le fait que ®p(f) = ¢ est immédiat par construction.m
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1.2.4 Extension au cadre quasi-périodique
Fonctions quasi-périodiques a parametres

Par souci de simplification, les résultats sont énoncés et démontrés dans ce para-
graphe avec un ensemble de parametres compact, les résultats s’étendant canoni-
quement au cadre dénombrable a I'infini.

On note M; l'opérateur de moyenne sur AP°(C°(K,E)) et Pon définit

sur APU(R, K, E) Popérateur de moyenne & valeurs dans C°(K,E) suivant :

M2 = M1 o CI)K

C’est un opérateur linéaire continu de norme 1 comme composé de deux tels
opérateurs. On notera Ma{ f} ou Ma{f(t, )} ) savaleursur f € APU(R, K,E).
On définit alors I'élément ay(f) € C°(K,E) par :

VA e R, C~L)\(f) = Mz{f(t, OZ)G—,\(t)}(t,a)-
On a en particulier la relation :
ax(f)(@) = ax (Px(f(, a))).

On définit également les opérateurs d’évaluation en § € K suivants :

e cvy: APUR,K,E) — AP°(E) par :
evs(f) = f(, B).
e evj: C°(K,E) — E par :
evi () = @(B).
Ces opérateurs sont visiblement linéaires continus de norme 1.

L’évaluation commute avec les opérateurs de moyenne. Plus précisément :
Lemme 1.2.4.1 On a :
ev: o My = Mo ev;
oMo 8-

Preuve. Il s’agit de montrer ev% oMiodg=Mo evé, soit, comme Py est un
isomorphisme (isométrique) :

61);0./\/11 Z./\/loevéo(l)[_{l.

Chaque membre de I’égalité est un opérateur linéaire continu (de norme 1), il
suffit donc de montrer 1’égalité sur un sous-ensemble dense.
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Prenons pour sous-ensemble dense 1’espace vectoriel des polynomes trigonométriques
a valeurs dans C°(K,E). Un tel polynome a la forme :

ft) = Za,\e,\, ay € C°(K,E),

AER

la somme étant finie. On calcule alors :

evs o Mi(f) = evj(ao(.)) = ao(B)

et :

AER

Moevkod it (f) = Moevhod ! ([(t, a) >y a,\(a)e,\(t)]> =M {Z ak(ﬁ)@} —

ao(3)-

Les deux membres sont donc identiques.m

Lemme 1.2.4.2 Soit A\ € R. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1. Il existe a« € K tel que a)(f(.,a)) #0.

2. ax(f) # 0.

Preuve. Ce lemme résulte immédiatement du précédent appliqué a la fonction
(t,a) — f(t,a)e_x(t) et & f=am
En vertu de ce lemme, on a 1’égalité :

{PeR :oaf)# 0= [ A(f(.a)).

acK

On note A(f) cet ensemble?, et Mod(f) le Z-module qu’il engendre.
Etant donné un Z-module de type fini M, on pose alors :

QPUy(R, K, E) == {f € APUR,K,E) : Mod(f) C M}
et on abrege QPUz~ (R, K, E) en QPU,(R, K, E).

Enoncé du résultat principal

Du fait du lemme 1.2.4.2, les énoncés 1.2.2.1 et 1.2.3.4 s’adaptent immédiatement
au cadre quasi-périodique en 1’énoncé suivant :

4Pour le cas dénombrable & linfini, il faut prendre la réunion des ensembles définis par
restriction a chaque R x K.
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Proposition 1.2.4.3 L’application ®x : QPU,(R,K,E) — QP°(C°(K,E))
définie par :
O (f) =t — f(t,.)]

est un isomorphisme isométrique d’espaces de Banach.

L’application ®p : QPU,(R, P,E) — QP(C°(P,E)) définie par :

Op(f) = [t— f(,.)]

est un isomorphisme isométrique d’espaces de Fréchet.

1.3 Espaces de Besicovitch et de Blot

Il s’agit de construire des espaces jouant un role analogues dans les cas presque-
périodiques et quasi-périodiques & 1'espace L? et aux espaces de Sobolev.

1.3.1 Espaces de Besicovitch

Soit B%(E) la fermeture de AP°(E) dans £2, (E) pour la semi-norme f > M{|f|?}'/2.
On note f ~y g si M{|f — g|>} = 0. Le quotient de B*(E) pour cette relation
d’équivalence se note B%(E) et s’appelle 'espace des fonctions presque-périodique
au sens de Besicovitch. Lorsque I'on fait le méme opération en remplagant AP°(E)
par QP%(E), on obtient un espace noté B2(E).

Ces espaces sont complets, et si de plus E = H, ce sont des espaces de Hilbert
lorsqu’ils sont munis de :

< wu;v >p2= M{u g}

On peut bien entendu développer les éléments de ces espaces en série de Fourier,
et si E = H, leur développement satisfait la relation de Parseval.

Proposition 1.3.1.1 Les assertions suivantes sont vraies.

1. Tout f € B*(E) admet un développement en série de Fourier :

f ~ Za(f; Aex

AER

et si E =H, f satisfait la relation de Parseval suivante :

MIIFlEY =) la(f V-

AER

2. Tout f € B2(E) admet un développement en série de Fourier :

J ~ Z a(f; Nex

AEZ<w>
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et si E=H, f satisfait la relation de Parseval suivante :

M{fEY= ) la(fi NI

AEZ<w>

Mieux, le théoreme de Riesz-Fisher-Besicovitch suivant montre que ces espaces
réalisent en fait la synthese harmonique, et jouent donc bien un réle analogue a
L*(]0,T[, H) pour les fonctions périodiques :

Théoréme 1.3.1.2 (Riesz-Fisher-Besicovitch) Les applications suivantes sont
des isomorphismes isométriques d’espaces de Hilbert.

1. ®, : BX(H) — (2(R,H) défini par :
©1(f) = (a(f; A))aer-
2. ®,: B2(H) — (2(Z < w >,H) défini par :
D3(f) = (al(f; \)rezcws-

1.3.2 Espaces de Blot
Il s’agit de définir une notion de dérivée faible sur les espaces de Besicovitch.

Dans [23], pour H de dimension finie, J.BLOT considere le générateur in-
finitésimal du groupe (7,), des translations dans B*(H) ; celui-ci se note V et son
domaine, noté BY?(H), est I'espace de Blot. Il correspond & I'espace de Sobolev
H'(]0, T[,H) du cas périodique. C’est un espace complet, on munit B"?(H) du
produit scalaire :

<uyv >pre=<u;v >p2 + < Vu; Vo >p2,

qui en fait un espace de Hilbert. Les modifications nécessaires pour généraliser a
un espace de Hilbert ont été indiquées par P. CIEUTAT dans sa these (cf. [39]).
Signalons sans démonstration les propriétés suivantes (cf. BLoT [23]) :

Proposition 1.3.2.1 Les propriétés suivantes sont vraies.
1. Siu € BY(E) et r € R, alors V(1,u) ~o 7,(Vu).
2. Siue APY(E), alors u € BY*(E)et Vu ~y 1.
3. Sik € NU{+oo}, alors AP*(E) est dense dans B"*(E).
4. Siu € BY(E), alors M{Vu} = 0.
5. Siu € BY(E), alors VA, a(Vu;\) = ida(u; \).
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6. Siue AP (E)N H}

loc

(E) et si i € B*(E), alors u € BY*(E).
7. Siu € BY(E) et v e APYE), alors u gy v € BY%(R), et :
V(u gxev) = VU gxgv+u gy 0.
Remarque 1.3.2.2 Le point 5. de la proposition indique que pour dériver une

fonction de BY*(E), il suffit de dériver terme a terme la série de Fourier.

On a la propriété essentielle suivante :

Proposition 1.3.2.3 Soit u € B*(H). On a :

(u € B*(H)) < (Z (1 + [AP) Jax(u)ff < —i—oo) .

AER

A partir de 1a, on définit canoniquement les espaces B’?(IE) par itération, et les
espaces BJ?(E) := B»?(E)N B2(E). Les résultats s’étendent de maniere naturelle
A BLX(E).
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Chapitre 2

Fonctions sur le tore et fonctions
multiplement périodiques

Dans le chapitre 2, on commence par faire quelques préliminaires élémentaires
et faire le lien entre les fonctions définies sur le cube et les fonctions définies
sur le tore, qui sont des fonctions définies sur R™ et 2wr—périodiques en cha-
cune de leurs variables. On introduit ensuite des espaces du type de Sobolev
avec des dérivations dans une seule direction, tant sur le cube que sur le tore.
L’introduction de ces espaces sera pleinement motivée dans le chapitre 4. On
fait une étude détaillée du cas d’une dérivation d’ordre 1, pour les dérivations
supérieures, on se contente de la définition. De méme, on se limite au cas modelé
sur L2, alors qu'il serait possible de les définir pour d’autres LP. Ensuite, on
étudie I’Analyse Harmonique sur ces espaces, et 'on démontre que les différentes
manieres de voir la dérivation faible sont équivalentes. On fait ensuite le lien entre
les distributions périodiques et les distributions sur le tore. On introduit un es-
pace analogue & H}, pour lequel on démontre une inégalité de Poincaré-Wirtinger,
et pour lequel on démontre que le résultat de Rellich-Kondrachov usuel n’est pas
valable : on retrouve ici ’absence de compacité dans nos problemes. On démontre
ensuite un résultat d’absolue continuité et de densité de fonctions régulieres, qui
sera utile dans notre procédure de régularisation des solutions faibles. On élabore
une théorie des traces pour nos espaces qui aboutit naturellement a un théoreme
de traces.

2.1 Préliminaires

On considere dans cette partie X un espace vectoriel normé sur R de dimension
finie m. Concernant I'espace de départ, il est plus facile de travailler avec des
notions intrinseques, et de ne faire I'identification X = R™ qu’apres. Ce choix
rend plus facile notamment 1’étude des changements de base, et c¢’est pourquoi
nous avons choisi cette présentation.
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2.1.1 Notions intrinseques

La définition suivante est donnée dans [36] p.55 et [84] p.64.

Définition 2.1.1.1 On dit que la fonction F : X — E est périodique s’il existe
p € X non nul tel que pour tout v € X, F(x + p) = F(z). Un tel vecteur p, de
meéme que 0, est appelé une période de F'.

L’ensemble des périodes d'une fonction est un sous-groupe abélien de (X, +), qui
est de plus fermé si la fonction est continue. On note Per(F') I'ensemble des
périodes d’une fonction F'.

Proposition 2.1.1.2 Soit F : X — E, Y un e.v.n. de dimension m et L
un isomorphisme de Y sur X. On définit G .= Fo L :Y — E. Alors G est
périodique, et Per(G) = L™ (Per(F)).

Démonstration. Soit p une période de Fet y € Y. Ona: G(z+ L™ (p)) =
FoL(z+ L Y(p)) = F(L(2) + p) = F(L(2)) = G(z), ce qui montre que G est
périodique et que L™!(Per(F)) C Per(G). L’inclusion réciproque s’obtient alors
en permutant F' et G.m

2.1.2 Lecture dans une base

Précisons maintenant en exhibant une base de X. On consideére la base canonique
de X = R™, notée (€;)1<j<m- Onnote (€})1<j<m sa base duale et x I'isomorphisme
de X sur (R™)* défini par :

Notons que : .
X Nz, ) = Z Tie;.
i=1
On étudie maintenant le lien entre la fonction F et la fonction f := Foy ™! définie
sur R™.
Définition 2.1.2.1 On dit que [ est 2m-périodique en chaque variable sz :
Vi=1,---,m, Vo_; e R™ Va, eR, f(v_j,z;+2m) = flz_j ),
ce qui est équivalent a la formulation intrinseque suivante :
VkeZ™, VYxeR™, f(zx+271k)= f(x).
On a alors :
Proposition 2.1.2.2 [l y a équivalence des deux assertions suivantes :
1. F est périodique et Per(F) D 21Z < ey, ,€em > .
2. f est 2w-périodique en chaque variable.

Démonstration. Voir la démonstration de la proposition 2.1.3.1 qui est une
généralisation.m
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2.1.3 Effet d’'un changement de base

Considérons maintenant une autre base de R™, notée (b;)1<j<m- Onnote (b7)1<j<m
sa base duale et x; l'isomorphisme de X sur (R™)* défini par :

Vo € R™, x1(x) = (b5(7))1<j<m.
Concernant la base canonique, on conserve les notations originales. On pose enfin
fi=Foxi'
Proposition 2.1.3.1 Il y a équivalence entre les deux assertions suivantes :
1. F est périodique et Per(F') D 2mb,.
2. Pour tout x_; € R™, fi(x_;,-) est 2rw-périodique de R vers E.

Démonstration. [1 = 2]. Fixons arbitrairement z_; € R™~*. Alors, pour tout
z; €ER,ona:

fl(l’_j,l'j + 27‘(’) =Fo Xl_l(:lj_j,il?j + 27T) =F <27Tbj + lebz> =
i=1

E (Z b) = Foxi!a—y.a;) = fila—y. ;).
i=1
D’ou l'assertion 2. [2 = 1]. Fixons arbitrairement x € R™.
F(x +2nb;) = F o Xl_l(b*_j(w), b;‘(a:) +27) = fl(b*_j(x), b;‘(x) +27) =

i (), b5(x)) = F o xy '(b";(x),b5(x)) = F(x).
On en déduit Passertion 1.m

Notation 2.1.3.2 On définit Q™ C X par :

QM = {Zmiei cVi=1,---m,z; € [—71';71']}.
=1

On a: x(Q™) = [—m, 7™ On note K™ := x1(Q™).

2.1.4 Changement de base et intégrales

On conserve les notations précédentes, en supposant les deux bases orthonor-
males. On pose alors, pour y_; € R™ 1,

K(y-1):={m €R : (y1,y-1) € K™}

et :
D:={y, eR™ . K(y_,)#0}.

La formule du changement de variables consécutive a un changement de base
dans les intégrales s’exprime comme suit :
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Proposition 2.1.4.1 Pour toute fonction f : R™ — E continue, on a :

/[_m]m flx)de = /D (/K(yl) fl(y)dyl) dyy - - - dyp,

Démonstration. Les fonctions f, f; et F' sont continues. Par le théoreme de

Fubini, on a :
[ wwar= [ ([ ntdn) dee
x1(Q™) D \JK(y-1)

Par ailleurs, du fait que les isomorphismes x et x; sont orthogonaux, leur déterminant
est en valeur absolue égal a 1, ce qui donne les deux égalités par la formule du
changement de variables :

/><1(Q'”) hl)dy = /m Flz)dr = /X(Qm) f(x)da

et l'on obtient le résultat par comparaison des deux égalités et en utilisant
X(Qm) = [_Waw]m'.

Lemme 2.1.4.2 Pour tout y_; € D,K(y_1) est un intervalle fermé de R de
diamétre égal a 2m+/m.

Preuve. Fixons y_ 1 € D. K(y_1) est un convexe fermé de R, puisque c’est
I'image réciproque du convexe K™ par l'application affine ¢(y;) = (y1,y-1), on
en déduit que K(y_1) est un intervalle fermé. Comme K(y_1) C x1(Q™), on a :

diam[K (y-1)] < diam[x:(Q™)].

Comme x; est orthogonale, on sait par la formule du changement de variable
dans les intégrales que :

diam[x,(Q™)] = diam[Q"™].

Enfin, si x,y € @™, on a :

m

e —yl> = (@i —i)* < m(2n)”,

=1

le majorant étant atteint (par exemple) pour z = (—7, -+, —7) et y = (m,- -+, 7).
On en déduit que :

diam[Q™] = 2m\/m,

ce qui démontre le lemme.m
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2.1.5 Changement de base et dérivation

(€;); désigne la base canonique de X, et on désigne par (b;); une autre base
orthonormée telle que b; = w/|w|. Soit U : R™ — E une fonction 27-périodique
en chaque variable, F := Uoy et V := Foy;'. La définition suivante est donnée,
par exemple, dans [26] p.1 et [54] p.251.

Définition 2.1.5.1 Soit x € R™, ¢ une fonction définie sur un ouvert U de R™
contenant x a valeurs dans E. On dit que ¢ admet une dérivée directionnelle (ou
une Gateauz-variation) dans la direction v si le rapport :

¢(x + 6v) — o()
0

a une limite lorsque 0 — 0. Cette limite, notée ﬁgb(x,v), s’appelle dérivée direc-
tionnelle (ou Gateaux-variation) de ¢ dans la direction v.

Définition 2.1.5.2 On définit lopérateur de dérivation de Percival (cf. [10],
[75],[76]) pour U dérivable dans la direction de w par :

d,U(z) := DU (z,w).

Remarque 2.1.5.3 Lorsque U est de plus Fréchet-différentiable en x, on a :

m

d,U(z) = Zwig—i(x).

Le lien entre les notions de dérivation est fourni par la proposition suivante :

Proposition 2.1.5.4 Soit U dérivable dans la direction de w. Alors V est
dérivable par rapport a sa premiere variable, et on a la relation :

ov
dwU(xl, te 7xm) = |w|8_y1(y1’ T ,?Jm)

Démonstration. Comme w = |w|by, on a :
DF(z,w) = |w|DF(z,by).

Par ailleurs, par définition, on a DF(z,w) = d,U(z) et DF (x,b;) = g—;(yl, e YUm)-
La proposition est alors établic.m
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2.2 Fonctions définies sur le tore et fonctions
définies sur Q"

2.2.1 Fonctions définies sur le tore

On donne ici une définition (non géométrique) des fonctions définies sur le tore
T™ et on étudie comment prolonger une fonction définie sur Q™ en une fonction
définie sur le tore. Ici, le tore n’est pas vu comme objet géométrique, mais comme
notation pour préciser la périodicité par rapport a chaque variable des fonctions
mises en jeu.

Pour les fonctions "régulieres”, on pose donc, lorsque k € NU {400} :

e CF(T™ E) est I'espace des fonctions de C*(R™,E) qui sont 2r-périodiques
en chaque variable.

e CF(T™ E) est I'espace des fonctions continues, k fois contintiment dérivables
dans la direction de w et 2m-périodiques en chaque variable.

o C*(T™ E) est 'espace des fonctions de C*(T™,E) qui sont nulles sur un
voisinage ouvert de 0Q™.

. Cﬁw(Tm,E) est 'espace des fonctions de C*(T™, E) qui sont nulles sur un
voisinage ouvert de 0Q™.

Pour les fonctions des espaces de Lebesgue, il convient de définir tout d’abord la
notion de périodicité.

Définition 2.2.1.1 Pour u (fortement) mesurable de R™ vers E, on dit que u
admet le vecteur p pour période si : T,u = u. On dit que u est périodique s’il
admet une période non nulle et [’on note :

LYT™ E) :={u € L°(R™ E) : 27Z < (e;); >€ Per(u)},
Iespace L°(R™,E) désignant l’espace des fonctions mesurables.
Pour les autres espaces de Lebesgue L%, on pose, lorsque « € [1, +00] :
LY(T™E) :={ue L (R™E) : 27Z < (e;);) >€ Per(u)}.

On munit cet espace de la norme :

e = ([, ototzar)

si « est fini, et lorsque o = oo de la norme :
|t = supess|ulg := inf{a : |ulg < a p.p.}.

Ces espaces sont des espaces de Banach. Rappelons que nous noterons sup au
lieu de supess.
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Notation 2.2.1.2 Désormais, on notera ||.|| au lieu de ||| 2.

Remarque 2.2.1.3 Pour une fonction v € L*(T™ E), l'intégrale / u(x)dx

m

désignera toujours / uw(z)dz. Le lien entre cette intégrale et l'intégrale par

m

rapport a la mesure de Haar du tore est donc :

/ @)y () = # /T u(a)dr.

Par ailleurs, on munit L?(T™, H) du produit scalaire suivant :

<wyv >i= /m uw(z) g v(z)de.

L?(T™,H) est alors un espace de Hilbert.
Le résultat suivant est immédiat :

Proposition 2.2.1.4 Pour tout p € R™, les assertions suivantes sont vraies.
1. Vk € NU {40}, 7,(C¥(T™ E)) Cc CK(T™ E).
2. Ya € [1;+00], 7,(L*(T™ E)) C L*(T™, E).

2.2.2 Les théoremes de prolongement

Le prolongement de fonctions définies sur Q™ en fonctions définies sur le tore se
fait a ’aide du lemme suivant :

Lemme 2.2.2.1 Les assertions suivantes sont vraies.
1. Ve e R™, dkeZ™, x-—2mkeQm.
2. la frontiere de Q™ est donnée par
Q" ={peQ™ : Fje{l,---,m}, pj e {-mn}}
et est Lebesgque-négligeable dans Q™ et dans R™.

3. si [ est 2w-périodique en chaque variable, f satisfait la condition a la
frontiére suivante :

(CF) (Vi € {1,---,m})(Vz_; € R™ V) f(x_;,—7) = f(x_;,7) qui peut

VECeQm, Vi€l m}, (& =G) ou (& € {7 7}) et (G € {-m,7})]
= (f(&) = F(O).
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Preuve. Le point (3.) résulte de la définition de la périodicité.

Pour le point (1.), étant donné = € R™, posons pour tout j = 1,---,m,

k}j — B <£L’j—|—ﬂ')
27

ou F désigne la fonction partie entiere. On vérifie que k € Z™ et que pour tout
j=1,--- m,ona—m <x; —2rk; <7, donc z — 27k € Q.

Passons au point (2.). Il s’agit en fait de montrer que IntQ™ = | — m, 7[™. Tout
d’abord, on a IntQ™ D | — 7, 7[™ puisque | — 7, w[™ est un ouvert de R™ contenu
dans ™. Si l'inclusion est stricte, il existe p € IntQ™ et un indice j, tel que
pjo € {—m,m}. Sans nuire a la généralité, on suppose que p;, = w. La suite de
points ((pj + %)1§j§m)n tend vers p, mais aucun de ces points n’est dans Q™.
Ainsi, p ¢ IntQ".m

Commencons par ’étude du prolongement dans le cas des espaces de Lebesgue.
Proposition 2.2.2.2 L’application J : L*(T™, E) — L“(Q™,E) définie par :
T (u) = tjom

est un isomorphisme isométrique d’espaces de Banach (et méme de Hilbert si
a=2eE=H).

Démonstration. J est visiblement une application linéaire isométrique. Mon-
trons son caractere bijectif.

Surjectivité. Soit f € LY(Q™,E). Quitte & modifier f sur la frontiere de Q™
(qui est Lebesgue-négligeable), on peut supposer que f est nulle sur 9Q™. Soit
xr € R™. Sl existe k,l dans Z™, distincts, pour lesquels on aitsimultanément
r—2mk € QM et x — 2wl € Q™ alors pour tous les i tels que k; # 1;, ona (k; =0
et [; = 2m) ou (k; = 2w et [; = 0). Ainsi, par (CF),f(x — 27k) = f(z — 27l),
et il est donc possible de définir f(z) = f(x — 2rk) ot k est choisi arbitraire-
ment dans Z™ de sorte que x — 27k € Q™. Montrons maintenant que la fonc-
tion f ainsi définie est périodique. Si p € Z™ et @ € R™sont donnés, soit
k € Z™ tel que : x — 27k € Q™. On a (z + 27p) — 2w(k + p) € Q™ donc
fx+2mp) = f((x + 27p) — 2x(k 4+ p)) = f(x — 2nk) = f(x). 1l reste enfin &
vérifier 'appartenance a L®. La restriction de f a chaque Q™ + 27k, ou k € Z™
est de la forme x — f(x + 27k), donc fels (R™ E), ce qui montre bien que

f e L*(T™,E) et vérifie 7(f) = f. .

Injectivité. Soit f € L*(Q™,E) et fi et fo deux fonctions telles que J(f1) =
J(f2) = f. On peut supposer que les deux fonctions f; sont égales sur Q™. Soit
r € R™ 1l existe k£ € Z™ tels que x — 27k € Q™. On a alors : fi(z) =

filx = 27k) = fo(x — 27k) = fo(x).m

Nous passons au cas des fonctions continues. Cette fois, il faut bien entendu
étudier précisément ce qui se passe sur la frontiere.
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Lemme 2.2.2.3 Soient k et | deux éléments distincts de ™ et soit p € (Q™ +
21k) N (Q™ + 2xl). Alors :

p € 0(Q™ + 21k) N A(Q™ + 2xl) = (IQ™ + 21k) N (DQ™ + 2ntl).

Preuve. Il existe &, € Q™ tels que p = & + 27k = ( + 2wl. Comme k # [, il
existe j tel que §; # (;. Par ailleurs, comme &; +27k; = (;+27l; et |§; — G| < 27,
on a ’kz — ll‘ S 1.

Premier cas. k; = [;. Alors & = (.

Second cas. k; = [; + 1. Alors & = (; &+ 27, soit, comme &, ¢ € Q™, 'un des
deux vaut —7 et l'autre 7. Ainsi, on a montré que pour tout ¢ € {1,---,m},

& = G ou &, ¢ € {—mm} et il existe j tel que & # (;. Finalement, p €
(0Q™ + 27k) N (0Q™ + 27l).m

Proposition 2.2.2.4 Soit f € C°(Q™,E). Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. Il existe un unique f € C°(T™ E) tel que ﬁQm =f.
2. f satisfait (CF).

Démonstration. L’implication [1= 2] est évidente, passons donc a I'implication
[2 = 1]. Existence. Pour x € Q™ + 27k, on pose fr(z) = f(z — 27k). Lorsque
(Q™ + 27k) N (Q™ + 2wl) # (0, avec k # [, on a (Q™ + 27k) N (Q™ + 2xl) =
(0Q™ + 271k) N (0Q™ + 2wl) en vertu du lemme. Ainsi, grace a (CF), on a
fr(x) = fi(x). Introduisons Ay := Q™ + 2rwk. La famille (Ay); forme un recou-
vrement de R™ tel que si Ay N A; # 0, fr(z) = fi(xz). On peut définir la fonction
f en posant f () = fr(x) si x € Ap. Comme chaque f; est continue et comme
le recouvrement (Ay)g est fermé et localement fini, on sait que f est continue
(cf.[78] p.20). Sa périodicité est évidente. Ainsi, on a montré I'existence.

Unicité. Deux solutions prennent les mémes valeurs sur @)™, donc sur R par
périodicité.m

Proposition 2.2.2.5 Pour toute f € CHQ™ E), il existe une unique f €
CH(T™,E) telle que fi,m = [

Démonstration. L’unicité est acquise par la proposition 2.2.2.4. De plus, cette
proposition nous donne, pour tout j < k, un unique f; € C° (Tm, Egym (R™); E))
tel que flem = fU). Soit f = fy ; il s’agit de montrer que cette fonction appar-
tient & C*(T™,E). Soit x € R™ et [ € Z™ tel que x € Q™ + 27l. Distinguons
deux cas : 3

Premier cas. x € Int (Q™ + 2xl). Dans ce cas, au voisinage de x, f = foT oy
donc est de classe C*comme composée d'une application C* et d’une application
Ce.

Second cas. x € 0(Q™ + 2nl). Soit

A={\eZ™xecoQ™+2n\}
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A est un ensemble fini non vide et comme pour A € A, on a supp ( ﬂ om +2M> =

supp(f) + 27\ et comme x & supp (ﬁQ,,LHM), on peut considérer

r 1= 1min d(z; supp(f) + 27A)

qui est un réel strictement positif et dire que sur B(x;r), f = 0. Elle est donc
bien C* au voisinage de z.m

2.2.3 Quelques autres propriétés des espaces de fonctions
définies sur le tore

Proposition 2.2.3.1 Tout élément de C°(T™,E) est uniformément continu sur
R™.

Démonstration. Soit 7 un réel positif fixé. L’ensemble K := {z € R™;d(z, Q™) <
r} est un compact (car on est en dimension finie), donc en vertu du lemme de
Heine,

(Ve > 0)(30 > 0)(Ve,z € K)  (Jr — 2| <0) = (If(z) - f(?)|e <€)

Fixons arbitrairement ¢ > 0 et un § donné comme ci-dessus. On pose ¢ :=
min{r;d}. Soit z, z tels que |z — z| < ¢'. 1l existe k € Z™ tel que x — 27k € Q™
et alors z — 2k € K. On a alors :

[f(2) = f(2)|e = |f(x = 2mk) — f(z = 2mk)|e < €

ce qui est bien I'uniforme continuité.m
On établit maintenant des théoremes de densité. Etudions pour cela la convolu-
tion.

Proposition 2.2.3.2 Soit j € NU {+oc}, u € CI(T™ A) et v € L*(T™, B)
avec a € [1,+00]. Alors u*v € CI(T™,C).

Démonstration. Comme v € L*(T™,B), on a v € L}, (R™, B) et le produit de
convolution u * v est donné par :

wrn(z) = /m w(z) o v(z — 2)da.

De surcroit il est bien défini sur R™ et u* v € C7(R™,C). Vérifions que 27rZ™ C
Per(u % v), ce qui conclura la démonstration. Soit donc p € 27Z™. p est une
période de v, et :

uxv(z+p) = / w(z)v(z+p—a)dr = / w(z)v(z — x)de = u*v(2)

m m

C’est ce qu'il fallait démontrer.m
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Proposition 2.2.3.3 Soit j € NU{+o0}. C/(T™ E) et CY(T™ E) sont denses
dans L*(T™ E).

Démonstration. Il suffit de faire la démonstration pour C¥(T™, E). On rappelle
que C°(Int(Q™), E) est dense dans L?(Q™,E) (la démonstration de BREZIS [33]
p.71 s’adapte aux espaces de Banach). Fixons u € L*(T™,E) ; on note u sa
restriction a Q™. Ainsi, en vertu du rappel fait dans cette démonstration, ¢ > 0
étant donné, il existe w € C2°(Int(Q™),E) tel que

/m jw(z) — u(z)[zde < &

Par ailleurs, en vertu de la Proposition 2.2.2.5, on peut prolonger de maniere
unique w en un élément z € C°(T™, E). On a :

[ 1)~ ut)ds = [ fute) - (oo < &2

d’otut la proposition.m
Lemme 2.2.3.4 Soit f € L'(T™ E) et § € R™. Alors :
flz+ B)dz = f(z)dx
Q™ Q™

Preuve. Nous allons démontrer le résultat par récurrence sur m. Lorsque m = 1,
on a successivement :

/:f@+w%ﬁ=i/ijf= B:ﬂ*%/:f+léﬂﬂf:
e [ [ e [

C’est le résultat cherché. Supposons le résultat vrai pour 1 et m — 1. On a :

e

o+ By =

[/ flxy+ B ooy + ﬂ_l)dx_l} dx,
Qm —r LJ [—m,mm—L

D’apres le résultat au rang m — 1, le membre de droite vaut :

/ﬂ |:/[ - f(xl + ﬁl, Il)dx1:| dl’l

Par utilisation du théoreme de Fubini puis du résultat au rang 1, cette intégrale
vaut bien me f(x)dx, et la proposition est démontrée.m

Proposition 2.2.3.5 Soit u € L*(T™,E). La fonction de R™ vers L?(T™,E)
définie par B —— Tgu est uniformément continue.
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Démonstration. Soit € > 0 fixé, et soit v € CY(T™, E) tel que ||u — v|| < &/3.
Comme v est uniformément continue sur R™, f —— 73 est uniformément continue
de R™ vers C°(T™, E), donc on peut trouver n > 0 tel que si 7 et 3 sont dans R™
tels que |y — 3| < n, alors

sup lv(z +7) —v(z + B)|g < 32y

Soit v et [ ainsi choisis. On a alors :
[u(-+8) —u(-+9)| <
Ju(- +8) —v(- + )| + lo(- + 8) —v(- + ) + lo(- +7) —ul- + )] <

2/lu = vl + (- + 8) —v(- + )

en utilisant le lemme 2.2.3.4. Ce dernier terme est majoré par ¢, et c¢’est ce que
I’'on voulait.m

2.3 Construction d’espaces du type de Sobolev

Ce chapitre se propose de présenter la construction d’espaces du type de Sobolev
et de Blot adaptés a nos problemes. On va commencer par introduire une notion
de dérivée faible de Percival pour les éléments de L*(T™,E) comme générateur
infinitésimal d’un (semi-)groupe de contractions. Le domaine de cet opérateur
non borné est 'espace du type Sobolev que 'on souhaitait construire. Nous
expliciterons le lien entre distributions sur le tore et distributions 27-périodiques
en chaque variable, et montrerons que les différentes manieres d’introduire la
dérivée faible de Percival coincident.

2.3.1 Construction et premieres propriétés de 1’espace
HL(T™ E)

Rappelons que selon la proposition 2.2.1.4, pour tout w € L*(T™,E) et tout
B € R™ ona: 1gu € L*(T™ E). Ainsi, il est légitime de définir, pour tout
t € RY, T(t) de L*(T™,E) vers lui-méme en posant :

vt € R, vu e LA(T™RY), T(t)u:= ru.

On vérifie facilement que T'(t) est une isométrie linéaire de L*(T™ E) sur lui-
meme.

Proposition 2.3.1.1 Les assertions suivantes sont valides.
1. Vs,t e R, T'(s+1t) =T(t) o T(s).

2. T(0) = id.

42



3. Yu € LX(T™ E), [t— T(t)y] € CO(R*, L¥(T™, E)).

Démonstration. (1)7(t + s)u = Tsrptt = u(- + (s + Hw) = Tu(- + tw) =
T(s)[T(t)u] = [T(s) o T(1))(u).

(2) trivial.

(3) [t — tw] est continue, donc ce point résulte de la proposition 2.2.3.5.m

Ainsi, selon [50] p.614, la famille (7'(¢) );cr+ est un semi-groupe fortement continu
dans L(L*(T™, E); L*(T™,E)). On note V,, le générateur infinitésimal de ce semi-
groupe, et H!(T™, ) son domaine. Nous avons donc par définition :

T(t)u —
HY(T™ E) := {u e L*(T™E) : 3 lim # e L2(Tm,E)}

t—0+

et pour u € H(T™ E), cette limite se note V,u. Il résulte de la théorie générale
des semi-groupes fortement continus, cf. [50] p.619-620, que :

Proposition 2.3.1.2 Les assertions suivantes sont vraies.

1. HL(T™ E) est un sous-espace-vectoriel de L*(T™,E) et V., est linéaire de
HL(T™ E) vers L*(T™, E).

2. siu € HY(T™ E) et sit € RT, alors ty,u € HL(T™ E) et :

d
E(Ttwu) = Vo (Tiu) = 1 (Vou).

3. siu€ HY(T™E) et si 0 < s <t < +o00, alors :
t
Tl — Tl = / Ty (Vou)dr.

4. sit € RT et si g € L'(R,R) est continue en t, alors :

1 t+h

}111{)% E/t g(s)Tswu ds = g(t)Ttwu-

5. HL.(T™ E) est dense dans L*(T™ E) et V,, est de graphe fermé dans L*(T™,E)x
L(T™, E).

Remarque 2.3.1.3 Les intégrales considérées dans cette proposition sont des
intégrales de fonctions continues a valeurs dans ’espace de Banach L*(T™ E).

On munit H!(T™ E) de la norme :

[l rz ey = A/ ull? + | Veul|?
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que l'on note aussi ||ul|1,, s’il n’y a pas d’ambiguité sur E. Lorsque de plus E = H,
on munit HL(T™,H) de la forme bilinéaire suivante :

< w0 >pgirmEy=< w0 >+ < Vyu; Veu > .

S’il n'y a pas d’ambiguité sur H, on notera plutdot < u;v >;, au lieu de <
u; v >H‘})(’ﬂ‘m’H).

Proposition 2.3.1.4 Muni de la forme bilinéaire < -, >1,,, H.(T™ H) est un
espace de Hilbert.

Démonstration. La seule chose a vérifier est la complétude. Or, si (u,), est de
Cauchy dans HL(T™, H), chacune des suites (u, ), et (V,u,), est de Cauchy dans
I'espace complet L?(T™, H), donc converge. On note u et v les limites respectives.
Maintenant, comme V, est de graphe fermé, on voit que v = V u, ce qui montre
que la suite (u,), converge dans H.(T™ H).m

On vérifie maintenant que I'on récupere bien la notion usuelle pour les fonctions
régulieres :

Proposition 2.3.1.5 Siu € CY(T™, E), alors u € HL(T™ E), et : V,u(z) =
u'(x) - w pour Lebesgue-presque tout x.

Démonstration. Puisque u' est continue sur T™, elle est uniformément con-
tinue, et donc € > 0 étant donné, on peut trouver n > 0 tel que :

VECER™, (- (| <n) = <|u'<<> O < i) |

On fixe un tel n, x € R™ et soit t € ]|0;n/|w|[. Par I'inégalité de la moyenne
appliquée a la fonction y — u(y) — v/(z).y entre x et x + tw, on a :
5

lu(x + tw) —u(x) —u'(x) - (tw)|g < mt\w\.

On divise par t, et I'on integre le carré de l'inégalité sur Q™. Il vient, pour tout
t €]0;5n/|w|[:
Tt — U

; < e(2m)™/?

() w

ce qui démontre le résultat attendu.m

2.3.2 Convolution et théoremes de densité

Nous appellerons suite régularisante une suite (p;);>0 de fonctions de C°(R™, R)
vérifiant :

1. Ve R™, VjeN, p;(z)>0.
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3. VjeN, supp(p;) C Int(Q™) et lim diam[supp(p;)] = 0.

J—+oo

Proposition 2.3.2.1 Soit u € H:(T™ E) et p € CH(R™,K) tel que supp(p) C
Int(Q™). On a :
(dwp) *u = p=* (V,u).

Démonstration.
Premiere étape. Soit ¢ > 0. On commence par remarquer que :

/m o(z) {@} (> — 2)dz — /m u(z — 7) [W)t—_p] (2)dz

Seconde étape. Démontrons que, lorsque ¢ — 0, / p(x) {@1 (z — z)dz
tend vers p *x (V,u)(z). En effet, comme p =1, la différence entre cette

Rm
intégrale et p * (V,u)(z) vaut :

/ pla) {M . ku] (» — 2)dz = / pla) {M - ku] (2 — 2)dz

t t
1/2
qui est majoré par, en désignant par I le nombre [ / pQ} ;
5 1/2
I [/ w —Vou| (z— x)dm] <I Ttwut v Vu
m E

et le dernier terme tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 0.

Troisieme étape. Démontrons que lorsque t — 0, [, u(z—x)[™L=L](z)dx tend
vers (d,p) * u. Comme supp(p) C Int@Q™, il existe un réel r > 0 tel que si t < r,
alors supp(m,p) C Int@Q™. Comme supp(p’) est compact, p’ est uniformément
continue donc par utilisation de l'inégalité de la moyenne, pour tout ¢ > 0, il
existe t' < r tel que si ¢t €]0;¢'[, on a :

Ttwp_p<

(@)~ dupla)

< glw|.

On integre sur R™ cette inégalité multipliée auparavant par u(z — z), et 'on
obtient la majoration, comme supp [W] cQ™:

/m (M(x) - dw(w)) u(z —w)dr| < /m elw|-lu(z — o)

t

et le résultat de cette étape est valide.

Quatrieme étape. Conclusion. On passe a la limite dans 1’égalité de la premiere
étape.m
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Proposition 2.3.2.2 Soit (p;); une suite régularisante et uw € L*(T™,E). Alors :

tim o+~ ul] =0.

Démonstration. Comme p; est positive et a support inclus dans Q™, on a pour
tout z € R™ :

oy ()]s < /Q i)tz — )ledz < \/ /Q i)tz — )2

ou pour la derniere inégalité, on a utilisé 'inégalité de Cauchy-Schwarz. Ainsi,
en élevant au carré, en intégrant sur T™ puis en utilisant le théoréeme de Fubini,

on a :
oy su=ul < [ oo ([ e~ o)) ar

mais d’apres le lemme 2.2.3.4, 'intégrale imbriquée vaut ||u/|?, soit finalement on
aboutit a :
lpj *u—ul* < lu]*.

Comme C?(IntQ™, E) est dense dans L*(Q™, E), on sait que C?(T™, E) est dense
dans L*(T™ E) et donc ¢ > 0 étant donné, il existe p € C°(T™, E) tel que
lu —¢| < e. On a alors aussi ||p; * u — p; * ¢|| < e. A T'aide de l'inégalité
triangulaire, on en déduit :

lpj * u = ul] <2+ [lp; + o — ¢,

Il nous reste donc & démontrer que ||p;jxp—¢|| < e pour j assez grand. L’uniforme
continuité de ¢ nous donne un n > 0 tel que si [ —(| < n, alors |@(&) — ()| < €.
Soit j assez grand pour que (z € supp(p;)) = (|z] < n). Soit enfin z € R™
arbitraire. Alors, de :

e eld) = o) = [ ) (ple = 2) - () da

comme l'intégrale ne porte que sur supp(p;), on déduit :

lpj * 0(2) — p(2)[ < 8/ pi(x)de < e.

supp(p;)

On aboutit a, pour j assez grand :
oy = ] < 3e.
Ce qu’il fallait démontrer.m
Proposition 2.3.2.3 Soit u € L*(T™, E) et p € CHR™,K). Alors :

dy(p*u) = (dyp) * u.
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Démonstration. On sait que l'on a toujours (cf [88] p.122) :

0 0
k) = * 1U.
gz, P * ) = (5-p)
On multiplie par w; et ’'on somme sur ¢ pour obtenir la formule annoncée.m

Proposition 2.3.2.4 CY(T™ E) est dense dans H.(T™,E). Plus précisément,
siu € HL(T™ E), alors la suite (p; * u); tend vers u dans H-(T™ E) pour toute
suite régularisante (p;);.

Démonstration. D’aprés la Proposition 2.2.3.2, on a p; x u € CY(T™,E) et
p; * (Vyu) € CHT™ E). D’apreés la Proposition 2.3.2.2, on a :

lim ||pj*xu—ul|=0 et lim |p;*(Vou)— (Vou)| =0.
J—+oo

Jj—+oo
Or par les Propositions 2.3.2.1 et 2.3.2.3, on a p; * (V,u) = V,(p; * u) donc

finalement lim |p; * u — ull;, = 0.m
J—r+oo

Proposition 2.3.2.5 Les formules suivantes sont vraies.

1.
Vf e CY(T™ E), O, f(z)dw = 0.

Tm

Yu € H:(T™ E), Vu(x)dx = 0.

Tm

Démonstration. Premiere assertion. Par périodicité, on a bien entendu

pour tout ¢ :
0
/ / (x)dz =0
T

de quoi on déduit I'assertion par linéarité.

Seconde assertion : par densité, on peut trouver, pour tout € > 0, un f €
CHT™ E) tel que ||f — ull1w < e. On a ainsi ||d,f — Vyul| < &, dou ||d,f —
Vou| irmg) < €(2m)™. Ainsi, en utilisant la premicre assertion, on voit que
| Jom Vou(z)dels < e(2m)™m

Proposition 2.3.2.6 Soit ¢ € CY(T™ A) et u € HL(T™, B). Alors p-u €
HL(T™,C) et l'on a :
Viulpou) = (dup) ou+ oo (Vou).

Démonstration.
Premier cas : (A, B) = (E,E) (ou (E,E’) qui est analogue).
Premiere étape du premier cas. On montre que :

TP — P
t

lim =0.

B Tu—d B u
P E'XE Ttw ( wSO) E’'xE
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Fixons € strictement positif. Par uniforme continuité de ¢’, on peut trouver ¢ty > 0
tel que si [t| < to,

Ve € R™, VE€ [z;x+tw], |¢'(€) — ¢ (2)|e < elw] ™"

Par ailleurs, en utilisant 'inégalité de la moyenne, on a :

ExE U + tw) — (dop(z)) mxE u(@ + tw)| <

'w(m +tw) — ¢(x)
t

sup | (§) — ¢'(2)[w-|w]-Ju(z + tw)lg,
E€(z;z+iw]

donc si [t| < tg, ce terme est majoré par e|u(x + tw)|g. Elevant au carré et
intégrant, en utilisant le Lemme 2.2.3.4, on voit que :

‘ [# - m] we Tt < eull.
Ainsi, on a démontré :
. TtwP — P _
%1_1)18 |: ; dwg0:| E' xE TtoU|| = 0. (21)

Par ailleurs, on a la majoration :
1(dup) e (ot = I < @m)™[duplZ s — )l

et par la proposition 2.2.3.5, ce terme tend vers 0 quand ¢t — 0. Compte tenu de
ce résultat et de la majoration :

Tro0 —
# W xE Trwll — (dwp) ‘wxE vl <
T —
‘ [# - deO] B/ xE Tt W|| + H(dwtﬂ) ‘E'XE (Tmu - U)H;

I'inégalité (2.1) permet de conclure cette étape.
Seconde étape du premier cas. On montre que :

T — U
t

= 0.

mH@'E'xE — @ E'xE V,u

li
t—0
En effet, le terme considéré est notoirement majoré par

TtoU — U

)™ 2l || 22

—V,u

qui tend vers 0 quand ¢ — 0.
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Conclusion. On a :

T (@ BB U) — @ “wxE U
t

— (dwp) wxgu — ¢ wxe (Vou) =

Tl — U
t

donc il résulte des deux premieres étapes que le membre de droite tend vers 0
lorsque t — 0, et I'asserion 1. est démontrée.

Second cas : (A,B) = (K,E) (ou (E,K) qui est analogue).

Soit e € E arbitraire, et soit ¢.(z) := p(x)e. Alors ¢, € HL(T™ E') et en lui
appliquant 'assertion 1, on obtient :

TiwP — ¢

‘ — @ "E'xE V,u

‘B xE Tl — (dw®) ‘B xE U} + {w B/ xE

Voul(pe) ‘mxe u] = dy(pe) mxe v+ (e) wx (Vou).

Mais comme e est constant, on a V[(¢e) ‘wxg u] = (Vop)e wxr u et d,(pe) =
(dywp)e, donc on obtient :

e wxk [Vo(pu)] = e wxe [(dup)u] + € mxp [0.(Vou)].
Comme la relation est vraie pour tout e € E’, on conclut que :
Vo(pu) = (dyp)u+ ¢.(Vyu)m

Proposition 2.3.2.7 On a la formule d’intégration par parties suivante. Pour
tout p € CHT™, A) et w e HL(T™ B), on a :

/mgoo(ku) _ —/m(dwgo)ou.

Démonstration. A l'aide de la proposition précédente, on sait que p o u €
H(T™,C) et que l'on a :

Vulpou) = (dyp)ou+ oo (Vyu).

Intégrons cette égalité. Comme selon la proposition 2.3.2.5, 'intégrale du membre
de gauche est nulle, on a :

/m@o(ku) +/m<dw¢)<>u 0,

ce qui est le résultat cherché.m

2.3.3 L’espace H, (1", E)
Définition 2.3.3.1 On appelle H., ((T™, E) l'adhérence de C;(T™,E) dans HL(T™,E).

Proposition 2.3.3.2 Muni de la norme de H,(T™,E), H}, o(T™,E) est complet,
St de plus E = H, c’est un espace de Hilbert.
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Démonstration. H_ ((T™, E) est un sous-espace vectoriel fermé de I'espace
complet HL(T™, E), c’est donc un espace complet.m

Proposition 2.3.3.3 H} ((T™, E) est aussi l'adhérence de C,(T™ E) dans HL(T™,E).

Démonstration. Soit H 'adhérence de C?,(T™, E) dans HL(T™,E). L'inclusion
H C H}o(T™, E) résulte de CH(T™, E) C C!_(T™ E).

Pour le sens réciproque, on va montrer que U'injection de C} (T™, E) dans C} (T, E)
est dense pour la norme de H)(T™,E). Soit donc ¢ € C;(T™, E) et soit (pn)n
une suite régularisante. Comme ¢ € H!(T™ E), il résulte de la proposition 2.2.3.3
appliquée a ¢ et p, que si ¥, := p, * @, on a ¥, € CH(T™ E) et :

i, — e =0

Par ailleurs, on a :
supp(vhn) C supp() + supp(pn)

et comme lirf diam(supp(p,)) = 0, pour n assez grand, on a :
n——+0o0

supp(¥n) C IntQ™.
On en déduit que v, € C(T™ E) pour n assez grand, d’ou le résultat.m
Proposition 2.3.3.4 Pour toute u € H}, ((T™,H), on a l'inégalité de Poincaré-

Wirtinger :

W]
IVoul| 2 —=]lul.

T/m
De plus, Uapplication u — ||V,u|| est une norme sur H), o(T™ H) équivalente d

celle de H}(T™, H).
On notera ||.||1w,0 la norme donnée dans la proposition, c’est-a-dire que :
Vu € Hyo(T™ H), lulliwo = [IVeull
La démonstration de la proposition est basée essentiellement sur la vérification

de I'inégalité indiquée pour les fonctions régulieres, ce qui fait l'objet du lemme
suivant :

Lemme 2.3.3.5 On note a = % Alors pour toute u € C}(T™ H), on a :
[doull = aful].

Démonstration de la proposition. Supposant provisoirement le lemme acquis,
soit u € H} (T H). On considére une suite (u,), & valeurs dans C}(T™, H)
tendant vers u et auxquels on applique le lemme. Ainsi, pour tout n, on a :

IVeun| = allun.
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Mais comme

lim |ju—wu,||=0 et lim ||Vou— V,u,| =0,
n—+00 n—+00

on peut passer a la limite pour obtenir :
[Veul| = affu].

A Taide de cette majoration, on obtient que pour tout u € HolJ’O(Tm, H) :

V1+a?

[ulliwo < Nlulliw < ——lulliwo
o

d’ou I'équivalence des normes.m
Passons a la démonstration du lemme.

Démonstration du lemme. Utilisons les résultats et notations de la section
2.1. Soit u € CHT™,H) fixée et v =uo yox;'. On a alors :

2 2
IVl = P / dy = [P / ( / dy1> dy+.
Km H D K(y—1) H

Fixons y_; € D. On pose [a,b] := K(y_1) (rappelons que K (y_1) est un intervalle
fermé, cf. lemme 2.1.4.2). On pose également :

ov

ov
a—yl(y)

8_y1(y)

P(y) = vy Ym)-
On indique que ¢ € C}([a,b], H) et que :

, ov
2 (yl) = a_yl(y“ s ,ym).

dy, = / |<P |Hdt

t / /
9 ©(s) -u¢'(s) ol 2 (a0, - 112" L2 (a0
el = [ ALEE g e 2 L)

Il vient alors :
(%

83/1

o

Mais comme ¢(a) =0, on a :

ou l'on a utilisé I'inégalité de Cauchy-Schwarz puis majoré chacune des intégrales
(de fonctions positives) par I'intégrale sur le segment entier. Par intégration sur
[a,b], on en déduit :

b—a

ol 2 (a,1m) < H)
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et comme b — a = diamK (y_1) < 2my/m, on aboutit a la majoration :

ol 22 (amy < TVl || L2((a.0,m)-

Revenant en v, on obtient :

/K(y—l)

soit, en revenant en u :

2

(9?] 1 2
dy > / () dy,
H mm? K(y-1) E

8—%(9)

ldoull > 12

lll-

m

Cecl termine la démonstration du lemme.m

Remarque 2.3.3.6 Le fait qu’une fonction constante non nulle ne vérifie pas la
relation de Poincaré-Wirtinger démontre que H_, o(T™, H) est distinct de H(T™, H).

Notation 2.3.3.7 On note apw(m) (ou apw s’il n’y a pas ambiguité sur m),
la meilleure constante de Poincaré-Wirtinger, c’est-a-dire :

[Veul|
weH} o (T {0} |[ull

apw(m) =

sup{ar > 0 @ Yu € H}o(T™ H), ||[Veull > aofull}.

On a ainsi pour tout m, la minoration :

oo (1 jwl
pw ( )ZW\/E'

Proposition 2.3.3.8 L’injection canonique de H), o(T™  H) dans L*(T™ H) n’est
pas compacte.

Remarque 2.3.3.9 Autrement dit, [’espace HiO(Tm, H) ne vérifie pas un résultat
du type Rellich-Kondrachov. Cette absence de compacité rend plus difficile [’obtention
de théorémes d’existence dans cet espace que dans l'espace de Sobolev HL(Q)
usuel.

Démonstration. Compte tenu de la caractérisation des compacts forts (i.e.
pour la topologie de la norme) de L?*(IntQ™) (cf. [33] p.74), pour nier Rellich-
Kondrachov, il suffit de démontrer que :

Je >0, IQ CcC Int@Q™, 35y > 0, Vd € ]0; o],
Jh € R™, Ju € By (rmmy, |h] <4 et |Thu — ul| > e.
Avant de progresser dans la démonstration, faisons trois remarques.
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e Il suffit de fabriquer un contre-exemple avec H = R.

e Bien entendu, ceci ne contredit pas la continuité des translations dans L2
car u dépend de §.

e L’idée fondamentale a retenir est que ’absence de compacité est due a
I’absence de controle des dérivées qui ne sont pas dans la direction de w.

On se place donc dans le cas H = R ; soit (b;) une base orthonormée telle que
by = ﬁ On se donne A C IntQ™, L;, j = 1,---,m, m réels strictement positifs
tels que si :

K = {A+Z/\iLibi : )\Z(/\l""’/\m)e[o;l]m}

i=1

et :
TK = U To KK,
€05 L1]
on ait :
TK C IntQ™.

On peut alors trouver un ouvert €2 contenant T'K et donc I’adhérence est contenue
dans Int@Q™ (c’est-a-dire Q CC Int@™). On pose Jy := %Ll et | = %Ll.

Premiére étape. Dans cette étape (que I'on ne fait que si m > 3), on se ramene
au cas ol m = 2. Soit ¢ € C°(R™ 2 R") non constamment nulle, telle que

supp(¢) C [[}=30, L;]. On note
1 &
Rm—2

qui est un réel strictement positif. On va chercher v = woy o x; " sous la forme :

U(yb T 7ym) = U2(91,y2)¢(y3, o aym>

Si supp(v) C K et si h = dby avec 6 €]0,g[, on a |[(Thv — v)xa| = || — v]|, et
en utilisant le théoreme de Fubini on obtient les deux égalités suivantes :

I7n = ull* = [[Tvs — val| L2 re) T

IVeoull® = lw*|0rva][72(12)T

soit finalement : )
||Thu_uH2 - ||ThU2 _UQHLQ(']T?)

2
Vo

H81U2H%2(T2)

On voit par I’égalité précédente qu’il suffit de construire vy, ce qui revient a faire
la démonstration dans le cas m = 2.
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Seconde étape. On construit maintenant vo. Fixons arbitrairement § € ]0, dg|.
Pour i, j € {0, 1,2}, notons

Ly Ly 0
A= AviZlp, 45220,
J +Z3 1+]3502

Pour tout A € R*, on définit la fonction Py sur [0,[] par :

A )2
P)\(:L‘) = 2l—21‘2x[0’l/2}(:ﬁ) —|— )\ (1 — 2 (1 — 7) ) X[Z/Q,l] ($)
On introduit alors f) :
() = Pa(@)xpa (%) + Axpan (@) + Pr(3l — 2)xp0.0(2).
La fonction f est continue et elle est C! par morceaux. On calcule :
A
T
On pose enfin :
va (Y1, 92) = fuars (Y1) X101 (42) + f1(y1) X520 (Y2) + fa—yays (Y1) X (2636 (Y2)-

On a alors :

%)
vz = vl 2 [ (1-02 =3
co(A1,1;A1,2;A2,1;A2,2)

et

”81“2”%2(11‘2) <2

4.9)2 4 176
2 / ppdy / 2l a
co(Ao,0;41,0540,1;41,1) co(Ao,1;41,1;40,2;A42,2)

Finalement, on a :
750,02 — Va2l Topey 202

donc on peut prendre dans le cas m quelconque :
I /2
£=—1\=.
lw| V 17
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2.4 Analyse de Fourier et comparaison des différentes
notions de dérivation

Remarque 2.4.0.10 Ici, par commodité, on supposera que K = C. Dans le
cas réel, ceci consiste a travailler dans le complexifié de E, puis a réunir les
coefficients de Fourier d’indices opposés.

On note, pour u € L2(T™ E) et v € Z™, a(u;v) I'élément de E :

1
a(u;v) == G /me,,(x)u(x)dx.

On note :

U~ Z a(u;v)e,

vEZL™

On rappelle que :

Rappel 2.4.0.11 L’application u — (a(u;v)),ezm est un isomorphisme isométrique
de L*(T™,H) sur (*(Z™;H).

Remarque 2.4.0.12 La fonction e, est de classe C*(T™,E) et :
dye, =i(v-w)e,.
Proposition 2.4.0.13 Soit u € H (T™,E) et v € Z™.On a :
a(Vyu;v) = i(v - w)a(u; v).

Démonstration. Fixons v € Z™. L’application a(-;v) est linéaire continue de
L*(T™,E) vers E, on a ainsi :

a(ryu;v) — alu; u)‘

a(Vyu;v) = lim
t—0 t

En utilisant le Lemme 2.2.3.4, on a : a(m,u;v) = e,(tw)a(u; v) d’ou le résultat
pProposé.m

Proposition 2.4.0.14 Soit u € L*(T™ H) tel que :

> (- w)Pla(us )l < +oo.

vezm™

Alorsw € HY(T™ H) et Vou~ > i(v-w)a(u;v)e,.
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Démonstration. On sait (cf. 2.4.0.11) qu’il existe v € L*(T™,H) tel que
v~y i(vew)a(u;v)e,. Pour k € N*, formons alors le polynéme trigonométrique
Pi(x) = 30 1<x a(wsv)ey (). On a ainsi limyyo0 [[u — Ppl| = 0 et limg o0 [ —
VoPx| = 0. Comme (Py;V,P;) est dans le graphe de V,, qui est fermé, on en
déduit que v = V,u et donc u € H:(T™, H).m

Proposition 2.4.0.15 Soit u et v deuz éléments de L*(T™,H) tels que :

Ve € CH(T™,C), /(dww)-muz—/ Y uv

ou

Vi € C\(T™, H), / u-Hdwsoz—/ —_—

alors w € HL(T™ H) et V,u=v.
De méme, soit u et v deuz éléments de L*(T™,C) tels que :

Ve € CY(T™,C), / (dup)u = —/ pv
ou
Voe ), [ uld)=- [ v
alors uw € HL(T™,C) et V,yu = v.
Remarque 2.4.0.16 Cette maniére de définir la dérivée d’un élément de L*(T™, H)
est analogue a celle de Sobolev. Aussi, nous dirons que v est la dérivée faible de

Sobolev. Cette proposition montre ainst que cette dérivée faible, lorsqu’elle existe,
coincide avec la notion déja introduite. Nous montrerons la réciproque plus tard.

Démonstration de la Proposition 2.4.0.15

Premier énoncé. Prenant ¢ = e,, on obtient que a(v;v) = —i(v - w)a(u;v).
Comme v € L?(T™ H), on en déduit que ((v - w)a(u;v)), € *(Z™;H), et I'on
conclut avec la Proposition 2.4.0.14.

Second énoncé. Soit h € H non nul arbitraire. Soit également p € C*(T™,C).
On applique 'hypothese avec les fonctions ¢p(x) := p(z)h. On obtient, en util-
isant le premier énoncé, le résultat.

Troisieme énoncé. C’est un cas particulier du premier avec H := C.
Quatrieme énoncé. On se ramene au troisieme par la méme méthode que pour
le second énoncé.m
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2.5 Lien avec les distributions périodiques et les
distributions sur le tore

2.5.1 Premier préliminaire : rappels sur les distributions
a valeurs vectorielles

Notons D(R™,K) l'espace vectoriel des fonctions de classe C* de R™ vers K
nulles en dehors d’un compact.

L’espace des distributions a valeurs dans E est par définition L(D(R™, K),E).
On le notera D'(R™ E).

Proposition 2.5.1.1 Toute fonction f € Li (R™ E) définit une distribution
vectorielle Ty par :

Vo € DR™K), <Tjp>= /m o(z) f(z)dz.

Démonstration. Comme f € L (R™ E), ona f € Lj,.(R™ E) ce qui montre
en particulier que pour tout ¢ € D(R™, K), ¢f € L'(R™ E) donc [, ¢f € E.
De plus, on a :

Ve' e B, |e wxr fl < |€lw |fle

donc ¢ ‘wxg f € L},.(R™ R) pour tout ¢’ € E'. D’aprés la proposition 19 de [82]

loc
p.66, on en déduit que f définit une distribution vectorielle.m

2.5.2 Second préliminaire : la périodification

Cette partie s’inspire de [89].

Proposition 2.5.2.1 Soit p : R™ — E une fonction a support compact. Alors
pour tout r € R™,

w(p)@)= Y mel)

AE2TTL™

est bien définie, la fonction w(yp) : R™ — K est périodique, et 2nZ™ C Per(w(p)).

Démonstration. Existence. On va vérifier que la somme définissant w(p)(z)
est finie. Soit z fixé. Typ(x) # 0 implique = + A € supp(p) ce qui implique
A € (supp(p) —x)N2wZ™ et comme cette intersection est finie puisque le support
de ¢ est borné, on en déduit que la somme définissant w(y) ne porte que sur un
nombre fini de termes, d’ou I'existence de w(¢y).

Périodicité. Cette propriété est une conséquence directe du fait que 277Z™ est
un groupe.m
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L’opérateur w s’étend aux distributions a support compact de la maniere suiv-
ante. Pour 7' € &'(R™,E) , on pose :

Vo € D(R™K), <wl;p>=<T;wp>.

Proposition 2.5.2.2 w envoie continiment D(R™, E) dans E(R™,E) et &'(R™, E)
dans D'(R™,E).

Démonstration. Soit K un compact fixé de R™. w envoie contintiment
Di(R™ E) dans E(R™,E), donc D(R™, E) dans £(R™, E). La formule définissant
w pour les distributions permet de conclure a la fin de la proposition, puisque w
est défini comme étant son transposé (avec un abus de notations !).m

Proposition 2.5.2.3 Les assertions suivantes sont vraies.

1. Pour toute T € E'(R™,E), wT est périodique et plus précisément on a :
VA e2rZ™, w(nT)="n(oT)=wT.
2. Pour toute F € D'(T™,E) et ¢ € D(R™,K), on a :
w(Fy) = (wy).F.
3. Pour toute f € C°(T™K) et T € &'(R™E), on a :
w(fT) = f(=T).

Démonstration. Pour les détails, consulter [89] pp.62-63, dont les démonstrations
s’adaptent sans probleme avec un espace de Banach a l'arrivée.

Le point (1.) est immédiat par transposition.

Pour le point (2.), on a 7y(¢YF) = ma(¢)7A(F) = 7A(¢)F car F est périodique.
On conclut en sommant.

Le dernier point est analogue au second.m

Proposition 2.5.2.4 Les assertions suivantes sont vraies.
1. Sip e CUR™ E), alors w(p) € CO(T™, E).
2. Sip e CHR™ E), alors w(p) € CH(T™, E) et en outre on a

O - dw ()

Vi=1,---,m, w( et :
@(dwp) = dow ().
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3. Pour tout k € NU {400}, si ¢ € C¥*(R™ E), alors w(p) € C*(T™, E).

Démonstration. Commengons par noter que (3.) est une conséquence de
(2.) par itération. Notons également que supp(Tap) = supp(p) — A. Soit z fixé
arbitrairement. On va montrer que sur une boule centrée en z, on peut choisir
un ensemble fini fixe d’indices A pour lesquels les termes de la somme sont non
nuls. Les assertions de la proposition s’ensuivront immédiatement. Notant K le
compact supp(y) — x, on remarque tout d’abord que d(x; supp(Tap)) = d(X; K),
donc r > 0 étant fixé arbitrairement, ’ensemble :

Z={ e2rZ™ : d(z;supp(mrp)) < r}

est fini, et comme Z = {\ € 27Z™ : IntB(z,r) N supp(tap) # 0}, on a sur
IntB(x,7),w(p) = > cz Tap- La proposition est alors démontrée.m

Remarque 2.5.2.5 Précédemment, on a prolongé certaines fonctions
u: Int@Q™ — E en des fonctions u : T™ — E. Désignant par ug [’extension de
w a R™ par 0, on a : U= w(ug).

2.5.3 Distributions périodiques et distributions sur le tore

Pour les détails, consulter de nouveau [89] dont les démonstrations s’adaptent
au cas d’'un Banach comme espace d’arrivée. On commence par un lemme de
partition périodique de 1'unité.

Lemme 2.5.3.1 Il existe une fonction § € D(R™,R) telle que wf = 1.
Preuve. cf. [89] p.63.
Lemme 2.5.3.2 (lemme de surjectivité).
1. VfeC®(T™E), 3p € DR™E), f=uw(p).
2. VF e (C*)(T™E), 3T € &R™E), F=w(T).
Preuve. Compte tenu de 2.5.2.4 points 2., 3., ¢ = 0f et T'= 0F conviennent.m

Proposition 2.5.3.3 Les espaces D'(T™,E) et (C*)(T™,E), munis des mémes
topologies duales (fortes ou faibles), sont algébriquement et topologiquement iso-
morphes.

Compte tenu de I'importance de cette proposition, nous la démontrons en détail.
Démonstration.

1. w envoie contintment D(R™, K) dans £(R™, K), donc D(R™, K) dans £(R™, K)N
D'(T™, K) = C(T™,K). Sa transposée, notée w’ et définie par :

VL € (C®)(T™, E),Yo € D(T™E) < @’ L; o >=< L;wwp >m
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envoie donc continiiment (C*°)(T™, E) dans D'(R™, E). Mais @’ L est une distri-
bution périodique, donc w’ envoie donc contintiment (C*)'(T™, E) dans D'(T™, E).
2. Soit # donnée par le lemme de partition périodique de I'unité. L’application
[+ 0f envoie donc continiiment £(R™, K) dans D(R™, K). Soit O la restriction
de cette application a C*°(T™,K). © envoie alors continiment C*°(T™, K) dans
D(R™,K), donc sa transposée envoie continiment D'(R™, E) dans (C*)'(T™, E).
Sarestriction & D'(T™, E), encore notée O, applique donc D’(T™, E) continiiment
dans (C*)(T™, E).

3. On vérifie par un calcul immédiat que @’ et © sont inverses I'une de 'autre.m

Remarque 2.5.3.4 Désormais, nous ferons systématiquement l’identification.

Remarque 2.5.3.5 On peut expliciter cette correspondance.

1. Etant donnée F' € D'(T™ E) et T une distribution quelconque a support
compact vérifiant wT = F, on a :

Ve C®(T™R), <F,f>m=<T;f>.

2. Si de plus F' est localement intégrable, on peut prendre T' = xomF', et :
<F f >’]I"m:/ F(x)f(x)dx.

2.5.4 Lien avec les notions déja introduites
On définit des opérateurs de Percival pour les distributions :
Définitions 2.5.4.1 On définit :

1. lopérateur 0, sur D'(T™,E) de la maniere suivante. Si T € (C*)'(T™,E),
on pose :

Vo € C°(T™K), <0, T;0>=—<T;d,p>.
2. pour T € D'(IntQ™, E), D,T par :
Vo € C*°(IntQ™,K), < D,T;p >=— <T;d,p > .
Remarque 2.5.4.2 Les assertions suivantes sont vraies.
1. Sip € CYT™ E), alors ¢ € D'(T™ E) et Do = dup.
2. Sip € CH{IntQ™,E), alors p € D'(IntQ™,E) et D, = d,p.

On indique maintenant une caractérisation de H.(T™,H) en termes de distribu-
tions périodiques.
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Proposition 2.5.4.3 L’égalité suivante est vraie :
HYT™ H) = {u € L*(T™ H) : 0J,uc L*(T™ H)}
et siu € H (T™ H), on a : V,u = 0,u.

Démonstration. On va supposer K = C pour simplifier ’exposé.

Inclusion H)(T™ H) D {u € L*(T™ H) : 09,ue L*(T™ H)}.

Soit u € L*(T™; H) tel que d,,u € L*(T™,H). On remarque tout d’abord que 'on
a pour toute ¢ € C*°(T™, K) I’égalité suivante par définition de 0, :

/ gp.@wu:—/ dyp.u.

En utilisant la proposition 2.4.0.15, on en conclut que v € HL(T™ H) et d,u =
Vu.

Inclusion H!(T™ H) C {u € L*(T™ H) : 09,ue L*(T™ H)}.

D’apres le point (4.) de la proposition 2.3.2.7, si u € H.(T™, H), on a pour toute

p € C*(T™,K) :
/ eVyou = —/ d,p.u.

Mais cela signifie que V,u = d,u, et donc d,u € L*(T™,H).m

Toute fonction f € L} (R™ E) représente une distribution notée Ty. On
note D; les dérivées distributionnelles partielles sur D'(R™, E) et D, 'opérateur
D, =", w;D;. Rappelons que J,u a été défini pour u € H.(T™,E).

Proposition 2.5.4.4 Soitu € HL(T™,E). On a alors ’égalité, sur D'(R™,E) :
DTy = Tou

c’est-a-dire que D, u est représentée par O, u.

Notons avant tout que Tj_, a bien un sens car

dyu € L*(T™,E) C L2 (R™ E) C L. (R™ E).

loc

Démonstration. Soit p € CX(R™ K) fixée. Il existe Aj,---, )\, tels que
supp(p) C UP_ (Q™ + X;). Soit i € {1+ m}.
dp dp

< DT, p>=—<Ty,— >=—
v Oxz Rm 6mz

u

et comme si ¢ # j, (Q™ 4+ Ai) N (Q™ + A;) est de mesure nulle, cette intégrale

vaut : » »
—Z/ awuz—Z/ QLX) (04 ) =
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—Z [ 2N [ (z 8%)

Mais si z € IntQ™ et A n’est pas un A\;, j = 1,---.p, on a ¢(x + A) = 0 par
définition des A;. Ainsi, I'intégrale obtenue est égale a :

[o=(50)
— w U
Il’thm 61‘1
donc on obtient finalement :

< DT, >= —/ w(dy,p)u. (2.2)

Int@Q™

Par ailleurs, a ’aide d’arguments analogues, on a la liste d’égalités :

oou = dou =

[ [ o

p p

3 /IQO ) = /IQO (Z gp> D —

Jj=1

/IQO@'“)W(so) =— /1 . ud, (w(p)) du = — /1 o (duotp) u.

Ainsi, on a démontré que :

[ etu=- /Q = (dul)) .

Comparant cette égalité avec 1'égalité (2.2), on voit que finalement :

Vo e C(R™ R), < D,T,, ¢ >= / v.0,u,

IntQ™

ce qui démontre la Proposition.m

2.6 Espaces de Sobolev sur IntQ)™

Définition 2.6.0.5 On définit :
H!(IntQ™, E) := {u € L*(IntQ™,E) : Dyu € L*(IntQ™, E)}

que 'on munit de la norme :

[l = \// Julg + [ Deulg.
IntQm™

On définit un produit scalaire sur H.(IntQ™,H) en posant, pour tous u,v €

H(IntQ™, H) :

(u;v)y = / w-gv+ Dyu-g D,yv
Int@Q™
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Proposition 2.6.0.6 H!(IntQ™, E) est un espace de Banach (Hilbert si E =

Démonstration. Soit (u,), une suite de Cauchy a valeurs dans H} (IntQ™, E).
Alors les deux suites (uy,), et (D,u,), sont de Cauchy a valeurs dans 'espace
complet L?(IntQ™,E), donc convergent vers u et v respectivement. Par ailleurs,
I'opérateur D,, est continu, donc on peut dire que v = D, u, ce qui prouve que
u e HY (IntQ™, E).m

Définition 2.6.0.7 On définit H), ((IntQ™, E) comme l'adhérence de C}(IntQ™, E)
dans H!(IntQ™,E).

Remarque 2.6.0.8 On pourrait définir de méme HL(R™ E). Tout ce qui vient
d’étre dit est alors valable.

Les deux propositions suivantes explicitent les liens entre espaces de Sobolev sur
le tore et espaces de Sobolev sur le cube.

Proposition 2.6.0.9 Les deux assertions suivantes sont vraies.

1. Yu € H\(T™ E), € H'(IntQ™, E).

u|IntQm
2. Yu € H}o(T™ E), uy,,om € Hpo(IntQ™, ).

Démonstration. Premiére assertion. Soit v € H!(T™ E). On pose w =
Uppeom €6 2 = Vo om- Soit o € CZ2(IntQ™,K). 1l existe ¢ € CZ(T™, K) tel
que @, om = - On a alors successivement :

/IntQm LA ¢.(Vou) = — /m<dw¢)“ = — /IntQm(dwsO)w.

Ceci montre que z = D, w et donc w € H.(IntQ™, E).

Seconde assertion. Soit u € Hj(T™ E). Par la premiere assertion,
Upyom € Hy(IntQ™, E). Soit (f;); une suite d’éléments de C} (T™, E) convergeant
vers u dans H}(T™,E). On note g; la restriction de f; a IntQ™ et w = wy, ;-
On a alors : ||w — gjllw = ||[u — fi]l1» et donc le terme de gauche tend vers 0
lorsque j — 400, ¢’est-a-dire que : w € Hfd’O(IntQm,E) u

Proposition 2.6.0.10 Pour tout u € Hio(lntQm,E), il existe un unique U €
Hbﬂ,O(']I'm,]E) tel que Uy, = u. De plus, Vi, = Dyu.

Démonstration. Soit u € H)((IntQ™,E) et (f;); une suite d’éléments de
C!(IntQ™,E) convergeant vers u dans H) ((IntQ™,E). Il existe ainsi une suite
(F;); d’éléments de CH(T™, E) telle que la restriction de F; a IntQ™ coincide
avec f;. La suite (F}); est de Cauchy dans H_ ((T™,E) donc converge vers une
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fonction U. On note v la restriction de U a IntQ™, qui est alors une fonction de
H}m(lntQm, E) d’apres la proposition précédente. Par ailleurs, on a :

lv = fillo = U = Fjll1e

Comme le membre de droite tend vers 0 lorsque j — 400, le membre de droite
aussi, donc par unicité de la limite, on a v = u, c’est-a-dire v = U}, d’ou
I'existence de w. Passons a 'unicité. Soit U; et U deux candidats. On a :

/|U1—U2|%E—/ |U1—U2|%E—/ = ufz =0
m Int@Qm™ Int@Q™

d’ou le résultat.m

Remarque 2.6.0.11 Les deux propositions précédentes montrent en particulier
que Uapplication de H} o(T™, E) vers H), o(IntQ™, E) qui du associe u|mgm est un
1isomorphisme isométrique ce qui permet d’identifier les deux espaces de Hilbert.

2.7 Espaces d’ordre supérieur

Signalons tres rapidement que l'on peut bien entendu définir des espaces de
Sobolev d’ordre supérieur :

Définition 2.7.0.12 Soit p € N*. On définit l’espace HP(T™,E) comme étant
Uespace des u € L*(T™,E) tels que pour tout j < p, Viu € L*(T™ E). Il est
normeé par :

et Hilbertien lorsque E = H.

Similairement, on définit bien entendu HP(IntQ™,E). On pourrait également
définir d’autres espaces construits a partir d'un LP avec p # 2. En raison des
besoins futurs, et puisque 1'étude de H!(T™ E) est déja tres détaillée, nous ne
nous étendrons pas plus sur ces espaces.

2.8 Sur ’absolue continuité des fonctions de
HE(T™, RY)

On suppose dans cette section que E = RV,

Soit u € HL(T™,RY), et soit g := uo x;'. Alors g € L2 (R™ R"Y) et

loc

Dyg € D'(R™,RY)N LY (R™ RY). Soit maintenant C™~! un convexe d’intérieur

loc
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non vide de R™~1 et = := y; (0 x Int(C™1)).
Soit € > 0 fixé. On introduit :

Qp:=In—e,n+1+¢[ xInt(C™1);

c’est un convexe ouvert de R™, g, et Di(g,, ) sont dans L*(,,RY). Soit
maintenant

On:={y1 €t(C™") = [y1= gy, y-1)] € AC(In—e,n+1+¢[ ,RY)}.

D’apres NEcAS [70] p.61, pour tout entier n, O, est de mesure pleine dans
Int(C™~1). Comme une réunion dénombrable de négligeables est négligeable,
on en déduit que (), O, est aussi de mesure pleine dans Int(C™!). Mais :

m On = {y—l € Int(cm_1> : [yl — g(yh y—l)] € AOloc (R7RN)} .

En remarquant que u(tw + 7", y;b;) = g(t|w|,y-1) et que X1 est une isométrie
linéaire, on a donc établi :

Lemme 2.8.0.13 Soit u € H:(T™,RY). Alors :
E={(€Z : [t utw+¢)] € ACL(R,RY)}
est de mesure pleine dans =.
Etablissons maintenant la proposition :
Proposition 2.8.0.14 Soit u € H?(T™ RY). Alors :

1. Il existe =, de mesure pleine dans = tel que si { € =, pour Lebesgue-presque
tout t € R, la fonction t — u(tw + &) est dérivable, et :
d’ : .
lultw +6)] = (Viu)(tw +€), j € {07}

[t = u(tw+&)] € H

loc

(R,RM).

2. Siu e HE(T™ RY)NL®(T™ RY), alors il existe =, de mesure pleine dans
= tel que si§ € ), -

[t = u(tw+&)] € HY

loc

(R,RY) et suﬂg)|u(tw+£)| < | oo (rm gvy.-
te

Démonstration. Premiere assertion quand p = 1.
Premier point de la premiére assertion. Pour y_; € =/, la fonction
y1 +— g(y1,y_1) est localement absolument continue, donc presque-partout dérivable,

et :
dg
D 1) == _1).
1g(y1,y 1) By, (ylay 1)
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Donc pour presque tout t € R, on a :

9y
Dyg(tlw|,y_1) = =—(t|w|,y_1)-
(tlwl, y-1) ayl( jwl, y-1)

Soit ty arbitraire tel que ces deux membres existent. Par composition,

t— g(tlw|,y_1) est dérivable en ty, et I'on a en ce point :

dg
7 (tlw|,y-1) = IWIa—w(tlwl,y—l)-

Par ailleurs, puisque 'on a :

(tw+2yj ) = —g(t|w], y-1),

on en déduit que 7 (tw + Z ", y;b;) existe t-presque-partout, et qu’alors :

—U (tw + Zyjb]) = un (tw + Zyjbj> ,
j=2

j=2

d’ou le résultat.
Second point de la premiere assertion. On écrit & = Z;nzz yjb Comme ;' est

une isométrie linéaire et V,u € L2 (R™ RY), Dig =V, uox;' € L2 (R™ RY).
Ainsi, |Dig|? € L. (R™ R) donc par le théoreme de Fubini, |Dig(-,y_1)* €
L}OC(R,R) donc Dyg(-,y-1) € L} (R, RY ) Compte tenu des calculs précédents,
on en déduit que [t — Lu(tw + &)] € (R,RY), donc [t — u(tw + £)] €
Hlloc(R7 RN)'

Premiere assertion pour p quelconque.

Procédons par récurrence. Soit p > 2, et supposons ’assertion vraie pour 1 et
p — 1. Par I'hypothese de récurrence a l'ordre p — 1, il existe =,_; de mesure

pleine dans = tel que pour tout & € Z,_, [t — u(tw + €)] € H? (R, RY) et :

loc

loc

d’

dti [ (tw+€)] ( )(tw+€)7 ] € {Oa P 1}

Puisque VP~ ty € HL(T™ RY), par I'hypothése de récurrence au rang 1, il existe
Z* de mesure pleine dans = tel que pour tout & € =*, [t — (V2 lu)(tw + §)] €
HL (R,RY) et :

loc

CUVE )t + )] = (V2w +8), € {0,..p 1)

ce qui donne le rang p puisque sur I'ensemble =, :== =, ; NZ=" on a :

G+ ] = | lutew + ] = Flute + )L
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Seconde assertion.
En utilisant la méme technique que dans la démonstration du lemme précédent
et la version positive du théoreme de Fubini, on voit que ’ensemble :

{2, fultw+ 8] < ull}

est de mesure pleine dans =, donc I'assertion 2 découle de la premiere et du fait
qu’'une intersection de deux ensembles de mesures pleines est de mesure pleine.m

2.9 Théorie des traces

2.9.1 Description de la frontiere de Q)™

Le point (2.) dulemme 2.2.2.1 décrit la frontiere du cube. On peut la décomposer
en parties de dimensions kK =0 a m — 1. La partie de dimension £ est :

{peoQ™ : card{j : |pjl=n}=m—k}.

On note F™ la partie (faces ouvertes) de dimension m — 1. Elle correspond a la
frontiere réguliere de @™ (cf. DIEUDONNE [47] p.77 et [48] p.95). Notant, pour

(i,5) € {1,---,m} x {1,2} :
F; =] —m, [ x{(2] = 3)m}x] — 7, [,

on a donc :

Fr=|]JF.
irJ

On introduit les notations suivantes :

e R(OQ™) :=0Q™ + 2rZ™ (réseau engendré par 0Q™).

e sip € F™, on note w(p) := e(p)‘:j—‘ ou €(p) vaut 1 ou -1 de sorte que w(p)

soit rentrant en p dans ()™. F} étant un ouvert relatif, ceci a bien un sens L

Sip,q € Fj, w(p) = w(q), on note w; ; le vecteur commun.
e on définit une involution p sur 0Q™ en posant :
p(—7T,{17_j) = (va—j) et p(?T,ZE_j) = <_7T’x—j>'
On voit que p(F}) = F3_; ; on dira que ces faces sont en regard.

3—j

Remarque 2.9.1.1 w(p(p)) = —w(p) et donc w;3—; = —w; ;.

1Si w et —w étaient simultanément sortants (ou rentrants) en p, w serait tangent, ce qui est
contredit par la liberté de ses composantes.
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Lemme 2.9.1.2 ] existe vy > 0 tel que si vy €]0,7], on ait :

o L’une des intersection au moins :

}p,ervilﬂR(an) , }p,p—vi{ﬂR(an)

|| |
est vide.

e silp,p+yw(p) [N ROQ™) # 0, alors |p(p), p(p) — yw(p)[ N R(OQ™) = (.
CO{FJZ’ F’; + ywm-} N CO{Fg_j; Fg_j + 'Ywi,?)—j} = wa
ot co{A,B} :={da+ (1—=X)b : (\a,b)€][0,1] x Ax B}.

Preuve. Soit w = ﬁ
Premiere étape Soit :

Y(p) :=sup{y >0 : ]p,p —y@[NR(OQ™) =0 ou |p,p + YO[NR(OQ™) = 0}

et

= inf )
7= inf y(p)

I1 est clair que 7(p) est la borne supérieure d’un ensemble non vide majoré de
réels strictement positifs, il est donc dans R . On va trouver un réel strictement
positif minorant tous les y(p), ce qui montrera que v, > 0.

Pour minorer «(p), introduisons :

vi(p) == sup{y > 0 : |pj, pj—y@;[N(7+27Z) = 0 ou ]p;, pj+y@;[N(T+27Z) = O}

Comme (p € R(OQ™)) < (37,p; € ™+ 27Z), on a y(p) > min; v;(p).
Soit p € F™ et supposons sans nuire a la généralité que p; = 7. On calcule :

T
m(p) = @l
et sij > 2,
() = max {d(p;; ™+ 27Z); d(2m — p;; ™+ 277Z) } o7
! ;] @yl
On en conclut que :
v(p) 2 min @l

On a ainsi montré que y; > 0, et tout vy < ~; satisfait la premiere condition.

Seconde étape on montre que tout vy < v satisfait la seconde condition.
En effet, la premiere condition étant vérifiée, si v < v et si |p,p+yw(p)[ N
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R(0Q™) est non vide, alors |p(p), p(p) — yw(p)[ N R(OQ™) est vide.

Troisieme étape réalisons la derniere condition.

Posons Bj(7) := co{ F}; Fj +wi;}. Bj(7) et By ;(v) sont deux bandes paralleles,
de largeur majorée par v|w| ; elles ne se rencontrent pas si 2y|w| < 27. Posant
Yo 1= ﬁ, on est assuré que :

(v <72) = (Bi(v) N Bs_;(v) = 0).

Ainsi, tout v < 7, permet de réaliser la troisieme condition.
On peut alors poser 7y := min{~v;; 7,2} pour conclure.m

Notations 2.9.1.3 On introduit maintenant les notations suivantes :
o Ki:={pecFj : |pp+w,[noQm =0}
° L; = F]’ ne KJ’-.

(] Sz = K; +wi7j[0,fy].

<

o K .= Uz,]K;
o [ := Uz,jLz
o §:= Ui,iji-.

Remarque 2.9.1.4 La derniere condition du lemme assure que p(Lé) C Fyffj.

2.9.2 Intégration sur la frontiere du cube
Pour faciliter I’écriture, on introduit les notations suivantes :

Notations 2.9.2.1 Pour u € C°(0Q™,E) et (i,j) € N,, x Ny, on pose :

. Ii(u) = /[ ) =3y e
o / udo; := Ij(u) — Ii(u).
o™

° / udo,, := sz/ udo;.
aQm — aQm

1=

Par densité, ces formes linéaires continues s’étendent a L'(0Q™,E). On pose
enfin, pour u € L*(0Q™,E) :

lull 2oy = [ Y Liul).

1<i,j<m
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Lemme 2.9.2.2 Soit f € CY(Q™, A) et g € CH(Q™,B) avecC =K. On a :
1. pour tout v :

af<>g:— foag+/ f o gdo;.
Qm axl Qm 83:7/ 8Qm

[ @pog==[ sota)+ [ rogin.
m Qm aQm

Démonstration. Il s’agit d’utiliser la formule de Stokes pour Q™. Ceci est
légitime (cf. [86] p.343 ou [48] ch. XXIV, n.14), et 'on a alors, en appliquant
cette formule a la forme différentielle f.g A\ i dy

/ O (togy= [ fogdo,

m 6:1:1 aQm

d’ou la premiere assertion en développant la dérivée du produit. De la, la seconde
est immédiate par linéarité.m

2.9.3 Opérateurs des traces

On introduit opérateur des traces Ty : CH(Q™, E) — L*(0Q™,E), qui se prolonge
canoniquement en un opérateur Ty : C*(T™, E) — L*(0Q™, E).

Une estimation intermédiaire

Proposition 2.9.3.1 1[I existe une constante C > 0 telle que, pour toute u €
CHT™, E), on ait :
1To(u) [l 209m 5y < Cllufl1e-

Pour démontrer cette proposition, on va commencer par démontrer le lemme
suivant :

Lemme 2.9.3.2 [l existe une constante Cy > 0 telle que, pour toute u €
CHT™, E), on ait :

/K Ty(w)do, < C2 / [l + |duul2)]

Preuve. Fixons u, et soit i, j donnés.
On choisit sur F]’ un systeme de coordonnées locales (£,7), ou & € R™ 1 est
tangente a KJ’: et 7 est la coordonnée selon w; ;, de sorte que

K, c{(&0) : £¢eR™'}
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Notant pour simplifier u, := g_Z’ on a pour t € [0;7] :

0
.00 = [ uy(€mdn-+ uté,
donc : .
|wam@s2¢4hwam@m+ﬂmaw@
d’ou : ,
|mam@szyé|w@nm@m+mwaw@

On integre par rapport a t de 0 a -, et 'on obtient :
y
(€ 0 <2 [ (Plug(€ )l + fu(€.n) )
0
Intégrons par rapport a & sur K. Il vient :
9 v
[ e ozae <2 [ [ (Pueml + lu ml) dode
Ki T JKiJo
Soit A; j la valeur absolue du jacobien de la transformation (§,n) — (x1, -+, Zp).

On a:
2 2 ’72 2 2
/|M&®Wﬁ§—ﬁmmw{h—3}/lwm+wm
Ki Y |W| s

Multiplions par w; et sommons sur tous les couples (i, j). Notant A := max(; j){w;A; ;}.
Comme tout point de S est dans au plus 2m ensembles S;- (majoration tres

grossiére), on a :
ZwiAiyj/ S 2mA /,
ij 5 S
donc finalement :
2 4 0a 2 2
lulgdo, < —mAmaxq1;+—— [un|s + |ulg-
K g jwl S

On peut donc prendre :
4 2
Co := [ —mA max {1; Lz}l
gl jw]

Démonstration de la proposition. Compte tenu de la périodicité de u et de
la remarque 2.9.1.4, on a :

/L |To(w)[zdo, < /K Ty () 2do,.

Comme de plus :
| mdo. = [ 1wl + [ Twhde.,
oQm L K
la périodicité de u et le lemme permettent de conclure avec C' = Cyv/2.m
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Le prolongement a H!(T™ E)

Proposition 2.9.3.3 L’application Ty se prolonge en une application linéaire
continue

Y : H(T™, E) — L*(0Q™, E).

Démonstration. Compte tenu de la proposition précédente, Ty est linéaire
continue de (CY(T™,E); |||y rmz)) vers L2(0Q™, E) et comme C'(T™, E) est
dense dans H!(T™,E), Ty se prolonge de mani¢re unique en une application
linéaire continue vy de H}(T™ E) vers L*(0Q™,E).m

Remarque 2.9.3.4 De méme, Ty se prolonge en

Yoo Hy(Q™,E) — L*(0Q™ E)

qui est linéaire continu.

2.9.4 Le théoréeme des traces

Le but de cette sous-section est de démontrer le théoréme des traces, selon
lequel :

H}, (T™, E) = Kery,.

Soit u € L*(Q™,E). u peut-étre canoniquement prolongé en :

o i€ L*T™ E)

® U= XQm.U.

Lemme 2.9.4.1 Ona:
1. siue L*(Q™,E), alors u € L*(R™, E).

2. siu € HL(Q™ E) et Yo(u) = 0, alors pour toute ¢ € CH(Q™,K), on a :

/ V= / (dp)

3. siue€ HY(Q™E) et o(u) =0, alors u € HL(R™ E) et V,u = V,u.
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Preuve. 1. Comme u est mesurable, @ est clairement mesurable. On a :

[owak< [ jaEs [ k<o
m Qm m

2. Tl existe (uy,), & valeurs dans C*(Q™, E) convergeant vers u.
Comme 7 est linéaire continue, on voit que (7o(u,)), est de Cauchy dans L*(Q™, E)
donc converge, et que la limite est qg(u) = 0.
La formule de Stokes donne immédiatement :

/ odu, = —/ (dwgo)un—i-/ ©.Ao(uy)doy,.

Passant a la limite, on obtient le résultat annoncé.

3. Soit ¢ € CH(Q™,K). On a :

en raison de la dérivation au sens des distributions ; mais le premier terme vaut :

[ o= [ o= [ o

I'avant derniere égalité résultant de 2. Ainsi, pour toute ¢ € C1(Q™,K), on a :

/ @.Vwﬂ:/ w.(V,u)

Lemme 2.9.4.2 Soit u € L*(Q™,E). On définit, pour a > 1, 1, : R™ — E par

donc @ € L*(R™,E).

dou l'assertion 3.m
Uo(x) == u(ax).
Alors :

1. @, € L*(R™,E)

2. supp(iy) C IntQ™

3. lim ||7la — a||L2(Rm,E) =0
a—17t

4. si de plus u € HL(R™ E), alors u, € H.(R™,E) et :

alLr{1+ Hﬂa — ﬁHH[})(Rm’]E) = 0
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Preuve.
1. C’est une conséquence du lemme précédent.
2. Comme supp(a) C Q™, il vient :

1
supp(ty) C EQm C IntQ™.

3. Supposons, dans un premier temps, que u est en plus continue.
Il existe alors dans R le nombre M := sup,cgm |%(z)|g. De plus,

T /Q o) — () 2.

A x fixé, |t,(z) — @(x)[: tend vers 0 lorsque « tend vers 1, et cette fonction
est majorée par la constante 4M2, qui est intégrable sur Q™. Le théoreme de
convergence dominée de Lebesgue permet de conclure.

Passons maintenant au cas général. Fixons € > 0. Par densité, il existe ¢ €

C%(Q™,E) telle que
||1~L — Q5||L2(Rm£) S 5/3

Comme ¢ est continue, on sait qu’il existe ag > 1 telle que si «a € |1, agl, on ait :
|Pa — PllLe@m k) < /3.

Par I'inégalité triangulaire, on a donc si a € |1, ag] :

[ta — @l 2@mm) < [|@ — Ul L2@mm) + [[Pa — llz2@mE) + [[Pa — GallL2@m5) < €.

4. D’apres le lemme 2.9.4, on sait déja que @, € H(R™,E). En raison du point
précédent, il suffit de démontrer que :

].' aw ~Oé — U m — O
lim |8, (da = @) [|z2m 5
Mais on a :

Haw (aa - ﬂ) ||L2(R’"JE) < H(awﬁ)a - 8wa”L2(Rm,lE) + ”(awﬁ)a - aw(aoz)HLQ(JRT”,IE)'

De plus, toujours en raison du point précédent, le premier terme du membre de
droite tend vers 0 ; quant au second, on peut écrire :

[(Outt)a — Ou(lia) || L2em &y = (& = 1)[|0u (@) 2mm )

qui est le produit d'un terme tendant vers 0 par un terme borné au voisinage a
droite de 1, donc la limite est 0, ce qui termine la démonstration du lemme.m

Théoréeme 2.9.4.3 (Théoréme de traces) On a : H) ((T™ E) = Kery,.
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Démonstration.

H.o(T™ E) C Kery.

Soit & € H) o(T™ E), u € H) ((Q™, E) associé et (¢,), une suite d’éléments de
CH(T™,E) convergeant vers u dans H,, o(T™,E). On a pour tout entier n :

Y0(@n) = To(pn) =0

donc par continuité de 7y, on a yo(u) = 0, d’our yo(u) = 0 et l'inclusion est donc
prouvée.

H.o(T™, E) D Kery.

Soit @ € Kery, u € HL(Q™,E) associé et £ > 0. Par le lemme 2.9.4.2, il existe
ag > 1 tel que

||U — ﬂag”H}J(Rm,]E) S 5/2

Soit (pn)n une suite régularisante. Alors, pour tout n, py, * iy, € Ci,(R™,E).
De plus, comme supp(ta,) C IntQ™ et diam(suppp,) — 0 quand n — +o0,
on sait que pour n assez grand, supp(pp, * Ua,) C Int@Q™. 1l existe donc ¢ €
Ct,(Q™ E) telle que :

lp = Giag 110 < €/2.

Par l'inégalité triangulaire, on a finalement :

lp —ulliw <e

ce qui prouve que u € H} ((Q™, E) i.e. 4 € H}((T™,E)m
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Chapitre 3

Opérateur de Percival, fonctions
multiplement périodiques et
fonctions quasi-périodiques

Ce chapitre 3 a pout but d’établir un lien entre les fonctions sur le tore et les
fonctions q.p. Ce lien est souvent utilisé dans la littérature, parfois méme comme
définition de fonction q.p., mais a notre connaissance n’a jamais été explicité.
On démontre en premier que l'on peut assimiler QP%(R,E) et C°(T™,E). On
présente deux démonstrations (au moins quand E = K), chacune ayant un intérét
propre. On adapte ce lien aux espaces de fonctions dérivables puis aux espaces
de Besicovitch et de Blot. On termine ce chapitre sur I’extension du lien au cadre
des fonctions q.p. a parametre.

Formellement, ce lien consiste a associer a la fonction multiplement périodique u
la fonction t — wu(tw). L’opérateur ainsi défini sera noté Q,. La justification de
la considération de cet opérateur 9, est, en partie, basée sur le lemme suivant
(cf [57], thm 443 p.382) :

Lemme 3.0.4.4 Lorsque les composantes de w sont Z-linéairement indépendantes
dans R, Uensemble {tw : t € R} est dense dans T™.

3.1 L’assimilation de QP'(R,E) et C°(T™ E)
Le but de cette section est de démontrer :

Théoréme 3.1.0.5 I existe un isomorphisme isométrique (bicontinu) entre les
espaces de Banach QP%(R,E) et C°(T™ E).

Nous allons montrer uniquement I’aspect isomorphisme isométrique, la continuité
en découlant et la continuité de la bijection réciproque résultant du théoreme de
I’application ouverte. Nous présentons exceptionnellement deux démonstrations
de ce résultat. La premiere démonstration, indiquée par P. CIEUTAT, est courte
et spécifique a la quasi-périodicité. La seconde est basée sur la transformation
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de Gelfand et peut se généraliser au cas presque-périodique en remplacant le tore
par le compactifié de Bohr de R (notion due a S. KAKUTANI et simultanément &
A. WEIL). Cette seconde démonstration sera présentée dans le cas spécifique ot
E=C.

3.1.1 Une premiere démonstration

On va supposer par commodité que K = C. Notons P(T™, E) I'espace vectoriel
des fonctions T™ — E engendré par les fonctions e, k € Z™. On peut définir

Q,:E™ S ER

en posant :

Qu(u)(t) := u(tw).

L’inclusion Q,(P(T™ E)) C TP,(R,E) est évidente, et par densité elle im-
plique
Q.(C*(T™,E)) C QP,(R,E);
de plus Q,, : C%(T™ E) — QP%(R,E) est linéaire. Par ailleurs, selon le lemme
3.0.4.4, on a ’égalité
1Qu(w)lloo = llulloc-

Ainsi, Q,, est un morphisme isométrique (donc injectif et continu) de C°(T™, E)
vers QPY(R,E). Passons maintenant & son caractére surjectif. On commence,
pour cela par noter que Q,(P(T™ E)) D TF,(R,E) puisque si f € TF,(R,E),
il est de la forme f = Z}]:1 ajer;w (a; € E et kj € Z™) et alors f = Q,(g)
avec g = Z;’:l ajey,. Concluons par densité. Soit f € QP)(R,E) et (f,), une
suite & valeurs dans T'P,(R,E) convergeant vers f. Pour chaque n, on construit
gn € P(T™ E) tel que Q,(gn) = fn. Puisque :

190 = Galloo = [1Qu(9p = go)lloo = 1Qu(9p) = Qu(ga)lloc = I fp = falloos

on déduit que la suite (g, ), est de Cauchy dans I’espace complet (C(T™, E); ||.||o0)
donc converge vers un élément g € C°(T™, E). Par ailleurs :

19u(9) = fllse < 11Qu(9) = fulloo + Ifn = flleo =

”QW(Q) - Qw(gn)Hoo + ||fn - f”oo = “g - gn”oo + ||fn - f”oo

qui tend vers 0 lorsque n — 400, donc on a bien Q,(g) = f d’ou la surjectivité.m
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3.1.2 Une seconde démonstration
L’idée principale

On va utiliser la théorie des algebres normées® (cf. [46]).

Etant donnée une algebre de Banach commutative avec élément unité non nul A,
la transformation de Gelfand est un morphisme continu de A vers C°(X'(A),C).
On montrera qu'en fait si A = QP%(R, C), c’est un isomorphime isométrique, et
que X(QP%(R,C)) s’identifie & T™. On montrera enfin que cette transformation
a pour inverse Q,,.

Les espaces utilisés

1. On munit AP°(C) de la norme uniforme ||.||o. Muni de la multiplication
usuelle des fonctions, c’est une algebre de Banach commutative unifere,
d’élément unité la fonction constante 1.

2. QPY(C) est alors une sous-algebre de Banach commutative et unifere (avec
méme unité) de AP°(C).

3. On note TP(R, C) I'espace vectoriel engendré par les fonctions ey; A € R.
C’est une sous-algebre commutative et unifere de AP°(C), appelée algebre
des polynomes trigonométriques.

4. On note TP,(R,C) = TP(R,C) N QP°(C); c’est une sous-algebre commu-
tative et unifere de QP%(C). On notera que {ey : A\ € Z < w >} est une
base de TP, (R, C), dite base canonique de TP, (R, C).

uelques rappels sur les caractéres d’un groupe
Quelq PP group

Les rappels ci-dessous sont issus de [80] pp.6-7, et de [77] p.235 et suivantes. Soit
G un groupe abélien localement compact, dont la loi sera notée additivement.

Définition 3.1.2.1 Un caractere de G est un morphisme de groupes de (G, +)
vers le groupe multiplicatif {z € C : |z| = 1}. L’ensemble des caractéres
continus de G est un groupe, il se nomme groupe dual (topologique) de G et se
note G'.

On a le lemme suivant :

Lemme 3.1.2.2 Soit ¢ : G — C telle que :

L. pour tous x,y € G, ¢(x +y) = d(x)p(y).

2. pour tout x € G, |p(z)| < 1.

1Des rappels de vocabulaire sur cette question sont fait plus bas.
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3. il existe x € G, ¢(x) # 0.
Alors ¢ est un caractére de G.

Preuve. Il s’agit de démontrer le premier point de la définition. On vérifie
tout d’abord que ¢ ne s’annule jamais. Pour cela, supposons le contraire, et soit
zo € G tel que ¢(xp) = 0. On a alors, pour tout x € G, en vertu du point (1.)
du lemme :

¢(x) = ¢(x — 0 + T0) = d(x — T0)P(20) = 0,
ce qui contredit le point (3.), donc pour tout z € G, ¢(z) # 0. Soit © € G ne
vérifiant pas |¢(x)| = 1. Compte tenu de ce que I'on vient de prouver et du point
(2.) du lemme, on sait que :

0 <|o(x)| < 1.

Comme ¢(z)p(—x) = 1, on en déduit que |¢(—x)| > 1, ce qui contredit le point
(2.) du lemme. Le lemme est ainsi démontré.m

Quelques rappels sur la transformation de Gelfand

Les rappels ci-dessous sont issus de [46] chapitre XV.

Rappel 3.1.2.3 Soit (E,+,., X) une C-algebre commutative. Un caractére sur
E est un morphisme d’algebres non nul ¢ : B — C, c’est-a-dire qu’il vérifie :

1. @ est linéaire.
2. Pour tous z,y € E, p(x X y) = p(z)p(y).
3. Il existe x € E tel que ¢(x) # 0.

Lorsque E est une algebre de Banach commutative avec élément unité non nul,
lensemble des caractéres de E s’appelle le spectre de E et se note X(F). 1l est
muni de la topologie faible—* o(E'; E).

Remarque 3.1.2.4 Le troisiéme axiome est équivalent a dire que p(1g) = 1.

Lorsque E est une algebre de Banach commutative avec élément unité non nul,
tout caractere de E est continu de norme 1. Si de plus E est séparable, X (E) est
*-faiblement compact et métrisable.

Définition 3.1.2.5 1. La transformée de Gelfand de x € E est l'application
G(x): X(F) — C qui a ¢ associe p(x), i.e. G(z)(p) = p(x).

2. La transformation de Gelfand est Uapplication G : E — C*®) qui ¢ z € E
assoctie sa transformée de Gelfand.

Rappel 3.1.2.6 2 Si E est une algébre de Banach commutative séparable avec
élément unité non nul, la transformation de Gelfand est un morphisme continu
d’algebres de Banach, et vérifie ||G(x)|| < ||z|| et G(1g) = 1.

2cf. DIEUDONNE, [46], (15.3.4.) p.286
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Démonstration du Théoréme 3.1.0.5.

Proposition 3.1.2.7 QP°(C) est une algébre de Banach commutative séparable
avec élément unité non nul.

Démonstration. La seule chose a vérifier est la séparabilité. Or, celle-ci résulte
du fait que I'ensemble :

{Zaje,\j neN N €Z<w>, a5 € Q[z]}
j=1

est dénombrable dense dans QPY(C).m
On note S, = X (TP,(R,C)) et 3, = X(QP(C)).

Proposition 3.1.2.8 On peut assimiler S,, et ¥,,. De plus, o € S, est entierement
déterminé par les valeurs o(ey;) quand j =1,---,m.

Démonstration. Tout élément de X, en définit un de S, par restriction a
TP,(R,C). Réciproquement, soit ¢ € S,. o est linéaire continu, donc uni-
formément continu, et comme TP, (R, C) est dense dans QP%(C), o se prolonge
de maniére unique en un élément & : QPY(C) — C. Le fait que 6 € %, est
alors clair. L’assimilation est donc légitime. Passons a la démonstration de la
seconde partie de la proposition. Soit ¢ € S,. Comme o est linéaire et que
{ex; A € Z < w >} est une base de TP,(R,C), o est entierement déterminé
par les valeurs qu’il prend sur les ey pour A € Z < w >. Soit un tel A. On a
A=>"" kjw;, ot kj € Z. On en déduit que :

m

o(er) = [ olew,)™

=1
d’ou l’assertion.m

Remarque 3.1.2.9 R peut étre considéré comme étant une sous-algebre de S,
car tout t € R définit t - f— f(t).

Lemme 3.1.2.10 Soit 0 : TP,(R,C) — C linéaire. On définit ¢, : Z < w >—
C par ¢5(\) = o(en). Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1. 0€5S,.

2. ¢, €(Z<w>).

La démonstration de ce lemme utilise le théoréme arithmétique de Kronecker (cf.
[49] p.232) dont voici 1’énoncé :
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Rappel 3.1.2.11 (Théoréme arithmétique de Kronecker) Soit z1,-- -, 2,
des mombres complexes unitaires, et py,---, @, des réels deur a deuz distincts.
On suppose que pour tout (dy,---,d,) € ZP, on a :

p p
S o] = [T 1),
j=1 j=1
Alors pour tout € > 0, il existe t € R tel que pour tout j =1,---,p,
e, (1) — 5] < .

Preuve du lemme : Si la premiere assertion est vraie, on vérifie facilement que

Go(A + 1) = ¢s(A)@g(n). De plus, pour tout A, [¢,(A)| = |o(er)] < [lex]loc = 1.
Donc par le lemme 3.1.2.2, ¢5 € (Z < w >)". Pour la réciproque, on vérifie en

premier que o(1) =1 puis que si f,g € TP,(R,C), o(fg) = o(f)o(g). 1l reste a
vérifier que pour tout f € T'P,(R,C), |o(f)] < || f|le- Soit donc f € TP,(R,C)
de la forme f = Z?Zl ajey;. Donnons-nous € > 0. Par le théoreme arithmétique
de Kronecker, il existe ¢t € R tel que pour tout j, on ait :

[fex; (1) = do ()] <e.

On a alors la majoration :
p p
(N <ed lagl+1F @) <edlagl+ [ flle:
j=1 j=1

En faisant tendre € vers 0, on a le résultat souhaité, ce qui termine la démonstration
du lemme.m

Si o1 et gg sont deux éléments de S,,, on note o1 (-) o5 'unique application linéaire
définie par, si A € Z < w > :

01 () oa(ex) 1= a1(ex)oaley).

Cette application est bien définie car {e, : X € Z < w >} est une base de
TP,(R,C).

Lemme 3.1.2.12 (S,; () est un groupe abélien.

Preuve. Loi de composition interne. Il faut commencer a vérifier que si o1, 09 €
Su, alors 01 (D oy € S,. D’apres le lemme 3.1.2.10, ¢,, € (Z<w >). On
définit alors ¢, s, €0 posant ¢y, e,(A) = 01 () oa(ex). On voit facilement

qUe G5 O os(A) = G, (N)Doy(A). Donc ¢y, 6y € (Z < w >)/, puis par le lemme
3.1.2.10, 0y (D 03 € S,,.

Associativité et commutativité. Ces deux propriétés résultent du fait qu’elles sont
vraies pour la multiplication de C.
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Elément neutre. On note e : TP,(R,C) — C l'application linéaire vérifiant pour
tout A € Z < w >, e(e)) = 1. Raisonnant encore avec ¢, tel que ¢.(A) = 1 si
A € Z < w >, on vérifie que ¢, € (Z < w >)', et donc via le lemme 3.1.2.10,
e € S,. Par ailleurs, sur les éléments de base, on a par construction e ) o = o
pour toute o € S, donc cette égalité est vérifiée sur S, en entier. Ainsi, e est un
élément neutre pour ().

Elément inverse. Soit o € S,,. On définit Iapplication linéaire 0_; : TP, (R, C) —
Cenposant pour A € Z < w >,0_1(ey) = o(ey) = ﬁ Raisonnant comme avant
avec ¢,_, construit de maniere évidente, et a I’aide du lemme 3.1.2.10, on conclut
que o1 € S,. Enfin, comme sur la base canonique de TP,(R,C), 01 (Do = e,

cette égalité passe a T'P, (R, C), donc o_; est I'inverse de o.m

On note QP?(C)’ le dual topologique de (QP°(C), ||..||s) et B la boule unité de
QP°C). Onas, =3, CQPCY.

Lemme 3.1.2.13 X, est faiblement-+x compact.

Preuve. Compte tenu du théoreme de Banach-Alaoglu-Bourbaki, on sait que
B, est faiblement-x compacte, il suffit donc de montrer que ¥, est faiblement-x
fermée.

Par ailleurs, comme QP°(C) est séparable, la topologie faible-x engendrée sur B,
est métrisable, on peut donc travailler avec les suites. Soit donc ¢ € QPY(C) et
(pn)n une suite d’éléments de ¥, convergeant faiblement-* vers ¢. La fermeture
faible-x de B, assure que ¢ € B,. Soit f,g € TP,(R,C), o, € C. On a

@n(af + Bg) = O“pn(f> + B‘pn(g) et Spn(fg) = QOTL(f)‘Pn(g)'

Par passage a la limite, on obtient :

olaf + Bg) = ap(f) + Be(g) et o(fg) = ¢(f)e(g).

De méme, en passant a la limite 'égalité ¢, (1) = 1 et dans l'inégalité |, (f)| <
|| flloo, on obtient 1’égalité (1) = 1 et I'inégalité |p(f)] < || f]|co-m

Lemme 3.1.2.14 Soit (; (p,)n) € B x XN, Les cing assertions suivantes sont
équivalentes :

1. (on)n converge faiblement-x vers .

2. Pour toute f € QPY(C), (¢n(f))n converge vers o(f).
3. Pour toute f € TP,(R,C), (pn(f))n converge vers o(f).
4. Pour tout A € Z < w >, (pn(en))n converge vers p(ey).

5. Pour tout j =1,---,m, (pn(ew,;))n converge vers ¢(ey,).
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Preuve. L’équivalence de (1.) et (2.) est la définition de la convergence faible-
x. Le fait que (2.) implique (3.) résulte de TP,(R,C) C QP°(C). Montrons
que (3.) implique (2.). Soit f € QPY(C), il existe une suite (f,), & valeurs dans
TP,(R,C) convergeant vers f (uniformément). En utilisant I'inégalité triangu-
laire puis la linéarité, on a :

len(f) — o) < lon(f = fl + [on(fe) — (f)] + lo(f = f)l <
”f - fq”oo + |§0n(fq) - @(fq)| + Hf - fq”oo'

Alinsi, on a pour tout ¢ € N :

limsup [@n(f) — ()] < 2[f = fall +n1_i>rfoo len(fe) — (f)l = 2[1f = fallo

n—-+4o0o

On passe a la limite quand ¢ — +0o0 pour obtenir

lim |, (f) —(f)] =0,

n——+oo

d’ott le résultat. (3.) implique (4.) de manieére évidente, montrons la réciproque.
Soit f € TP, de la forme f = Z;:l ajey;. Par linéarité, on a :

ln(f) HI < Z|a]| lon(en;) — @len))]

et comme chacun des termes de la somme tend vers 0, on a bien

lim |, (f) —@(f)| =0,

n—-+00

d’out le résultat. (4.) implique (5.) est évident, passons a la réciproque. Soit
A €Z<w>delaforme A =3""", kjw;. On a alors :

m

[Paler) — =TT (nle))™ =TT (s(ew))™
7j=1

Jj=1

et comme pour tout j, on a luf ¢n(ew;) = @(ew;), on obtient le résultat voulu.m
n—

Lemme 3.1.2.15 Muni de la topologie faible-x, (X,,; () est un groupe topologique

compact.

Preuve. Compte tenu du lemme 3.1.2.12, il ne reste qu’a vérifier que 'aspect
groupe topologique pour la topologie faible-x.

Continuité de Uapplication ). Soit(@y), et (¢y), deux suites a valeurs dans ¥,
convergeant faiblement-x respectivement vers ¢ et ¢ (qui sont dans ¥,). On a

pour tout A € Z < w >, lim, o @n(ex) = @(ey) et lim, o n(ex) = ¥(ey) de
quoi on déduit en utilisant la propriété de morphisme d’algebres que pour tout
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AN€EZ < w > limy o (0nOwn)(ex) = oOw(ey) ce qui donne le résultat
compte tenu du lemme 3.1.2.14.

Continuité du passage a ['tnverse. On le vérifie encore sur les ey, A parcourant
Z < w >. Soit (), une suite a valeurs dans ¥, convergeant faiblement-x vers
@. Les inverses de ¢, (ey) et @,(e)) sont donnés par leur conjugués (cf. lemme
3.1.2.12) donc le passage a l'inverse est continu sur les ey d’ot le résultat attendu.m

Rappel 3.1.2.16 Muni de la topologie induite par C, le tore T est un groupe
multiplicatif abélien compact. Le groupe T™ est donc abélien compact comme
produit cartésien de groupes compacts. Les opérations de groupe sur T™ sont
données par :

(ala"'aoém) : (/61)'”7/6771) - (alﬂla"'uam/@m)

et
(0517”'7057?1)71 = (Oé_lavm)

Lemme 3.1.2.17 Les deux groupes abéliens compacts T et (3,; () sont iso-
morphes.

Preuve. Soit ¢ € ¥,,. Par le lemme 3.1.2.16, on lui associe ¢, : Z < w >— C
en posant ¢,(A) = ¢(ey), et alors ¢,(A) € T. On définit alors l'application
©:%,— T™ par:

@(SO) = (§b<p(w1), e 7¢<p(wm)) .

Compte tenu du rappel 3.1.2.16, il est immédiat que © est un morphisme de
groupes. Sa continuité s’obtient en raisonnant avec des suites ce qui est légitime
puisque les groupes sont métrisables. Montrons maintenant que © est injective. A
ce titre, il suffit de montrer que ©7!(1,---,1) = {e}. Soit donc p € O71(1,---,1).
On a pour tout j, p(e,,) =1 et doncsi A € Z < w >, p(ey) = 1. On en conclut
que ¢ = e. Montrons enfin que O est surjective. Fixons (6y,---,0,,) € T™. On
note o : TP, (R, C) — C I'unique application linéaire telle que si A = Z;nzl kjw; €
Z <w > o) = ][, 6’?’] En particulier, o(e,;) = ¢;. Suivant le lemme
3.1.2.10, on considere ¢, : Z < w >— C telle que ¢,(\) = o(eyn). On montre
que ¢, est un caractere du groupe abélien Z < w > donc via le lemme 3.1.2.10,
on peut conclure que ¢ € S,. Par continuité uniforme, ¢ se prolonge en une
application ¢ € ¥, qui vérifie :

O(p) = (plew), -+ plew,)) = (a(ew), -5 0(ew,)) = (01,7, )

Concluons : © est un isomorphisme continu entre deux groupes compacts, il est
donc bicontinu en raison de la compacité.m

Proposition 3.1.2.18 QP%(C) et C°(%,,,C) sont deuz algébres de Banach iso-
morphes et isométriques.
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Démonstration. Comme Y, est le spectre de I'algebre QP%(C), on peut con-
sidérer la transformation de Gelfand G : QPY(C) — C°(%,,C) qui est un mor-
phisme d’algeébres de Banach vérifiant en outre Vf € QP°(C), |G(f)llso < II.f oo
(cf. rappel 3.1.2.6). On va montrer qu’ici :

vf € QPIC),  IG(F)lle = I/l

En effet, soit f € QP%(C) fix¢é. Par définition de la norme uniforme, il existe pour
tout n € N, un réel ¢, tel que |f(t,)] = (1= 2) || flloo. Mais [f(tn)| = [ta(f)] <
sup,ex,, [@(f)]. Donc on a: [|G(f)]le = (1 — 1) [|f]lc d'olt le résultat souhaité.
Ainsi, G est un morphisme isométrique (donc injectif) d’algebres de Banach.

Pour la surjectivité, on va démontrer que G(QP°(C)) est dense et fermé dans
CY%(X,,C). Tout d’abord, comme G est une isométrie linéaire et comme Q PY(C)
est complete, G(QPY(C)) est complete donc fermée. Pour la densité, on va utiliser
le théoreme de Stone-Weierstrass. Vérifions-en les différentes hypotheses :

e G(QP°(C)) est une sous-algebre de C°(%,,, C) avec unité, puisque G(1) est
la fonction constante égale a 1 sur X,.

e Si ¢,¢ sont deux éléments distincts de 3, il existe f € QP%(C) tel

que ¢(f) # ¥(f), cest-a-dire G(f)(¢) # G(f)(¢), donc il existe G(f) €
G(QPY(C)) séparant ¢ de .

e Soit F € G(QP°(C)). 1l reste a vérifier que F € G(QP°(C)), on F vérifie :

Vo € Yo, Flp):=F(p) =G(f)(») = o(f)-

Il existe une suite de polynomes trigonométriques (> ,c7 .~ @anér)n (la
famille (a),)\ étant presque-nulle pour tout n) convergeant vers F' uni-
formément. La suite (3,5 @xn€—x)n converge alors uniformément vers
une fonction g € QPY(C). Pour tout ¢ € ¥, on a :

G(9)(p) = lim G ( > mfm) () —nggloo90< > mm) =

AEZ<w> ACZ<w>

Jdim Y ap(en) = im0 ap(e) = o(f) = F(f).
AEZ<w> AEZ<w>

Ainsi, le théoréme de Stone-Weierstrass conclut a la densité de G(QPY(C)) dans
CY%(2,,C), ce qui termine la démonstration.m

Rappel 3.1.2.19 (Théoréme du relévement) pour toute u € C°(R™, CV)
2m—périodique en chaque variable, il existe une unique U € C°(R™ CN) telle
que :

V(xy, -, o) € R™ w(ay, -, xp) = U(e™, -+, ™).
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Remarque 3.1.2.20 Lorsque dans le rappel la fonctz’on west :u(xy, -, xy) =
e* avec k € Z™, on a U(0y,---,0,) =[]/~ g

j=1"j -

Théoréme 3.1.2.21 Les deux algébres de Banach QP%(C) et C°(T™,C) sont
1somorphes et isométriques.

Démonstration. D’aprés la proposition 3.1.2.18, G : QP%(C) — CY(%,,C)
est un isomorphisme isométrique d’algebres de Banach. Par le lemme 3.1.2.17,
O : ¥, = T™ est un isomorphisme de groupes abéliens compacts. On en déduit
que O : C°(%,,C) — C(T™,C) défini par © : F — F 0 © est un isomorphisme
isométrique d’algebres de Banach. L’application O o0 g est alors un isomorphisme
isométriques entre les algebres de Banach QPY(C) et C°(T™, C).m

Le théoreme annoncé au début est donc démontré. On va expliciter cet isomor-
phisme pour le relier a Q,,,.

EXPLICITATION DE L’ISOMORPHISME.
Premiere étape. Pour A € Z < w > de la forme A = 377" | kjw;, ex € TP, (R,C),
donc G(ey) € C%(2,, C). On calcule alors G(ey) o ©7!: T™ — C et I'on trouve :

V(O 300) € T™, Glen) 0 © L (0i5--+30,) = [[ 67,
=1

d’ou finalement :
V($17.7wm) ERm’ g(ek)O@ ( m;l ’€Z$m) :eizgnzlk]'x]'

Seconde étape. Par linéarité, on calcule G(P) o ©! pour P € TP, (R,C). On
trouve immédiatement :

L

L
1/ 4 i Tom, ik(@).
g (5 alekm_w) 0O (e et = E ae”™ ",
1=1

Jj=1

Troisiéme étape. Par densité, on étend la formule & QP2(C). Soit f € QPY(C).
f est limite uniforme d’une suite de polynémes trigonométriques (P, ),. On pose,
pour tout n, P, = Zz>o Ap €m0, 1a somme étant finie. On a alors :

G(f) 0 ® (e ; ) — Tim Zan .

n——+00

Ainsi, par simple relecture, on voit que la fonction u € C°(T™, C) associée & f
vérifie (et est la seule a vérifier) :

u(tw) = f(t).
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Ainsi, Q,, est inversible et vérifie :
() =u,
les notations étant celles précédemment définies. Notant
S:QP%C) — {uec C°(R™,C) ; 27Z™ C Per(u)}

I'isomorphisme isométrique déduit du théoreme 3.1.2.21 et de la remarque 3.1.2.20,
on a ainsi :

Q,=8"

3.2 Autres théoremes d’isomorphisme

3.2.1 Extension du résultat précédent aux fonctions déri-
vables

Proposition 3.2.1.1 Pour toutr € N*U{+oo}, on a Q,(CL(T™, E)) = QP (E)
et de plus pour tout v € CL(T™ E) :

Qu(Dul) = L)

Démonstration. Il suffit de faire la démonstration lorsque » = 1. Soit u €
CL(T™ E). Pour tout ¢t € R, on a (dyu)(tw) = 29, (u)(t), donc Q,(d,u) =
4.9, (u) soit Q.(u) € QPH(R,R).

Réciproquement, soit p € QPL(E). Par le théoreme 3.1.0.5, on sait qu’il existe
u,v € CO(T™, E) tels que O, (u) = p et Q,(v) = p'. 1l s’agit donc de montrer que
u € CL(T™ E) en montrant que d,u = v.

Soit = € R fixé. Par le lemme 3.0.4.4, on sait qu’il existe (¢, ), telle que t,w — x
et pour tout ¢t € R on a par continuité de u(tw + .) :

lim u(tw + t,w) = u(tw + x).

n—+oo

Pour tout entier n, on a :

u(tw + tw) — u(t,w) = /t n %(u(sw))ds = / v(sw)ds

tn

n

la derniere égalité résultant du fait que pour tout ¢, on a 4 (u(tw)) = (dyu)(tw) =
v(tw). On a alors :

u(tw + t,w) — u(t,w) 1




Mais comme v est continue, étant donné € > 0, il existe N tel que si n > N,on
ait :
v(z) = v(taw)|e <

DO ™

Quand ¢ parcourt [—1, 1], Pensemble des (t,,t), parcourt un compact K de R x
[—1, 1], donc en vertu du lemme de Heine appliqué a v, on a :

£
Sa €01 Vi@,y) € K2 (v =yl < alw)) = (@) — o)l < 5).-
Sift| < aets € [ty,t, +1t], ona alors: |v(sw) —v(t,w)lg < 5. A laide de
I'inégalité triangulaire, il vient :

u(tw + t,w) — u(t,w)
t

tott
—o(z)| < 1 / [lv(sw) —v(t,w)|e + |v(tww) — v(x)|E] ds <

g tJu,

1 ptett - 1 [ttt
lv(z) — v(t,w)|E + ;/ [v(t,w) — v(sw)|gds < 5 [1 + E/ ds} =e.
tn tn

Finalement, on obtient :

u(r 4 tw) —u(z)
11_{% . = v(x).

La proposition est donc établie.m

3.2.2 Extensions aux espaces de Lebesgue et de Sobolev

L’opérateur Q,, ne se prolonge pas immédiatement aux fonctions de L?(T™, H)
en regardant sur {tw;t € R} qui est négligeable. On va faire le prolongement
par les séries de Fourier pour obtenir un isomorphisme isométrique d’espaces de
Hilbert entre L?(T™, H) et B2(H). C’est le but de la proposition suivante.

Proposition 3.2.2.1 Notons Q, : L?*(T™ H) — B2(H) ['opérateur défini

par :
Qw (Z ayey> = Z Ay€y.-

vezm™ veEZ™

Alors Q,, est bien défini, est un isomorphisme isométrique d’espaces de Hilbert
entre L*(T™,H) et B2(H), et prolonge l'opérateur Q,, précédemment défini.

Démonstration.

1. Par l'indépendance Z-linéaire des composantes du vecteur w, on sait que
I’application k +— k - w est un isomorphisme de modules de Z™ sur Z < w >.
Par conséquent il existe un isomorphisme isométrique d’espaces de Hilbert F; :
C(Zm H) — (7 < w >, H).

2. De plus, I'application F; de L*(T™, H) vers £2(Z™,H) qui & u associe ses coeffi-
cients de Fourier est un isomorphisme isométrique (cf. [87] p.248, aussi 2.4.0.11).
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3. Par ailleurs, le théoréeme de Riesz-Fisher-Besicovitch ([7] p.110) indique que
'application F3 de B2(E) vers (*(Z < w >,E) qui & f associe (a(f, \))rez<ws €st
un isomorphisme isométrique d’espaces de Hilbert.

4. On conclut des trois premiers points que Fj5 Lo Fy 0 Fi est un isomor-
phisme isométrique d’espaces de Hilbert entre L?(T™ H) et B2(H). On vérifie
immédiatement que c’est celui donné dans 1’énoncé, et qu’il coincide avec I'opérateur
usuel.m

Proposition 3.2.2.2 Pour tout j € N, Q, est un isomorphisme isométrique
d’espaces de Hilbert entre H? (T™, H) sur B*(H), et Q,(Viu) = VI (Q,(u)).

Démonstration. Le cas de j = 0 a été réglé dans la proposition précédente.

Démontrons I'énoncé quand j = 1. Soit tout d’abord v € H}(T™ H). Par
la proposition précédente, on sait que Q,(u) et Q,(V,u) dans des éléments de
B2(H). Pour tout ¢t € R*, on a :

I (s = ) = Vtul] = [| Qu (7 (st = ) = Vist) | o =

Ht_l(Tthw(u> — Qu(u)) — Qw(va)HBz .

Mais comme u € HL(T™, H), on en déduit que :
. 1 . . _
lim [[£7 (72, Qu (1) — Qu(u)) — Qu(Vetr) g2 = 0,

donc que Q,,(u) € BM?(H) et VQ,(u) = Q,(V,u). Comme BL?*(H) = BY?(H) N
B2(H), la premiere étape est démontrée. Réciproquement, soit f € BL2(H). 11
existe u et v dans L*(T™, H) tels que O, (u) = f et Q,(v) = Vf. Reprenant un
calcul précédant, on a :

1t (T — u) —v|| = HQW (t_l(Ttwu —u) — v) H32 =

Ht_1<7-thw(u) — Qu(u)) — Qw(U)HBz = Ht_l(th - f) - vf”Bz .

Mais lorsque ¢t — 0, le dernier terme tend vers 0, donc le premier aussi, c¢’est-a-
dire que v = V,u, soit u € HL(T™ H). L’égalité |ull1. = [|Qu(u)| 512 est alors
claire.

Soit 7 > 2, et supposons le résultat acquis pour 1 et 7 — 1. Prenons tout d’abord
uw € HI(T™ H). Alors u € HI7Y(T™ H) et V/-lu € HL(T™, H) donc par hy-
pothése de récurrence, on peut trouver f € B/~M2(H) et g € BY*(H) tels que
Qu(VEu)=VFrfsik <j—1,et Q,(Viu) =V 7tlgsile {j—1,j} Prenant
k=j—1etl =0, onvoit que VI71f = g, donc finalement f € B»?(H), et
Q. (Viu) = VI(Q,(u)). Le sens réciproque se démontre de la méme manicre.m
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3.3 Le cas des fonctions quasi-périodiques a para-
metres

Soit X un espace de Banach et P une partie de X compacte ou dénombrable a
I'infini.

3.3.1 Le cas P compact

On commence par un lemme :

Lemme 3.3.1.1 L’application Ag : C°(T™x K, E) — C°(T™, C°(K,E)) définie
par :
Ax(u) == [z — u(x,.)]

est un 1somorphisme isométrique d’espaces de Banach.

Preuve. Existence de Ag.
Soit u € C°(T™ x K,E). 1l est uniformément continu, donc continu, et donc
u(z,.) € C°(K,E) pour tout x € T™. De plus, comme u est uniformément
continue, étant donné ¢ > 0 :

>0, [max{lz —2'[;]a —d[} <n] = |u(z,a) —u(@,d)[g <e
et en prenant o = o, puis en passant au sup sur «, il vient :
(|Jz — 2| <n) = |u(z,.) —u(@’,.)||coxr) <e.

Ainsi, Ak (f) € C°(T™,C°(K,E)), et Ag est bien défini.

Ak est linéaire et isométrique (donc injective et continue).

Ces deux points sont évidents.

Ak est surjective (donc bijective, et donc bicontinue puisque isométrique).
Soit A € C°(T™, C(K,E)). Pour alléger I'écriture, on note \; au lieu de A(t), et
c’est alors un élément de C°(K,E). Le candidat naturel & vérifier Ag(u) = X
est u(xz,a) = A(a). Il y a juste a vérifier que l'on a bien un élément de
Co%T™ x K,E). Fixons (zg,ap) € T" x K. On a :

lu(z, a) — u(zo, ap)|g < |u(z, @) — u(xo, @)|g + |u(zo, ) — u(zo, ) |g <

At = Ao leoz ) + [Ato (@) = Ag (@0) |-
Soit € > 0. Comme X est continue :

30, (lz — 2ol <0) = (IXe = Anollcoxpy < €/2)
et comme \,, est continue :
30", (Jao— apl <0') = (| s (@) — Mg (0) & < €/2).
Finalement, pour (z,«) € T™ x K suffisamment voisin de (xg, ap), on a |u(z, o) —
u(zo, )| < g, d’ott la continuité.m

On en arrive au résultat principal :
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Théoréme 3.3.1.2 L’application Vi : CO(T"x K, E) — QPU,(R, K,E) définie
par :
Vae K, VYg(u(.,a)):=(Quu)(., )

est un isomorphisme isométrique d’espaces de Banach.

Preuve. On peut décomposer Vg sous la forme :
Up =Pr'oQ,o0Ak

ot Q, applique C°(T™,C°(K,E)) dans QP°(C°(K,E)). A laide du lemme
précédent, du théoreme 3.1.0.5 et de la proposition 1.2.4.3, on sait que chacun
des trois termes de la composition est un isomorphisme isométrique d’espaces de
Banach. Il en est donc de méme pour ¥y .m

3.3.2 Le cas P dénombrable a I’infini

Comme avant, on étend la proposition précédente :

Proposition 3.3.2.1 L’application Vp : CO(T"x P, E) — QPU,(R, P,E) définic
par :
Vae P, WUp(u(., o)) = (Quu)(., @)

est un isomorphisme isométrique d’espaces de Fréchet.

On donne maintenant une version différentiable par rapport au parametre. Pour
cela, introduisons :

e C%(T™ x P,E) 'espace des fonctions u € C°(T™ x P, E) telles que pour
tout z € T™, u(x,.) € C/(P,E) et pour tout k < j, d5u € C°(T™ x P, E).

e QPU% (R, P,E) I'espace des fonctions f € QPU,(R, P,E) telles que pour
tout t € R, f(t,.) € C/(P,E) et pour tout k < j, d5f € QPU,(R, P,E).

Lemme 3.3.2.2 Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. Oqu existe et est un élément de C°(T™ x P, E).
2. Oyf eziste et est un élément de QPU,(R, P,E).
De plus, si ces assertions sont vraies, on a :
Up(Ou) = o f.

Preuve.
Démontrons I'implication [1. = 2.].
Par hypothese, étant donné o € P fixé, on a pour tout h rentrant dans P assez

petit :
lim (u(, a+th) —u(., )
t—0 t

— By, a).h) ~0.
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Comme Vp est linéaire continue et que Up(u) = f, en appliquant ¥p et en
intervertissant la limite et cet opérateur, on obtient :

. ([l a+th)— f(.,a) _
i < t _ xyp<02(.,@).h>> _

ce qui montre que O, f existe et que de plus :
82f = \I’p(agu)

et cette égalité montre au passage que dof € QPU,(R, P,E).

Le sens réciproque est analogue (\Ifg,l est aussi un opérateur linéaire continu).m
Démonstration de la proposition 3.3.2.1.

A ue C™(T™ x P,E), on associe f = Up(u).

Pour tout k < j, Oku € C%(T™ x P,E), donc par une application répétée du
lemme, on voit que QPU%I (R, P,E) et que :

Ui (Ohu) = 05 f.
On en déduit que 'application
% : C%(R, P,E) — QPUS(T™ x P;E)

ur— Vp(u)

est bien définie. Elle est visiblement linéaire et isométrique. Elle est surjective
puisque ¥p l'est, et en raison du résultat du lemme.m

Remarque 3.3.2.3 En plus d’une version a parametre du théoreme 3.1.0.5, cet
énoncé a l'avantage de mettre en valeur la raison de la définition des fonctions
quasi-périodiques a parametres pour que l'opérateur de Nemytskii envoie bien
QPY(E) dans lui-méme.

En effet, en lecture sur le tore, pour assurer que N,(C°(T™ E)) c C°(T™ E),
il est naturel de supposer que u € C°(T™ x P, E), et la définition proposée pour
les fonctions quasi-périodiques a paramétres revét bien, en un certain sens, un
caractere minimal.
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Chapitre 4

Equations quasi-périodiques et
équations de Percival

Dans ce chapitre, on utilise pleinement les liens explicites pour transformer la
recherche des solutions q.p. d'une EDO en la recherche des solutions périodiques
en chaque variable d'une EDP. Ceci a été fait pour la premiere fois par Percival de
fagon purement heuristique. On définit des notions de solutions faibles (comme
dans le cadre usuel) et des notions de solutions variationnelles faibles (qui sont
a priori plus faibles que les premiéres). Dans I'un des cas, ces notions sont
identiques alors que dans l'autre elles sont distinctes. Grace a une ré-écriture du
probleme et a la méthode de Newton, on obtient des théoremes d’existence de
solutions variationnelles faibles dans chacun des deux cadres. On montre enfin
comment, a partir d’'une solution faible, obtenir un ensemble dense de solutions
régulieres de problemes perturbés de fagons particulieres, puis lorsque la solution
faible est L°°, on démontre qu’elle est elle-méme réguliere.

4.1 Le principe
Soit p un entier au moins égal & 1, F € QPU,(R, (RV)1+P RY).

Par la bijection ¥_; de la proposition 3.3.2.1, on définit X € C°(T™ x

RNQ1+p)

(RV)PH RY) vérifiant :

V(t,a) e R x (R, X(tw,a) = F(t,a).

On fera dans tout ce chapitre ’hypothese (HO) suivante :

(HO) pour tout ¢ fixé, la fonction F(¢,-) est deux fois contintiment dérivable,
et les O F sont des éléments bornés de QPU, (R, (RY)P™ RY) pour tous
2<i,j<NetkeN,.

De maniére, plus courte, on suppose que F € QPUY?(R,RUFPIN RN) et que
toutes les dérivées sont bornées. Compte tenu de la proposition 3.3.2.1, cette
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hypothese revient a dire sur X que pour tout x € T™, X(x,-) est deux fois
continiment dérivable, et que les 95X (i,j > m + 1) sont dans BCO(T™ x
RN(H—p) % RN,RN).

On est intéressé par la recherche de solutions ¢ quasi-périodiques de 1’équation :

qrI(t) = F(t.q(t), ... (1) (4.1)

ce que 'on va faire via la recherche de fonctions u définies sur le tore solutions
de :

OPu(r) = X(z,u(x), ..., 0Pu(z)). (4.2)
Précisons maintenant une notion de solution faible pour chaque équation.

Définitions 4.1.0.4 1. On appelle solution faible de (4.1) toute ¢ € BPT1H2(RY)
qui vérifie :
VPHg ~y F(.,q, ..., VPq).

2. On appelle solution faible de (4.2) toute u € HPTH(T™ RYN) qui vérifie au
sens des distributions sur le tore :

oPtlu = X(.,u,...,0%u).
La correspondance entre solutions faibles est la suivante :

Proposition 4.1.0.5 Soit u une solution faible de (4.2). Alors Q,(u) est so-
lution faible de (4.1). Réciproquement, soit q une solution faible de (4.1). Alors
Q' (u) est une solution faible de (4.2).

Démonstration.
Soit u une solution faible de (4.2). On a alors u € HP™(T™ RY) donc q :=
Q. (u) € BPTL2RY) et de plus u vérifie :

oPtlu = X(.,u,...,0%u).

Appliquons Q,, & cette équation. Le premier membre est égal & VP™lg, quant au
premier, nous allons démontrer qu’il vaut F(.,q, ..., VPq).

Soit en effet une suite (uy),, de fonctions C? tendant vers u dans HP(T™, RY), et
posons ¢, := Q,(u,). Dans HP(T™ RY), (g,). tend vers q. De plus, ¢, vérifie
notoirement :

Qw (X(wun»af;u’n)) - F(-:‘.Z’m EEE) qun)

Passant a la limite a 'aide de la continuité des opérateurs de Nemytskii, on a
bien :
Q. (X(.,u,...,0%u)) = F(.,q,..., VPq)

w

ce qui montre que ¢ est une solution faible de (4.1). Le sens réciproque se
démontre de la méme maniere.m
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4.2 Notion de solution variationnelle faible

Dans toute cette section, nous supposerons que p = 1.

4.2.1 Solution H!(T™ RY) variationnelle faible
Définition 4.2.1.1 On dit que u € HL(T™ RY) est une solution H!(T™ RY)
variationnelle faible de (4.2) si :

Vv € HE(T™ RY), Optt - Opv + X (., u, Oyu) - v = 0.

Tm

L’intérét de cette notion est que nous obtiendrons facilement des théoremes
d’existence de telles solutions, et qu’elles sont reliées aux solutions faibles de

(4.2) :

Proposition 4.2.1.2 Soit u une solution H!(T™ RY) variationnelle faible de
(4.2). Alors u € H2(T™,RYN) et est une solution faible de (4.2).

Démonstration. On a pour tout v € H}(T™ RY) :

Ot - Oyv + X (., u,dyu) - v =0.

’]Tm

Comme C°°(T™,RY) C HL(T™ RY), on en déduit que :
Y € C(T™ RY), / Ot - Oyip + X (., u, 0yu) - @ = 0.

Au sens des distributions périodiques, les termes de bords se simplifient, par
conséquent on a :

Oou- Oy =— < Qzu;go >,
Tm

il vient, au sens des distributions périodiques :
Vo € O°(T™ RY), < —0%u+ X (., u,d,u);p >=0
d’ott I'égalité suivante dans D'(T™, RY) :
OPu = X(.,u,0,u).

Mais comme u et d,u sont dans L?(T™ RY), le membre de droite est dans
L3(T™ RY) et 'égalité est vraie dans L2(T™, RY).

Cela signifie bien que u € H2(T™,RY) et que u est une solution faible de (4.2).m
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4.2.2 Solution H}(T™ R") variationnelle faible

Similairement, on va étudier le cas des solutions HbyO(Tm,RN ) variationnelle
faibles.

Définition 4.2.2.1 On dit queu € H) o(T™ R"Y) est une solution H, o(T™, R")
variationnelle faible de (4.2) si :

Vo € H) o(T™, RY), Ot - Opv + X (., u, Opu) - v = 0.

’]I‘m

Ici en revanche, on ne peut pas dire qu'une telle solution est une solution faible
de (4.2).

Un contre-exemple
Prenons le cas particulier de 'équation ¢(t) = 1 (m = 1), qui évidemment n’a
pas de solution périodique (forte). Cherchons en les solutions HiO(T,R) varia-
tionnelles faibles.
Prenons pour normalisation w = 1. Il s’agit de trouver u € H'(] — m, w[,R) telle
que :

Vo € HY(] — 77|, R), / b+ v =0
et

u(—m) = u(m) = 0.
Un calcul montre que u est la fonction 2m-périodique telle que :
22— 2

Vo e [-m 7], u(zr)= 5

On voit que u n’est pas dans H?(T,R), car sa dérivée seconde au sens des distri-

butions est :
i =1-21Y  bam

qui n’est pas dans L?(T,R). On peut retrouver ces résultats a 'aide du développement
en série de Fourier de u, qui est :

2

0 (=DF
—3—1—2; 12 cos(kx).

Notons qu’en dimension 1,
HY(] =7, 7[,R) = Hy(] - m,7[,R) & {1}

de sorte que 8’1l existait une solution H'(] — 7, 7[, R) variationnelle faible, notée
u, en prenant pour v la fonction constante 1 dans 1’équation variationnelle, on
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aurait f:r dt = 0, ce qui est une contradiction notoire 'm

En fait, 'obstacle a la démonstration précédente dans ce cadre est que les fonc-
tions régulieres incluses dans H} o(T™, R") sont les éléments de C§°(T™, RY), et
ne forment pas un espace de fonctions tests pour les distributions périodiques.
On peut toutefois énoncer :

Proposition 4.2.2.2 Soit u une solution H) ,(T™, RY) variationnelle faible qui
vérifie aussi :

Yo € HLO(Tm, RM)*, Ot - Oyv + X (., u,0yu) - v =0.
’]l‘m

Alors u est une solution faible de (4.2).

L’argument est que 'équation variationnelle est encore vraie sur tout H!(T™ RY)
donc la démonstration précédente marche encore.

4.3 Théoréme d’existence de solutions variation-
nelles faibles

4.3.1 Préliminaires

On commence par un énoncé sur la méthode de Newton-Kantorovitch pour des
fonctions Gateaux-dérivables (énoncé et démonstration adaptés de [38]). L’énoncé
proposé a nullement la prétention d’étre minimal.

Théoreme 4.3.1.1 Soit E, F deuz espaces de Banach, f: E — F continue et
Gateauz-dérivable telle que Dgf(x) soit inversible pour tout x € E. On suppose
qu’existent xo € E, 5 €0, 1[,r > 0 tels que, si B := Bg(xq,r), on ait :

1. pour tout x € B I1Def(2) " lerp) < M.
2. SUp(, wnepz | Daf (@) = Daf(@)||cw.r < 2
3. | f (o)l p < 2.

Alors la suite récurrente (x,,), issue de xo définie par :

Tn41 = Tp — DGf(ﬁn)_lf(xn)

converge(au moins) géométriquement au tauzr B vers l'unique racine de f dans
B.

Preuve. Premiére étape : on démontre par récurrence que pour tout entier
k>1:
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(1) |2r — 2p—1|e < | f(2p-1)|p-

(2k) |z — xolp < r (i.e. x € B).

(3k) |f(@i)|r < 2 lan — 2pi| e

pour k=1: 2y —x9g = —Dgf(xg) ' f(xy) d’ott (1;) en utilisant (1.).
A Taide de (3.), on a alors : |x; — zg|p < 7r(1 — 5) <r d’ou (2;).
Par définition de x1, on a :

|f(z1)|r = [f(21) = f(z0) — Daf(wo)(z1 — 20)|F <

sup |Daf(§) — Daf(zo)lee.mlrr — w0l < %’m — Zo|p

§€[zo;z1]
d’ott (34).
supposons les énoncés vrais jusqu’a k — 1
xp — Tp1 = —Dgf(xp_1) "' f(zx_1) d’ou (1;) en utilisant (1.).
Al’aide de (3;_1), on a alors : |xp — xp_1|p < BlTr_1 — Tp_2|E-
Par récurrence, on a donc pour tout j < k, |x; — xj_1|p < 877 !ay — zo|p, puis
par l'inégalité triangulaire :

r(l—06)<r

k—1 k—1
. 1
|z — zo|p < Z |z, —xj1]p < Zﬁj_1|m1 — Zolp < -
j=1 =1

d’ou l'assertion (24).
Par définition de x, on a :

|f(xi)|lr = |f(zr) = f(xr-1) — Daf(xr) (2 — 2p1)|F <

sup  |Daf(§) — Daf(zrp-1)|cer)lte — Tr-1]p < %Mk — Tr-1lp

E€[TR—1;71]

d’out (3;). La premiere étape est donc achevée.

Seconde étape : conclusion. En reprenant le résultat d’'un calcul déja vu, on a
pour tout entier n :

[Zpt1 — Tnlp < 8”21 — 20| B-
En utilisant I'inégalité triangulaire, on aboutit donc a la majoration :
1—pP 1
1-p 1-p

La suite (z,), est de Cauchy a valeurs dans B qui est complete (fermée d'un
complet), elle a donc une limite @ € B. Passant a la limite dans (3;), par

|Tpip — nlp < B |21 — zo|p < B" |21 — 20|
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continuité de f, on a f(a) = 0.
Il reste & montrer 1'unicité de la racine. Soit b € B tel que f(b) =0. On a :

b—alp < |Daf(xo) " [f(b) — f(a) = Daf(xo)(b—a)]|,

< M%V)—a@ < Blb—alg

doncb=a.m

Etant donnée une matrice carrée d’ordre N, A = (a;;);j, on définit :
e A>, B (ou A> B) si pour tout x € RY, on a 27 (A — B)x > 0.

o ||Al]y := sup |27 Ax|.
|z|=1

o A >, B sipour tout 7,7, on a a;; > by;.

o [[Alleo := max|aj;|.
(4,9

Identifiant X et 93X & des matrices au moyen de la base canonique de RV, on
pose alors :

e my:=sup{p €R : VY(z,u,v) € T™ x RN x RN 0, X (z,u,v) >o uly}
o ML? = SUP(g,u,0)eTm xRN xRN HaQX(x’ U7U)HOO'

o Mz := SUDP (,u,0)€T™ xRN xRN ||a3X(l‘7 u, U) HOO

4.3.2 Existence de solutions H!(T™ R") variationnelles faibles

Fixons une fonction B € C°(T™ RY). Pour des raisons de méthode qui ap-
paraitront plus tard, on cherche a résoudre 1’équation variationnelle faible avec
Xp tel que :

V(z,u,v) € T" x RY x RN, Xp(z,u,v) = X(2,u,v) + B(x)
au lieu de X.

Définissons l'opérateur ®p : HL (T, RN) — (HL(T™,RY)) par :

bp(u) = {v — Optt - 0 + (X (., u, Oyu) + B(.)) - v| .

’]1"777.
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L’équation a résoudre s’écrit simplement :
On va donc chercher les zéros de notre opérateur. Commencons par un lemme.

Lemme 4.3.2.1 &g a bien un sens, est continu, deux fois Gateauz-dérivable,
et les expressions des dérivées sont :

Dg®p(u)-h = [U — Ouh - 0,0 + (02X (., u, Opu)h + 03X (., u, 0u)0,h) - v]

"]Im

et

Di®p(u) - (h, k) = {v — | Ouh- 0.k + (DX (., u,0,u)(h, k) ~v]

j]‘m

ot l'on a posé pour simplifier :
D*X (., u, O,u) (h, k) = 09, X (., u, Opu) (b, k) + 055X (., u, Ouu) (h, k) +
03, X (., u, ) (O hy k) + 02X (., 1, Ou) (O,h, O,k).

Démonstration. Démontrons en premier que ®p est bien défini. u € HL(T™, RY)
étant fixé, X (.,u, d,u) € L*(T™, RY) donc I'intégrale définissant ®5(u) a un sens.
De plus, Papplication v — [, dou - O,v + X (., u,d,u) - v est linéaire, continue
puisque :

/ Optt - Oyv + X (. u, 0yu) - v| <

[Owu]| Nl + X (. w, Qo) |- o] < max{[|duull; [ X (., u, Qo) [Hv]l1e

donc ®p est bien défini.

Démontrons maintenant que ®g est continu. ®p est la somme de 'application
u— [v = b(u,v)| avec :

b(u,v) == Oyt -0+ B(.) v
"Em
qui est bilinéaire continue, et de :
n(u) :=[v X(.,u, 0pu) - v
"H‘m

qui est continue par continuité du Nemytskii. En effet, I'application u — X (., u, d,u)
est continue de HL(T™, RY) vers L*(T™, RY) x L?(T™,R") par continuité du Ne-
mytskii, puis on a par l'inégalité de Cauchy-Schwarz-Buniakovski :

|n(u2) - n(ul)’ < sup / |X('7u2aawu2> - X('uuhawul” ’U| <

lvll1,w=1
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1/2
([ X0 = X w0 )

Passons a sa Gateaux-dérivabilité. Fixons u € HL(T™ RY).
Notons S, la forme bilinéaire :

Bulh,v) := [v —> Ouh - 0,v + (02X (1, u, Opu)h + 03X (., u, 0,u)0uh) - v| .
’]I‘m
B est visiblement une forme bilinéaire continue, car :
|Bu(h, 0)] < (|0uh]| 1000l + max{ My 2; My} h|1.]lv]]
d’ou :
|Bu(h; v)| < max{1; My z; My} hll1wlvlhew
et le majorant max{1; M; o; M; 3} pour la norme de f3,,.
La proposition énonce que Dg®g(u) - h = S,(h,.). Comme f, est continue,

h +— Bu(h,.) est continue, il suffit donc de montrer que G,(h,.) est la dérivée
directionnelle de ® 3 en u dans la direction h. Formons alors, pour ¢ € R* :

¢<t> - H CI)B(U + t};) - @B(U> _ ﬁu(h; ) I .
On a: o o o
¢(t) _ H ﬁup:1 B(u + )(1;) - B(”)(”) N ,Bu(h,v)

que 'on peut majorer par Cauchy-Schwarz :
o(t)” <

/ {X(., u+ th,0yu + to,h) — X (., u, d,u
™m t

2
) _ X (., u,0,u).h — 03X (., u, &uu).@wh} :

Quand t — 0, l'intégrande converge simplement (donc presque-partout) vers 0.
Par ailleurs, on a en vertu de 'inégalité (a + b)? < 2(a® + b?) et de I'inégalité de
la moyenne :

2
{X(" utth, Ot iawh) — XG0 X (s ) h— 95X (., awu).awh]

<2 [ sup H82X<7 u+ tfha awu + tfawh) - aZX('v u, awu)”io’h’Q—i_
£efo31]

T sup (195X (1w + 1€h, D+ 160,h) — BX (., w, Dutr)| |2 Dk
£€[051]
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que l'on peut majorer par :
8 (Myo]h|* + My 3|0,h]%) € L'(T™, R).

Le théoreme de Lebesgue permet de conclure. Les arguments pour la Gateaux-
seconde différentiabilité sont les mémes.m

Remarque 4.3.2.2 L’application ®p n’est pas nécessairement Fréchet-dérivable,
comme va le montrer l'exemple suivant. Par conséquent, notre méthode ne reléve
pas du théoréme des fonctions implicites.

Exemple 4.3.2.3 (Exemple d’opérateur ®5 non Fréchet-dérivable.)
Soit p € BCY(R,R) telle que p(x) =z sur [0,1]. On pose B :=0 et :

X(z,u,0) = /0 " o) do

Pour tout n € N*, soit :

ho(z) = (f[l sin (”“V’ - ”)>2n.

Alors hy, € HL o(T™,R"), tend vers 0 dans HL(T™,R"), mais :

1@ 5(hn) — B(0) — Da®(0). A 11 por vy

lim e R}
n—+0o th”l,w
Rappelons en premier que lorsque o — 400,
%
W, ::/ | sin t|*dt ~ ”l.
0 2cv
On a .
s ap (LT m
il = [ TLsn (257 do =,
7j=1
et
100 1% =
- Li — Li — . Tj —
/Tm [;winsinQ(zn_l) < 5 W) . cos? ( 5 W) Jl;[ism‘l” ( J 5 W) dx+2/m

o [T — T Ti—TN\ . g [(Ti—T T;— T
E nzwiwj sinn—! . COS sinn~! [ 22 cos | =2
— 2 2 2 2
1<i<j<m




Par imparité, la seconde intégrale est nulle. La premiere intégrale vaut :

_ " (00— 0—m L I(2n—1/2)I'(3/2)
2p1m—1, |2 2(2n—1) 2 _ o 2m—1
n Wi |wl / sin ( 5 > . COS ( 5 ) df = 2n"Ww Ton+ 1)

—T

Compte tenu de I'(3/2) = /7/2 et de Iéquivalent de la fonction I' en 400, on a
I’équivalent, lorsque n — 400 :

C

ol ~ —s

\ _ -m/2 |W|2
OU.O—W/<1+W§>>0.

On calcule :
2

||(I)B(hn> - (I)B(O) - DG(I)B<0)'hn||12LI}J(Tm7RN)/ = sup

[oll1,0=1

JRGEEEINE

Mais ce terme vaut :

!

/ ht /4 —h3 4+ h2 =W — W+ W ~

nm/2
ot C" = (2/7)™ (5 — 37,%/2 + 5775) > 0. On a ainsi

1 ®5(hn) — 25(0) = Da®p(0)-hullsrm vy [C

li

cER'm
n—+0o0 th”l,w

*

On suppose désormais dans cette section I’hypothese suivante vérifiée :

(H1) my > M3,

Proposition 4.3.2.4 Dg®g(u) est inversible, et il existe une constante M > 0
telle que :

Vu E H‘})(Tm,RN), HDG(I)B<U>71H[,(HL},(Tm,RN)’;H},(Tm,RN)) S M

Démonstration.  Soit u fixé, A € HL(T™ RYM)'. et cherchons a résoudre
I’équation d’inconnue h :

DGCDB(u)h =A.

Cette équation s’écrit :

Yo € HY(T™ RY),  Bu(h,v) = Av).
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A étant linéaire continue, et 3, étant bilinéaire continue, on peut utiliser le lemme
de Lax-Milgram, des que [, est elliptique. Mais on a :

Bu(v,v) = / 10,02 + o7 (8, )0 + o7 (8:X),0] >
10017 + malv]|* — M|l [[d.0]l.
Cherchons s'il existe a € ]0, 1] tel que :
Yv € Hi(']I‘m,RN), Bu(v,v) > oz||v||iw.
11 suffit pour cela que :
Vo € Hy(T™,RY), [[0,0]* + mallv]|* = Mygllv]l- 00l > alvlf,,
ce qui sécrit :
Vo € Hy(T™,RY), (1= a)]|0u0]* + (m2 — a)[Jv]|* = Mys|lv[l.|0.0]] = 0
Pour que ce dernier terme soit positif pour toute v € HL(T™ RY), il suffit que

l'on ait :
YVt € R+, (1 - Oé)t2 — Ml,gt + (m2 — Oé) Z 0.

Sur R, ce trinéme prend sa valeur minimale en t* = 2?{22) > 0, et celle-ci vaut :
mg — Q) — ————.
? 41— a)

Celle-ci est strictement positive si @ = 0 en vertu de (H1) donc le reste sur
un voisinage, d’ou lellipticité de la forme bilinéaire. Le coefficient ”optimal”
d’ellipticité est :

mg—f—l—\/(mg—l)Q—l—Mﬁ?)
5 :
L’inversibilité de Dg®p(u) est donc acquise.

=

Passons a l'existence de M. Soit hy tel que :
DGCI)B(U).]ZA =A

et estimons sa norme en fonction de celle de A.
Appliquant 1’égalité de définition de hp en hy, on a :

Bulha, ha) = A(hy).

Mais
A(hy) < A gy eom mevy [ Pall1w
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et par lellipticité de j, :
ﬁu(h/\u hA) > Oé*HhAHiw'

Finalement, ceci donne :

1
halles < — Ay avy

et donc on peut prendre M :=1/a*m
Utilisant la méthode de Newton-Kantorovitch, nous allons démontrer un premier
résultat :

Proposition 4.3.2.5 Soit B € C°(T™ RY) telle que ®p(u) = 0 ait une so-
lution. Il existe une constante C indépendante de B telle que pour tout B’ €
CO(T™, RN) telle que |B' — B|| < C, alors ®p:/(u) =0 a aussi une solution.

Démonstration. Réalisons les différentes conditions du théoreme de Newton-
Kantorovitch, en prenant pour zy une racine de I’équation ®5(u) = 0.

e En vertu de la proposition 4.3.2.4, on peut prendre M := 1/a* pour assurer

la condition 1. sans hypothese sur B.

e Désignant par M, un majorant de la seconde Gateaux-dérivée de Pp, la
seconde condition est satisfaite des que :

(2,) 2M27” S %

e Notant ¢y := ||[Pp/(z0)||, la troisieme condition est satisfaite lorsque :
M
r

Les conditions (2’) et (3”) sont simultanément réalisables si et seulement si :
I >0, 2MMyr® —r + My < 0.

L’étude de ce trinome nous montre que ceci n’est possible que si :

(a)?
<(C:=
%o < SM,

ou cette constante C' dépend de X et non de B. Mais :

/JB—EW

donc il suffit que ||B — B’|| < C pour que la méthode converge vers une racine de
P p A
A Taide de la proposition précédente, on va démontrer :

bo := Ppi(xg) = sup <||B- B

[oll1,w=1
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Théoréeme 4.3.2.6 Sous (HO) et (H1), ["équation (4.2) admet une solution
faible.

Démonstration. Premiére étape. Démontrons que ®y(u) = 0 admet une
solution.

Comme C°(T™,RY) est dense dans L?(T™, RY), il existe une suite finie (B;)o<j<n
de fonctions continues telle que By := —X(.,0,0), ||Bj+1 — Bj|| < C et B, = 0.
Soit (E;) I'équation :

(E;) O, (u) = 0.

L’équation (Ejy) a la solution triviale 0, et si (E;) a une solution, alors (E;41) a
une solution en vertu de la proposition précédente.
On en conclut que (E,,) a une solution, ce qu’il fallait démontrer.

Seconde étape. Concluons. La solution de I'équation ®(u) = 0 est une solution
HL(T™ RY) variationnelle faible, donc en vertu de la proposition 4.2.1.2, c’est
une solution faible de (4.2).m

Exemple (N=1). Considérons ’équation :
G+ [1(4) + falg) =€
avec e p.p., f; € C*(R,R) et f/ € BC'(R,R). Sion a:

4inf fj(z) > sup | f1(2)]

alors I’équation admet une solution faible.

4.3.3 Existence de solutions H(}J’O(’I[‘m,RN ) variationnelles
faibles

Nous allons suivre de tres pres la section précédente, les arguments étant les
mémes. Le seul changement est di au fait que l'inégalité de Poincaré-Wirtinger
permet d’avoir 'ellipticité de (3, sous une autre hypothese.

Fixons une fonction B € C(T™, RY). Comme auparavant, on cherche & résoudre
I’équation variationnelle faible avec Xp au lieu de X.

Définissons l'opérateur Wp : HL o(T™, RY) — (HL o(T™, R"))" par :

Up(u) = {v —> Ot - Opv + (X (., u, Oyu) + B(.)) - v] .

’]Tm
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L’équation a résoudre s’écrit simplement :
On va donc chercher les zéros de notre opérateur. Commencons par un lemme.

Lemme 4.3.3.1 Vg a bien un sens, est continu, deux fois Gateaux-dérivable,
et les expressions des dérivées sont :

Dg¥g(u)-h = |:U — Ouh - Oyv + (0 X (., u, Oyu)h + 05X (., u, Oyu)d,h) - v]

Tm™

et

D2V (u) - (h, k) = [v — duh - Ok + (D*X (., u, Ouu)(h, k)) -v}

Tm

ot l’on a posé pour simplifier :
D2X (. u,0u)(h, k) := 03, X (., u, Opu)(h, k) + 05X (., u, Opu) (h, Ok )+
03, X (., u, Opu) (Oph, k) + 035X (., u, Du) (Oh, Dyk).

Démonstration. Démontrons en premier que ¥ est bien défini. u € H), o(T™, R")
étant fixé, X (., u,0,u) € L*(T™ RY) donc I'intégrale définissant Wp(u) a un sens.
De plus, 'application v — [, d,u - v + X (., u,d,4u) - v est linéaire, continue
puisque :

Optt - Oyv + X (., u, 0yu) - v| <
Tm

10wt |0l + X (s, Q)| o] < max{[|duull; [ X (., u, duw) [ Hv]1e

donc Vg est bien défini. La continuité est identique que pour ®5.

Passons & sa Gateaux-dérivabilité. Fixons u € H} ((T™, RY).
Notons 7, la forme bilinéaire :

Yu(h,v) = |:U — Ouh - Oyv + (02X (., u, Oyu)h + 05X (., u, Oyu)0,h) - v| .

Tm

v, est visiblement une forme bilinéaire continue, car :

(R 0)| < |0h]-| 0] + max{ My o; My s} |h][1 [0

d’ou u Iy
1,3 1,2
putho) < (14 22 4 2 ) il allolh
apw  Opwy
et le majorant (1 + o]tﬁwi + ;‘iﬁ) pour la norme de ,.
PW
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La proposition énonce que DgVp(u) - h = v,(h,.). Comme =, est continue,
h +— ~u(h,.) est continue, il suffit donc de montrer que ~,(h,.) est la dérivée
directionnelle de ¥z en u dans la direction h. Formons alors, pour ¢t € R* :

VUp(u+th)—Vp(u
Hiz,O(TmJRN)/
o Wi+ th)(0) — W) (0)
U+ V) — u)(v
o= s %2 )= ReO0) o h,v)
que 'on peut majorer par Cauchy-Schwarz :
B(t)? <
X(. —X(. ?
/ [ (ot th Ouut i&”h) (29 o)X (i, D) b — 05X (o, (‘)wu).awh} .

Quand t — 0, l'intégrande converge simplement (donc presque-partout) vers 0.
Par ailleurs, on a en vertu de 'inégalité (a + b)? < 2(a® + b?) et de I'inégalité de
la moyenne :

[X(., u+th,Oyu + to,h) — X (., u, dyu
t

2
) — X (., u,0,u).h —05X(.,u, éL,u).awh]

<2 [sup 10oX (o, w+ 1€h, Do+ tEDLR) — DX (., 1, Do) B>+
£€[0;1]

+ sup ||03X (., u+ t&h, Dyu + tED,h) — 3 X (., u, 8wu)|]§0|8wh\2
£€051]

que Pon peut majorer par :
8 (M o|h|? + My 5|0,h[7) € L' (T™ R).

Le théoreme de Lebesgue permet de conclure. Les arguments pour la Gateaux-
seconde différentiabilité sont les mémes.m

Remarque 4.3.3.2 L’application Vg n’est pas nécessairement Fréchet-dérivable.

Soit I’hypothese :

(Hl,) M21,3 < apw et mo > OéPW(MLg — Oépw).

On suppose désormais dans cette section que I'une des hypotheses (H1) ou (H1)
est vérifiée.
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Proposition 4.3.3.3 DgVp(u) est inversible, et il existe une constante M > 0
telle que :

Vu € Hiyo(Tm:RN)a ||DG\IJB(U)_1||E(HiyO(Tm,RN)’;H&%O(’]I‘m,RN)) < M.

Démonstration. On va encore utiliser le lemme de Lax-Milgram, 1’existence
de M résultant encore une fois de ellipticité.

Lorsque I'hypothese (H1) est vérifiée, la démonstration déja faite est encore
valide, on se place donc dans le cadre de I'hypothese (H1’).

Soit u fixé. On a :

Yu(v,0) = / [10.v]* 4+ v (0o X )v 4+ 0" (0 X)D,v] >

10.0[* + ma[[v]|* — Mys||v]. |00l
Cherchons s’ existe o € ]0; 1] tel que :

Vv S Hul;,O(Tm7]RN)7 %(v,v) Z O‘””“iw,O'
Il suffit pour cela que :

Vo € HLo(T™ RY), (1— )]0l + mafjoll” — M)

vl [[dwv] =0

Pour que ce dernier terme soit positif pour toute v € Hi’O(Tm, RY), il suffit que
I'on ait :
\V/tz apw, (1 —Oé)t2—M1,3t+m2 Z 0

puisqu’en raison de l'inégalité de Poincaré-Wirtinger :

(ve H (T RY)) = (% > apw) :

N .. M . .
ur rindme pren valeur minim nt* = ui rictemen
Sur R, ce trinome prend sa vale ale en t* 2(11’3) > 0, est strictement

inférieur a apy si @ = 0, donc c’est encore vrai sur un voisinage.
De plus, la valeur de ce trinome en apy est :

(1 — Oé)Oé%;.W — MLgapW + mo

qui est strictement positif en @ = 0, donc sur un voisinage. L’ellipticité est
acquise. On notera o un coefficient d’ellipticité.m

Reprenant les mémes arguments que dans la section précédente, on démontre
que :

Théoréme 4.3.3.4 Sous (HO) et (H1"), I’équation (4.2) a une solution H}, ,(T™, RY)
variationnelle faible.

Remarque 4.3.3.5 Le contre-exemple signalé page 94 satisfait l’ensemble d’hypotheses
(HO) et (HY’), mais pas (HO) et (H1).
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4.4 Reégularisation des solutions faibles

On indique dans cette section comment, & partir d’une solution faible de (4.2),
obtenir une solution réguliere.

Formulons I’hypothese supplémentaire suivante :

(H2) VK € K(RY), Mg = sup | X (x,u,v)| < 400.

(z,u,0)E€T™x K X RPN

On a alors I'énoncé :
Théoréme 4.4.0.6 Soit u une solution faible de (4.2). Alors :

1. Pour presque tout £ € wt,

[t = u(tw + &)] € ACPTHR,RY) N BEFL2(RY)

loc
et vérifie :
qpr1

dtp+1

[u(tw + €)] = X (tw + &, u(tw + ), ..., Pu(tw + £))

2. Si de plus u € L>=(T™,RY), sous I'hypothése (H2), alors

q:= [t — u(tw)] € ACPT (R, R) N BP*12(R)

loc

et vérifie :
¢PV(t) = F(t,q(t), ..., ¢P(1)).

Démonstration.
Premieére assertion. Soit :

g = QuoTeou

Xe = [(z,u,v) — X(z+ & u,v)]
Fe = U 1(Xe).

Par la proposition 2.8.0.14, il existe N; négligeable dans w* tel que pour tout & €
wh\ N1, g soit p+1 fois dérivable en presque tout ¢, et pour tout j € {0, ...,p+1},

on ait : qéj '(t) = @ u(tw + €) et de plus les qg ) sont absolument continues pour

j€40,...,p}.
Pour presque tout x on a :

H(z) = 0" u(z) — X (z,u(z), ..., 0Pu(z)) = 0.

o Uy
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Soit N I'ensemble des z ott H(x) # 0. Ona [, xn(x)dz = 0, donc en prenant une
base (by = w/|wl, by, ..., by, ) orthogonale et (yi, ..., ym,) sa duale, on a en appliquant
le théoreme de Fubini pour presque tout y_q, fR X (V) (Y1, Y—1)dyr = 0, c’est-a-
dire qu’il existe Ny négligeable dans w tel que si & € wt \ N, on a pour presque
tout ¢ :

O u(tw + &) = X (tw + & utw + &), ..., Pu(tw + £)).

Posons N := N; U N,. C’est un ensemble négligeable dans wt, et si £ € wt\ N,
on a pour presque tout ¢ :

(1) = P (0) + / Fe(s,ge(s), - g () ds.

Comme l'intégrande est absolument continu, qép ) est donce AC I(R,RY) et ainsi g
est de classe CPT! et vérifie dans CO(R,RY) :

1
q§p+ ) = Fe(., g, ...,qép)).

Seconde assertion. On note = = w* \ N. On sait, via la proposition 2.8.0.14,
qu’il existe =Z; de mesure pleine dans = tel que si £ € =1, on ait pour presque tout
t:

u(tw + )| < [|uflo.

Comme Z; est de mesure pleine, il est dense, donc il existe une suite (&,), a
valeurs dans Z; de limite nulle. On pose g, := 9, o 7¢, o u.

Par hypothese, ||gnlle < ||tt|lo- On utilise 'hypothese (H2) avec le compact
K = [—||u|oo, ||tt]|so)- 11 existe alors une constante M telle que ||q7(1p+1)|]00 < Mk.
Grace aux inégalités de Kolmogorov ([3] 1 p.265 ex. 2), on en déduit qu’il existe

une constante C' indépendante de n et j telle que :
VneN, Vje{0,...p+1} [l¢?]w < C.

Par le théoreme d’Ascoli, quitte & extraire une sous-suite, il existe o € CP(R, RY)

tel que la suite (qy, .., qSLp ))n converge uniformément sur tout compact vers (o, ..., o®).

Mais comme (u(-w 4 &,)), converge simplement vers ¢, on a o) = ¢\ pour tout
7, et finalement ¢ € CP(R,RY). On a :

0~ aP6) = [ Folo.0a(0), a0 0))do
en passant a la limite, par convergence uniforme sur [s, ], comme
|Fe(0,0u(0), -, 4P (0)) = F(0,4(0), ... " (0))] <
B 0,00(0), s 90)) — F (0,0 (0]
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‘F(O—a Qn<o_)7 ) qu)(U)) - F<07 q<0)7 e q(p)(a))‘

comme (¢qy, .., 7(37)) — (g, ...,q") uniformément sur [s, ], le second terme tend

vers 0 par uniforme continuité. Désignons par K le compact de R®+DN .
Ko = (Bx (0; )",
le premier terme est majoré par :

sup |F§n(0,u,v) —F(a,u,v)| = Sup |X(U+€n7uav> —X<O',U,U)’
(u,v)E€Ko (u,v)EKo

qui tend vers 0 uniformément en o par uniforme continuité de X. Ainsi, on
obtient :

t
()~ 47(6) = [ Flo.4(0), s (0))do
ce qui montre que ¢ € CPT(R, RY) et vérifie :

gPt(t) = F(t,q(t), ... ¢P 1))

Remarques 4.4.0.7 1. La solution q obtenue est en fait de classe CP™' et
quasi-périodique au sens de Besicovitch jusqu’a l'ordre p+1. C’est donc une
notion de solution réguliere satisfaisante, méme si cette fonction n’est pas
nécessairement dans QPP (RY). D’ailleurs, étre dans QPPTH(RY) impose
des conditions a la fronticre. En effet, u est alors CPTH(T™ RY), et donc
u, Ou, ... OP Ly vérifient la condition (CF).

2. On remarquera que méme sans supposer que u € L%, on obtient ici un
théoréme de densité de fonctions régulieres qui sont des translatées de u
dans des directions orthogonales de w.

Exemples 4.4.0.8 Voici des exemples d’applicabilité.
1. Pour l’équation du pendule forcé :
i+ sin(g) = ¢

J. Blot a démontré sous certaines hypothéses [’existence de solutions faibles
L>. Elles sont donc réqulieres. Mais pour cet exemple, J. Mawhin a
démontré une régularité encore plus forte indépendamment de nous.

2. Dans l’exemple donné page 104, si de plus f, est bornée (donc f; € BC*(R,R)),
alors les solutions faibles L™ de l’équation sont régulieres.
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Chapitre 5

Théoremes relatifs aux solutions
presque-périodiques de systemes
dynamiques discrets

Ce chapitre 5 s’intéresse au cadre des suites p.p. Apres avoir comparé différentes
notions existant dans la littérature et adapté ces notions au cadre a parametre,
nous démontrons des principes variationnels analogues a ceux de Blot en temps
continu. Ceux-ci sont utilisés pour obtenir des résultats de structure ainsi que,
dans un cadre hilbertien, des théoremes d’existence. On donne une version
discrete du critere d’Amerio, et I'on adapte la méthode du chapitre 4 au temps
discret pour obtenir, dans un cadre hilbertien, un théoreme d’existence ; la con-
dition obtenue redonne une condition classique dans le cas ou le systeme est
linéaire a coefficients constants. Pour les suites presque-périodiques, la notion de
régularisation ne se posera pas.

5.1 Espaces de suites p.p.

L désigne N, N* ou Z. On pourrait plus généralement considérer pour L un
sous-ensemble non vide de Z satisfaisant a la condition :

(tel)=(t+1€l).
5.1.1 Suites p.p. : définition arithmétique
On trouve dans [41] p.45 la définition suivante (pour L = Z) :
Définition 5.1.1.1 Une suite x := (;); € E¥ est dite p.p. si l'on a :
Ve >0, AN e N* VmelL, dpe {m,---,m+ N}, Vt €L,

|Tegp — | < €.

113



Notation 5.1.1.2 On note AP(IL,E) l'espace des suites p.p.

Z est un groupe topologique, et lorsque L. = Z et E = R ou C, on a une définition
de suite p.p. sur un groupe ([92] p.133) qui est :

Ve >0, 3s1, -+, 8, €EZ, Ym' € Z, Fi, Vt € L, |y — 1—5,| < €. (5.1)
Proposition 5.1.1.3 Ces deux définitions sont équivalentes.

Démonstration. On peut tout d’abord supposer que s; < --- < s,. Changeant
m’ en —m/ et t en t — s;, on voit tout d’abord que (5.1) est équivalent & :

Ve>0,3s1<---<s,€Z VYm'€Z, Ji, Vt €L,

|Tpmrys, — T < €.

Définissons o; := s; — s1 + 1 et posons m := m/ 4 s;. Cette propriété s’écrit :

Ve>0,doy=1<---<o0,eN", VmeZ, 3 Vtel,

|xt+m+0i - xt| S €

qui s’écrit :

Ve>0,doy=1<---<0,eN", VmeZ Ire{m+1m+oy---,m+o0,},

Viel, |rg,—x]<e.

Posant N := o, on voit sous cette forme que les deux définitions sont équivalentes.m

Siz = (2¢):, on note f, la fonction f, : conv(L) — E (ou conv dénote ’enveloppe
convexe dans R) définie par :

VieL, Vue[0,1], fo(t+u):=z+ u(xis — xy). (5.2)
Proposition 5.1.1.4
HAS AP<L7E) — Elf € APO(Rv E)a f |Conv(]L): fg

Démonstration. Si L = Z, le résultat est connu (cf. [41] p.47). Dans le cas
général, x € AP(L,E) est équivalent au fait que f, vérifie la condition de p.p.
sur conv (L), ce qui est équivalent au fait qu’elle soit la restriction d’une fonction
feAP'(R,E)m

Remarquons qu’'un tel prolongement est donc unique, et il est donc possible,

lorque z est p.p., de noter encore f, ce prolongement a R.
En outre, cette unicité montre que les trois espaces vectoriels AP(Z,E), AP(N,E)

114



et AP(N*,E) sont isomorphes. Il est évident qu’ils sont aussi isomorphes en tant
qu’e.v.n., puisque :

2o (z) = llzllee ) = [|zlleoe vy = [ ferlloo-

Dans la suite de cette sous-section, on se limitera donc a L. = Z.

On se propose de préciser encore davantage le lien entre les suites p.p. et les
fonctions p.p. A ce titre, on introduit sur AP°(R,E) la relation d’équivalence :

(f~9) = ((f—9)|z=0)
la semi-norme p suivante :

p(f) = sup | f(1)]]

tEL

et I’ensemble :
Ni=p0)={f € AP"(R.E) : f~0}

de sorte que p passe au quotient en une norme p.
L’ensemble des fonctions f € AP°(R,E) interpolant z est :

C(@) :fz‘i‘N-

Proposition 5.1.1.5 (AP*(R,E)/ ~,p) et (AP(Z,E), || - |l¢=(z)) sont deuz es-
paces de Banach isomorphes et isométriques.

Démonstration. L’application ® := [f — (f(t));] est un morphisme (surjectif)
entre AP°(R,E) et AP(Z,E), et :

(@(f) = 2(9)) & (f ~9)

donc @ passe au quotient en un isomorphisme P d’espaces de Banach. Il reste a
voir qu'il est isométrique. Or si f € AP°(R,E)/ ~, on a :

D)oz = Sup f@)l.

De plus, on a immédiatement :

sup [ f(#)] < inf p(f) = p(f)
fef

teZ

avec égalité pour la fonction interpolant affinement, et donc :

sup |£(t)] = p(f)

LeZ

ce qui montre que ® est une isométrie.m
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Remarque 5.1.1.6 p étant continue, N est fermée, ce qui montre que AP(Z,E)
est complet puisque isométrique a un espace complet quotienté par une relation
fermée.

Traduisons maintenant ce lien sur les exponentielles. On a e, ~ efqy, ot {a} est
I'unique élément de [0, 27| satisfaisant a—{a} € 27Z. On peut donc, pour 'étude
des suites p.p., se ramener a 'étude de {é, : «a € [0,27x[}, ou é, := (en(t)):.
Notons

p
PT(Z,E) := {Z ajéa, : pEN'a; €E, a; € [o,%[}
j=1

I'ensemble des polynomes trigonométriques de AP(Z,E). On a :

Proposition 5.1.1.7 Soit x € EZ. z est p.p. si et seulement si elle est limite
dans (>(Z) d’une suite de polynémes trigonométriques.

Démonstration. <« est vraie car AP(Z,E) est fermée. Réciproquement,
considérons x € AP(Z,E). f, est limite uniforme d’une suite de polynomes
trigonométriques (P,), de AP°(R,E). Notons II, := (P,(t))wz. II, est un
polynome trigonométrique de AP(Z,E), ou chaque terme e, est remplacé par é,.
La suite (I1,), vérifie la majoration :

Iz = Tl zy < N[ fa = Palloo
de sorte qu’elle converge vers z, ce qui démontre la proposition.m

Passons maintenant a l'existence des moyennes. Chaque z € AP(Z,E) a une
valeur moyenne [41] p.48) :

Mz} = Mz}, =

T
T +002T—|— :Z

La moyenne jouit des propriétés (évidentes) suivantes :
(P1) M{é,} =15sia€]0,2r], et vaut 0 si a = 0.
(P2) M est une application linéaire continue de AP(Z,E) vers E.

(P3) M{z} = M{f.}.

!Cette définition differe légerement de la partie fractionnaire au sens ol elle est prise ici
modulo 2.
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Dans la suite de cette sous-section, on suppose £ = H hilbertien. Passons main-
tenant a la description d’un espace hilbertien du type Besicovitch pour les suites
p.p. On munit AP(Z,H) du produit scalaire suivant :

(| y)o == M{zs i}

La norme associée se note ||.||o. La complétion hilbertienne de AP(Z,H) se note
B?*(Z,H).

Cet espace peut aussi étre vu comme sous-espace d'un espace de Marcinkiewicz
discret. AP(Z,H) est un sous-espace de l'espace de Marcinkiewicz :

T
1
MA(Z.H) =< (z : lim su z|? < o0
@.m) {( Dot s g 3 el

que I'on munit de la semi-norme p, définie par :

T
1
z) = ,|lim su |2,
)= [l swp g 3

Soit B%*(Z;H) la complétion de AP(Z,H) par rapport a cette semi-norme, et soit
~y la relation d’équivalence induite par la semi-norme. On a alors :

Proposition 5.1.1.8 On a B*(Z,H) = B*(Z,H)/ ~ .

Démonstration. Supposons que z soit dans B*(Z,H). Il est limite d'une suite
(™), d’élements de AP(Z,H) pour la norme || - ||z, donc aussi au sens de la
semi-norme po.

Réciproquement, supposons que pa(z™ — z) — 0, la suite (z(™),, est alors de
Cauchy donc il existe (g,,), de limite nulle telle que :

VneN, VpeN, p2(£(n+p) - E(n)) < &n.

Comme les (™ sont dans AP(Z,H), cette moyenne supérieure est en fait une
moyenne, donc :

VneN, VpeN, ||£(”+p) — g(")HQ <e,

ce qui prouve que (z(™),, converge dans B?(Z, H) vers une limite y. Faisant tendre
p vers l'infini, puis n, on a successivement :

pay —2) < e,

puis
pa(y—2)=0
ce qui prouve bien que z ~y y € B*(Z,H).m

On peut aussi décrire notre espace a ’aide de la synthese harmonique :
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Proposition 5.1.1.9
2

BYZ,H) =<z : I(Aa)a € (0,20 H), M |lz— Y Aala|| =07,

Démonstration. L’inclusion D est bien entendu vraie. Pour le sens réciproque,
soit (I1,,),, une suite de polynémes trigonométrique convergeant vers x. Posons :

€n := sup |14, — I, [|5 — 0.
p=0

Ecrivons :

I, =Y Aiéq

acly,

ou I, est fini. Posons A =0sia ¢ I,. On a:

ST - AL = [y — T3 < e

aceR

de sorte que, & « fixé, la suite (A7), a une limite notée A,. Il vient :

> P <2 (61 +) yx;y?) < 400

a€R jel

et £ = g Aafa dans B*(Z,H).m

5.1.2 Suites p.p. au sens de Mauclaire
Compactification de Bohr

On rappelle ici rapidement la construction du compactifié de Bohr de Z. Considé-
rons le dual algébrique de Z, c’est-a-dire ’ensemble de ses caracteres :

Z={xa : acl02r]}
oll Xo(n) := ", n € Z. )
On munit Z de la topologie discrete, soit Z; le groupe topologique obtenu.
Son groupe dual (topologique) se note bZ et est par construction un groupe

topologique compact. On a une injection algébrique de Z dans son bidual, qui se
transforme ici en une injection :

in 72 — bZ

qui est celle-ci topologique (i.e. continue), ce qui permet d’identifier Z a un
sous-groupe de bZ. De plus, in(Z) est dense dans bZ.
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Suites p.p. au sens de Mauclaire

Définition 5.1.2.1 Une suite x = (x1); est une suite m.p.p. si il existe ¢ €
C°(bZ,E) telle que p oin(t) = x;.

Puisque in(Z) est dense dans bZ et que ¢ est continue, une telle fonction est
unique et sera notée ¢® ; de plus, pour les mémes raisons ||p%(|oc = [|2]|s(z)-
APy (Z,E) est 'espace des suites m.p.p. de Z vers E, que I'on munit de la norme
du sup.

Proposition 5.1.2.2 APy(Z,E) est un espace de Banach.

Démonstration. Si (z,), est de Cauchy dans APy(Z,E), il en est de méme
de (%), dans C°(bZ,E). La suite (¢%), converge donc vers un élément ¢ qui
vérifie les conditions de la définition 5.1.2.1, ce qui conclut la proposition.m

Remarque 5.1.2.3 Dans Mauclaire ([68]), il est démontré qu’un élément de
APy (Z,E) est complétement déterminé par ses valeurs sur N*.

On retrouve ici une autre définition de fonction p.p. sur le groupe Z : il s’agit des
fonctions ayant une extension continue a bZ. On sait que les deux définitions sont
équivalentes pour n’importe quel groupe topologique ; retrouvons-le explicitement
pour cet exemple :

Proposition 5.1.2.4 Il existe un isomorphisme isométrique d’espaces de Ba-
nach :

© : APy(Z,E) — AP(Z,E).

Démonstration. En premier, on constate que ® : APy (Z,E) — C°(Z,E)

défini par ®(x) = ¢% est un isomorphisme isométrique d’espaces de Banach, il
suffit donc d’en exhiber un entre C°(0Z,E) et AP(Z,E).
Si ;’:1 ajXa; € P(VZ,E), est un polynome trigonométrique de bZ, on pose :

p P
= (Z Gan]) = Zajéa.

J=1 J=1

= est une isométrie linéaire, donc est injective et continue et s’étend donc de
maniére unique en une isométrie linéaire = entre C°(bZ,E) et AP(Z,E).
Démontrons maintenant que = surjective. Soit z € AP(Z,E). Il existe une
suite (P,), de polynomes trigonometriques de AP°(R, E) telle que lim,, oo || fo—
P,|loc = 0. Ainsi (P,), est de Cauchy, et puisque :

1P @), = (Pul®)) ey < 1Py = Palloc

la suite ((Fu(t)),)n est de Cauchy dans AP(Z,E). Si P, = >, aje,;, posons
I, =3 cr, @} X{a;3- On a Z(IL,) = (P,(t)), et puisque = est une isométrie, on
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voit que (I1,,),
de =, il vient
On pose © :=

est de Cauchy dans C°(bZ, E), donc a une limite f. Par continuité
E(f) =z

o &' pour conclure.m

Chaque z € APy (Z,E) a une valeur moyenne définie comme suit :

Mar{z} = Moz} = / (0)du(0)

bZ

Cette moyenne jouit des propriétés suivantes :
(PY’) Mpy{xa}=0sia €]0,2n], et vaut 1 si a = 0.
(P2’) M, est une application linéaire continue.

(P3’) My{z} = M{O(z)}, ou O est défini dans 5.1.2.4.

Dans la suite de cette sous-section, on suppose que E = H est un espace de
Hilbert. On définit la norme suivante sur APy (Z, H) :

lzllars = (Ma{|zefZ})

qui fait de APy (Z,H) un espace préhilbertien.
On définit les deux opérations C' : AP(Z,H) — AP(Z,R) et Cy : APy (Z,H) —
APy (Z,R) respectivement par :

Cla) = (lzf):

et :
Cu(z) = (Jzelf):.

Lemme 5.1.2.5 Ona®©®©o(Cy; =Co0.

Preuve. Siz € APy (Z,H) est un polynéme trigonométrique, disons x =

P ) : .

j=1@jXa;, O & successivement :

O 0 Cu(z) =0 (E aja_kxajxak> =0 <§ aja_kxaj—ak> = 4T, o,
3k Jk gk

et :

CoO(z <E a]eaj> = E AjCa, ko) = E Aj0kCa;—ay
J:k J:k

donc la relation est vraie pour les polynomes trigonométriques. Par continuité
des différents opérateurs en jeu, la relation est donc vraie sur APy/(Z,H).m
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Lemme 5.1.2.6 Sixz € APy(Z,H), on a :

zllar2 = 1©(@)]l2 = ll¥*]l 2

Cu(z

Preuve. Constatons tout d’abord que ¢ ) = |¢=|%. Par conséquent, on a :

||£|Iﬁ4,2Z/bzsoCM(””W)du(@): bZ|@£(9)‘%ﬂdﬂ(9) = ll¢=|7

ce qui donne une premiere égalité. De plus :

P3)

|03 = M{C 0 0(x)} = M{O 0 Cy(z)} "=’ Mu{Curl)} = |lzlf3

d’ott la seconde égalité.m

On définit I'espace de Hilbert suivant :
Définition 5.1.2.7 On note B3,(Z,H) le complété de APy(Z,H) pour la norme
-l az.2-
Comme on s’y attend, cet espace est lié aux espaces hilbertiens déja vus, ce qui
est 'objet des deux propositions suivantes.
Proposition 5.1.2.8 Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. z € B},(Z,H).

2. O(x) € B¥(Z,H).

Démonstration. On a vu que 'on a un isomorphisme d’espaces vectoriels
© : (APy(Z,H), ||.||pm2) = (AP(Z,H),||.|l2) qui est encore une isométrie (donc
un isomorphisme d’e.v.n.) en raison du lemme 5.1.2.6. On note = I'isomorphisme
réciproque. O est donc un morphisme isométrique de (AP (Z,H), ||.|lrr2) vers
B?(Z,H) (non bijectif) qui par densité s’étend de maniere unique en © : B3,(Z, H) —
B?*(Z,H) qui est isométrique. Il reste a voir que le © ainsi étendu est bijectif.
Pour cela, on étend de méme = : B*(Z,H) — B2,(Z,H), puis 1'on constate que
I'on a par densité :

=o @ = [dB]QV[(Z,H) et @ o= = IdB2(Z,H)
ce qui montre bien que © est un isomorphisme isométrique de B3%,(Z,H) sur

B*(Z,H).m

Proposition 5.1.2.9 L’application I : L*(bZ,H) — AP(Z,H) définie par :

I (z x> Y

« «

est un isomorphisme isométrique d’espaces de Hilbert. C’est l'unique isomor-
phisme isométrique prolongeant ’application ¢ — @oin définie sur les polynomes
trigonométriques.

121



Démonstration. L’aspect isomorphisme isométrique est une trivialité. Quand
© =Y. GaXa est un polynome trigonométrique (somme finie), on a immédiatement
POoIN = AyXa©in =Y, an€s = I(p) donc I et ¢ — ¢ oin sont identiques
sur un sous-ensemble dense et isométriques, donc par 'unicité du prolongement,
I est bien le seul prolongement unique.m

Remarques 5.1.2.10 1. Lorsque z € AP(Z,H), on a I"'(x) = ©%, ce qui
légitime de définir la notation :
Vz € BX(Z,H), ¢*:=1"'(z).
2. Compte tenu de l’aspect unicité du prolongement, on s’autorisera a écrire,
lorsque ¢ € L*(bZ,H), v oin au lieu de I(p), étant entendu qu’il s’agit (a
priori) d’un abus puisqu’on n’a pas montré que ¢ o in avait un sens. Mais
cet abus est justifié par les considérations antérieures.

5.2 Comparaison avec d’autres notions de p.p.

5.2.1 Notion de Bochner

On adapte le classique critere de Bochner aux suites par la proposition suivante.

Proposition 5.2.1.1 Une suite x est presque-périodique si et seulement si pour
toute (hyn)n € 2, il existe une sous-suite (how))n telle que (Th,,,x)n soit uni-
formément convergente sur Z.

Démonstration. Pour démontrer cette proposition, on utilise le lien entre
fz et z 1 x est p.p. si et seulement si f, I'est. Montrons en premier le sens
direct. Compte tenu du lien que l'on vient de rappeler, il existe une sous-suite
(hg(n))n telle que (74, fz)n soit uniformément convergente sur R. Mais si t € Z,
Je(t + hom)) = s o(m) puisque hg,) € Z et donc on obtient le résultat. Passons
a la réciproque. On prouve en premier que x est bornée. Si ce n’était pas le cas,
pour tout n, il existerait h, telle que |z, | > n pour tout n, et donc (75,20)n
n’aurait aucune sous-suite convergente. Ainsi x est bornée, montrons maintenant
que f; est p.p. Etant donnée une suite (k,), € RN, on écrit k, = h,, + ¢, avec
hn € Z et (, € [0,1]. Quite a faire deux extractions, on peut supposer que :

Vn e N*, sup|fu(t+ h,) — fo(t)] < 1/n

teZ

et que :
1
AC €[0,1], YneN*, |, —(| < ——.
2n]|z/[

On obtient de ceci :
sup |fz($ + hn) - fz(x” < 1/”

z€R
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et puisque f, est Lipschitzien de constante 2| x|, il vient :

sup [ fo (2 + ) = fa(2 + Q)] < 2|zfloolCn — ¢ < 1/

z€R

Ainsi, pour tout x € R, on a :

| fo(ztkn)— fe(x+Q)| < |fe(zthn) = fo(z+hn+Q) |+ fo(z+hn+()— fu(z+C)| < 2/n

et ainsi (7y, f)n converge uniformément sur R vers 7¢ f,, donc f, est p.p., et donc
z est également p.p. m

5.2.2 Notion de Zaslavski
Ici E =R ou C. Dans [94] - [98], Zaslavski propose la notion suivante :

Définition 5.2.2.1 Une suite x est z.p.p. si :
Ve>0,3Im>1,Vi,p€Z, |i— Tiymp| <€
Proposition 5.2.2.2 Les suites z.p.p. sont p.p. et la réciproque est fausse.

Démonstration. z.p.p. = p.p. car si je prends N := m, tout ensemble de la
forme {¢,--- ¢+ N} contient (au moins) un élément de mZ.

La réciproque est fausse, puisque la suite (sin(t)); est p.p. mais elle n’est pas
z.p.p. car sinon, en faisant i = 0 et € = 1/2, on aurait pour un m € Z,

VpeZ, |sin(mp)| <1/2

ce qui contredit la densité de 'orbite de (mp), dans le tore.m

Désormais, nous ne considérerons plus que les autres notions de suites
presque-périodiques, que nous identifierons en raison des résultats d’iso-
morphismes obtenus.

5.3 Fonctions et suites p.p. a parametres et
opérateurs de Nemytskii

Dans ce qui suit, on note G 'un des groupes compacts bR, bZ ou T™, dont on
note pe la mesure de Haar normalisée. Rappelons ([35],TG.I1.27) qu’il admet
une structure uniforme, dont on note Uy ’ensemble des entourages. On se donne
également un espace métrique (X, d), et P une partie non vide qui est soit com-
pacte, soit dénombrable a l'infini.

Par souci de traiter en un coup des démonstrations semblables, par convention

AP(G,E) désignera AP(Z,E) si G = bZ, AP°(R,E) si G = bR, QP%(T™ E)

123



si G = T™. On note PT(G,E) lespace des polynémes trigonométriques de G
sur E. Rappelons que du fait que E est paracompact, PT(G,E) est dense dans
AP(G,E). Les considérations faites ici généralisent celles de chapitres antérieurs,
et pourraient étre adaptées a des fonctions p.p. sur des groupes plus généraux.

5.3.1 Fonctions et suites p.p. uniformément en le parame-
tre

Définition et représentation comme espaces de fonctions continues
Si z € EZ*P_ on note f, la fonction définie par :

V(t,u,a) € Zx [0,1] x P, fu(t +u,a) = (1 —u)ri(a) + urea ().
Définition 5.3.1.1 On dit que :

1. f : Rx P — E est pp. ent € R, uniformément en a € P (espace
APU (bR, P,E)) si :

Ve >0, VK C K(P), A >0, Ym € R, 37 € [m,m + /]

sup [f(t+7a) — f(t )] <=
(t,a)eERx K

2. f : Rx P — E est gp.-w ent € R, uniformément en o € P (espace
APU(T™ P,E)) si f € AP(bR, P,E) et si de plus, pour tout « € P, on a
f(.,a) € QPY(T™ E).

3.2 : Rx P — E est pp. ent € Z, uniformément en a« € P (espace
APU(VZ,P,E)) si :

Ve >0, VK C K(P), AN >0, Ym € Z, Ir € {m,---,m+ N}

sup |zyir(a) — zi(a)| < e
(t,a)€ZxX K

Remarques 5.3.1.2 Notons en premier que
(x € APU(VZ, P,E)) & (f. € APU(bR, P,E)),

la démonstration étant identique au cas sans parameétre. Notons aussi que lorsque
P est compact, la définition s’écrit plus simplement :

Ve >0, >0, VmeR, Iremm+{, sup |f(t+1,0)—f(ta)<e.
(t,0)ERX P

Théoreme 5.3.1.3 Il existe un isomorphisme isométrique d’espaces de Fréchet

O¢.p: APU(G,P,E) — C°(G x P,E).
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Démonstration. On définit O p par la formule :

Ocr(f) = [t o) — f(t,a).

Justifions.

Premiere étape : on démontre qu’il suffit d’avoir le résultat pour P
compact.

En effet, supposons le résultat vrai pour chaque compact, il I’est donc vrai que
pour tout n, Ogk, : APU(G,K,,E) — C%G x K,,E) est un isomorphisme
isométrique de Banach. Fixons f € APU(G, P, E), et définissons O¢ p(f) =
[(t, ) — f(t,a)]. Montrons que I'on obtient un élément continu. Soit (¢, o) €
G x P fixé. Il existe un entier n tel que ag € K,,_1, et alors o € IntK,, de sorte que
P x K, est un voisinage de (to; ap). Sur ce voisinage, O¢ p(f) := O¢ .k, (f) donc
la continuité est acquise. C’est visiblement un morphisme isométrique. Passons a
sa surjectivité. Sig € C°(G x P, F), on définit sur chaque G x K,, F, := @5,1Kn (9).
Comme f,;1 est un prolongement de f,,, il est possible de poser f(t,a) := fn(t, «)
ou n est tel que o € K,,. f répond clairement a la question. La premiere étape
est achevée. On suppose donc désormais P compact.

Seconde étape. On constate que l'on a un isomorphisme isométrique entre
APU(G,P,E) et AP(G,C°(P,E)). C’est immédiat sur la définition pour 1. (et
3.), puisque 'on peut réécrire la définition comme suit (attendu que P est com-
pact) :

(Ve > 0)(3 > 0)(Ym € R)(IT € [m,m + {))

sup [[f(t+7,.) = (£, )lleopr) < e
teR

Troisieme étape. On constate que 'on a un isomorphisme isométrique entre
CY(G,C°(P,E)) et AP(G,C°(P,E)). Ceci résulte de la théorie générale. Rap-
pelons que le point essentiel est la densité des polynomes trigonométriques.

Derniere étape. On constate que I'on a un isomorphisme isométrique ® entre
CY(GxP,E)) et C°(G,C°(P,E)). ® est défini par ®(f) := [t — f(¢,.)]. Justifions
que ® a un sens. Munissant le compact G x P de la structure uniforme produit,
f étant continue sur ce compact y est uniformément continue, donc étant donné
e>0,ona:

In >0, IU € Ug, Y(z,y) € K2, VY(s,t) € G

(d(z,y) <n) = (If(s,2) = f(ty)] <e). (5.3)

Soit zp € P. Dans (5.3), faisons y = zp et s = t. Alors étant donné ¢ > 0, il
existe 7 tel que :

(Vi € G)(Ve € P)  (d(x,x0) <n) = ([f{t,2) = ft,z0)]| <€)
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d’out la continuité de f(t,.). Reprenant (5.3) en fixant ty € G en faisant y = z,
onace>0,net Uty voisinage de ty dans G tels que :

Vs € U(ty), Ve e P |f(s,x) — f(to,x)| < e
d’ou en passant au sup sur x :

Vs € Ulto) 1f(s..) — fto, Mleome) < €

ce qui prouve l'existence de .

® est clairement un isomorphisme isométrique, il reste a voir la surjectivité. Soit
A € C°(G x P,E). On définit f par f(x,a) := (A(z))(a), qui est le seul candidat
naturel. Reste & voir que f € C%(G x P,E). Soit (zg,9) € G x P. Soit € > 0
et V' un voisinage de xy dans G (resp. W un voisinage de ag dans P) tels que si
(7,0) € VW, onait || A(x)—A(xo)|lcopry < /2 et || f(z0, @) = f (0, a0)|| < /2.
Soit (z,a) € V. x W. On a:

[f (2, @) = f (2o, )| < |f (w0, @) = f(2,a)[ + [ f (20, @) — f (20, )| <

< [AM@) = Awo)[leopry + | f (0, @) — f(20, a0)| < €.

Ceci acheve la démonstration.m

Remarque 5.3.1.4 On suppose que F' € APU(R, K,E) ou K est un compact.
Posons pouri e K :

fi:=F(.,1).

Alors la famille (f;); est équi-presque-périodique.

On adapte maintenant le critere de Bochner au cadre paramétrique.

Proposition 5.3.1.5 f est p.p. uniformément en le parameétre si et seulement
si pour toute suite (hy), € ZN, il existe une sous-suite (ho(n))n telle que pour tout
compact K C P, (f(. + hgmny,-))n converge uniformément sur Z x K.

Démonstration. Puisque APU(Z, P,RY) est isomorphe & AP(Z,C°(P,R")),
le résultat est clair si P est compact. Considérons le cas dénombrable a I'infini :
P = U,K, avec K, compact pour tout p et K, C Int(K,.1). Supposons en
premier que f € APU(Z,P,RY). Par récurrence, on peut trouver pour tout
p une fonction strictement croissante ¢, : N — N telle que pour tout p, (f(. +
R(gg0...06,)(n): -) )n SOit uniformément convergente sur Kj,. Si l'on pose ¢(n) := (¢go
...0¢,)(n), on peut donc affirmer que (f(.+ hyn), .))n converge uniformément sur
tout K, donc sur tout compact, d’ou le résultat. Pour I'implication réciproque,
on note que le cas compact donne f € APU(Z, K,,R") pour tout p, et donc on
a le résultat.m
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Les opérateurs de Nemytskii

On considere L € APU(G,R* ) et I'on définit un opérateur N, : (R*)¢ — (E)¢
par Ni(p) := [t — L(t,¢(t))]. On note L; := L(t,.). On introduit L :=
@8,1R’€ (L) et N; Popérateur associé. On note enfin 6y, I'isomorphisme isométrique
de AP(G,RF) sur C°(G,E), et I'on définit analoguement 0.

Notons enfin que la premiere proposition serait valide dans des cadres plus généraux
(par exemple en remplacant R¥ par un espace métrique B.F.C.2). En revanche, la
seconde nécessite une structure vectorielle, et les seuls espaces vectoriels normés
B.F.C. sont ceux de dimension finie, c¢’est pourquoi on fait directement cette

hypothese.

Proposition 5.3.1.6 N(AP(G,R*)) C AP(G,E), et N, est un opérateur con-
tinu de AP(G,RF) vers AP(G,E).

Démonstration. On a immédiatement N}, = 0! o N o 0y, et puisque O
et O sont continus, il suffit de démontrer que : N;(C°(G,R*)) c C°G,E),
et N7 € C°(C°(G,R*),C°(G,E)). L’inclusion est quasiment immédiate. Main-
tenant, prouvons que N; est continu. Fixons ¢y € AP(G,RF) et soit K :=
B(0;[|oll +1). G x K est compact, donc L est uniformément continu sur
bZ x K, et étant donné € > 0, il existe U € Uy et n €]0, 1] tels que :

[(p,q) €U, (z,9) € K|z —y [<n] = [I L(p,x) = L(g,y) |< 6] :
Posant x := y(p), p = ¢ et passant au sup, on obtient :

e = woll < nl = [Nz (o) = N (@)lleoer) < €]

qui est la continuité. m

Dans la suite de ce paragraphe, on fait I’hypotheése supplémentaire (H1) selon
laquelle pour tout ¢, L; € CY(R*, E) et que D,L € APU(G,R* E).

Sur L, ces hypotheses se traduisent par : pour tout t, L, C! (R* E) et que
DL € C°(G x RF ).

Proposition 5.3.1.7 N est C' et :

Ni(po) - h = (D2 L(t, o (t)) - h(2)), -

Démonstration. On se ramene au cas de L, 0 et 0, étant linéaires continus
donc C*. Fixons ¢y. On a :

Ni (o + h) = Ni(po) — (D2 L(t, 0(t)) - h(t)), =

2¢’est-a-dire un espace métrique ol toutes les boules fermées sont compactes.
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= (L(t,00(t) + h(t)) — L(t, po(t)) — DaL(t, po(t)) - (1)),
et par I'inégalité de la moyenne :
| L(t, 00(t) + h(t)) — L(t,¢o(t)) — DaL(t, o(t)) - h(t) |<

< sup |DoL(t, ¢o(t) + 0h(t)) — Do L(t, po(t))] | R(2) | -

Soit K le méme compact que dans la preuve précédente, et soit € > 0. Il existe
n €]0, 1] et un entourage U € Ug tel que :

[(t78) € U7 (xvy) € K27 | r—y |S 7]} = H D2L(t7x) - D2L(say) |S 5] :
Posant = := (1), y := po(t) + Oh(t), s =t et passant au sup, on obtient :
HAlle= < 0] = Sup | D2 L(t, po(t) + 0h(t)) — Do L(t, o(t))] | <&
elo,1
d’ou :
WAl <0l = [Nz(po + h) = Ni(po) = (D2L(t, @o(t)) - h(t)),| < ellhf|ee]

ce qui montre la Fréchet-différentiabilité. La continuité de N L s’obtient en ap-
pliquant la proposition précédente a Do N7, puisque formellement "N7 = Np, ;.
[ |

5.3.2 Fonctions et suites p.p. en moyenne a parametres

On étend ici légerement la définition donnée dans [41]. On se donne K un compact
de R*.

Définition 5.3.2.1 On dit que f : Rx K — H est p.p. en moyenne si pour tout

e > 0, il existe un entier p, p fonctions cy,---,c, € C°(K,E) et p réels Ay, -+, \,
tels que :
» 2
sup/ f(t,s) — ch(s)exj(t) ds <e.
teR J K sy

Notons que ceci revient a dire que f € C°(bR, L?(K,H)), avec les identifications
déja introduites. On notera aussi que cette définition s’adapte aussi au cadre des
suites p.p. ou des fonctions q.p., ce qui amene & parler de C%(G, L*( K, H)).

Il est également important de noter que d’un point de vue hilbertien, il serait
loisible de compléter C°(G, L?(K,H)) pour le produit scalaire :

(f 1 9)) = /G < () gt ) > diic(t)

et que 'on obtient alors L*(G, L*( K, H)) grace a la régularité de la mesure pg (et
par compacité de G). Grace au théoreme de Fubini, il est possible de démontrer
que cet espace est isomorphe et isométrique en tant qu’espace de Hilbert a L?(G x
K,H). En revanche, comme nous le verrons, les bonnes conditions sont celles de
Carathéodory, et une fonction de L?*(G x K,H) ne satisfait pas nécessairement

(C2).
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Propriétés de mesurabilité

L’étude des opérateurs de Nemytskii qui suit est adaptée de [43]. Par souci de
simplification d’exposé, on travaille directement avec L que l'on note L, et sur
des sous-espaces de (RE)GXR’C. On supposera dans toute la suite que L est une
fonction de Carathéodory, c’est-a-dire qu’elle vérifie :

(C1) Vs € R*, f(-, s) est mesurable.

(C2) Pour presque tout « € G, f(z,-) est continue.
Proposition 5.3.2.2 Siu: G — R* est mesurable, Ni(u) est mesurable.

Démonstration. Il existe une suite de fonctions simples (u,), convergeant
presque-partout vers u. N7 (u,) est mesurable en raison de (C1), et par (C2),
Nr(u,) = Np(u) presque-partout. Ainsi, N7 (u) est mesurable.m

Proposition 5.3.2.3 Siu,, — u en mesure, alors Ny (u,) — Ni(u) en mesure.

Démonstration. Introduisons la fonction :

A

L(z,s) := L(z, s + u(x)) — Lz, u(z)).
L est de Carathéodory, et notre énoncé revient a montrer que si v,, — 0 en mesure,
alors N; (v,) = N;(0) = 0 en mesure, i.e. :

A

Ve >0, dng, Vn > ng puc({z € G : |L(z,v,(2))| < e}) < e.

Posons By := {x € G : (|s| < 1/k) = (|L(z,s)| < €)}. (Bi)i est une famille
croissante de réunion G modulo un négligeable, en raison de (C2). On en déduit
que quand k — +00, ug(Bx) — 1, et donc il existe kg tel que si k > kg, pa(By) >
1—¢/2.

Soit A, :={x € G : |v,(2)| < 1/ko}. Comme v, — 0 en mesure, il existe ng tel
que si n > ng, pa(Ay) > 1 —¢/2. Soit enfin D, == {z € G : |L(z,v,(x)| < €}.
On a A, N By, C D, donc pour tout n > ng, ug(D,) > 1 — ¢, c’est-a-dire :

Vn > ng pa(Dy) < e
ce qui termine la démonstration.m

Continuité des opérateurs de Nemytskii

Considérons I'hypothese (H2) suivante :
il existe ¢ > 0, b € LY(G,R) et r > 0 tels que :

V(z,s) € G x R* |L(z,s)| < c|s|" + b(x).
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Proposition 5.3.2.4 Si L est de Carathéodory et vérifie (H2), alors N7, envoie
L7 (G, R¥) dans LY(G,RY), et Ny, est continu borné.

Démonstration. On note déja que :
INL(W)|Loarey < elllulllzo@r) + 10l Laary

ce qui montre & la fois que N, (L‘““(G, Rk)) C LG, RY) et que N7, est borné.
Supposons que u,, — u dans L7 (G, R¥). Si Np(u,) ne tend pas vers N (u), il
existe une sous-suite n’ayant aucune sous-suite convergeant vers N (u). Comme
(un)n converge et que N est borné, quitte a extraire encore une fois, on peut
supposer que notre suite est bornée dans L. Par souci de simplicité, on note
(Ugp(n))n la derniere sous-suite obtenue, qui vérifie donc |ugm)| < h € L7 (G, R).
Alors on a :
N (tg0)| < clhl + b € LG, B)

donc par convergence dominée, N7, (ug(n)) — Ny (u), ce qui est une contradiction.m

La réciproque est vraie. Plus précisément, on a :

Théoréme 5.3.2.5 On suppose que L est de Carathéodory, et que N envoie
LP(G,R¥) dans L1(G,RY). Alors il existe ¢ > 0, b € LI(G, R) tels que :

(V(z,s) € G xRF) |L(z,s)| < c|s|”/?+ b(x).
De plus, N7, est continu et borné.

Démonstration. On la divise en trois étapes : continuité, bornitude puis
estimation de L.

1. Continuité de l'opérateur de Nemytskii. On se raméne en 0 par un
argument déja utilisé. On raisonne par contraposition ; on suppose donc que
u, — 0 dans L?, mais N (u,) ne tend pas vers 0 dans LY.

Quitte a faire deux extractions, on peut supposer que :

—+00

Z lunllr < +00 et Ja >0, / |L(z, uy(x))|%dug(z) > a.
¢

n=1

Soit B, := {z € G : |f(z,u,(z))| > (a/3)"/7}. Par la proposition 5.3.2.3,
pu(B,) — 0 quand n — +oo. On construit récurrement une suite (¢;); et une
sous-suite (u,,); de la facon suivante :

e =1, Uy, =u

et si €; et u,;_, sont construits, on pose :
€j1 <€;/2 et (VD CG) (pa(D) < 2€)) ﬁ/ |L(z, up, (z)|%dpc(z) < a/3.
D
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Soit D,,; == By, \ Ui>j41Bn,. Les D,,; sont deux a deux disjoints, donc il est

légitime de poser :
“+o0o
U= E Un; XD, -
i=1

u € LP(G,RY), puisque [Jull7, = 33, lun, 70 < 32, [lunll7» < +00. On va montrer
que N (u) ¢ LY(G,RY), d’ot la contradiction. On a :

/ ot ds) = / . Walun) Pt - /B o, Wil Pdcte)
Or

| Wit (o) = [ 1N, i) | Wl )dcle) 2 aaf3 = 20f3
nj G\Dn;

et de plus
16(Buy \ Dn)) = pig (Uizj11Bn) < Y 6 < 2,

i>j+1
de sorte que :

| Wl (o) < af3.
B \Dn,
Finalement, [, |Ng(u)|%duc(r) > a/3 d'ott [N (u)]|Le = +oo.

2. Bornitude On peut supposer L(z,0) = 0. N est continu en 0 donc il existe
r > 0 tel que :

(Vue L"(G,RY)  (lullr <7) = (INL(u)]lze < 1.

Fixons u € LP(G,RF)), et soit n tel que nr? < ||ullf, < (n + 1)rP. On peut alors
écrire G = UG, avec fG_ |u|Pdpe < rP. Alors on a :

n+1
[ wstpane =3 [ wiore <o < (120) "4

ce qui est la bornitude.
3. Estimation de f. Comme N} est borné, il existe ¢ > 0 tel que :
lullly <1 = [Ne(u)l|Z, <
Soit H : G x R¥ — R défini par :
H(z,s) := max{|L(z,s)| — c|s|"/%; 0}.
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H est de Carathéodory. Constatant que si @ € [0,1], ona a?+ (1 —«)? <1, on
remarque que si H(z,s) >0, on a f(z,s) #0 et :

() + () =

H(x,5)" + s < |L(z, 5)"]

1.e.:
d’ou :
H(x,s)? <|L(x,s)!| — sP. (5.4)

Soit u € LP(G,R*) et D :={x € G : H(x,u(x)) > 0}. Soit

n:=F (/ |u]pdug> , €:= / lulPduc —n
D D

et Dy, ..., Dypiq tels que D = U;D; et pour tout i, [, |ulPdue < 1. Par définition
de ¢, on a :

/D VL (u)|%dpe < (n+1)c!

donc, en tenant compte de (5.4) :
/ H(z, u(z)duc(x) < (n+ 1)t — (n+ e)c < ¢, (5.5)
D

On admet le lemme suivant pour lequel on renvoie a [43] p.12 :

Lemme 5.3.2.6 Soit f : G x K — R de Carathéodory, ou K est un compact
de R*, c(x) := maxscs f(x,5). Alors c est mesurable, et il existe 4 mesurable t.q.
c(x) = f(x,u(x)) pour presque tout x.

Modulo le lemme, pour tout m € N*, on peut trouver u,, mesurable t.q. :

by (x) := sup H(x,s) = H(z,un(z)).

[s|<m

Par (5.5), b, est dans LY(G,R*) et ||by,||re < ¢ Soit b(x) := sup, H(z,s) =
lim,, b,,(x). Par Fatou, on a :

/ liminf |b,,|dpe < lim inf/ b |Td g <
G m m G

donc b € LY(G,R) et ||b||ze < cm
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Différentiabilité des opérateurs de Nemytskii

On formule ici 'hypothese (H3) suivante :
D, L existe, est de Carathéodory, et vérifie une estimation du type :

(V(z,5) € G x R*) |DyL(z,s)| < c|s|” + b(x)
olte>0,7>0etbe L3(G,RY).

Lemme 5.3.2.7 On suppose (H3) vérifiée, et l'on pose p := 0, q := 77—;;1. On
suppose que L(.,0) € LI(G,R¥). Alors :

1. Ni(LP(G,R¥)) € LY(G,RY).

2. Np,.(LP(G,R*)) c L°(G,RY).
Remarque 5.3.2.8 Ici, onap/gq=~v+1>1 doncp>q.
Démonstration. Posons a(x) := |L(x,0)|. a(-) € LY, et de plus, on a :

L2, )| < 18I+ b(@)ls] + ale).

Rappelons que si « et § sont des exposants conjugués, on a :

al* |b)?
lab] < % + %
Appliquant cette majoration, il vient :
Ho)ls| < —lsl™ + —Tb(a)
soit :
L(,5)| < §:11|3|7+1 +afw) +b(x)
et comme :

LH
1, = / b < +oo

omabs € LY(G,R), donc Ny (LP(G,RF)) ¢ LG, RY). Comme p/§ = v, on a
bien Np,r(LP(G,R¥)) C L*(G,R")m

Théoréme 5.3.2.9 Avec les notations du lemme, N, est différentiable, et :
Ni(u)h = ND2L(U).h.
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Démonstration. Soit
R(v) :=Np(u+v) = Np(u) — DoL(.,u).v.

Comme on a :
N (u+v) = Np(u) = {m — /01 Dy L(z,u(x) + tv(x))v(x)dt}

il vient :

J

1 a/é
< ||v||%, {/0 /G|D2L(x,u(:c) + tv(z))v(x) — DyL(x, u(x) + to(z))|° dug(a:)dt] :

Comme Np,, € C°(LP, L%), le crochet tend vers 0 quand v tend vers 0 dans L”.m

LR
G

q

/0 (Do L(z,u(x) 4+ tv(x)) — DoL(z,u(z) + tv(z))) v(z)dt| dug(xz) <

I1 nous reste a étudier les cas ou p = ¢. On formule 'hypothese (H4) suivante :
(3M > 0)(V(z,5) € G xR*)  |DyL(x,s)| < M.
Lemme 5.3.2.10 Sous (H4 ), on a pour toutp > 1 :
1. Np,r : LP(G,R¥) — L=(G,RY).
2. Si f(.,0) € LP(G,R¥), alors Ny, : LP(G,RF) — LP(G,RY).
Ce lemme est immédiat. On va montrer que N7, est toujours Gateaux-différentiable.

Théoréeme 5.3.2.11 Sous (H4), N, est Gateaua-différentiable.

Démonstration. Fixons w et v. Soit :

L(z,u(x) + tv(x)) — L(z, u(x))
t

Ri(x) == — DoL(z,u(x)) - v(x).

On peut écrire :
Ri(x) = /0 [DoL(z,u(x) + tTv(x)) — Do L(z,u(x))] v(z)dr

donc :

/’Rt‘pdﬂG:/
G G

p

/0 [DyL(x,u(x) + trv(x)) — DoL(z, u(z))] v(x)dr| dug(x)
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qui en raison de I'inégalité de Holder puis de la version positive du théoreme de
Fubini est majoré par :

/0 /G DaL(z, u(x) + tro(x)) — DoL(z, u(x))P|o(x) P (z)dr.

L’intégrande tend presque partout vers 0 lorsque t — 0, et est dominé par
(2M)?P|vP € L*(]0,1] x G,R). Le théoreme de convergence dominée assure donc
que lim; o RB; = 0 dans LP(G,RY), de sorte que Ny, est Gateaux-différentiable.m

Remarque 5.3.2.12 En suivant [{3], on pourrait montrer que lorsque G est
métrisable, la Fréchet-différentiabilité de N7, n’est possible que lorsque f(x,s) =
a(x)s + b(x). Mais j'ignore si ceci est encore vrai si G n’est pas métrisable.

Exemple 5.3.2.13 Prenons l'exemple des hypotheéses assurant que N7, envoie
L*(G,R*) dans LY(G,RY), que nous aurons souvent a traiter.

Pour L de Carathéodory, l'hypothése (H2), qui est nécessaire et suffisante pour
assurer que N7, envoie L*(G,R¥) dans L'(G,R") est :

(V(z,8) € G xR¥)  |L(x,s)| < c|s|* + b(x)

avec c,r > 0 et b € L'(G,R).

Pour DyL de Carathéodory, on aura Np,; envoyant L? dans L', si I'on sup-
pose que :

(V(x,8) € GxRF) | DyL(x,s)| < c|s|* + b(x)

avec ¢ > 0, b(.) € LY(G,R). Supposant en outre que L(-,0) € L*(G,R"), Ny
envoie L*(G,RF) dans L?(G,R") et si G est compact dans L*'(G,RY) (car G est
de mesure finie).

5.4 Théoremes de structure et d’existence pour
des équations d’Euler discretes

Fixons un entier N > 1. On se donne un lagrangien L dont la dépendance en ¢
est p.p. suivant précisions ci-apres. On associe a L une équation d’Euler :

Dy Ly(xy, x411) + DaLe—y (241, 2¢) =0 (5.6)

La premiere sous-section relie cette équation a des points critiques d’une fonc-
tionnelle J. Nous exploiterons ces liens dans les deux autres sous-sections.
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5.4.1 Principes variationnels

On suppose que le Lagrangien L satisfait (H1) avec k = 2N. A partir de L, on
définit une fonctionnelle J : AP(Z,RY) — R de la fagon suivante :

J@) = M{Lt(%’ﬂ?tﬂ)}t-
Lemme 5.4.1.1 J est de classe C!, et :
Jl@) h = M{(DlLt(fEt; $t+1> + D2Lt—1(It—17 Oﬁt))-ht}t-

Preuve. Considérons l'opérateur linéaire T': AP(Z,RY) — AP(Z,RYN)? défini
par : T((x¢)¢) := (; we41):. Cest un opérateur continu, donc de classe C'.
On a:

J:=Mo NL oT

donc J est C! comme composé de trois opérateurs C!, et par la régle de compo-
sition, il vient :

J'(z) - h = M{DyLi(, 2441). Ty + DoLy(0e, T41) hega }o
et enfin par 'invariance de la moyenne par rapport aux translations :
M{DQLt(IFn $t+1)~ht+1}t = M{DQLt—l(QTt—h xt)-ht}t
ce qui termine la preuve du lemme.m

Proposition 5.4.1.2 Sont équivalentes les assertions suivantes :
1. z est une solution AP(Z,RY) p.p. de (5.6).

2. x est un point critique de J sur AP(Z,RN).

Démonstration. Par le lemme (5.4.1.1), on a juste a démontrer que (1) im-
plique (2). On prend (hy); = (D1Li(x, xe41) + DaLeq(xi-1,24)): ce qui est
loisible puisque (Dy L (x4, 2i11) + DoLy_1(x4—1, 7)) € AP(Z,RY). On a alors :
M{’ ht ‘Q}t = O, ie.:
2
| (40" dute) =0,
bz

Comme (goﬁ(.))2 est continue positive, il vient (30@(9))2 = 0 pour tout #. Ainsi

(2) est vraie.m

Considérons maintenant L satisfaisant (H3) avec k = 2N, § = 1 et v = 2. A
partir de L, on définit J : B*(Z,RY) — R comme suit :

J(z) := M{Li(w, T41) }i-
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Lemme 5.4.1.3 J est de classe C1, et :
J'(x).h = M{(D1Li(xs, x401) + DaLy 1(x4_1,2¢)).hy }e.
La preuve est identique a celle du lemme 5.4.1.1.
Proposition 5.4.1.4 Sont équivalentes :
1. z est une solution B*(Z,RY) p.p. de (5.6).
2. x est un point critique J de B*(Z,RY).

Démonstration. Comme dans la démonstration de la proposition (5.4.1.2),
on a juste a démontrer (1) implique (2). On pose (hy); := (D1Li(xy, x441) +
DoLy 1 (x4-1, %)) ce qui est possible puisque (Dy Ly (24, ©41)+DaLy 1 (241, 2¢)): €
B2(Z,RM). 1l vient : M{| h, [2}, =0, i.e.:

| ()" aue) =0
ie. ((,pﬁ(.))2 = 0 dans L*(bZ,R), donc (2) est vraic.m

5.4.2 Résultats de structure dans AP(Z,RY)

On donne ici des résultats de structure de 'ensemble des solutions dans AP(Z, RY)
de I'équation d’Euler (5.6).

On utilise la structure variationnelle du probleme. Quand le lagrangien est con-
cave, cette hypothese est plus facile a exploiter sur la fonctionnelle J.

Théoreme 5.4.2.1 1. Si L, est concave (convexe) pour toutt, alors [’'ensemble
des solutions est un convexe fermé de AP(Z,R").

2. Si L; est strictement concave (conveze) pour tout t, l'équation (5.6) a au
plus une solution dans AP(Z,RY).

Démonstration. Supposons par exemple que L; est concave pour tout t. Grace
au lemme 5.4.1.1, on est ramené a étudier I’ensemble des points critiques de J.
1. Tout d’abord, montrons que .J est aussi concave, ce qui montrera aussi que
I’ensemble des points critiques de J est identique a ’ensemble des maxima de J,
ensemble noté Argmax(J). Siz,y € AP(Z,R") et X € [0, 1], nous avons :

JAz+ (1= Ny) = ML (Axy + (1 — Ny, Az + (1= Ny 1 >

AMALi(, 1) e+ (1= MLy, Yer1) o = A (2) + (1 = A)J (y)

donc J est concave. Maintenant, si z,y € Argmax(J), il vient :
supJ > J(Az + (1 = N)y) > AJ(z) + AJ(y) = sup J
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et Argmazx(J) est convexe.
2. Considérons z,y € Argmaz(J), et montrons que x = y. Soit :

o T+ Y Teyr + Y1 Li(xe, me11) + L(Ye, Y1)
2e = Ly ) -
2 2 2
Pour tout ¢, zz > 0. Si M{z} = 0, il vient p* = 0 puisque cette fonction est
continue positive (par 1.) Par conséquent, il vient z; = 0 pour tout ¢, et par
stricte concavité de L; pour tout ¢, z = y. En contraposant, il vient z # y,

M{z} >0, et :
= M{z} >0

J<£—2Fg> . J(z);ﬁ](g)

d’ou la contradiction. On notera que 1’on peut en fait prouver la stricte concavité
de J sous I'hypothese de celle de L.m

5.4.3 Bornitude et presque-périodicité : extension du crite-
re d’Amerio

La recherche des solutions p.p. peut passer par I’étude des solutions bornées.
Outre le fait que les éléments de AP(Z, RY) soient bornés, ceci est aussi justifié
par I’étude du cas linéaire basique, i.e. le cas linéaire avec une matrice constante.
Dans toute cette sous-section, on cherchera des solutions dans AP(Z,RY).

Le cas linéaire basique

On commence avec le cas des sommes de suites p.p.:

Lemme 5.4.3.1 Soit x une suite p.p. La suite (Z;ZO x;), est p.p. si et seule-
ment si elle est bornée.

Il est connu que pour les fonctions p.p., leurs primitives sont p.p. ssi elles sont
bornées. Un calcul immédiat donne :

t+1 t
To + Teg
=0

Ainsi, comme f, is p.p., le membre de gauche est p.p. ssi il est borné, ce qui
termine la démonstration du lemme. m
Maintenant, on passe au cas linéaire basique. Comme en temps continu, on a :

Proposition 5.4.3.2 Soit A une matrice carrée d’ordre N, et b une suite p.p.
a valeurs dans RY . Alors une solution de :

Tty1 = Al’t + bt

est p.p. si et seulement si elle est bornée. De plus, si A n’a pas de valeur propre
de module 1, alors il existe une unique solution p.p.
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Démonstration. Comme toute solution p.p. est bornée, on a juste la réciproque
a démontrer. Par le théoreme de trigonalisation, il existe une matrice triangulaire
T et une matrice inversible P telles que A = PTP~!. Soit y défini par y, :=
P~'z,. Puisque P est inversible, y est p.p. (resp. borné) ssi z est p.p. (resp.
borné), et y est solution du systéme triangulaire suivant :

Y1 = Ty,

Ainsi, on voit que si la proposition (5.4.3.2) est vraie pour N = 1, elle est toujours
vraie. On se concentre donc désormais sur le cas scalaire. Soit ¢ € C et b une
suite p.p. On peut se limiter au cas a # 0 sans quoi le résultat est immédiat. Il
y a trois cas.

Cas 1. Si |a|] > 1, toute solution est de la forme

t—1 b
J
ZEo—f— E aﬂ' 1].
Jj=0

Comme |af| tend vers 4oc lorsque ¢ — +oo, toute solution bornée satisfait
nécessairement :

:Et:at

+oo
3 b
To = — —.
a]-i-l
Jj=0

La série est bien convergente puisque (b;), est bornée et |a| > 1. Ainsi une solution
bornée est nécessairement de la forme :

—+oco
n=a'y b
t i+l
j=t

On voit que cette solution est bien bornée, et elle est p.p., puisque :

sup, [br-p — by
ol 1

|[Typ — 14| <

de sorte que dans ce cas il n’y a qu'une seule solution bornée et qu’elle est p.p.
Cas 2. Si|a| < 1 on raisonne de la méme maniere, et ’on montrerait que 'unique

solution possible est :
t—1
v, =a g by
¢ a’t1
j=—o0

qui convient.
Cas 3. On considére maintenant le cas ou |a| = 1. La solution générale peut

s’écrire :
t—1
Py
T A .
0 a]-i-l
j=0
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Comme (a'); et bornée et p.p. dans ce cas, on voit qu’il y a une solution

bornée ( resp. p.p.) ssi la suite (Zé;g aj%)t est bornée (resp. p.p.). Par le

lemme précédent, comme (afﬁ)t est p.p., ces faits sont équivalents, et donc la
démonstration est complete. Notons que dans ce cas, ou bien aucune solution
n’est p.p., ou bien elles le sont toutes.m

Corollaire 5.4.3.3 Considérons l’équation:

p

> ajre; = b

=0
vec a; € R, b e AP(Z,R), et on suppose qu’il existe s € {0, ...,p} tel que :
jas| > layl.
i#s
Alors il existe une unique solution dans AP(Z,R).

Démonstration. Le polynome caractéristique est P(2) 1= »7_ja;27. 1l est
suffisant de démontrer que P n’a pas de racine de module 1. S’il existait un
tel zéro, zp, on aurait as;25 = — ., a;7) et donc |a,| < > iz lajl, ce qui est
impossible. Donc P n’a pas de racine de module 1, d’ou le résultat grace a la
proposition précédente.m

Remarque 5.4.3.4 Si P a une racine de module 1, [’équation peut n’avoir au-
cune solution p.p. Par exemple :

T + 2 = (—1)

n’a pas de solution p.p.

Version discréte du critere d’Amerio

On considere maintenant des systéemes non linéaires. On établit une version
discrete du critere d’Amerio assurant que toute solution bornée soit presque-
périodique.

On considere de maniere générale un systeme :

T = Ag(xy) (5.7)

ot A € APU(Z,RY R¥). Soit F I'enveloppe de A, i.e. que B € F si et seulement
si il existe (hy,), € ZN tel que A(. + h,,.) — B uniformément sur R x K pour
tout compact K. A B € F, on associe le systeme suivant :

Yer1 = Bi(yr) (5.8)
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On fixe maintenant un compact connexe K, et I'on note D = R x K. Pour un
systeme tel que (5.7), on dit que z est une solution séparée dans D si soit c’est la
seule solution vérifiant Gr(x) C D soit pour toute autre solution y satisfaisant la

méme condition, il existe p = p(y) > 0 tel que pour tout ¢, |z, — y|| > p. Notez
que comme f; — f, = fy—y, on a aussi || fo(t) — f,(¢)|| = p pour tout ¢ € R.

Lemme 5.4.3.5 Les assertions suivantes sont vraies.

1. Si @ est un sous-ensemble de toutes les suites x p.p. satisfaisant Gr(z) C
D, alors l'ensemble {f,,x € @} is relativement compact dans tout e.v.n.
C%Ja, b], RY) avec —oo0 < a < b < +00.

2. Si (5.7) n'a que des solutions separées, alors il existe un nombre fini de
solutions.

3. Si (5.7) a une solution x telle que Gr(z) C D, alors (5.8) a une solution y
vérifiant Gr(y) C D.

4. Si (5.7) a une solution x telle que x; € K pour tout t > ty, alors (5.8) a
une solution y telle que y; € K pour tout t.

5. Si tout systéme (5.8) a des solutions séparées, alors il existe o > 0 tel que
pour tout B € F, et tous y_", i = 1,2 solutions du systeme (5.8), on ait pour
tout t, [ly, — yi| = o

Démonstration.

1. Soit M := sup;cf ||C[]. Puisque pour tout ¢, ||z|| < M et ||z — 24| < 2M,
on a par construction de f,, ||fz(t)]] < M pour tout t € R et || f(u) — fu(v)| <
2M||u — v||. Donc cette famille est équicontinue et équibornée, de sorte que le
théoreme d’Ascoli donne le résultat.

2. Considérons la famille de toutes les solutions séparées. Si elle était infinie,
on pourrait choisir une famille infinie (f ) ), & termes distincts qui convergerait
uniformément sur tout compact (cf. 1.). Alors la limite serait une solution du
systeme non séparée, ce qui aboutit a une contradiction.

3. Soit B € F quelconque. Soit (h,), € ZN tel que A(. + h,,.) — B. Par le
point 1. de ce lemme, la famille f,, := f.(. + h,) a une sous-suite qui converge
uniformément sur tout compact. La limite est une solution du probleme.

4. Considérons z(™ := (2,_,);. Soit @ € Z et N(a) := ty — . La famille
{fsm;n > N(a)} est équibornée et équicontinue, donc il existe une suite (ky,), €
ZN telle qu'ont ait uniformément sur tout compact f,(. + kn) — f, et A(. +
ko, Y) — C(.,Y). Alors y;.1 = C(t,y;), t > a pour tout a et 'on peut appliquer
le point 3. de ce lemme a cette équation.

5. Soit 0 > 0 tel que la condition de séparation pour (5.7) soit réalisée avec o.
Etant données deux solutions z* (i = 1,2) de (5.7), il existe une suite commune
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(hn)n telle que (2°(. + hy,)), converges uniformément vers une suite (y!);. On a :
o <inf||fa(t) = L2l < lly — w7l

donc y' et 3 sont distinctes. Ainsi pour tout B, les équations (5.7) et (5.8) ont
le méme nombre de solutions et le terme o pour 1’équation (5.7) est valable pour

(5.8). m

On en vient a la version discréte du critere d’Amerio.

Théoreme 5.4.3.6 Si tous les systémes (5.8) ont des solutions séparées dans
un compact firé, alors toutes ces solutions sont p.p.

Démonstration. Considérons z une solution de (5.7) et une suite (hy), €
ZN. On doit montrer qu’il existe une sous-suite de (fi(. + hy)), convergeant
uniformément sur R. Suivant la preuve du point 3. du lemme 5.4.3.5, on peut
supposer que fg(. + h,) — f, uniformément sur les compacts. On suppose que
la conclusion est fausse. Puisque 'on a uniformément A(. + h,,.) — B, on a
zer1 = B(t, z). Par le point 4. du lemme 5.4.3.5, il existe p > 0 tel que si (y!);
sont deux solutions de (5.7), alors inf; ||z} — 22| > 2p. Pour n < p, considérons
Onp(t) = || falt+hn) = fo(t+hy)| et Ly = ¢, (cl(B(0; p))). ¢nyp est continu, I,
est fermé, non vide pour (n,p) assez grand (puisque 0 € I,,,, pour n,p grands).
Considérons 6, , = SUPyer, , Gnp(t). On ad,, < petlim,, i d,, # 0 (sinon,
(fz(. + hy))n serait uniformément convergente). Donc limsupd,, =: 2a > 0.
Ainsi on a des suites strictement croissantes (n,.),, (p.), telles que 6, ,, > 3a/2
i.e. il existe pour tout r, ¢, tel que : ¢, p, () > a. Alors :

a < Hfg(tr + h,) — fg(tr + hm)H <p

et quite a extraire, on peut trouver deux vecteurs U,V tels que f.(t, + h,,) = U
et fo(tr +hy) = V, et ainsi a < [|[U = V|| < p.

Quite & extraire encore, on peut supposer que f,(. +t,+ hy, ), — 2t et fo(.+t.+
hy,) — z* qui sont solutions d’équations z,, = Bj(z;) avec o < ||z§ — 25| < p. 1l
est immédiat que B? = B, et puisque 22 # z{, il vient pour tout ¢, ||z2—z}|| > 2p,
ce qui est contradictoire. m

Comme conséquence, on obtient une version discrete d’un énoncé de Favard.

Corollaire 5.4.3.7 Soit le systeme linéaire
Ty = Apy + by (5.9)
ou A et b sont p.p. On suppose que pour tout = dans [’enveloppe de A, le systeme :
Tpp1 = Sy

n’a que 0 comme solution bornée. Alors toute solution bornée de (5.9) est p.p.
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Démonstration. Il y a au plus une solution bornée, puisque la différence
entre deux solutions est une solution du systeme homogene : z;,1 = Ayz;. Soit
(hp)n € ZN tel que 7, A — = et C := lim 7, b. Chaque systéme

Ty = Sy + Gy
a une solution bornée (cf 5.4.3.5, point 3) qui est unique donc séparée. Ainsi,

toute solution de (5.9) est p.p.m

5.4.4 Résultats dans B?*(Z,R")

Théoréme 5.4.4.1 (Un cas linéaire) Considérons l’équation d’Euler suivante :
Mixiy + Ny + My = Ny

On suppose que (M), (M), € AP(Z,R) et (Ny); € AP(Z,RY) et qu’il existe
e € {—1,1} et a > 0 tels que pour tout t € Z, on ait : eAy > a. Alors (5.6)
a une unique solution p.p. B*(Z,RY) dés que l'une des conditions suivantes est
satisfaite :

1. e =1 et ||(M)|lo(zy < infrez Ay
2. e = —1 et |[(M)i]|eoz) < —supsez As.
Démonstration. Cette équation est associée au Lagrangien :
Li(z,y) == Ay | 2 |> +2M - y + 2N, - .

Changeant L en — L, on peut se ramener au cas ol € = 1. Choisissons a := inf; A;.
x est un point critique s’il satisfait :

(Vy € BX(Z,RY)) a(z,y) = (y)
ou :
a(z, y) = M{MNy -y + Me(xt - Yo + Tevr - Ye) b

et :
y) = —=2M{N; -y, }1-

Par I'inégalité de Cauhy-Schwarz, on voit que a (resp. ) est une forme bilinéaire
(resp. linéaire) continue. Le lemme de Lax-Milgram prouve qu'’il y a une et une
seule solution des que a est elliptique.

On a:
a(z, z) > aM{| z; P} — 2mM{| z; - 241 |}

et puisque par l'inégalité de Cauchy-Schwarz on a :
M|z xga [Fe < lzll3
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il vient :
a(z,z) > (a —m)l|zl;

d’ou l'ellipticité puisque o« — m > 0 par hypothese.m

Considérons maintenant les probléemes concaves coercifs.

Théoréme 5.4.4.2 (Le cas concave coercif) Si le Lagrangien L satisfait (H2) ,
et les conditions suivantes :

1. Pour toutt € Z, L, est concave.

2. Il existe a, 8 € R avec a+f > 0 et v € L' (bZ,R) tels que, pour tout t € Z :
Li(z,y) < = (afz P +8 1y [*) + ().

Alors il existe une solution B*(Z,RY) p.p. de (5.6).

Démonstration.  Par la proposition 5.4.1.4, on se raméne & la recherche
des maxima de J. Comme J(z) < —(a + B)||lz|l? + M{| v [} il vient :
limy ), o0 J (2) = —00. Soit 0 1= Sup,ep2(zryy J(x). Puisque limyy, 100 J(z) =
—o00 et J est concave, on a 0 < +oo. Pour tout n > 1, il existe z(™ tel que
J(z™) > o — 1/n. Puisque lim|z, 00 J(z) = —o0, (™), est bornée dans
'espace de Hilbert B?(Z,R"), elle admet une sous-suite faiblement, convergente
(z™)),.. Si z est la limite, comme J est concave, on a :

J(z) > lim J ((g("’“))k) =0

T k—+oo

et donc z € Argmax(J).m

On consideére maintenant une équation assez générale avec des conditions de crois-
sance. On démontre un résultat pour une équation non linéaire dont la traduction
dans le cas linéaire redonne exactement la condition du corollaire 5.4.3.3. Pour ce
faire, on suit les démonstrations des théoremes d’existence de solutions variation-
nelles faibles présentées dans le Chapitre 4. On considere désormais 1’équation :

A(xg, .y 1) =0 (5.10)
olt A:bZ x (RV)P*1 — R satisfait les hypotheéses suivantes :
(H5) D,A existe, et A et Dy A sont de Caratheodory.
(H6) (A:(0)); € L*(bZ,RY) et (DA:(0)); € L*(bZ,RY x RY).

(H7) 1l existe ¢ > 0 tel que pour tout t, A; et DA, sont c—Lipschitziens, i.e. :
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o V(t,z,y) € Z x RY x RY, |A(t,2) — A(t,y)| < clz |

o V(t,z,y) € Z x RN x RN, ||DAi(z) — DA(y)|z < clx —y| ot |||z
désigne la norme d’opérateur de L£(R”) associée a |.|.

(H8) Iy >0, 3s € {0,....,p}, Je € {—1,1}, Vo € RN V(t,a) € Z x (RNV)PFL .
T 2
¢ v Dy Ay(a)o = (7 +> sup HDJ'HAT(ﬁ)Hc) Kl
js (0P

ot v’ est la transposée de v.

Remarque 5.4.4.3 De (H6) et (H7), on en déduit en particulier qu’il existe
d € L*(VZ,R) tel que :

V(t,x) € Z x RN, max{|A(t,2)|; || DA(2)| s} < c|z| +d(t).
Dans le reste de cette section, nous allons démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 5.4.4.4 Sous les hypotheses (5.4.4), 'équation (5.10) a une solution
dans B*(Z,R").

Quite a changer A en — A, on peut supposer que € = 1, ce que 1’on fait désormais.
On considére un b € AP(Z,RY) auquel on associe 1'équation :

At(xh"';l‘t-i—p) = bt' (511)

On définit ¢y : L2(bZ, RN) — (L*(bZ,RY)) par

op(z) = |:Q — /bZ(At(xt, ey Tppp) — bp) Ve sz (t) |

de sorte que (5.10) s’écrit ¢p(z) = 0. On démontre en premier :

Proposition 5.4.4.5 [l existe C' > 0 ne dépendant que de A tel que si ¢p(x) =0
a une solution, alors pour tout b satisfaisant || — b|| < C, l"équation ¢y (z) =0
a une solution.

Notons que si cette proposition est vraie, il en est de méme du théoreme. En
effet, soit une chaine (b;)o<;<, telle que by := (A¢(0))s, ||bj11 —bj]| < C et by, := 0.
Par récurrence, toute équation ¢, (z) = 0 a une solution, donc la derniere aussi.

Prouvons maintenant la proposition 5.4.4.5 ; pour cela, on a besoin des lemmes
suivants.

Lemme 5.4.4.6 ¢, est bien défini, continu et Gateauz-differentiable.
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Démonstration. Puisque les (A;); sont uniformément Lipchiziens, 'opérateur
de Nemytskii N satisfait Ny (L?(bZ, RN)PTD)  L2(bZ,RY) et est continu (cf.
proposition 5.3.2.4) et donc ¢, est bien défini. Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz-
Buniakovski, il vient :

[P (z) — %(E)H%m < . | As (e, --'$t+p) — Ai(y, --~yt+p)|2 dpuz(t)

et puisque 'opérateur de Nemytskii est continu, le membre de droite tend vers 0
lorsque y — .
Etudions maintenant la différentiabilité. Fixons z et considérons la forme bilinéaire

p
Bl 2) = | S (Dri At sty ).
vz 5

Un candidat naturel a étre la différentielle de Gateaux est S(h,.). Considérons :

Pp(x 4 0h) — ¢p(2)
0

£60) = B, )

L2(bZ,RN ) '
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz-Buniakovski, il vient :
£0)* < | (0, t)dun(t)
bZ
ou :

At(xt + Ght) - At(xt

» 2
V(0,t) = 0 ) _ ZDj+1At<xt7 --~7$t+p)ht+j]
=0

tend vers 0 lorsque 0 — 0, et ¥(0,t) est dominé par 8% h|*> € L'(bZ,R) par
I'inégalité de la moyenne. Ainsi, le théoreme de Lebesgue permet de conclure. m

Lemme 5.4.4.7 La différentielle de Gateaux Dgoy(z) est inversible pour tout
x, et il existe une constante M ne dépendant que de A telle que pour tout b, x,
on a || Dady, ()| < M.

Démonstration. Etant donné L € (L*(bZ,RY)), on cherche les h vérifiant
pour tout v l'équation B(h,v) = L(v). Puisque L est linéaire continue et /3 est
bilinéaire continue, on peut utiliser le théoreme de Lax-Milgram. Notons pour
j # s, Mj = sup(, g | Dj14:(8)]|z. On remarque que :

p
B(v,v) = / Z(Dj+1Lt($t, oy Tigp) Ut ) Vpps Atz () >
vz

/bZ UtTJrSDsHAt(xt, ey $t+p)Ut+debZ(t) - Z Mj /bZ |Ut+j|-|Ut+s|d,ubZ(t)
J#s
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par l'inégalité de Cauchy-Schwarz-Buniakovski dans RV et par définition de la
norme d’opérateur. Par (H4) et par 'inégalité de Cauchy-Schwarz-Buniakovski
dans L%(bZ,RY), on obtient :

Ale.n) 2 (’Y > M]) [ Pt - 3 [Mj ([ tesledato) .

j#s s

1/2
([ 1o Pduneto)) ] = ylul?
bZ

et puisque v > 0, ceci donne lellipticité. Ainsi, Dgep(z) est inversible. Main-
tenant, si b = D¢, ' (2)(L), on a :

YIA® < B(h, k) = L(k) < |IL]| 2]

et donc on peut poser M :=~"!1. m

Maintenant, on est en mesure de finir la démonstration de la proposition 5.4.4.5.
On applique la méthode de Newton comme dans le Chapitre 4. On prend pour
initialisation 2(*) une solution de ¢,(z) = 0, et 'on note ¢g := ||y (z(?)|. Pour
appliquer le théoreme il faut trouver r > 0 et 8 €]0, 1] tels que 2¢r < B/M et
M@o/r < 1—p. Par un calcul immédiat on voit que c’est possible si et seulement
si: 2

Ppo < C:= %
ou C ne dépend que de A. Mais, ¢g < ||b — V||, donc si on a ||b — V|| < C, on

peut trouver une solution a 'équation ¢y (z) = 0.m

Remarque 5.4.4.8 Considérons a nouveau le cas linéaire basique N = 1, i.e.
on considére I’équation :

p

E AjTiyy = bt.

J=0

Alors (H5)-(HT) sont vérifices et (H8) est exactement la condition donnée dans
5.4.3.3. En particulier, on voit que cette condition ne peut pas étre renforcée en
supposant que vy > 0 (cf. remarque 5.4.3.4).

Méme si I’équation est une équation d’Euler, (H8) n’a a priori aucun lien avec
la concavité ou la convexité du lagrangien. Par exemple, considérons 1’équation
avec N =1

bl’t_l + ((l + C).Tt + b$t+1 = dt

ou a,b,c € R et d est p.p., qui est une équation d’Euler pour le Lagrangien :

ax?® + 2bxy + cy?
2

Lt(x7y> = +dtI
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(H5)-(HT) sont vraies. Limitonsnousaa > 0et ¢ > 0 et a # c¢. Si L, est convexe
ou concave, alors ac — b*> > 0, donc pour que L; soit ni convexe ni concave, on
impose |b| > y/ac. De plus, D1 A; = D3A; = b et DyA; = a+ ¢, donc on a (H8)
avec s = 2 si on impose a + ¢ > 2|b|. Puisque 2y/ac < a + ¢, il est possible de
prendre [b| €]y/ac, “E<] qui assure ce que I'on cherchait.
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Chapitre 6

Liens entre les problemes de
controle périodiques et
presque-périodiques. Un principe
de Pontryagin dans un cadre
lagrangien

Dans ce chapitre, on s’intéresse au lien entre les problemes de Controle Périodique
et de Controle presque-périodique. On s’intéresse en premier lieu au probeme

suivant :
{ Maximiser L [ fo(t, (t), u(t))dt
2(t) = f(t,2(1), u(t))
ou l'on cherche des solutions (z,u) périodiques de période 7 dans un espace
adéquat, et ou la période 7 est soit fixée (probleme (PPPF), ou (PPPF(7))
si 'on veut préciser la période), soit varie dans R} (probleme (PPPV)) ou un

de ses sous-ensembles. L’étude de tels problemes ainsi que leur motivation a fait
I'objet de nombreux articles et ouvrages (cf [40], [56], [60], [72] et leurs références).

Notons que le critere peut s’écrire sous une forme ne faisant pas apparaitre ex-
plicitement 7. En effet, il peut s’écrire sous la forme :

ML fo(t, 2(t), u(t) o

Les problemes déja mentionnés rentrent donc dans la catégorie plus générale des
problemes de Controle presque-périodiques (ou quasi-périodiques) dont une forme
est par exemple :
{ Maximiser M{ fo(t,z(t), u(t))}s
i(t) = f(t, 2(t), ult))

ou I'on cherche des solutions (z, u) presque-périodiques ou quasi-périodiques dans
un espace adéquat. Une premiere étude de ces problemes, lorsque f est linéaire

149



par rapport au couple (x,u) et fy quadratique a déja été faite par [42]. Ces
problemes englobent les précédents, et 'on s’attend a avoir davantage de struc-
ture sur ’ensemble des solutions dans la mesure ou I’on travaille désormais dans
un espace vectoriel (ce qui n’ést pas le cas de 'ensemble de toutes les fonc-
tions périodiques, méme assujeties a certaines conditions de régularité). De plus,
I’étude des problemes périodiques est justifiée par des considérations industrielles
d’accroissement de la production (cf [59]), et 'on s’attend naturellement a aug-
menter encore la valeur de 'optimum en augmentant la production.

Dans la suite, apres avoir précisé davantage les problemes, on étudiera les liens
entre les problemes périodiques et quasi (presque-) périodiques dans le cas ou fj
est concave et f affine par rapport au couple (x,u). Ensuite, on démontrera un
principe de Pontryagin dans un cadre hilbertien, comme le font [42] et [65], dans
un cas ou fy et f ne seront plus nécessairement autonomes, et ou fj sera seulement
supposée sous-quadratique. Enfin, on énoncera un théoreme d’existence.

6.1 Présentation des problemes

Dans toute la suite, on supposera que f est affine par rapport au couple (z,u),
donc de la forme :
F(t,,u) = A().a + B()u+ b()

ou pour tout ¢, A(t) est une matrice N x N, B(t) est une matrice N x M et b(t)
est un vecteur N x 1. Des hypotheses plus précises sur A, B et b seront précisées
ultérieurement.

6.1.1 Problemes périodiques

La classe la plus générale que nous considérons est celle des problemes non au-

tonomes :
{ Maximiser L [ fo(t, z(t), u(t))dt
a(t) = f(t,2(t), u(?))

ou la période 7 est soit fixée, soit variable ; on appellera ces problemes (PPPF)
(probleme périodique a période fixée), et (PPPV) (probleme périodique a période
variable). Si l'on veut préciser la période 7 dans un probleme (PPPF), on
appellera le probleme (PPPF(7)). Quand fy et f ne dépendent pas de t, on
parle de probleme autonome.

Un premier cadre que nous étudierons est celui des problemes hilbertiens, ou on
cherche u dans L%([0, 7], R™) ou un de ses sous-ensembles, et = dans I’espace des
fonctions H([0, 7], RY) qui vérifient £(0) = x(7) (ce qui a un sens), espace que
'on notera H([0,7],RY). Cette étude hilbertienne est justifiée par le fait que
I'existence et la représentation des multiplicateurs est plus facile, et par le fait
que c’est le cadre adopté dans [42] et [65]. Notons que dans ce cadre, nous ferons
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I'hypothese que fo est de Carathéodory et qu’il existe ¢ > 0 et d € L], (R, R) tels
que :

V(t,z,u) € R x RY x RM | fo(t, 2,u)| < d(t) + ¢ (Jaf* + [u]?)

hypothese qui combinée avec le caractere affine de f assurent l’existence, la con-
tinuité et la Fréchet-différentiabilité des opérateurs de Nemytskii construits sur
fo et f. Le critere est donc lui-méme Fréchet-dérivable comme composé de deux
tels opérateurs.

Dans la section 2, on se limitera au cas ou fy est concave et ou u varie dans
tout L?. Les considérations que nous ferons sont valables dans d’autres cadres
(en fait, pour la plupart d’entre elles, dés que le théoréeme de Besicovitch est
valable dans I'espace de fonctions p.p. naturellement associé). A titre d’exemple,
nous donnerons un autre cadre, celui ot u varie dans C2([0,7],RM) et x dans

CL([0, 7], RM).

6.1.2 Problemes presque-périodiques et quasi-périodiques

On suit de maniere tres fidele la discussion précédente. Notant — sous réserve
d’existence — J 'opérateur :

J(l‘, u) = M{fo(t, l‘(t), u(t))}h

la classe la plus générale que nous considérons est celle des probléemes non au-
tonomes :

{ Maximiser J(z,u)

@(t) = f(t,2(t), u(?))

dont on cherche des solutions presque-périodiques (probleme presque-périodique
nommé (PPP)) ou des solutions quasi-périodiques (probleme quasi-périodique

nommé (PQP)). Quand fy et f ne dépendent pas de t, on parle de probleme
autonome.

Nous ne parlerons plus que du cadre presque-périodique, le cadre quasi-périodique
nous intéressant étant celui ot le module de fréquences est fixé, et ot ’on remplace
les espaces de fonctions p.p. par les espaces q.p. naturellement associés.

Un premier cadre que nous étudierons est celui des problemes hilbertiens, ou
on cherche u dans B%(R,R™) ou un de ses sous-ensembles, et x dans l’espace
BY2(R,RY). A nouveau, cette étude hilbertienne est justifiée par le fait que
I'existence et la représentation des multiplicateurs est plus facile, et par le fait
que c’est le cadre adopté dans [42] et [65]. Notons que dans ce cadre, nous ferons
encore ’hypothese que fj est de Carathéodory et qu’il existe ¢ > 0 et d € B*(R, R)
tels que :

V(t,z,u) € R X RY X RY, | fo(t,,u)] < d(t) + ¢ (2] + [u]?)
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hypothese qui combinée avec le caractere affine de f assurent ’existence, la con-
tinuité et la Fréchet-différentiabilité des opérateurs de Nemytskii construits sur
fo et f. Le critere est donc lui-méme Fréchet-dérivable comme composé de deux
tels opérateurs.

Dans la section 2, on se limitera au cas ou des problemes autonomes, f; concave
et ol u varie dans tout B2. Toujours en supposant le probleme autonome et fj
concave, en fait les considérations que nous ferons sont valables dans d’autres
cadres (en fait, pour la plupart d’entre elles, dés que le théoreme de Besicovitch

est valable). A titre d’exemple, nous donnerons un autre cadre, celui ou u varie
dans AP°(R,RM) et z dans AP'(R,RY).

6.1.3 Le probleme statique

On appelera probleme statique, noté (PS), le probleme suivant :

{ Maximiser M{ fo(t,z,u)}s
Vt, A(t)z+ B(t)u+b(t) =0

qui correspond a la recherche des solutions constantes de (PPPF), (PPPV) et
(PPP). Cest en fait un probleme d’optimisation dans RY x RM.

6.2 Lien entre Problemes de Controle Périodique
et Problemes de Controle Presque-périodique

Dans toute cette section, on ne considere que les problemes concaves en le critere
et rappelons que 1'équation d’évolution est linéaire. Si (P) est I'un des problemes
précédents, on note Val (P) sa valeur, i.e. le supremum du critere. On va
commencer par donner quelques résultats de structure, puis on étudiera le cas
autonome.

Avant tout, considérons un probleme particulier pour discussion. Celui-ci mon-
tre effectivement que dans le cadre non autonome, la considération de problemes
presque-périodiques est tout a fait pertinente. On se place dans le cadre hilber-
tien, mais la discussion est analogue pour un probleme régulier. Fixons une
fonction & € BM?(R,R) non périodique, et le probléme non autonome suivant :

Maximiser — M{(z — )%}
T=1u

que nous résolvons dans chacun des cadres nous intéressant. L’unique solution du

probléme presque-périodique est (z, V) qui réalise la valeur 0. Si I'on cherche

les solutions T-périodiques ou T est fixé, on trouve (27, ViT) qui donne la valeur
strictement négative :

V(T) == Y laa(@)*

AER\TZ
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Du fait que Z est non périodique, on peut trouver A et p vérifiant A\/u ¢ Q et
ax(Z)a,(z) # 0. Pour tout 7' > 0, on a au moins 'une des assertions A ¢ TZ ou
p ¢ TZ de sorte que si 'on note x := min{|a,(z)[?; |a,(2)]*} > 0, on a :

> aa@))* >k
AER\TZ
et donc :

supV(T) < —k <0
T

ce qui montre que la valeur de (PPPV) est strictement inférieure a celle de
(PPP).

Lemme 6.2.0.1 Nous avons pour tout 7 > 0 :
Val((PPP)) > Val((PPPV)) > Val((PPPF)(7)) > Val((PS))

Démonstration. C’est immédiat en raison des inclusions des ensembles de
contraintes.m

Proposition 6.2.0.2 L’ensemble des solutions de (PPP) est un conveze fermé.

Démonstration. Notons que la contrainte est linéaire continue, donc en parti-
culier si (x,,u,) satisfont la contrainte pour tout n, A(xy,u1) + (1 — X) (22, us) et
la limite de la suite (lorsqu’elle existe) satisfait la contrainte. Si de plus il s’agit
de maxima de J, fy étant concave, il en est de méme de J, donc :

JA(z1,ur) + (1= X)) (22, u2)) > AN (21, u1) + (1 = X)J (22, us) = M

ou M est le maximum de J sur 'ensemble de contraintes. Ainsi, J(A(xy,u1) +
(1 = A)(z2,u2)) = M, ce qu’il fallait démontrer. Si maintenant (z,,u,), est une
suite de maxima convergeant vers (T, u), par continuité de J, on a :

J(Z,u) = lim J(z,,u,) =M

n—-+4oo

ce qui démontre ’assertion.m

Désormais, nous passons a la considération des problemes autonomes. Rappelons
que dans les cadres considérés, le théoreme de Besicovitch est valable : si f est
AP (R,RM) (resp. B*(R,RM)), alors pour tout 7" > 0, la suite :

n—1
1
(15 )
J=0 n>1

converge dans AP?(R, RM) (resp. B%(R,RM)) vers la T-périodifiée de f notée f7,
qui correspond a la partie T—périodique du développement en série de Fourier
de f. L’ensemble des résultats a venir est basé sur le lemme suivant :
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Lemme 6.2.0.3 Pour tout (x,u) et tout T > 0, nous avons :
J(@T ul) > J(x,u).

En particulier, si (z,u) est une solution de (PPP), il en est de méme de (z7,u”)
pour tout T" > 0.

Démonstration. Du fait de 'autonomie, nous avons pour tout s € R :
J(1sx, Tsu) = J(x,u)
ce que 'on applique avec s = 57T pour j = 0 an—1. Par concavité de J, il vient :
= =
J (ﬁ ;Tij , EjgoTjTu) > J(z,u)
et par continuité de J, quand n — +o0, le théoreme de Besicovitch assure que :
J(@t uh) > J(x,u)
et donc le lemme est valide.m

On utilise un autre lemme :

Lemme 6.2.0.4 Pour toute fonction f € AP°(R,RP) (ou B*(R,RP)), on peut
trouver T' > 0 tel que
TZ N Mod(f) = {0}.

Démonstration. Soit M le module des fréquences de f. Soit (wp)pen+ une
famille dénombrable génératrice de M en tant que Z-module, et soit

Mn = {klbdl + ...+ knwn ) (kl? ) kn> = Zn}

M,, est au plus dénombrable, et comme M = U,>;M,,, on en déduit que M est
au plus dénombrable. Considérons une famille non dénombrable libre sur Z de
réels strictement positifs T;, ¢ € I. Si la propriété annoncée est fausse, pour tout
¢ € I, on peut trouver k; € Z* tel que k;T; € M. Si maintenant je prends 7, j
dans [ distincts, comme T;/7; ¢ Q, on a k;T; # k;T;, et par conséquent la famille
(kiT})ier est une famille non dénombrable d’éléments deux a deux distincts de M,
et on en déduit que M n’est pas dénombrable, ce qui est une contradiction. Par
conséquent, il existe T" > 0 tel que :

TZNM={0}nm
On en déduit la propriété particuliere suivante :

Théoreme 6.2.0.5 Pour les problemes autonomes, nous avons :
Val((PPP)) = Val((PPPV)) = Val((PPPF)(1)) = Val((PS))

pour tout T > 0. De plus, ['un de ces problemes a une solution si et seulement si
tous en ont une, que l’on peut choisir constante.

154



Démonstration. Du fait de 6.2.0.1, il suffit de démontrer que :
Val((PS)) > Val((PPP)).
Soit (z,u) arbitraire. On peut trouver un 7" > 0 tel que :
T7 N Mod(z,u) = {0}

et pour un tel 7', (z7, u”) est constant et vaut (M{z}, M{u}). Dulemme 6.2.0.3,
on sait que J(z7,u”) > J(z,u) donc comme (M{z}, M{u}) est constant, nous
avons bien Val((PS)) > Val((PPP)). Notre argument montre en outre que si
I'un des problemes a une solution, la moyenne de cette solution est solution de
tous les problemes. Donc un probleme a une solution si et seulement si chacun
en a une.m

Remarque 6.2.0.6 Par exemple, lorsque —b ¢ ARY+BRM | qucun des problémes
n’a de solution.

Corollaire 6.2.0.7 Si Sol(P) désigne l’ensemble des solutions d’un probleme
(P), nous avons : Sol(PS)C Sol(PPPF(7))C Sol(PPPV)C Sol(PPP).

Démonstration. Montrons par exemple la premiere, les autres étant analogues.

Soit (Z,u) € Sol(PS). On a :
J(z,u) = Val((PS)) = Val((PPPF(7))
et comme (Z,u) est admissible pour (PPPF(7)), c’en est une solution.m

Corollaire 6.2.0.8 Si fy est strictement concave, les seules solutions de (PPP)
sont les constantes.

Démonstration. Notons en premier que si f € AP(R,R) (ou f € B?(R,R)),
est positive non identiquement nulle, on a : M{f} > 0. Par conséquent, on en
déduit que J est strictement concave puisque si A €]0,1[, on a :

Ao(z1,ur) + (1= N) fo(za, ug) — fo(A(z1,ur) + (1 — A) (22, u2)) <0
et par conséquent :
M fo(zr,u) + (1 — N) folxe, uz) — fo(A(z1,u1) + (1 — N) (29, uz))} < 0
d’ou :
J(A(z1,u1) + (1= X)(22,u)) > A (21,u1) + (1 — N)J (29, uz).

Comme J est strictement convexe, le probleme a au plus une solution qui est
donc nécessairement constante en vertu du théoreme 6.2.0.5.m
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Résultat 6.2.0.9 On suppose que l'un des problemes (PPPV) ou (PPP) a
deuz solutions (x;,u;) (i =1,2) avec (x;,u;) T;—périodique non constante tel que
Ty/T1 ¢ Q. Alors, si l'on pose &; := M{x;}, pour tout X € [0,1], les fonctions
suivantes sont solutions de tous les problemes pour lesquels elles sont admissibles :

[ )\(xl,ul) + (]_ — /\)(172, Ug)

[ )\(fl,dl) + (1 — )\)(372, U,Q)

[ )\(xl,ul) + (1 — )\)(fQ, 1[2)

o \(@y,u) + (1 — N) (72, uz).

En particulier, le probleme (PPP) des solutions quasi-périodiques non périodiques.

Démonstration. Le premier a déja été vu. Quand A €]0,1[, il fournit en
particulier une solution quasi-périodique non périodique. Pour les suivants, on
applique le lemme 6.2.0.3 avec successivement T' =Ty, T =Ty et T ¢ T1Q+T,Q.m

6.3 Conditions nécessaires du premier ordre et
existence

On définit le Hamiltonien du probleme H : R x RY x RM x R x R® — R par :
H(tv T, u, /\07p) = )\OfO(t7 z, U’) + pf(t7 z, U)

On considere le probleme (PPP) dans le cas ol (x, u) varie dans B (R, RY) x K,
olt K est un convexe non vide de B%(R,RM). Dans la premiere sous-section, on
se limite au cas ot K = B2(R,RM), et 'on étudie le probleme général dans la
seconde.

6.3.1 Le cas K = B*(R,RY)

On énonce un principe sans condition de qualification puis on donne une condition
suffisante pour que le multiplicateur du critere soit non nul.

Théoreme 6.3.1.1 (Pontryagin faible). Soit (z,u) une solution de (PPP).
Alors il existe (Mg, p) € R x BY2(R,RM) non tous nuls tel que soient satisfaites :

1. VZ ~y Hy(., Z,1, Ao, D)
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Démonstration. La premiere condition est en fait 1’équation d’évolution.
Posons :

G(z,u) := f(.,x,u) — Vzx

qui est défini de BY?(R,RY) x B*R,RM) vers B*(R,R"Y). Compte tenu des
hypotheses sur fy et f, les résultats de différentiabilité des opérateurs de Nemyt-
skii assurent que J et GG sont Fréchet-dérivables et par conséquent la condition
nécessaire du premier ordre s’écrit :

I(No, A) € (R x BER,RM))\ {0}, NoJ'(Z,a) +AoG'(z,u) =0.

Explicitons. B?(R,RM) étant identifiable & son dual, A se représente par un
p € B2(R,RM) et (A, A) non tous nuls équivaut a (Ao, p) non tous nuls. De plus,
on peut calculer les Fréchet-dérivées de J et G. Désignant par (h, k) un élément
générique de BY2(R,RY) x BL2(R,RM), les expressions des dérivées sont :

J'(x,u).(h, k) = M{Dsfo(.,z,u).h + D3 fo(.,x,u)k}

G'(z,u).(h, k) = Dof (.,x,u).h + D3f(.,z,u).k — Vh.

Reportons dans la condition nécessaire du premier ordre. Faisant successivement
k = 0 puis h = 0, on obtient les deux équations :

vh € BY?(R,RY), M{XDsfo(.,z,@).h + p.(Daf(.,Z,%).h — Vh)} =0
Vk € B*(R,RM™), M{NDsfo(.,z,%).k + p.(Dsf(.,z,0).k)} = 0.
Introduisant la notation H, ces équations s’écrivent :
VYh € BY*(R,RY), M{H,(.,%,1,\o,p).h —p.Vh)} =0

Vk € BX(R,R™), M{H,(.,z, 4, \o,p).k)} = 0.

La seconde équation donne H,(.,T,u,A\og,p) ~2 0 et la premiere, en utilisant
BLOT... montre que p € BY2(R,RM) et que Vp ~y —H,(., T, U, Ao, p).m

On donne maintenant une condition permettant de prendre \g = 1.

Proposition 6.3.1.2 Si de plus l'une des conditions suivantes est satisfaite, on
peut prendre A\g = 1 dans le théoreme précédent.

(C1) L’application (h,k) — A(.).h+B(.).k—Vh est une surjection de B**(R, R™)x
B*(R,RM) vers B*(R,RY).

(C2) Pour tout ¢ € B*(R,RY), il existe h € BY*(R,RY) tel que :

—Vh+ Ah ~5 (.
(C3) A est constante et n’a pas de valeur propre imaginaire pure.
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Démonstration. Comme G'(Z,u).(h, k) = A(.).h + B(.).k — Vh, la condition
(C1) est en fait la condition habituelle. Montrons que 'on a :
(C3) = (C2) = (C1)

ce qui permettra de conclure.
(C3) = (C2). Par trigonalisation, on se rameéne immédiatement au cas N = 1.
Notons ({y)x la famille des coefficients de Fourier de (, et cherchons a résoudre :

ou § =6, +iby, 6; € R, 6; # 0. Si (hy), sont les coefficients de Fourier de h, ils
satisfont nécessairement : ¢
A

0 —i\

Il s’agit de coefficients de Fourier d'une fonction B»?(R, RY) si et seulement si :

hy =

> (1 + A)[ha? < +o0.
A

Or (1 4+ X)|hy*> = (N)|G]? ot :

14+ )\

YN = E, e

qui comme 61 # 0, est une fonction définie continue sur R tendant vers 1 a I'infini
donc bornée par une constante C' > 0. Il vient donc :

Y1+ < Cl¢I?

A

d’ou le résultat.
(C2) = (C1). Il suffit de prendre (h,0).m

6.3.2 Cas ou K est convexe quelconque

Dans toute cette sous-section, nous supposons que l'une des conditions de la
proposition 6.3.1.2 est satisfaite, ainsi que I’hypothese suivante :

3(#,4) € B*(R,RY) x IntK, AZ+ B.a+b=0.

Théoréeme 6.3.2.1 (Pontryagin faible). Sous cette hypothése, si (z,u) est
une solution optimale, alors il existe p € BY?(R,RM) non nul tel que soient
satisfaites :

1. V& ~y H,(.,z,u,1,p)

2. Vp ~9 _Hx('yjaﬂw 17p)
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3. H,(.,z,u,1,p) € Ng(u)
ot, Nk (u) est le cone normal a K en a.

Démonstration. Reprenons les notations de la démonstration du théoreme
6.3.1.1. Grace a la condition de qualification, nous savons que :

0 € Int((B"? x K) — G7(0))

ol nous abrégons un peu les notations. En effet, il existe r > 0 tel que si |du| < 7,
on ait 4 + du € K et alors pour tout dx, on a :

(5x75u) = (:% + 51’,?1 + 5“) - (,fj',ﬂ) € (BL2 X K) o Gil(o)
D’apres [4] ((51) p.57), on en déduit que :
Nre2xryne-10) = NBrexi) + Na-1(0)-

De plus :
N(Blv2><K) = NBl,z X NK = {0} X NK

et comme (C1) est valide :

Neg-1(0)(Z, u) = KerG'(Z, u).

La condition nécessaire de ce probleme est :
DJ(z,u) € Npr2xing-1(0) (7, )
qui devient donc ici :
DJ(Z,u) € Npr2yk(T,u) + Ng-1(0)(Z, @)
c’est-a-dire qu'il existe A € (B?(R,RM))’ tel que :
DJ(Z,u) + Ao DG(z,u) € {0} x Nk ()

ce qui donne les conditions souhaitées en raisonnant comme dans le théoreme
6.3.1.1.m

6.4 Un résultat d’existence
On en vient maintenant a un cadre d’existence d’une solution optimale. On

suppose toujours que I'on cherche (z,u) dans BY?(R,RY) x K, ot K est un
sous-ensemble convexe non vide de B%(R, R) que I'on suppose de plus fermé.
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Théoréme 6.4.0.2 On suppose qu’il existe « € B'(R,R) et 8 € R} tels que :
V(t,z,u) € R x RY x RY - fo(t,2,u) < aft) — B(|z* + [uf*).
Alors le probleme (PPP) admet au moins une solution.

Démonstration. On note I' = G7*(0). On cherche donc & maximiser J sur T
qui est fortement et faiblement fermé puisque la contrainte est linéaire continue.
Soit (&, u,), une suite maximisante, qui vérifie pour tout n, (z,,u,) € I N K et
J(xp,uy) > M —1/n ot M est le supremum de J sur I'. On vérifie tout d’abord
que (2, uy,), varie dans un borné de B?(R,RY) x B?(R,RM). En effet, si ce
n’était pas le cas, il existerait une sous-suite telle que ||z |7 5+ [[tgm)||* = +oo
quand n — oo. Ceci implique que [[Z4m)||* + ||upm)||*> = +oo quand n — oo
puisque de la contrainte, on a la majoration :

IVazamll < NAll-lzam |l + I BIl-l[ugm | + 110]]-
On en déduit que :

J(Zgn)s ugny) < M{a} = B ([lzom)ll* + usml?)

et donc lim,,, o J(Tg(n), Ugn)) = —00, ce qui est contradictoire. Par conséquent,
(Tp, Uy ), varie dans un borné de BL2(R, RY)x B%(R, RM), et a donc une sous-suite
faiblement convergente vers un (z, 4). Puisque G est linéaire continue, (z,u) € I'
et puisque K est convexe fortement fermé, il est faiblement fermé de sorte que
(z,u) € K et puisque J est faiblement s.c.s. car concave, J(Z,u) > M donc vaut
en fait M .m

160



Chapitre 7

Oscillations en économie

Ce chapitre présente quelques jalons pour I’étude des oscillations en économie.
Il s’agit d’un chapitre introductif a une étude ultérieure. Apres avoir présenté
quelques considérations d’ordre général, nous introduisons un modele économique
simple issu du modele de Tobin, qui a pour but de montrer que de petites oscil-
lations des exogenes autour de leur tendance peuvent parfois avoir un effet bien
précis sur les endogenes indépendant de la forme de 1'oscillation.

7.1 Pourquoi s’intéresser aux ocillations et aux
phénomenes presque-périodiques ou quasi-
périodiques en économie 7

Evolution des séries temporelles. Depuis longtemps, la science économique

s'est attachée a décrire et expliquer les évolutions temporelles des grandeurs.

Selon [66], une série temporelle (ou série chronologique) est en général composée
de plusieurs facteurs parmi lesquels on retrouve :

e une tendance
e un mouvement saisonnier (donc périodique par définition)

e un cycle, qui est un mouvement d’allure ”quasi-périodique” (au sens courant,
et non au sens vu dans cette these), lié aux fluctuations de 'activité économi-
que

e des fluctuations accidentelles

Les termes de fluctuations et de cycles sont des concepts non clairement définis
en économie. D’ailleurs, certains auteurs les considerent comme synonymes, alors
que d’autres non. Disons simplement qu’il y a fort vaguement 1’'idée d’évolutions
non monotones. Notons que souvent, les méthodes employées pour extraire la
saisonnalité d’une série temporelle sont plus ou moins expérimentales. Par ex-
emple, la méthode utilisant les moyennes mobiles couramment utilisées par les
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grands organismes de prévision emploie deux moyennes mobiles. Si le choix de
la premiere est justifiée par un critere scientifique, la seconde ne 'est pas et est
uniquement employée car on a constaté empiriquement qu’elle lisse bien.

Une politique économique, pour étre efficace, doit tenir compte, et par conséquent
comprendre, les fluctuations. Dans l'exemple tiré de [66] de la série de l'indice
trimestriel de la production textile de 1948 & 1967 (série corrigée des variations
saisonnieéres), on constate grace au périodogramme des fréquences que d’autres
périodes que la période annuelle composent la série. 11 y a donc superposition de
phénomenes périodiques expliquant une grande part des évolutions autour de la
tendance. Méme si tous les rapports des périodes sont tous rationnels (auquel cas
on a en théorie un mouvement périodique), il se peut que la période commune
soit tres grande par rapport a la longueur de l'intervalle d’étude. Dans ce cas, il
pourra étre judicieux d’approcher certaines périodes par d’autres de sorte a expli-
quer tres convenablement ces oscillations par une fonction quasi-périodique dont
les inverses des fréquences de base sont en rapport avec la longueur de I'intervalle
considéré. Un autre cadre analogue est celui de la production de biens agricoles
ou se superposent des cycles cours (saisonnalités) avec des mouvements fluctu-
ants de plus grande périodes (tres supérieures a I'année). Toujours est il que 'on
voit qu’apparaissent naturellement et dans différentes situations des phénomenes
périodiques ou quasi-périodiques dans une explication convenable des fluctua-
tions.

Les travaux de M. Allais. On doit a Maurice Allais ([1]) une trés profonde
réflexion sur le hasard et sa modélisation. Beaucoup de phénomenes parais-
sent imiter le hasard. Pour autant, leur évolution est-elle due au hasard 7 M.
Allais apporte de nombreux éléments de réflexion. C’est ainsi que les modeles
mathématiques de la théorie des probabilités ne connaissent pas le hasard. Ils sont
basés sur la répartition fréquentielles des résultats possibles et sur de I'analyse
combinatoire. On est alors en mesure de reformuler le théoreme central limite
dans une formulation purement déterministe :

Théoréeme 7.1.0.3 Considérons des variables fréquentielles x; de moyenne m;
et d’écart type o;. Posons :

My:=x1+ ...+ x

Ypi=/ol+ ..+ 02

. ’ 1/3
lim — Comal3 —
falinoo Zg (; |$] mJ| ) 0

S :

alors

X(n) — M, 1 [ )
lim Freq{nE{O,...,N} : Lgu}:_/ e 12t

N f—~+o0
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A titre d’application, il donne un théoreme central limite ou les x; sont périodiques
de périodes incommensurables. Ainsi, X, est quasi-périodique. Les fonctions p.p.
peuvent donc (asymptotiquement) imiter le hasard. Il donne ensuite trois exem-
ples de séries (avec ¢ fini) pour lesquelles on accepterait pourtant ’hypothese que
les valeurs sont issues d’une loi normale. L’une d’entre elles simule de plus un
échantillon qui semble non corrélé, tandis qu’une autre est remarquable puisque
¢ vaut 13 (seulement !) et que cet exemple est issu d’'un phénomene physique.
Certaines de ces séries semblent aussi bien corrélées que celles issues d’un proces-
sus autorégressif.

A titre d’illustration est tracée sur [—100, 100] ci-apres le graphe de la fonction f
définie par : f(x) :=

sin(z — 0.12) + sin(7z + 0.245) + sin(yx + 0.7813) + sin(v/2z + 4.5278) + sin(v/17z)

bt

qui est donc une fonction quasi-périodique. Le rapport de la longueur de I'intervalle
divisé par la plus grande période vaut environ 48.5 et est donc tres supérieur a
1. En centrant et réduisant les valeurs f(k), pour k entier dans {—100, ..., 100},
on a effectué un test d’adéquation du x? & une loi N(0,1). Les classes retenues
ont pour bornes -1.6, -1, -0.6, -0.2, 0.2, 0.6, 1, 1.6. On accepte au seuil de 5%
I'hypothese selon laquelle cette distribution est normale (12.6;16.9).

Les théories économiques expliquant les cycles. L’'un des premiers modeles
dynamiques s’attachant a expliquer ’évolution de certaines variables économiques
de maniere périodique est di a Goodwin. Il propose un modele économique
dont I'évolution est régie par les équations de Lotka-Volterra, qui entrainent
une évolution périodique. D’autres modeles montre I'existence dans certains cas
de telles dynamiques sur des problémes économiques standards (cf [58]). Les
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théories dites des cycles proposent des relations qui aboutissent a des équations
aux différences ou différentielles linéaires. On sait bien par exemple que pour une
équation aux différences linéaire dont les valeurs caractéristiques sont simples, on
peut écrire la solution sous la forme :

p n
Z efit (Z ay, cos(wj it) + by sin(wjykt)>
=1

k=1

avec les p; deux a deux distincts. On a donc une somme de p termes qui
sont des produits d’exponentielles (qui sont des tendances) par des polynomes
trigonométriques (que l'on peut voir comme les oscillations). Si pour un indice
j,on an; > 2, il y a toutes les chances (par exemple au sens de la mesure) que
le polynome trigonométrique (décrivant l'oscillation) soit quasi-périodique non
périodique. Dans le modele a générations imbriquées en temps continu présenté
dans [44], I’évolution du prix est aussi de cette forme.

D’autres modeles a générations ou a agents a durée de vie infinie en temps discret
ou continu se sont attachés a expliquer de maniere optimale I'apparition de cy-
cles. A coté de résultats théoriques tres forts [30], [69] faisant apparaitre n’importe
quelle politique optimale A comme solution d’un probléme néoclassique (mais ot
I'utilité dépend fortement de h), d’autres modeles ([6]) ont montré a l'aide du
théoreme de Hopf que certaines situations monosectorielles font apparaitre des
dynamiques périodiques. Il est alors tres raisonnable d’imaginer que leurs versions
multisectorielles pourront faire apparaitre des dynamiques quasi-périodiques.

7.2 Oscillations dans le modele de Tobin

On se place dans le modele de Tobin (cf. [81]) ou le critére & maximiser pour la
firme est la valeur actualisée du profit :

V(K,N,K) := /+°° e "t [p(t)Ft(K, N) —w(t)N — p(t)(K + 6K)| dt

ou ici exceptionnellement la fonction de production F' peut dépendre de ¢, et ou
N, K, p, w désignent respectivement le travail employé, le capital employé, le
prix du bien produit et la rémunération du travail. On supposera les évolutions de
p et w exogenes, ce qui est donc un raisonnement d’équilibre partiel. Les valeurs
initiales des stocks de capital et de travail sont fixées et notées respectivement
Ko, Lo.

Dans le modele standard, on suppose qu’il existe trois constantes pg, wq, 7 stricte-
ment positives telles que :

p(t)/po = w(t)/we = e™.
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On peut d’ailleurs toujours se ramener au cas ot pg = 1 par le choix du numéraire.
Ici, on va par exemple supposer que py peut subir de petites oscillations autour
de 1. On postulera une forme :

po(t) =1+ €g(t)

ol ¢ € AP'(R,R) est de moyenne nulle, de norme 1 (c’est-a -dire que [|¢]|o +
|6]loe = 1)* et € est petit (précisé plus tard).

Quant a la fonction de production, nous supposerons pour simplifier les calculs
et les rendre explicites que c¢’est une fonction de production de Cobb-Douglas de
la forme :

Fy(K,L) =0(t)K*“N”

avec 0 < o, < 1 et out — 6(t) est une fonction p.p. a valeurs strictement
positives de moyenne 1 (ce qui n’est pas resctrictif). On notera p := a + [ le
rendement (on parle de rendements décroissants, constants ou croissants selon
que p < 1, p=1, p > 1). Dans le cas usuel, § est une fonction constante, et ici
on s’autorise a modéliser des imperfections du modele ou une évolution cyclique
de la production a capital et travail donnés.

Il est nullement nécessaire pour la suite de ce que l'on va faire de supposer les
évolutions de 6 et pg presque-périodiques. Par exemple, concernant pg, on a besoin
en réalité que py soit BC! et que py, p2, po° admettent une moyenne. Supposer
po presque-périodique est bien entendu une condition suffisante non nécessaire
qui est ni trop particuliere (supposer py périodique serait trop restrictif) ni trop
générale (donc ce choix a un sens économique clair).

7.2.1 Les conditions nécessaires du premier ordre

Comme dans [81], on travaille directement sur les conditions nécessaires du pre-
mier ordre sans se préoccuper de l'existence d’une solution. Soit v :=r 440 — 7
qui est supposé étre strictement positif. Les conditions nécessaires d’optimalité
du premier ordre donnent :

oF, __ po(t)
ok =T pg(t)

OF; _ _wo
ON po(t)

Ces équations sont issues des équations d’Euler-Lagrange des problemes varia-
tionnels en horizon infini. Ici, compte tenu de la forme spécifiée de la fonction de
production, ces conditions deviennent :

anNB-1 _ _wo_
BO(t) KNP~ = i, |
aB(t) Ko~ INP = o)

po(t)

1Les raisons du choix de la normalisation en norme 1 apparaitrons plus tard.
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ce qui donne immédiatement le capital par téte :

QW 1

k:=K/N = . . )
/ By po+ v po(t)

Si I'on note k := 2% qui est le capital par téte quand il n’y a pas d’oscillations,

By
on a:
1

po+ 7 po(t)
L’évolution du capital par téte est donc indépendante de 6. Supposons de plus

que les rendements soient non constants (p # 1), on peut déterminer K et N.
Désignant par N et K les valeurs de N et K lorsqu’il n’y a pas d’oscillations, on

a: (%) (o +;;1p0)a(t)6(1t)’ NPt = (%)HX (%)"‘

K p—1 —1, \1-8 1 B o
(T) _ (po+7""po) - K= Nk
K Po o(t)

On voit sur ces formules que dans ce cas explicite, I’évolution des variables est

le produit de I’évolution naturelle qui est une tendance par des oscillations, que
I'on aurait pu négliger au premier abord.

k=k.

et :

7.2.2 Evolution quand uniquement p, varie

Ici on suppose que 6(t) = 1 pour tout t et € > 0. Par commodité, on introduit

Y = ¢+~ ¢, et lon utilisera que : M{pd} = 0, M{gy} = ||¢[? ot ||..|
désigne la norme hilbertienne de M?2. On utilisera enfin que lorsque ¢ parcourt
APYR,R) \ {0}, alors ||¢||/]|#]] parcourt [1,+oo[. En effet, le numérateur vaut

6|2 +v~2||¢||2 d’ott la minoration, et toutes les valeurs sont atteintes comme
on le voit en considérant les fonctions ¢, () := sin(At) (A > 0) pour lesquelles le

rapport vaut /1 + (\/7)2.

Calculs heuristiques

Sans nous préoccuper pour l'instant de la justification, livrons-nous a un petit
calcul heuristique. On a :

k(1) |

ko 1+ep(t)

~ 1 —e(t) + 23(t)

en considérant comme négligeables les termes d’ordre au moins 3 en €. Si nous
prenons la moyenne, nous obtenons :

ME s e > o
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donc ces calculs heuristiques semblent montrer qu’indépendamment de la forme
des oscillations, si celles-ci sont suffisamment petites, 'effet sur le capital par téte
des oscillations de pgy est toujours positif. Bien-str, cela demande a étre précisé,
puisque il se peut que la condition de petitesse sur € dépendent de certaines
valeurs relatives a 1.

On passe maintenant & I’étude des variations de N/N et K/K. Dans les deux
cas, on est amené a regarder des termes de la forme :

(1+e) 777 (1 + eg) 71
ou A €]0, 1] vaut « dans le cas de N et 1 — 3 dans le cas de K. Le développement
d’ordre 2 de cette expression est :
2

(MP—@JFW[

1+ A = p+ D)Y* + pd® — 2X¢10] + o(€7)

€

p—1

a t fixé. Prenant la moyenne des deux membres, en négligeant les termes d’ordre
., X 2

au moins égaux a 3 en €, et posant 1" := (||¥]|/||¢|)”, on trouve :

62

ML+ )7 (14 e0) 77— 1 = gz g0l WA = p+ DT+ (= 2]

Désignons par ®,(T") 'expression entre crochet. Le membre de gauche est du
signe de ®,(7"), qui est un polynoéme du premier degré. Lorsque ®,(7') garde
un signe constant quand T parcourt [1,+oco[, on peut dire que le membre de
droite a un signe bien déterminé indépendamment de l'oscillation. Dans le cas
contraire, nous parlerons d’effet contrasté. Tout le probleme dans 'interprétation
est de savoir si le signe du second membre est significatif indépendamment de
I'oscillation pour I'évolution exacte ; nous y reviendrons plus tard.

Commencons par étudier le cas de N, c¢’est-a-dire que I'on prend A = a.. Dans ce
cas, le terme devant 7" vaut a(1 — ) > 0 et la valeur en 1 de &, est B(1 —a) > 0.
On peut donc en conclure que des petites oscillations sur py semblent toujours
augmenter le niveau de I’emploi.

Passons maintenant au cas de K, c’est-a-dire que 'on prend A = 1 — (3. Le terme
devant T est (1 — )(2(1 — B) — «), et il est strictement positif si et seulement si
a < 2—2f. Lavaleur en 1 est f(av+ 25 — 1) et elle est strictement positive si et
seulement si @ > 1 — 2. Puisque 1 — 25 < 2 — 24, on a en fait une configuration
assez simple :

o sil—20<a<2-20,leterme du second ordre est toujours positif ou nul.

e sinon, le signe est contrasté.
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Justifications des calculs antérieurs

Pour pouvoir en déduire réellement quelque chose sur l'effet sur les endogenes
de I’économie, il faut préciser dans quelle mesure la petitesse de € dépend de ¢.
Commencons par k. La formule de Taylor permet d’écrire pour tout u €] —1,1] :

ud 1

su

I4u) P —(1—u+ud)| < —
l ) ( ) 6 e0u]|1+C|4

Or [1+¢|* > (1 — |u])* > 1/16 pourvu que |u| < 1/2. Ainsi, si e € [0
a pour tout t € R :

(L4 e(t)™ = (1 —e(t) + v(t)*)| <8/3 ()

1
s, O1l
’ 2||¢||oo]7

Quand on passe aux moyennes, on a donc :

A%gi_l_fm¢w <8/3 EM{JUP)

et donc le signe obtenu est vrai pourvu que :

8/3 EM{[WF} < €y

c’est-a-dire pour :

31 )1?
SMEJPY

€<

De plus, comme :

W ! wl, _ MO
Wi = i [ ocoPae i g [Moor il = S,

la condition précédente est assurée des que :

.3
8lllloc

Comparant les deux conditions obtenues, on en conclut que le calcul est vrai
indépendamment de ¢ (ou ¢) pourvu que :

-3
8¢ lloe

On voit donc dans quelle mesure le résultat est indépendant de la forme de
loscillation. Comme |[¢||cr = 1, on a [|¢]|e < m, donc la condition sur
e est impliquée par la suivante :

€ [0,3/8 min{1,~}]
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qui revet une forme tout a fait agréable ! Une fois choisie la normalisation de ¢
comme étant ||¢||cr = 1 (ce qui est toujours possible), la condition de petitesse
sur € est indépendante de ¢.

On passe maintenant au cas de N et K. Pour traiter les deux a la fois, on note :
s1:=AN(p—1), 8 :=—-1/(p—1), T1 = (1 +e)*, Ty := (1 + €¢)*>. On doit
donc comparer le produit T} T5 a son développement limité. On ne cherchera pas
a étre minimal dans nos calculs.

On se place dans le cas o €||¢ || < 1/2, ce qui implique €[|¢]|o < 1/2 puisqu’une
application du principe d’Ekeland donne |||« > ||¢]|co- On note :

[s(s = D)(s = 2)|
6

Une application de la formule de Taylor montre que si |u| < 1/2, on a :

Cs :=max{(1/2)% (3/2)°}, Dy := Cs_3.

—1 —1)(s—2
‘(1 +u)® — (1 + su + Mzﬁ) ’ < Is(s = V(s = 2)] sup |1+¢]*7?|ul® < Dg|ul®.
2 6 ¢€[0,4]

Notons 7} le développement limité de 7;. On a, en majorant le dernier Ty — T1|
par Dy, /8 :

T\ Ty, — T\To| < |Ty — Ty| |To| + |To — To|(|Th| + Dy, /8).
Utilisant la formule de Taylor et |17 < Cs,, on trouve :
‘Tl'TQ - TlT?’ < 63 (D81082‘w’3 + D52(051 + D31/8)’¢’3) :

De plus, les termes négligés dans le produit des développements limités sont ceux
d’ordre 3 et 4 en €. L’erreur commise en comparant le produit des DL et le DL
du produit est donc majorée par :

€ [|s1s2(s2 = 1)/2| |90®| + |s2s1(s1 — 1)/2] [¢*¢] + €|s1(s1 — 1)sa(s2 — 1) /4] [¢*?]] .

On majore le dernier € par ﬁ L’erreur totale en comparant 7775 a son
oo

développement limité est donc :

¢’ [Dys,Co, [0 + Dy, (Cs, + Dy, /8)|0I° + [s152(s2 — 1) /2] |[p0?| + |sas1(s1 — 1)/2] |¢°¢|+

[s1(s1 = D)sa(s2 = 1)[ | 5 5 }
Mole Y]
que l'on peut majorer par :
2 2,/,2
Ce’ (|¢>3\ 1)+ o2l + 22 |§|\Zn') < O (10°] + 10°] + 10v?| + [we)
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ou C' > 0 est une constante explicite ne dépendant que des s; (donc de a et 3).
Rappelons que le terme significatif était de la forme :

all¢l* + bll¢|”

avec a > 0, a + b > 0 (& l'intérieur du domaine). Or :

M{E (10°] + 10°] + 1607 + [We® ) } < 209 lloe (117 + [[011%) < 4l oo 0|1
donc notre résultat est significatif pourvu que :

1
€< ——
A0 Y[l
ot U := (||¢||/||¥]])* parcourt ]0,1]. Or sur [0,1], U + a + bU ne s’annule pas,

donc est minoré par une constante strictement positive \. Utilisant encore que
|¥]|=! > min{1;~}, on a finalement la condition :
in{1,\/2C'
% = min{1, \/2C'} min{1,~v}/2.

A nouveau, cette condition revet une forme agréable (C, a, b,y ne dépendent pas

de ¢).

(a+0U)

7.2.3 Evolution quand uniquement 6 varie
Maintenant on suppose que € = 0 et I'on fait varier 8. On a vu que 6 n’influe pas
le capital par téte et de plus que :
K N
K N
On sait que par hypothese p parcourt ]0,2[\{1}. La fonction u ~ u=/ =1 est
strictement convexe lorsque p < 1 et strictement concave lorsque p > 1.

g(t)*l/(pfl)_

Etudions en premier le cas de rendements décroissants (p < 1). Par I'inégalité de
Jensen (ou de Hélder), on a pour tout 7" > 0 :

T dt _1/(9_1) T dt
at < _1/(p-1 @t
(/ e<t>T) < [Cowrond

soit, en faisant T — 400 :
K N
=¢=M{=7r2>1
mip iz}

et I’étude du cas d’égalité montre que 'inégalité est stricte a moins que 6 soit la
fonction constante 1.
Dans le cas de rendements décroissants, les inégalités sont a inverser.

On notera qu’ici on a obtenu des résultats indépendants de 1'oscillation !
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7.2.4 Résumé

On notera ¢y := min{1, 7} min{3/2,\C'} /4. C’est un réel strictement positif ex-
plicite qui s’exprime uniquement en fonction des exogenes.
Dans ce qui précede, on a établi :

Théoréme 7.2.4.1 Nous avons les résultats suivants :

1. Dans chacun des cas énumérés ci-dessous, [’évolution de chaque endogene
est le produit de son évolution sans oscillations par un terme oscillant.

2. Des variations sur la fonction de production ne modifient pas le capital par
téte. Elles modifient le travail et le capital dans les mémes proportions, avec
une moyenne augmentant en cas de rendements décroissants et diminuant
en cas de rendements croissants.

3. Pour une évolution du prix de la forme :

p(t) = e™(1 + €)

avec ¢ € AP de moyenne nulle, ||¢||cr = 1, € < €, on sait qu’en moyenne
le capital par téte et le travail augmentent. Le capital augmente en moyenne
sil—20 <a<2—20 etles évolutions dépendent de ¢ st v <1 — 20 ou
a>2—20.

Il serait bien-stur possible d’étudier des cadres plus généraux (par exemple une
fonction de production CES). Ce résultat est ’'embryon d’une théorie plus générale
qui vise a prendre en compte la présence et le role des oscillations (p.p. ou q.p.)
dans des modeles dynamiques de 1’économie.
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