Probabilité


I - Notion de Probabilité
Epreuve aléatoire, Ensemble fondamental (, Evénements
Soit une expérience dont le résultat dépend du hasard (Epreuve aléatoire). 

On appelle ensemble fondamental  l'ensemble des résultats possibles de cette expérience (peut être un ensemble fini ou non).

Définition.

On appelle événement (associé à une épreuve aléatoire) toute proposition logique dont on peut dire à l'issue de l'épreuve si elle est vraie ou fausse. 

A chaque événement est associé un sous ensemble de   .

Un événement est donc une partie de  , la réciproque peut être fausse.

Un événement A est dit réalisé si le résultat  de l'expérience appartient à A.

On peut alors définir sur les événements les mêmes opérations que sur les ensembles:

A  B   
événement A ou B. 

Réalisé si A ou B est réalisé

A  B   
événement A et B. 

Réalisé si A et B sont réalisés 

non A 
événement complémentaire. 
Réalisé si A n'est pas réalisé.

On peut définir l'inclusion de deux événements:

A  (  B
  
( A réalisé 
  B réalisé )

L'événement vide    est appelé événement impossible

L'événement   est appelé événement certain.

Si   A  B  =    , les événements A et B sont dits incompatibles.

L'ensemble des événements associés à une épreuve aléatoire sera noté A .
(-Algèbre (tribu), Espace probabilisable
Pour des raisons théoriques, il est nécessaire de définir plus précisément l' ensemble A des événements à partir de l'ensemble fondamental  , lorsque  est un ensemble continu (ensemble ou sous ensemble des nombres réels).

Définition
L'ensemble A des événements est une (-Algèbre si et seulement si :

1-  (  A 

2- La réunion de toute famille dénombrable d'événements de A  est un événement de A :
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3- Pour tout événement A de A , son complémentaire est un événement de A :
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Espace probabilisable

Si A est une (-Algèbre, l' espace probabilisable est formé du couple ( A )

Exemple des Boréliens

Sur l'ensemble des nombres réels, la (-algèbre utilisée sera celle engendrée par les intervalles de la forme ] -( , x [    x ( R

Mesure de Probabilité, Axiomes de Kolmogorov
Définition (Axiomes de Kolmogorov)
Une mesure de probabilité sur l' espace probabilisable ( A ) est une application P de A dans l'intervalle réel [ 0 , 1 ] vérifiant :

1- P(

2- pour toute famille I (finie ou dénombrable) {A1, A2, ... , An, ..}.d'événements  incompatibles deux à deux ( Ai  Aj  =      (i(j ), on a :
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Si  est fini, cette condition peut prendre la forme plus simple

A  B  =   
(
P( A  B )  =  P(A) + P(B)
On en déduit les propriétés élémentaires suivantes:

•
P()  = 0
•
P(
[image: image4.wmf]A

)  =  1 - P(A)

•
A  (  B          P(A)  ≤  P(B)

•
  A 
P(A)  ≤  1

•
  A )
  A )

P( A  B )  ≤   P(A) + P(B)


Précisons ce dernier cas :


en fait, on a 
:
P( A  B )  =   P(A) + P(B) - P( A  B )


En effet, en notant:


Z1 = A  
[image: image5.wmf]B


     Z2 = 
[image: image6.wmf]A

  B
Z3 = A  B
événements tous incompatibles,


donc, on peut écrire:
A  B = Z1 Z2 Z3 





   A  = Z1 Z3 





   B      = Z2 Z3 
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donc:
P(A  B )  =   P(Z1) + P(Z2) + P(Z3) = P(A) + P(B) - P( A  B )
Mesure de probabilité conditionnelle, Indépendance
Soit P une mesure de probabilité sur l'espace probabilisable (,A)  et B un événement tel que P(B)  >  0. La probabilité conditionnelle de l'événement A quand l'événement B est réalisé est défini par :

P( A | B )  =  
[image: image7.wmf]P(B)
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On définit ainsi une nouvelle mesure de probabilité sur A  .

Formule des probabilités composées:
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 = P(A).P( B | A ) = P(B).P( B | A )

Cette formule peut s'étendre à plusieurs événements. Par exemple:

P(A(B(C) = P(A).P(B|A).P(C|A(B)

En effet, le résultat s'obtient directement des formules suivantes:

P(C|A(B) = 
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P(B|A) = 
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Evénements indépendants

Les événements A et B sont dits indépendants si:

P( A | B )  =  P(A)

ce qui est équivalent à:

P(A  B)  = P(A) P(B)

ou encore, à:

P( B | A )  =  P(B)

Système complet d'événements
Les événements A1 , A2 , ... , An   forment un système complet d'événements si:

•
 i ≠ j 
Ai  Aj  =   
( les Ai sont 2 à 2 incompatibles)

•
P( Ai )  =  
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Théorème de la probabilité totale.

Soit A1 , A2 , ... , An   un système complet d'événements et B un événement quelconque. On a:

P(B)  =   
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Formule de Bayes

Théorème de Bayes.

Soit A1 , A2 , ... , An   un système complet d'événements et B un événement quelconque. On a:

P(Ai|B)  =  
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En effet:


P(Ai|B)  =  
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d'où le résultat d'après le théorème de la probabilité totale.

Interprétation du théorème de Bayes.

Etant donné des "causes" A1 , A2 , ... , An  pouvant produire un certain résultat B, le théorème de Bayes permet, connaissant les P(Ai) , probabilités à priori des causes et les probabilités conditionnelles P(B|Ai) , de calculer les probabilités à posteriori des causes, P(Ai|B), sachant que le résultat B est réalisé.

Exemple:

On dispose de deux urnes U1 et U2; l'urne U1 contient 6 boules rouges et 4 boules noires., l'urne U2 contient 4 boules rouges et 16 boules noires.

On lance une pièce de monnaie. Si c'est "pile" qui sort, on tire une boule dans U1; si c'est "face" qui sort, on tire une boule dans U2 .

La boule tirée est rouge.

Quelle est la probabilité pour qu'elle provienne de l'urne U1 ?

Les probabilités à priori des urnes sont :

P(U1)  = 
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P(U2)  = 
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et on connaît les probabilités conditionnelles d'obtenir une boule rouge R dans chaque urne:

P(R|U1)  =  
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P(R|U2)  =  
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d'où la probabilité à posteriori:

P(U1|R)  =  
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De même, on a:
P(U2|R)  =  
[image: image22.wmf]4
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et si le résultat est une boule noire N:

P(U1|N)  =  
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P(U2|N)  =  
[image: image24.wmf]3

2


Table de contingence théorique

Considérons deux familles complètes d'événements A1, A2, ... , An et B1, B2, ... ,Bp .

On note:

P(Ai(Bj) = pij

P(Ai) = pi.
P(Bj) = p.j

On a alors:

pi( = 
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p(j = 
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P(Ai | Bj) = 
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P(Bj | Ai) = 
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L'indépendance des événements Ai et Bj s'écrit alors:

P(Ai(Bj) = P(Ai).P(Bj) 
c'est à dire:
pij = pi( p(j
Si l'indépendance est vérifiée quelque soit i et j, les deux familles sont dites indépendantes

Exemple :
Familles { A1, A2, A3 } et { B1, B2 } non indépendantes
	
	A1
	A2
	A3
	p(j

	B1
	1/10
	2/10
	3/10
	6/10

	B2
	2/10
	1/10
	1/10
	4/10

	pi( 
	3/10
	3/10
	4/10
	1


II - Variables aléatoires
Définition  

Etant donné P une mesure de probabilités sur l'espace probabilisable (,A ) .

Une variable aléatoire X est une application (dite mesurable) de  dans l'ensemble des nombres réels R (ou une partie de R) tel que, pour tout intervalle I = ] -( , a [ son image réciproque soit un événement :
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La signification concrète de cette condition est de permettre le calcul de la probabilité de tout événement de la forme { X < a }
Exemples:
1 -
Lorsqu'on lance un dé à six faces, avec pour  l'ensemble des six faces du dé, on peut définir une variable aléatoire X en faisant correspondre à chaque élément de  la valeur de la face obtenue par le lancer du dé.
La variable aléatoire X peut donc prendre les valeurs entières suivantes
:


X=1,
X=2
X=3
X=4
X=5
et X=6
2 -
Les arrivées des clients à un guichet peuvent être considérées comme des événements aléatoires.
La durée séparant l'arrivée de deux clients est alors une variable aléatoire pouvant prendre comme valeur un nombre réel x positif quelconque.
Fonction de répartition 

La fonction de répartition F(x) d'une variable aléatoire X  est définie par:

 


F(x) = P(X < x)

Il résulte de la définition :
· P(x1 (  X  < x2 )  =  F(x2) - F(x1)


En effet :
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· F(x) est une fonction croissante au sens large :
x < x'
(
F(x) ( F(x')
Variable aléatoire discrète. 

Une variable aléatoire (v.a.) X est discrète lorsque qu'elle prend un nombre fini ou dénombrable de valeurs.

Exemple: 
La variable aléatoire associée au lancer d'un dé est une variable discrète finie.
Le nombre de quotidiens vendus chaque jour est une variable discrète dénombrable.

Le nombre de client arrivant à un guichet pendant un intervalle de temps donné est une variable aléatoire qui peut prendre à priori une valeur entière quelconque.
A une v.a. discrète, est associé un système complet d'événements:

si les valeurs possibles sont x1, x2, ... xk , ...les événements Ak = { X = xk } forment un système complet.

Loi de Probabilité et Fonction de répartition 

La loi de probabilité d'une v.a. discrète (appelée aussi distribution de probabilité) est la suite des probabilités du système complet d'événement associé à la v.a.

Exemple:
Dans l'exemple du lancer de dé, la loi de probabilité de X est:
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La fonction de répartition F(x) d'une v.a. discrète X est définie par:

F(x) = P(X < x)

On peut aussi écrire:
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Couple de v.a. discrètes finies

Soit X et Y deux variables aléatoires à valeurs finies, X prenant les valeurs { x1, x2, ... , xn } et Y les valeurs { y1, y2, ... , yp } .

La loi de probabilité (ou loi conjointe) du couple (X,Y) est:

pij = P(X=xi , Y=yj)

On retrouve le tableau de contingence théorique pour les deux systèmes complets d'événements:

Ai = { X=xi } et Bj = { Y=yj }

Indépendance de variables aléatoires discrètes
Les variables aléatoires discrètes X et Y sont indépendantes si, 

les valeurs de X étant (xi) i=1,2,...  et celles de Y étant (yk) k=1,2,... , on a 

P(X=xi , Y=yk) = P(X=xi ).P( Y=yk)    ( i=1,2, ... , ( k=1,2,...

c'est à dire, si les deux systèmes complets d'événements sont indépendants.

En termes de tableaux de contingence, X et Y sont des v.a. indépendantes si et seulement si

( i=1, 2, ... ,n   et    j=1, 2, ... , p

pij  = pi. p.j 

en notant pi. la loi de X (loi marginale, pi. = P(X=xi) et p.j la loi de Y (p.j = P(Y=yj).

Espérance mathématique, Variance et Ecart type.

L'espérance mathématique d'une v.a. discrète, lorsqu'elle existe, est donnée par l'expression:
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La variance d'une v.a. discrète, lorsqu'elle existe, est donnée par l'expression:
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On peut démontrer que:
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L'écart-type est la racine carrée de la variance (Ecart quadratique moyen):
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Remarque: 
L'espérance mathématique, la variance et l'écart-type existent toujours lorsque X est une v.a. finie.

Exemple: 
Dans l'exemple du lancer de dé, l'espérance mathématique de X est égale à
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Calculons E(X2) :
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D'où la variance:
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Fonction d'une variable aléatoire

Soit X une v.a. connue et ( une fonction de R dans R mesurable (c'est à dire tel que l'image réciproque d'un borélien soit un borélien).

Cette propriété est vérifiée en particulier par toutes les fonctions continues ou monotones.

En effet, pour pouvoir étudier la variable aléatoire Y = ((X) , on a besoin des événements de la forme:


{ Y < y } donc des événements de la forme { X ( (-1( ] -( , y [  }
Il faut donc que le sous ensemble (-1( ] -( , y [ soit un événement afin de pouvoir calculer sa probabilité.
Théorème
Soit X une v.a. discrète prenant les valeurs de l'ensemble fini ou dénombrable 
E = { x1 , ... , xk ,  ./ k ( K ( N } , où K est fini ou dénombrable et soit ( une fonction de R dans R mesurable et Y = ((X) , on a :

 

E(Y) = E(((X)) =  
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Soit y1 , ... , yq les valeurs possibles de Y .On note  
[image: image42.wmf](

)

{

}

y

x

que

tel

x

A

j

k

k

j

=

=

j


Les sous ensembles Aj et Aj' sont disjoints : 
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Propriétés générales de E(X) et V(X)

Quelque soit les v.a. X et Y  , et a et b étant des constantes réelles quelconques:

E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y)

Si X et Y sont des v.a. indépendantes, et a et b des constantes réelles:

V(aX + bY) = a2V(X) + b2V(Y)

Covariance et Corrélation

Soit X et Y deux variables aléatoires.

Covariance entre X et Y:
Cov(X,Y)  = E(X - E(X)).E(Y - E(Y)) 






     = E(XY) - E(X) E(Y)
Si les v.a. X et Y sont indépendantes, on a :
E(XY) = E(X) E(Y) et donc Cov(X,Y) = 0
Corrélation entre X et Y:
r(X,Y) = 
[image: image45.wmf])

(

)

(

)

,

(

Y

V

X

V

Y

X

Cov


Variables aléatoires discrètes usuelles

Loi de Bernoulli. 

La v.a. de Bernoulli, de paramètre p, prend les valeurs 1 ou 0 avec les probabilités p et 1-p: 

P(X=1) = p
P(X=0) = 1-p
avec 0 < p < 1

On calcule:

E(X) = p

V(X) = p(1-p)

( = 
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Loi Binomiale.

Une v.a. X suit une loi binomiale d'ordre n et de paramètre p si elle est définie comme le nombre de "succès" (valeurs 1) observés lors de la réalisation de n variables de Bernoulli indépendantes de même paramètre p (c'est aussi la somme de n variables de Bernoulli indépendantes de même paramètre p : 
[image: image47.wmf]å

=

=

n

k

k

X

X

1

,  chaque Xk suivant une loi de Bernoulli de paramètre p)

[image: image70.wmf])

1

(

)

(

)

(

)

(

)

(

1

1

p

np

X

V

X

V

np

X

E

X

E

n

k

k

n

k

k

-

=

å

=

=

å

=

=

=


La loi binomiale est donnée par:

On vérifie qu'on a bien:
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Exemple:


Une urne contient N boules dont M boules blanches et N-M boules rouges
On effectue n tirages indépendants avec remise dans l'urne de la boule tirée après chaque tirage.
La variable aléatoire X = nombre de boules rouges obtenues suit une loi binomiale d'ordre n et de paramètre p = 
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Calcul direct de E(X) et V(X) :

On calcule:

[image: image50.wmf]np

p

p

C

np

p

p

C

k

X

E

n

k

k

n

k

k

n

n

k

k

n

k

k

n

=

å

-

=

å

-

=

=

-

-

-

-

=

-

1

1

1

1

0

)

1

(

)

1

(

)

(


Pour calculer V(X) on calcule d'abord :
E(X(X-1))
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on en déduit :



Calcul utilisant la définition de X comme somme de variables de Bernoulli
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(du fait de l'indépendance des variables Xk)
Loi Géométrique. 
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Un événement A a une probabilité p. On répète un nombre quelconque de fois une épreuve qui a deux issues possibles:  

La variable aléatoire X est le nombre de répétition de l'épreuve pour obtenir la première réalisation de A.

On a:


P(X=k) = p(1-p)k-1    ( k > 0
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On vérifie:

On utilise le résultat connu sur les séries entières:
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en dérivant deux fois par rapport à la variable x :
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On calcule:

Pour calculer V(X), on calcule d'abord :
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Loi hypergéométrique

Dans une population de taille N dont a éléments possèdent un certain caractère, on tire, sans remise, un échantillon de n individus. La v.a. hypergéométrique X est définie comme le nombre d'individus de l'échantillon possédant la caractéristique étudiée :
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On calcule:



En effet :
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En posant :


on retrouve la même expression que pour une loi binomiale :
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On peut calculer aussi :
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on retrouve l'expression de la variance d'une loi binomiale au facteur 

[image: image52.wmf]1

-

-

N

n

N

    près.

Or, lorsque N est très grand devant n, ce facteur est proche de 1
Loi de Poisson 

Une v.a. X suit une loi de Poisson de paramètre ( si:
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Une v.a. de Poisson est donc une v.a. dénombrable
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On calcule:



Exemple:
Le nombre d'appels téléphoniques reçus par un standard aux heures de pointes peut être représenté par une v.a. de Poisson.

Processus de Poisson

Cet exemple illustre l'importance concrète des lois exponentielle et de Poisson dans l'étude de certains problèmes de nature aléatoire.

On suppose qu'une infinité d'événements peuvent se produire au cours du temps (par exemple les connexions à un serveur informatique, les arrivées des clients à un guichet, la demande à laquelle doit faire face un stock, etc ...)

On fait certaines hypothèses très générales sur le déroulement de ce processus, que l'on traduit par les axiomes suivants.

Axiome d'indépendance

Soit Nk le nombre (aléatoire) d'événements se produisant sur l'intervalle ] tk , tk+1 ] .

On suppose que les variables Nk , k = 0, 1, 2, ... 
sont indépendantes.

Axiome d'uniformité

La probabilité de voir se réaliser n0 événements sur un intervalle ] t , t' ] ne dépend que de la longueur de l'intervalle considéré: 

Prob { Nt,t' = n0 }  =  Prob { Nt+t0,t'+t0 = n0 }

De ces hypothèses, on peut alors déduire mathématiquement les propriétés fondamentales de ce processus.

Loi de l'intervalle séparant deux événements consécutifs.

Posons:
P0{ t,t+h }  =  Prob { Nt,t+h =  0 }
et:
P0(h)  =  P0{0,h} 

On a:

P0{ t,t+h }  =  P0(h)  


(axiome d'uniformité)


et:
P0(h+k)  
=  Prob { (N0,h = 0) , (Nh,h+k = 0) }



=  P0(h) P0(h,h+k)

(axiome d'indépendance)



=  P0(h) P0(k)

(axiome d'uniformité)

La fonction P0 vérifie donc la relation fonctionnelle:
P0(h+k)  =  P0(h) P0(k)

caractéristique de la fonction exponentielle.

P0(h)  = exp(-ch)  =  e-ch 

avec c > 0 car P0(h) ≤ 1

Soit t0 la date d'un événement et t1 la date aléatoire de l'événement suivant. En posant:



u  =  t1 - t0 

On a:

Prob { u > t }  = P0(t)  =  e-ct 

D'où la fonction de répartition de la variable aléatoire u:

F(u)  =  1 - e-ct
u suit une loi exponentielle de densité c e-ct            et d'espérance mathématique:
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E(u) = =    période moyenne des événements, c étant donc la fréquence moyenne

Loi du nombre d'événements sur un intervalle donné
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On note:

T = AB

On a:

pk  = Prob { NA,B = k }

πk = Prob { NA,B ≥  k } = pk + pk+1 + ....



pk  =  πk  -  πk+1 

Or:



πk = Prob { AEk  <  T }
et 
AEk  =  u1 + u2 + ... + uk 
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donc πk  , somme de v.a. exponentielles indépendantes., suit une loi (dite loi k ) de densité de probabilité:
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pk  =  πk  -  πk+1  
=  
Calculons la première intégrale en intégrant par parties avec:

f    = e-u  



df =  -e-u du
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Loi de Poisson de paramètre cT, donc d'espérance E(N) = cT

Variable aléatoire absolument continue. 

Par définition, une variable absolument aléatoire continue X est une v.a. dont la fonction de répartition est continue et dérivable sauf en un nombre fini de points.

Fonction de répartition et Densité  (v.a. absolument continue) 

La fonction de répartition F est définie par:

F(x) = P(X<x)

C'est la même définition que pour une loi discrète.

On supposera que F(x) est une fonction continue et dérivable (sauf éventuellement en un nombre fini de points). La v.a. X est alors dite absolument continue.

On peut alors démontrer qu'il existe une fonction f(x), appelée densité de probabilité de X, telle que:
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On a toujours : f(x) ( 0

et
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Indépendance de variables aléatoires continues
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Les variables aléatoires continues X et Y sont indépendantes si, pour tout réel x et tout réel y:

Théorème: 

Les v.a. absolument continues X et Y , de densités respectives f(x) et g(y) sont indépendantes si et seulement si la densité h(x,y) du couple de v.a. (X,Y) s'écrit:
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Corollaire:

Si X1, X2, ... ,Xn sont des v.a. absolument continues et indépendantes, de densités respectives f1(x), f2(x), ... , fn(x) , alors le vecteur aléatoire (X1, X2, ... ,Xn ) admet comme densité le produit des densités:

f(x1, x2, ... ,xn ) = f1(x1).f2(x2). ... .fn(xn)

et lorsque toutes les v.a Xk suivent la même loi de probabilité de densité f(x):

f(x1, x2, ... ,xn ) = f(x1).f(x2). ... .f(xn)
Espérance mathématique et Variance

L'espérance mathématique d'une v.a. continue, lorsqu'elle existe, est donnée par l'expression:
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La variance d'une v.a. continue, lorsqu'elle existe, est donnée par l'expression:
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On démontre facilement que:

L'écart-type est la racine carrée de la variance (Ecart quadratique moyen):
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Fonction d'une variable aléatoire

Soit X une v.a. connue et ( une fonction de R dans R mesurable (c'est à dire tel que l'image réciproque d'un borélien soit un borélien).

Cette propriété est vérifiée en particulier par toutes les fonctions continues ou monotones.

En effet, pour pouvoir étudier la variable aléatoire Y = ((X) , on a besoin des événements de la forme:


{ Y < y } donc des événements de la forme { X ( (-1( ] -( , y [  }
Théorème
[image: image105.wmf]l
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Soit X une v.a. de densité f(x) et soit ( une fonction de R dans R mesurable et Y = ((X) , on a :

 

E(Y) = 
Propriétés générales de E(X) et V(X)

Si X et Y sont des v.a. indépendantes, et a et b des constantes réelles:

E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y)

V(aX + bY) = a2V(X) + b2V(Y)

Covariance et Corrélation

Soit X et Y deux variables aléatoires.

Covariance entre X et Y:
Cov(X,Y)  = E(X - E(X)).E(Y - E(Y)) 






     = E(XY) - E(X) E(Y)
Si les v.a. X et Y sont indépendantes, on a :
E(XY) = E(X) E(Y) et donc Cov(X,Y) = 0
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Corrélation entre X et Y:
r(X,Y) = 

Variables aléatoires absolument continues usuelles

Loi de Laplace-Gauss. 

La v.a. X suit une loi de Laplace-Gauss de paramètres m et ( , (appelée aussi loi Normale et notée N(m,()) lorsque sa densité de probabilité s'écrit:
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On calcule:
E(X) = m

V(X) = (2

Le paramètre m est donc l'espérance mathématique et (  est l'écart type de X.

Lorsque m = 0 et ( = 1 , on dit que X suit une loi normale centrée réduite N(0,1).

Propriétés élémentaires

Si X suit une loi normale N(m,(), alors 
Y =
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  suit une loi normale centrée réduite N(0,1).

Si X1 et X2 sont des v.a. normales indépendantes de paramètres (m1,(1) pour X1 et (m2,(2) 
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pour X2 , alors la v.a. X1 + X2 est une v.a. normale N(m1+m2,                     )

Si X1 , X2 , ... , Xn  sont des v.a. suivant une même loi normale N(m,() et indépendantes, alors
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     Y = 
 ( X1 + X2 + ... + Xn ) est une v.a. normale N(m,
)

Exercices

En utilisant la table de la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite, et pour la v.a. X suivant une loi normale N(10, 4), calculer la probabilité des événements suivants:

P(X < 12) et P(5 < X < 12)

Déterminer x0 tel que:
P(|X| > x0) = 0.05

Loi du Khi2. 

Un v.a. 
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 suit une loi du  Khi-2 à n degrés de libertés lorsqu'elle est définie par la somme des carrés suivante:
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où les Uk sont des v.a. normales centrées réduites indépendantes.

On a les résultats suivants:
E(
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Loi de Student.

Une v.a. Tn suit une loi de Student à n degrés de libertés lorsqu'elle est définie par
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où U suit une loi N(0,1) et 
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 un khi-2 à n degrés de libertés indépendante de U.

On peut calculer, pour n ( 3

E(Tn) = 0
V(Tn) = 
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Loi exponentielle.

Une v.a. X suit une loi exponentielle lorsqu'elle est définie par la densité de probabilité suivante:

f(x) = 0 
pour x < 0

f(x) = -( e-(x   
pour x ( 0

La fonction de répartition s'écrit 

F(x) = 0 

pour x < 0

F(x) = 1 - e-(x  
pour x ( 0
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On calcule 
E(X) = 

V(X) = 
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