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1 - Couples de variables aléatoires absolument continues
Fonction de répartition et Densité
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On peut écrire :
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Lois marginales
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Variables aléatoires indépendantes
Les variables aléatoires. X et Y sont indépendantes lorsque :

P( X < x , Y < y ) = P( X < x ) ( P( Y < y )
Les v.a. absolument continues X et Y dont la densité de la loi conjointe est h(x , y) et de densités marginales respectives f(x) et g(y) sont indépendantes si et seulement si :


h(x , y) = f(x) ( g(y)

Corollaire:

Si X1, X2, ... ,Xn sont des v.a. absolument continues et indépendantes, de densités respectives f1(x), f2(x), ... , fn(x) , alors le n-uple, vecteur aléatoire, (X1, X2, ... ,Xn ) admet comme densité le produit des densités:

h(x1, x2, ... ,xn ) = f1(x1).f2(x2). ... .fn(xn)

et lorsque toutes les v.a Xk suivent la même loi de probabilité de densité f(x):

h(x1, x2, ... ,xn ) = f(x1).f(x2). ... .f(xn)
Exemple :
Si X1, X2, ... ,Xn sont des v.a. normales indépendantes, de même densité
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Alors :
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Covariance, Coefficient de corrélation
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2 - Fonction de plusieurs variables aléatoires
Fonction d'une variable aléatoire

Soit X une v.a. connue et ( une fonction de R dans R mesurable (c'est à dire tel que l'image réciproque d'un borélien soit un borélien).

Cette propriété est vérifiée en particulier par toutes les fonctions continues ou monotones.

En effet, pour pouvoir étudier la variable aléatoire Y = ((X) , on a besoin des événements de la forme:


{ Y < y } donc des événements de la forme { X ( (-1( ] -( , y [  }
Théorème
Soit X une v.a. de densité f(x) et soit ( une fonction de R dans R mesurable et Y = ((X) , on a :

 


E(Y) = 
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Fonction de deux  variables aléatoires

Soit X et Y deux v.a. absolument continues et Z = ((X,Y). 

On a :
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Espérance mathématique de deux variable aléatoires indépendantes

Soit X et Y deux v.a. indépendantes, alors :
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Somme de variables aléatoires
Densité de la somme de deux variables aléatoires absolument continues

Soit ( X , Y ) un couple de v.a. absolument continues de densité h(x,y).

La v.a. Z = X + Y  est absolument continue de densité :
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En effet :
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Pour des v.a. X et Y indépendantes, de densités marginales f(x) et g(y) :
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En effet :
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Exemples :
1)
Soit X et Y deux v.a. indépendantes suivant une même loi exponentielle de densité :
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La densité ((z) de la v.a. Z = X + Y  est définie par :
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2) X et Y sont deux v.a. normales indépendantes centrées d’écart type (1 et (2 
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On obtient comme densité de Z = X + Y la fonction :
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Donc Z suit une loi normale centrée de variance : 
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En effet :
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Moyenne et Variance d’une somme de v.a.

Soit X et Y deux v.a. quelconques : 
E(X+Y) = E(X) + E(Y)

V(X+Y) = V(X) + V(Y)+ 2 Cov(X,Y)

Pour deux v.a. indépendantes :
V(X+Y) = V(X) + V(Y)

Somme de variables binomiales indépendantes de même paramètre p
Soit X et Y deux v.a. indépendantes suivant des lois binomiales de même paramètre p :

 B(n1 , p) et B(n2 , p)
Alors X + Y suit une loi binomiale B(n1+ n2 , p)

Somme de variables de Poisson indépendantes

Soit X et Y deux v.a. indépendantes suivant des lois de Poisson de paramètres (1 et (2 
Alors X + Y suit une loi de Poisson de paramètre (1 + (2
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3 - Convergences d'une suite de variables aléatoires

Inégalité de Tchebychev

Inégalité de Markov

Soit X une v.a. positive d'espérance mathématique m = E(X) finie > 0.

Pour tout réel ( > 1 , on a :

 


P( X ( ( E(X) ) ( 
[image: image25.wmf]l
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Puisque X est positive, on a :
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Inégalité de Tchebychev

Soit X une v.a. d'espérance mathématique m = E(X) finie  et d'écart-type ( > 0.

Pour tout réel ( > 1 , on a :

 


P( |X - m| ( ( ( ) ( 
[image: image27.wmf]l

2

1


ou encore :

 


P( |X - m| ( k ) ( 
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en posant :
k = ( ( 
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On peut alors de remplacer ( par (2  : 

Convergence en probabilité

Définition

La suite Xn de v.a. converge en probabilité vers la v.a. X si et seulement si :
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Théorème de Bernoulli
Soit A l'événement de probabilité p et soit une suite des variables aléatoires indépendantes de Bernoulli { X1 , X2 , ... , Xn } . 
On a :
 Xk = 1 si l'événement A est réalisé lors de la k ème épreuve P(Xk = 1) = p


 Xk = 0 si l'événement A n’est pas réalisé lors de la k ème épreuve P(Xk = 0) = 1-p 

On pose :
 Fn = 
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 , v.a. dont la réalisation est la fréquence relative de A dans la  




suite des épreuves aléatoires.
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Alors la suite de v.a. Fn converge en probabilité vers la valeur constante p :

 


On a :

 E(Fn ) = p   et   V(Fn ) =  
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Inégalité de Tchebychev


Pour tout ( > 0 :


P( | Fn  - E(Fn ) | ( ( ) ( 
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    qui tend vers 0 quand n tend vers l'infini

Loi faible des grands nombres

Soit ( Xn ) une suite de v.a. indépendantes de même loi avec E(Xn) = m
et
V(Xn) = (2 

On définit :
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Alors :
1) 
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2) 
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On applique l’inégalité de Tchebychev :
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Convergence en Loi

La suite de variables aléatoires ( Xn ) , de fonction de répartition (Fn(x)) , converge en probabilité vers la variable aléatoire X , de fonction de répartition F(x), si :
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Théorème de Slutsky
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Théorème central limite

Soit une suite de variables aléatoires ( Xn ) indépendantes, de même espérance mathématique E(Xn) = m et de même variance V(Xn) = (2   ,

alors :
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Corollaire
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Valable à partir de n > 50

Propriétés et Approximations

Loi Binomiale
VA binomiales indépendantes:

X1  ( B( n1 ; p )
X2  ( B( n2 ; p )
(
X1  + X2  ( B(n1 + n2 ; p )
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Approximation par une loi normale

B( n ; p ) 
N( np , 
[image: image42.wmf](
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np > 10
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En effet :


On utilisera aussi la limite suivante :
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Approximation par une loi de Poisson (Cas où p est petit)
B( n ; p ) 
P( (=np)
si : n > 50,

 p < 0.1 ou p > 0.9

Loi de Poisson
VA de Poisson indépendantes:

X1  ( P( (1 )

X2  ( P( (2 )

(
X1  + X2  ( P((1 + (2 )

X  ( P( ( )
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En effet, en supposant (=n, et en considérant les n v.a. Xk  suivant des lois de Poisson P(1), on a :
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Loi du (2 (Khi2)

[image: image46.wmf](

)

(

)

100

)

1

,

0

(

2

2

2

2

2

2

1

2

2

1

2

2

2

1

2

2

³

®

-

®

+

=

=

+

n

si

N

n

n

ts

indépendan

et

n

V

n

E

L

n

n

n

n

n

n

n

n

n

c

c

c

c

c

c

c

c


Loi de Student
Soit U une v.a. normale centrée réduite et 
[image: image47.wmf]c
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 un Khi2 à n degrés de liberté indépendant de U.
La v.a. T suivante est une variable aléatoire de Student :
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Fonction de plusieurs lois normales

Somme de variables normales  indépendantes

Soit X et Y deux v.a. normales indépendantes
[image: image93.wmf]ú
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Réciproque :
Si la somme de deux v.a. indépendantes suit une loi normale, alors les deux v.a. suivent une loi normale.

Formes quadratiques de v.a. normales
Soit u1 , u2 , … un  des v.a. normales N(0,1) indépendantes.
Soit A une matrice carrée symétrique.

On définit une v.a  Z par :
Z = Ut.A.U 
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Exemple :

Soit la matrice symétrique A :

On peut vérifier que le rang de A est égal à 2.
On définit la v.a. Z par :
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Théorème 1

Une cns pour que Z suive une loi du (2 (Khi2) est que :
A2 = A

Le degré de liberté du (2 est égal au rang de la matrice A.

Dans l’exemple précédent, on a :
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Donc Z est un (2 à 2 degrés de liberté.
Théorème 2
Une cns pour que :   Z1 = Ut.A1.U  et  Z2 = Ut.A2.U   soient indépendantes et que :
 


A1. A2 = 0
Exemple :
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Soit la matrice B :

Best une matrice de rang 1.
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On a :


Donc la v.a. :

[image: image99.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

-

=

3

2

3

1

3

1

3

1

3

2

3

1

3

1

3

1

3

2

A


Y est un est un (2 à 1 degré de liberté.
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On peut vérifier que :

Les deux (2 , Y et Z , sont donc indépendants.
Théorème 3
Si 
[image: image49.wmf]u
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   les trois conditions suivantes sont équivalentes :
1)
rang(A1) + rang(A2) = n
2)
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  suivent des lois du (2 (donc 
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Les variables 
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  sont indépendantes (A1. A2 = 0).
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Dans l’exemple, on a :

Les 3 conditions précédentes sont bien vérifiées :

Rang(A) + rang(B) = 2 + 1 = 3

Y et Z sont des (2
A1. A2 = [0]
Distributions d’échantillonnage pour un échantillon de Laplace-Gauss N(m, ()
Somme de variables normales  indépendantes

Soit X et Y deux variables aléatoires. normales indépendantes
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Réciproque :

Si la somme de deux v.a. indépendantes suit une loi normale, alors les deux v.a. suivent une loi normale.

Moyenne empirique d'un échantillon gaussien 
Soit X1 , X1 , ... Xn   un échantillon (gaussien) de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la même loi Normale 
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  (Loi parente).
On définit la variable aléatoire 
[image: image55.wmf]X

 , souvent appelée moyenne empirique de l'échantillon, par :
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Statistique
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On définit :
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Théorème :  La variable aléatoire 
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suit une loi de probabilité du 
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On a : 
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On en déduit que :
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Variance empirique d'un échantillon gaussien
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Théorème :  La variable aléatoire 
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En effet :
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D'autre part :
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d'où :
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Variable aléatoire S2 (Estimateur sans biais de la variance)
On définit la variable aléatoire S2 par :
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Théorème :  

La variable aléatoire 
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  suit une loi de probabilité du 
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et on a :
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En effet :
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Variable aléatoire de Student associée à un échantillon gaussien
Echantillon de taille n . La loi parente est une loi normale N(m , ( connu).
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(
La variable aléatoire :
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 suit une loi de Student à n-1 degrés de liberté
En effet, on peut écrire en utilisant le fait que : 
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est un 
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est un 
[image: image86.wmf]c

2

1


On pose : 
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