Document TD n° 2

Exercice 1

Soit un échantillon de taille 25 de la variable aléatoire X. X1 , X2 ....X25 sont 25 variables « i.i.d » (indépendantes et identiquement distribuées) de loi L(X) = N( m , ( ).

On note:
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Rappeler les lois de ces variables aléatoires et préciser l’espérance mathématique et la variance de chacune d’elles.

Si m = 8 et ( = 4 , compléter les expressions suivantes:




· Corrigé
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Lois d'échantillonnage :




2)
m = 8   ( = 4

Loi de 
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Exercice 2

Une variable aléatoire X obéit à une loi de probabilité que l’on supposera d’abord Normale de moyenne 10 et d’écart-type 0,75 .

1) On prélève un échantillon de 9 valeurs indépendantes. Quelle est la loi de la moyenne 

 de l’échantillon? Quelles sont l’espérance et la variance de 

?

Dans quel intervalle centré autour de la moyenne, trouve-t-on 

 avec une probabilité de 95% ? Dans quel intervalle (0 , b), trouve-t-on S2 avec la même probabilité?


2) On prend un échantillon de 60 valeurs de X. Quels sont maintenant les intervalles pour 

 et S2 ?

3) X ne suit plus une loi normale, mais on a toujours pour moyenne 10 et pour écart-type 0,75 . Les résultats en (1) et (2) sont-ils valables? Quels renseignements peut-on avoir néanmoins?

4) Supposons de nouveau que X suive une loi Normale, mais la moyenne de X change et vaut m = 10,2 . L’écart-type reste égal à 0,75 .
Quelle est la probabilité pour que l’échantillon de 9 valeurs ne révèle pas la différence de moyenne, c’est à dire que 

 reste dans l’intervalle trouvé en (1) .

· Corrigé

1) Loi de 
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E(S2) = n-1 = 8

V(S2) = 2(n-1) = 16

P( m-( < 
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 < m+() = 0.95
(
P( U < ( /0.25 ) = 0.975

(
(  = 0.25 * 1.96 = 0.49
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2) n = 60


P( m-( < 
[image: image14.wmf]X

 < m+() = 0.95
(
P( U < ( x (60 / 0.75 ) = 0.975

(

(  = 0.75 * 1.96 / (60= 0.19
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3) n est assez grand (60) pour approximer la loi de 
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 par la loi normale.

4) on a  m  =10.2
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Exercice 3

Une presse façonne des plaques de chocolat aux noisettes dont le poids est une variable aléatoire Normale de moyenne m et d’écart-type ( = 4 g . Le réglage de la machine permet de modifier m sans affecter  ( . Pour tenir compte des possibilités de réglage de la machine, les valeurs de m sont arrondies au décigramme.

1) Les services du contrôle économique admettent que 2,5% du nombre des articles de cette nature peuvent peser moins du poids net mentionné sur l’emballage. Déterminer m pour respecter la tolérance administrative, lorsque le poids net indiqué sur l’emballage est 250 g .

2) Une chaîne d’hypermarchés commande un million de plaques qui vont être offertes à la clientèle par paquets de trois unités. 
L’emballage porte alors la mention « poids net 750 g ».Quelle est la loi du poids d’un paquet de trois unités? Quel doit être le réglage de la machine pour respecter les normes imposées par le contrôle économique? (2,5% des paquets peuvent peser moins de 750 g). Conclure.

· Corrigé

X   (   N(m ; (=4 )

1)
P(X < 250) = 0.025
(
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2)
Y = X1 + X2 + X3   (   N(3m ; ((3 )
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Exercice 4

Une cabine pour skieurs est conçue pour une charge totale limite de 5 tonnes. La capacité est limitée à 50 personnes. On suppose que le poids moyen  de tous les usagers de la cabine est de 95 kg et que l'écart type est de 12,5 kg. Quelle est la probabilité que le poids d'un groupe de 50 personnes choisies au hasard soit plus élevé que la charge limite de 5 tonnes ?

· Corrigé

X   (   L(m=95 ; (=12.5 )
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Exercice 5

Dans une compagnie d'assurances, on étudie un grand nombre de versements effectués auprès des assurés victimes de sinistres d'un certain type. On constate que la moyenne de ces remboursements est égale à 785 € et que l'écart type est égal à 107 €. Soit 
[image: image24.wmf]X

 la variable aléatoire qui à chaque échantillon de taille 200 associe la moyenne des versements de cet échantillon.

1) Déterminer le nombre réel positif h tel que la moyenne 
[image: image25.wmf]X

appartienne à un intervalle centré sur m et de longueur 2h avec une probabilité égale à 0,95 ?

2) Même question avec une probabilité de 0,99 , 0,98 , 0,90 , 0,50

3) Que constate-t-on pour l'amplitude de l'intervalle lorsque la probabilité diminue?

· Corrigé

1)
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2)
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 EMBED Equation.3  [image: image29.wmf](
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Exercice 6
X suit une loi N(m,() Calculer :

P(| X - m | < () 
P(| X - m | < 2() 
P(| X - m | < 3() 

· Corrigé
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Exercice 7
On cultive deux variétés de fruit A et B . La proportion des fruits A est p , celle des fruits B étant 1 – p .
On note :
X  la v.a. du poids d'un fruit de la variété A , de densité fA, et de paramètres mA  et  (A  
Y  la v.a. du poids d'un fruit de la variété B , de densité fB, et de paramètres mB  et  (B  

Z  la v.a. du poids d'un fruit de la récolte.

Déterminer la densité de Z et ses paramètres.
· Corrigé

P(Z < t) = P{ (Variété A ( X < t) ( (Variété B ( Y < t) }

  = P(Variété A)P(X < t) + P(Variété B)P(Y < t) 

d'où:
g(x) = p fA(x) + (1-p) fB(x) 

Exercice 8
Deux trains sont prévus pour transporter une population de 1600 voyageurs.
Chaque voyageur choisit un train de manière aléatoire avec une probabilité ½ pour chaque train, sans changement possible.

Combien de places doit-on prévoir pour chaque train pour limiter la Probabilité pour qu'un voyageur reste debout à 0.003
· Corrigé

X = variable aléatoire correspondant au nombre de voyageurs montant dans le train n°1

X suit une binomiale B(1600, 1/2)
Approximation de la loi de X par N(m = 800, (2 = 1600x1/2x1/2 = 400)
Soit n le nombre de places assises dans chaque train. On suppose n > 800.
Certains voyageurs restent debout lorsque : 
 (X > n )   OU   (X < 1600 – n )  (trop de voyageurs dans le train n° 2).

On veut limiter la probabilité de l'événement  { (X > n) ( (X < 1600 - n) }

P{ (X > n) ( (X < 1600 - n) } = P(X > n) + P(X < 1600 - n) = 
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Exercice 9

Un échantillon de taille n = 25 , la loi parente est une loi normale N(m,().

La v.a. 
[image: image33.wmf](

)

c

s

2

24

2

2

1

®

-

S

n


1)
On suppose que (2 = 9. Calculer 
[image: image34.wmf](
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2)
Quel est l’intervalle ]a,b[ à risques symétriques tel que P(S2 (]a,b[) = 0.95
3)
Idem pour n = 100

4)
On a observé pour n = 25 :
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L’hypothèse (2 = 9 semble-t-elle vraisemblable ?

· Corrigé

1)
On suppose que (2 = 9. Calculer 
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2)
Quel est l’intervalle ]a,b[ à risques symétriques tel que P(S2 (]a,b[) = 0.95

[image: image37.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

65

.

4

40

.

12

9

24

025

.

0

9

24

1

76

.

14

36

.

39

9

24

975

.

0

9

24

1

2

2

2

2

2

2

=

=

Þ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

<

-

=

<

=

=

Þ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

<

-

=

<

a

a

a

S

n

P

a

S

P

b

b

b

S

n

P

b

S

P

s

s


3)
Idem pour n = 100
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4)
On a observé pour n = 25 :
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La valeur observée pour s2 appartient à l'intervalle [ 4.65 ; 14.76 ] donc l'hypothèse est vraisemblable.
Exercice 10

Un échantillon de taille n = 25 , la loi parente est une loi normale N(m,().

On a observé :
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1) Rappeler la loi de la v.a. T définie par :
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Déterminer l’intervalle ] -t( , t( [ , symétrique par rapport à l’origine tel que 

P( T ( ] -t( , t( [ ) = ( = 0.95

puis :
P( T ( ] -t( , t( [ ) = ( = 0.98


2) Les valeurs observées vous semblent-elles compatibles avec m = 18 ?

· Corrigé

1) T suit une loi de Student à n-1 d° de liberté.
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définition d'une v.a. de Student 
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2) La valeur observée pour T :
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Donc 18 n'est pas compatible avec les observations (la variable aléatoire T prend des valeurs comprises entre -2.492 et 2.492 avec une probabilité de 98%.)

Exercice 11 - loi de Pareto

Soit les nombres réels :
 r > 0  et  c > 2, on définit la fonction :
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Vérifier que f(x) définit bien une loi de probabilité pour une variable aléatoire X > 0 et calculer  son espérance mathématique.
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De même :
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Convergence d'une suite de variables aléatoires

Exercice 1

Soit X une variable aléatoire d'espérance mathématique m = 1000 et d'écart-type ( = 2 .

1) En utilisant l'inégalité de Tchebychev, montrer que une réalisation de X sera comprise entre 980 et 1020 dans au moins 99% des cas.

2) Construire un intervalle centré sur m tel que X appartienne à cet intervalle dans au moins 96% des cas.
· Corrigé

1) P( |X - m| ( k ) ( 
[image: image47.wmf]k

2

2

s



(
P( |X - m| < k ) > 1 - 
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P(  |X - m| < 20 ) > 
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2) 
P(  |X - m| < k ) > 
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Exercice 2

La probabilité d'un événement A dans une expérience aléatoire est p = 0.3  On a réalisé n = 100 expériences indépendantes.

1) Construire un intervalle centré sur p contenant la fréquence empirique observée avec une probabilité d'au moins 0.95.

2) Même question avec n = 1000 expériences indépendantes.

· Corrigé

1) P( | Fn  - E(Fn ) | ( ( ) ( 
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D'où l'intervalle :
[ 0.253 ; 0.347 ]

2) 
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D'où l'intervalle :
[ 0.2851 ; 0.3149 ]

Exercice 3

Soit X une va d'espérance mathématique m = 200 et d'écart-type ( = 10 . On dispose d'un échantillon de taille n = 100 de cette variable X . 

1) Donner une majoration de la probabilité pour que la réalisation de la variable 
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 s'écarte de m d'une valeur de plus de 1% de m .

2) Calculer la probabilité de cet événement en utilisant une approximation de la loi de X.
· Corrigé

1)

[image: image55.wmf](

)

0

2

2

®

£

³

-

a

s

a

n

m

X

P



[image: image56.wmf](

)

25

.

0

4

100

100

2

01

.

0

2

2

=

´

=

£

=

=

³

-

a

s

a

n

m

m

X

P


2)
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Exercice 4

Soit Z une variable aléatoire binomiale B(n = 160 , p = 0.4)

1) Calculer E(Z) et V(Z) 

2) Construire un intervalle de la forme [ 64 - ( , 64 +  ( ] contenant Z avec une probabilité de 0.98
· Corrigé
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Exercice 5

Soit Z une variable aléatoire binomiale B(n = 160 , p = 0.05)

1) Calculer E(Z) et V(Z) 

2) Construire un intervalle de la forme [ 8 - a , 8 + b ] tel que :
P(Z < 8 - a) = 0.1
et
P(Z < 8 + b) = 0.9
· Corrigé

Approximation par une loi de Poisson (Cas où p est petit)
B( n ; p ) 
P( (=np)
avec : n > 50,

 p < 0.1 ou p > 0.9

E(Z) = np = 8

P(Z < 8 - a) = 0.1
(
8 - a = 4
(
 a = 4

P(Z < 8 + b) = 0.9
(
8 + b = 15
(
 b = 7
Donc Z appartient à l' intervalle [ 4 ; 15 ] avec la probabilité 0.80

En utilisant l'approximation par une loi normale, on construit un intervalle de probabilité 0.80 (comme [ 8 - a ; 8 + b ] )
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