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PROBLÈME DE RECONSTRUCTION EN TOMOGRAPHIE

Problème Dire
te : Problème Inverse :f (x , y) trouver f1(x) et f2(y) f1(x) et f2(y) trouver f (x , y)APPROCHE DE SOLUTION AVEC LES COPULESDoriano-Boris Pougaza (CNRS-LSS-UPS) Copule et Tomographie 23 janvier 2009 3 / 19



GÉNÉRALITES SUR LES COPULESQU'EST CE QU'UNE COPULE ?1 EN STATISTIQUE (Abe SKLAR, 1959)Une 
opule est une fon
tion qui lie une loi multivariée à sesmarginales.2 PUISSANT OUTILS DE MODÉLISATION3 O�re plusieurs possibilités pour modéliser les lois marginales4 Solution pour les modèles non-Gaussiens5 Domaines d'appli
ation ré
entsDans les s
ien
es �nan
ières et é
onomiques (C. Genest, P. Embre
hts)En hydraulogie et séismologie (Harry Joe, 1994, Roger Cooke)En bioinformatique (Jong-Min Kim, Insuk Sohn, 2008)Doriano-Boris Pougaza (CNRS-LSS-UPS) Copule et Tomographie 23 janvier 2009 4 / 19



GÉNÉRALITES SUR LES COPULESDÉFINITIONUne 
opule bivariée C est une fon
tionC : [0, 1] × [0, 1] −→ [0, 1]
(u, v) −→ C(u, v)ave
 les propriétés :1 C(u, 0) = 0 = C(0, v),2 C(u, 1) = u et C(1, v) = v ,3 C(u2, v2) − C(u2, v1) − C(u1, v2) + C(u1, v1) ≥ 0,pour tout 0 ≤ u1 ≤ u2 ≤ 1 et 0 ≤ v1 ≤ v2 ≤ 1 ,4 C(u, v) ≤ min {u, v} ,5 C(u, v) ≥ max {u + v − 1, 0} .Doriano-Boris Pougaza (CNRS-LSS-UPS) Copule et Tomographie 23 janvier 2009 5 / 19



GÉNÉRALITES SUR LES COPULESDENSITÉ D'UNE COPULELa densité 
 d'une 
opule bivariée di�erentiable est :
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∂2C (u, v)

∂u∂v ,la densité 
 est uniforme :1 ∫∫ 
(u, v)du dv = 1 et de plus2 ∫ 
(u, v)du = 13 ∫ 
(u, v)dv = 1.
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GÉNÉRALITES SUR LES COPULESTHÉORÈME DE SKLAR (1959)Si F est une fon
tion de repartition bivariée dont les marginales sont F1 etF2. Alors il existe une 
opule C telle que :F (x , y) = C (F1(x),F2(y)). (1)Si de plus les fon
tions marginales sont 
ontinues, alors la 
opule C estunique, et est donnée parC (u, v) = F (F−11 (u),F−12 (v)). (2)Autrement C est déterminée sur le produit 
artésien Im F1 × Im F2.Ré
iproquement, pour des fon
tions univariées F1, F2 et pour une 
opuleC , la fon
tion F donnée par (1) est une fon
tion de répartition bivariéedont les marginales sont pré
isement F1 et F2.Doriano-Boris Pougaza (CNRS-LSS-UPS) Copule et Tomographie 23 janvier 2009 7 / 19



GÉNÉRALITES SUR LES COPULESAPPLICATION DU THÉORÈMESi C est une 
opule à partir du théorème de Sklar, on obtient les relations :f (x , y) = f1(x)f2(y)
(F1(x),F2(y))


(u, v) =
f [F−11 (u),F−12 (v)

]f1 [F−11 (u)
] f2 [F−12 (v)

]
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GÉNÉRALITES SUR LES COPULESCOPULES ÉLLIPTIQUES1 Copule Gaussienne : à un paramètre ρ

ΦΣ : fon
tion de répartition d'une loi gaussienne bivariée,
Σ : matri
e de 
ovarian
e, et ρ le 
oe�
ient 
orrelationCρ(u, v) = ΦΣ

(

Φ−1(u),Φ−1(v)
)2 
opule de Student à deux paramètres ρ et νtΣ,ν : fon
tion de répartition d'une loi bivariée de Student,

Σ : matri
e de 
ovarian
e, et ρ le 
oe�
ient 
orrelation
ν : le degré de libertéCρ,ν(u, v) = tΣ,ν

(t−1
ν (u), t−1

ν (v)
)
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GÉNÉRALITES SUR LES COPULESCOPULES ARCHIMÉDIENNESPour ϕ une fon
tion 
onvexe et dé
roissante telle que ϕ(0) = ∞,
ϕ(1) = 0 : C (u, v) = ϕ−1 (ϕ(u) + ϕ(v)) .Importan
e : L'étude de dépenden
e multivariée est réduite à 
elle d'unefon
tion univariée ϕ.Quelques exemples :1 Copule de Clayton (1978) : à un paramère non nul α ∈ [−1,∞)Le générateur ϕ(t) = 1

α
(t−α − 1)C (u, v ;α) = max(

[u−α + v−α − 1]−1
α , 0)2 Copule de Gumbel (1960) : à un paramètre 0 < α ≤ 1.Le générateur ϕ(t) = ln(1− α ln(t))Cα(u, v) = uv exp (−α ln u ln v) .Doriano-Boris Pougaza (CNRS-LSS-UPS) Copule et Tomographie 23 janvier 2009 10 / 19



GÉNÉRALITES SUR LES COPULESA QUOI RESSEMBLE LES COPULES ?
Copule de Gumbel pdf 
ontours Copule de Frank 
df
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GÉNÉRALITES SUR LES COPULESA QUOI RESSEMBLE LES COPULES ?

Copule 
ubique pdf Contours de la 
opule Gaussienne
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MÉTHODE D'ESTIMATION DES PARAMÈTRESESTIMATION DE PARAMÈTRES D'UNE LOI CONJOINTE1 Soit un é
hantillon {x i1, x i2} pour i = 1, . . . ,T2 Estimation des fon
tions marginales f1(x1|θ1) et f2(x2|θ2)3 Estimation de la loi jointe f (x|θ) ave
 x = (x1, x2), θ = {θ1, θ2, θ
} .

f (x|θ) = 
 (F1(x1|θ1),F2(x2|θ2)|θ
) f1(x1|θ1)f2(x2|θ2).
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MÉTHODE D'ESTIMATION DES PARAMÈTRESMAXIMUM DE VRAISEMBLANCE1 La vraisemblan
e s'é
rit :V(θ) =

T
∏i=1 
 (F1(x i1|θ1),F2(x i2|θ2); θ
) 2

∏j=1 fj(x ij ; θj),2 La Log-vraisemblan
e :
L(θ) =

T
∑i=1 log 
 (F1(x i1|θ1),F2(x i2|θ2); θ
) +

T
∑i=1 2

∑j=1 log fj(x ij |θj),
θ̂ = arg max

θ

L(θ)
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MÉTHODE D'ESTIMATION DES PARAMÈTRESINFERENCE FUNCTION FOR MARGINS (IFM)1 Etape 1 : Estimation séparée des paramètres de 
haque fon
tion marginaleVj (θj) =

T
∏i=1 fj (x ij |θj), j = 1, 2Lj(θj ) = logVj (θj ) =

T
∑i=1 log fj (x ij |θj).

θ̂j = argmax
θj Lj (θj) pour j = 1, 2,2 Etape 2 : Estimation des paramètres de la loi jointe

L(θ
 , θ̂1, θ̂2) =
T

∑i=1 log f (x i1, x i2; θ̂1, θ̂2, θ
)
θ̂
 = argmax

θ
 L(θ
 , θ̂1, θ̂2)Doriano-Boris Pougaza (CNRS-LSS-UPS) Copule et Tomographie 23 janvier 2009 15 / 19



MÉTHODE D'ESTIMATION DES PARAMÈTRESMESURES DE DÉPENDANCE1 ρ Spearman :ρ(X ,Y ) = 12∫∫ uvdC (u, v) − 32 τ Kendall : τ(X ,Y ) = 4∫∫ C (u, v)dC (u, v) − 1Quelques relations (S
hweizer et Wol�, 1981 et R. Nelsen, 2006)1 −1 ≤ 3τ − 2ρ ≤ 1,2 τ = 2
π
ar
sin(ρ) (dans le 
as d'une 
opule gaussienne )3 τ(X ,Y ) = 4∫ 10 ϕ(t)

ϕ
′(t)dt + 1 (dans le 
as d'une 
opule ar
himédienne)
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MÉTHODE D'ESTIMATION DES PARAMÈTRESESTIMATION BAYESIENNE1 La loi a posteriori est :f (θ | x) =
π(θ)f (x | θ)

∫

π(θ)f (x | θ) dθ

θ̂MAP = arg max
θ

f (θ | x) = arg max
θ

{L(θ) + log π(θ)} .

θ̂PM =

∫

θf (x | θ) dθ
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CONCLUSION SUR LES COPULES EN STATISTIQUE
CONCLUSION PARTIELLE1 Copule est une notion qui 
ara
térise la dépenden
e entre plusieursvariables2 Utilisation pour modéliser le lien entre des grandeurs observéesindépendament
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