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PROBLEME DE RECONSTRUCTION EN TOMOGRAPHIE

s
c®

Probléme Directe : Probléme Inverse :
f(x,y) trouver fi(x) et fa(y) fi(x) et f2(y) trouver f(x,y)

")
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APPROCHE DE SOLUTION AVEC LES COPULES
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GENERALITES SUR LES COPULES

QU'EST CE QU'UNE COPULE?

© EN STATISTIQUE (Abe SKLAR, 1959)

Une copule est une fonction qui lie une loi multivariée a ses
marginales.

© PUISSANT OUTILS DE MODELISATION
© Offre plusieurs possibilités pour modéliser les lois marginales
© Solution pour les modéles non-Gaussiens

© Domaines d'application récents

@ Dans les sciences financiéres et économiques (C. Genest, P. Embrechts)
@ En hydraulogie et séismologie (Harry Joe, 1994, Roger Cooke)
@ En bioinformatique (Jong-Min Kim, Insuk Sohn, 2008)
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GENERALITES SUR LES COPULES

DEFINITION

Une copule bivariée C est une fonction

C:[0,1] x [0,1] — [0,1]
(u,v) — C(u,v)

0g
a6

04

avec les propriétés :
O C(v,0) =0=C(0,v),
Q C(u,l)=u et C(l,v)=v,

Q C(Uz, V2) — C(Uz, V1) — C(Ul, V2) + C(Ul, V1) >0,
pourtout 0 <y < <let 0y <<l

a2

u,v) <min{u, v},

Q C(
Q C(u,v) > max{u+v—1,0}.
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GENERALITES SUR LES COPULES

DENSITE D'UNE COPULE
La densité ¢ d'une copule bivariée differentiable est :

Clayton Copula PDF = 0.32 POF contour pots

0?C(u,v) ’
Oudv ’

la densité c est uniforme :

o // c(u,v)dudv =1 et de plus
Q /C(u, v)du=1
o /c(u, v)dv = 1.

c(u,v) =

o o2 o4 06 08 1
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GENERALITES SUR LES COPULES

THEOREME DE SKLAR (1959)

Si F est une fonction de repartition bivariée dont les marginales sont F; et
F>. Alors il existe une copule C telle que :

F(va) = C(Fl(x)7F2(}/))' (1)

Si de plus les fonctions marginales sont continues, alors la copule C est
unique, et est donnée par

C(u,v) = F(FH(u), F5 H(v)): (2)

Autrement C est déterminée sur le produit cartésien Im Fy x Im F».
Réciproquement, pour des fonctions univariées F;, F» et pour une copule
C, la fonction F donnée par (1) est une fonction de répartition bivariée
dont les marginales sont précisement Fy et F».
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GENERALITES SUR LES COPULES

APPLICATION DU THEOREME

Si C est une copule a partir du théoréme de Sklar, on obtient les relations :

f(x,y) = A(x)fa(y)c(F1(x), F2(y))

C(U V) — f [Fl_l(u)7 F2_1(V)]
AR W) B[R H(V)]
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GENERALITES SUR LES COPULES

COPULES ELLIPTIQUES

© Copule Gaussienne : a un paramétre p

e Oy : fonction de répartition d'une loi gaussienne bivariée,
@ Y : matrice de covariance, et p le coefficient correlation

Co(u,v) = &5 (¢ (u), ®71(v))

© copule de Student a deux paramétres p et v
e ty, : fonction de répartition d'une loi bivariée de Student,
@ Y : matrice de covariance, et p le coefficient correlation
e v : le degré de liberté

Cow(u,v) =ts, (tu_l(u)> tu_l(v))
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COPULES ARCHIMEDIENNES

Pour ¢ une fonction convexe et décroissante telle que ¢(0) = oo,
p(1) =0:

Clu,v) = 7" (o(u) + (v)).

Importance : L'étude de dépendence multivariée est réduite a celle d'une
fonction univariée .
Quelques exemples :
© Copule de Clayton (1978) : a un paramére non nul a € [—1,00)
o Le générateur p(t) = 1 (t7@ — 1)

Clu,v;a) = max([u_a+ v — 1]%1 ,0)

© Copule de Gumbel (1960) : & un paramétre 0 < a < 1.
o Le générateur ¢(t) = In(1 — aIn(t))

Co(u,v) =uvexp(—alnulnv).
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GENERALITES SUR LES COPULES

A QUOI RESSEMBLE LES COPULES?

]
00 ] 0.2 04 06 08 1

Copule de Gumbel pdf contours Copule de Frank cde
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GENERALITES SUR LES COPULES

A QUOI RESSEMBLE LES COPULES? |
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Copule cubique pdf Contours de la copule Gaussiennk
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METHODE D’ESTIMATION DES PARAMETRES

ESTIMATION DE PARAMETRES D’UNE LOI CONJOINTE

O Soit un échantillon {x{,x}} pouri=1,..., T
© Estimation des fonctions marginales f1(x1|01) et f2(x2|602)
© Estimation de la loi jointe f(x|@) avec x = (x1,x2), @ = {61, 62,0.}.

f(x[0) = c (F1(x1|01), Fa(x2[02)10c) f1(x1]01) 2 (x2|62).
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METHODE D’ESTIMATION DES PARAMETRES

MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE

© La vraisemblance s’écrit :
T

HC F1 X1|01) F2 X2|02 H

i=1 j=1

N

O La Log-vraisemblance :
T

T 2
= "logc (Fi(x{[01), Fa(x}102): 0) + > ) " log £i(x}16)),
i=1 j=1

i=1

6 = arg max £(0)
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INFERENCE FUNCTION FOR MARGINS (IFM)

© Etapel: Estimation séparée des paramétres de chaque fonction marginale

H x10;), j=1,2

i=1

.
Lj(0;) = log V;(6;) = > _ log f;(x/|6)).
i=1

A

0; = arg meaij(Gj) pour j=1,2,
i

@ Etape 2 : Estimation des paramétres de la loi jointe
T

5(96791792) - Z Iog f(xll:vxé.;él)éZ)HC)

i=1

0. = arg max L(fe, 91, 92)
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METHODE D’ESTIMATION DES PARAMETRES

MESURES DE DEPENDANCE

© p Spearman :p(X,Y) =12 // uvdC(u,v) — 3

Q 7 Kendall : 7(X,Y) = 4// C(u,v)dC(u,v) — 1

Quelques relations (Schweizer et Wolff, 1981 et R. Nelsen, 2006)
Q —1<31r—2p<1,
© 7 = 2 arcsin(p) (dans le cas d'une copule gaussienne )

" 1
9 7(X,Y)= 4/0 :;,((tt))

dt + 1 (dans le cas d'une copule archimédienne)

v
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METHODE D’ESTIMATION DES PARAMETRES

ESTIMATION BAYESIENNE
© La loi a posteriori est :
m(0)f (x| 6)
/w(@)f(x 16)do

f(6]x)=

Opap = arg max f(6]x)=arg max {L(0) + logm(0)} .

Opn = /ef(x 10)do
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CONCLUSION SUR LES COPULES EN STATISTIQUE

CONCLUSION PARTIELLE

© Copule est une notion qui caractérise la dépendence entre plusieurs
variables

© Utilisation pour modéliser le lien entre des grandeurs observées
indépendament
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