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Chapitre 1

Le modele linéaire

1.1 Le modele linéaire standard

1.1.1 Introduction

Un modeéle de régression explique la valeur espérée E(y) d’une variable réelle y a partir
de conditions x observables et d’un parametre inconnu 3. Le modéle est linéaire si E(y) est
linéaire en [3. y est la variable & expliquer (ou variable endogene, variable dépendante), x
la variable explicative = (variable exogene, variable indépendante). Le fait que y est réelle
est important pour la définition du modele linéaire. Par contre x peut étre quantitative
(un vecteur de RP), qualitative (une variable de classe) ou mixte, des composantes de x
étant quantitatives, d’autres étant qualitatives.

Lorsque = € RP, on dit que = est un régresseur et on parle de modele de régression
linéaire : par exemple y est une vitesse de circulation coronarienne mesurée par effet
Doppler, et z = (X,T) ot X est le poids de I'individu et 7" son taux de cholestérol. Si
x est qualitative, on parle de modele d’analyse de la variance : par exemple y est un
rendement & I’hectare d’une culture et x = (X, Z) croise deux facteurs qualitatifs, X un
mode de culture et Z I'apport ou non d’un engrais azoté. Enfin, si x est mixte, on parle
d’analyse de la covariance : par exemple, y est une durée de survie a un cancer du sein et
x=(T,X)ouT est le traitement appliqué et X 1’dge d’apparition du cancer.

L’ajustement statistique, ou estimation du modele, se fait sur la base d’observations in-
dividuelles {(y;, x;),i = 1,n}, I'indice individuel ¢ étant remplacé par t lorsque les données
temporelles.

1.1.2 Le modéle linéaire standard

Supposons que les observations sont {(x;,y;),i = 1,n} et que z; € RP. Le modéle
linéaire standard traduit la dépendance linéaire de 'espérance en 3 = Y(3y, 8, -+ , ﬁp),
un parametre inconnu non-contraint de RP :

Yi = tl‘iﬂ+€i,i: 1.n (1.1)
On fait les hypotheses suivantes (H) sur les résidus (g;) :
(i) E(ei | ) =0,
(H.): < (ii) Var(g;) = o2 et
(ili) Cov(es,ej) =0sii # j
(i) les résidus sont centrés conditionnellement & z; (ii) ils sont de variances finies, toutes
égales & o2 (iii) ils sont décorrélés. On dit alors que ¢ est un bruit blanc (noté BB).
Lues sur les variables endogenes (y;,7 = 1,n), ces propriétés s’écrivent :
(i) B(y:) = '8, (i) Var(y:) = o2, (iii) Cov(yi,y;) = 0sii #j

Les parametres du modele sont 3 et 2. Ajuster le modele, c’est estimer ces parametres.
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4 CHAPITRE 1. LE MODELE LINEAIRE

Ecriture matricielle du modéle

Notons Y = (y1,ys, - ,_g{n) € R™ le vecteur des observations, ¢ = Y(e1,€2, -+ ,&5)
celui des résidus, X = (wij)};l’z = (X1, Xy, -+, X,) la matrice exogene n x p. La i-eme

ligne de X n’est autre que ‘z;, la transposée de la i-eéme condition exogéne x; € RP. X est
appelée la matrice du dispositif expérimental. La k-ieme colonne X; € R™ de X correspond
aux n réalisations de la k-ieme variable exogene x;;, ¢ = 1,n : Xj est le k-ieme vecteur
exogene.

L’écriture matricielle du modele (1.1) est :

(ML1):Y = XB+¢, E(e) =0 et Cov(e) = 021, (1.2)

E(e) = 0 est le vecteur des espérances des n coordonnées de €; Cov(e) est la matrice
n x n de terme (i,7) égal a Cov(e;,e;). La linéarité de I'espérance E(Y) en 3 s’écrit :
EY)=Xp8=>Y7%p3,Xk.

Identifiabilité du parametre 3

La paramétrisation E(Y) = X3 est identifiable, ou encore propre, si la décomposition
E(Y) = X3 sur les vecteurs exogenes X1, Xo, -+, X, est unique. Dans ce cas, (3}, s'in-
terprete comme la coordonnée de E(Y') sur la k-ieme exogene Xj. Cette condition équivaut
au fait que X1, Xo, -, X, sont linéairement indépendants dans R", ou encore que X est
de rang plein égal a p. Le sous-espace vectoriel £x de R™ engendré par X7, Xo, -, X}, est
alors de dimension p; c’est ’'espace auquel appartient la moyenne E(Y).

Non-identifiabilité. Sans identifiabilité, la représentation E(Y) = X en 3 n’est pas
unique et 8 n’est ni interprétable, ni estimable. Pour rendre une paramétrisation identi-
fiable, il suffit de sélectionner une sous-famille de régresseurs linéairement indépendants
qui engendrent ’espace de la moyenne Ex.

Paramétrisations équivalentes. (Z,7), ou Z est une matrice n X p et v € RP, est une
paramétrisation équivalente a (X, ) si E(Y) = X3 = Z~. Les modeles associés a 1'une
ou a l'autre des paramétrisations sont identiques. Seule l'interprétation des parametres
change. Si M est une matrice p X p réguliere connue, les paramétrisations (X, 3) et (Z,7),
avec Z = XM et § = M~, sont équivalentes.

1.1.3 Exemples de modeles linéaires

Example 1 Régression affine simple

Ce modele fait dépendre de fagon affine E(y;) en fonction d’une exogene z; réelle :

E(yi) = By + Bizis i =1,n

Notons 1 le vecteur de R™ dont toutes les coordonnées valent 1, x = (1,22, , 7). Le
modele s’écrit E(Y) = X3 avec X = (1,x) et 3 = (B, 3;). Deux variables exogenes, 1
et x, expliquent E(Y'). Le parametre (3 est de dimension 2. (3, est I'intercepte ou ordonnée
a 'origine, 3, la pente en z. La paramétrisation est propre des que deux valeurs x; sont
différentes. Une paramétrisation équivalente est E(y;) = §; + 817; avec 3 = By — 31T ol
T = % Z x;.

La régression linéaire sur x, E(y;) = 8,x;, i = 1, n, ne comporte qu’'un seul parametre

B1-

Example 2 Régression affine multiple

C’est la généralisation du modele précédent au cas de p exogenes x;1, Ti2,- - , Tip :
E(yi) = Bo + B1zin + Boia + -+ + Bpip, i = 1,n (1.3)
Ce modele dépend de (p + 1) parametres et admet pour matrice X = (1,Xy,Xg, -+ ,X,).

Le modele est identifiable si les (p + 1) colonnes de X sont linéairement indépendantes.
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Example 3 Modéle de courbe de croissance

Si Y; dépend d’une variable ¢ € R, une fagon de modéliser f(t) = E(Y;) est de décomposer
f(t) sur une base de fonctions connues x1(t), z2(t), -, zp(t) :

f) =E) =) Brax(t)
k=1

Si les observations ont lieu en ty,ts,--- ,t,, la matrice exogéne vaut X = (Xj), avec
Xik = xk(ti), i = 1,n et k = 1, p. Par exemple, le modele polynomial de degré 2 correspond
au choix z1(t) = 1, z2(t) = t et x3(t) = t2 : E(Y;) = By + B1t + Bot?, X = (1,t,t2). Le
modele est identifiable si 3 valeurs t; sont distinctes.

Example 4 Analyse de la variance a un facteur

C’est la situation ou l'exogene x € A = {a1,as2, - ,ap} est une variable de classe & p
modalités. Supposons que pour x = a; on dispose de n; > 0 observations y;;, kK = 1, n;,
ceci pour ¢ = 1, p. Le modele d’analyse de la variance s’écrit :

E(yx) =mi, k=1,n;;i=1,p

Le nombre total d’observations est n = >_¢_, n;, le parameétre 3 = *(mq,mg, -+ ,my). La
matrice X = n X p est constituée uniquement de 0 et de 1 :

1,, 0 --- 0
o 1, --- O
X = : o :
o --- 0 1,

Ce modele est identifiable. Cette structure particuliere de X conduit & une résolution
simplifiée de 'estimation qui sera étudiée au chapitre 2.

Example 5 Modéle d’analyse de la covariance
Certains régresseurs sont quantitatifs, d’autres qualitatifs. Par exemple, pour :
E(yix) = ai + bizig, k= 1,n;51=1,p

i repere la modalité qualitative (une CSP) et ;i est une variable réelle (le revenu). Ce
modele dépend de 2p parametres 8 = '(‘a,'b), a = Y(a1,a2, - ,ap), b= t(b1,ba, -+ ,bp).

Notant Yy = (y117y12a s Ylng s o Yply Yp2, o 7ypnp) et x; = t(l‘lial‘%a tee 7'1"711‘,2')’ on a:
1,, -+ O x| - 0
X = (Xg, Xp), avec X, = oo , Xp = : Lo
0 - 1, 0 - x,

Le modele est identifiable si pour chaque 1, il existe deux modalités exogenes différentes.
Example 6 Modélisation exogéne d’une série temporelle
Une série temporelle présentant une tendance 1" et une saisonnalité trimestrielle S est

modélisée par :

T(t) = a+bf1(t) + cfa(t)
S(t) - ﬂ[t}

[t] € {1,2,3,4} repere le numéro du trimestre de l'instant ¢ : il y a 4 parametres de

saisonnalités. La tendance a été décomposée sur trois fonctions 1, f1 et fo. Le nombre
de parametres apparents est 7 : 8 = Y(a,b, ¢, 81, B34, B3, 84). Mais sous cette forme 3 n'est

E(y:) = T(t) + S(t) avec par exemple : {
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pas identifiable : en effet les régresseurs 1,, S1,S52,53 et Sy (Sk(i) = 1 si ¢ est congru
a k modulo 4, Si(i) = 0 sinon, k = 1,4) sont liés puisque 1,=S; + Sz + S3 + Ss. Une
paramétrisation propre s’obtiendra par exemple en supprimant le régresseur 1, (et le
parameétre a associé) : le modele est de dimension 6 et non 7 comme aurait pu le laisser
croire la paramétrisation initiale. Une autre paramétrisation s’obtient en recentrant les
effets saisonniers, les parametres [ étant contraints par 5; + B9 + B3 + 34 = 0 et le
parametre a étant maintenu.

1.2 L’estimation par moindres carrés ordinaires

On supposera toujours par la suite que le modele est identifiable. L'estimation de
par moindres carrés ordinaires (MCO) est une valeur 5 qui minimise la somme de carrés

résiduelle :
n

SCR(B) = ||Y = XBII* = (v — ‘=:f)?
i=1
La fonction 8 — SCR([) est strictement convexe. En effet, la matrice % =2xtXX
est définie positive (notée dp') pulsque X est de rang plein : ﬂ est donc unique, annulant

le gradient de SCR(8), 75 SCR(B) =

sz Yi — mlﬁ ) =0, ou encore tXXﬁ

tX X étant inversible, I'estimation des MCO (notée EMCO) est :
B=(XX)'iXY (1.4)

Proposition 1 Estimation des MCO

(a) B estime sans biais 3 : E(8) = 8. Sa variance vaut : Var(3) = o2(* X X)~!

(b) Théoréme de Gauss-Markov : parmi les estimateurs linéaires et sans biais de (3,
UEMCO ﬁ est lestimateur de moindre variance? (en anglais, BLUE pour Best Linear
Unbiased Estimator).

(c) 3% = SCRG) _

~112
%_p HY — XﬁH estime sans biais 0.

Preuve :
(a) B est unique, donnée par (1.4). Posant A = ("X X)~! 'X, 3 = AY et donc E(B) =
AE(Y) = AX[( = [ : 0 est sans biais. Sa variance vaut (cf. § 14.1) :

Var(3) = AVar(Y) A =o?(*XX) "' x (' XX) x (*XX) ' =o2(‘XX)"

(b) Soit 8" = CY un autre estimateur linéaire et sans biais de [; la condition sans
biais se traduit par E(CY) = CXf3 = (3, soit CX = I,,. Ecrivant C' = A + M, on vérifie
que M'A = A'M = 0, et donc :

Var(p*) =0 'CC = c*{M'M + 'AA} = Var(B) + o> M'M

MM étant sdp, ﬁ est de moindre variance que b*.
(c) Interprétation géométrique de Y = Xﬁ et estimation de o>

M réelle et symétrique, de dimension p x p, est semi-définie positive (sdp) si pour tout u € RP,
tuMu > 0. Elle est définie positive (dp) si ‘uMwu > 0 pour tout u # 0.

Une caractérisation de la sdp (resp. de la dp) est la suivante : notons M (k) = (M;;)1<i,j<k la matrice
k x k extraite, k = 1,p; alors M est sdp (resp. dp) <= pour k = 1, p, det{M(k)} > 0 (resp. > 0).

2Deux estimateurs sans biais § et §* de § € R? peuvent étre comparés au moyen de leurs variances : ) est
de moindre variance que 8" si A = Var(6*) — Var(6) est sdp. Si p = 1, ceci équivaut & Var(6*) > Var(6).
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E(Y)=Xp appartient a x, l'espace de la moyenne de Y. B étant I'unique valeur min-
imisant |[Y — X8|, Y = X[ est la projection orthogonale de Y (vecteur de R") sur Ex
(sous-espace de dimension p). Soit P la projection orthogonale de R™ sur £x :

PY = X3 , soit P = X(*XX)"'tX

Q@ = I, — P est la projection orthogonale sur S)Jg, le sous-espace de R™ orthogonal a
Ex. Comme QX = 0, QY = Qe. Soit B une base orthonormale de R™ constituée d’une
base de £x complétée par une base de Ex : B = {f1, fa, -, fp | fo+1,"* » fa}. Dans B,
e=Qe="%0,0,---,0|ept1, -+ ,€,). On en déduit :

Var(Qe) = 02Q'Q = o2 < 8 Inop )

Donc, E(SCR(B)) = ||Qel]* = E( e?) = (n—p)o? : 5% estime sans biais de o2. .0

Pour un changement de parametre régulier § = M, M étant connue, TEMCO de 0
est 0 = Mg.
Example 7 Estimation d’une droite de régression

Considérons la régression affine : E(y;) = a + bx;,i = 1,n. Notons : T = %Zl Z;
et Var(z) = (23,27) — 72 = 1 3,(2; — 7)? la moyenne et la variance empirique des
_ 1 P | B W Cov(z,y)
z, Cov(w,y) = 3> wiyi —TY = 72 (i —T)(yi —7) et p(z,y) W
covariance et la corrélation empirique de x et y. X = (1,x) est de rang 2 si deux x; sont
différents. On a alors :

t _ n > i Ti t -1 _ 1 > x; - > i Ti
A= ( S > al > , (XX = n?Var(x) ( — > T n )
b= 70‘?25233;) a=7— bx, et 5% = Var(y){l — p(z,y)?}

La droite de régression estimée de yen x , est :

. _ . Cov(z,y)
Y=y Var(z)

La somme des carrés résiduels associée vaut
SCR =nVar(y){1 - p*(z,y)}

Cette somme est nulle si les n-points (z;,y;) se situent sur une méme droite : on retrouve
la le fait que la corrélation entre deux variables X et Y vaut +1 si il existe une liaison
affine presque sure entre les deux variables, +1 si cette liaison est positive, —1 sinon.

La variance résiduelle de la régression est estimée par %.

Puisque Var(g) = o?{nVar(z)}~!, & n fixé, la précision sur b est d’autant meilleure
que les x sont dispersés. Les deux estimateurs a et b sont non-corrélés si T = 0.

Pour le modele lindaire E(y;) = b, i = 1,n, b = SN/ S x? et Var(b) = o?{> x2} L.
La précision s’améliore si la dispersion de x autour de 0 augmente.

1.3 Le modele linéaire gaussien

Les seules hypotheses utilisées jusqu’a maintenant portent sur les espérances, les vari-
ances et les covariances des variables (y;). Pour aller plus loin dans I’étude statistique, par
exemple tester une sous-hypothése, valider un modeéle, construire un intervalle de confi-
ance sur un parametre, il faut ajouter une hypothese qui précise la loi des y;. Les modeles
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gaussiens permettent de répondre a ces questions : un modele linéaire est gaussien si pour
i1=1,n:
yi = 'xiB +¢ei, i = 1,n ot les g sont i.i.d. N'(0,02)
Les n observations sont gaussiennes et indépendantes?. Vectoriellement :
Y ~ No(X3,0°1,) (1.5)

olt Ny, (i, %) est la loi gaussienne sur R™ de moyenne u € R™ et de covariance %, une
matrice n x n (cf. § 14.2). (1.5) résume les trois propriétés suivantes :

(i) Pespérance de Y est X[3;
(ii) la variance de Y est 021, ;
(iii) Y est une variable aléatoire vectorielle gaussienne.

1.3.1 Lois des estimateurs (B, %)

Proposition 2 Propriétés de l’estimateur des MCO pour le modéle linéaire gaussien
(1.5).

(a) B, Uestimateur des MCO, est aussi l'estimateur du mazximum de vraisemblance
(EMV).

(b) Parmi les estimateurs sans biais, 'EMCO est l'estimateur de moindre variance (en
anglais, BUE pour Best Unbiased Estimator).

(c) 3 ~ Np(B,d?(EX X)) et 52 ~ Tf—jpx%_p E B et 2 sont indépendants.

Preuve :
(a) Les observations {y;,7 = 1,n} étant gaussiennes indépendantes, la log-vraisemblance

vaut :
n

1
1n(B,0%) = =5 {log 27 +log 0} — 5= > (i — 'w:B)”
2 202 -
A o fixé, estimateur des MCO maximise la vraisemblance : c’est 'TEMV.
Posons SCR = SCR(B). Un calcul direct de la dérivée en o> montre que 'EMV de o2

est Gapy = LSCR, d’espérance E (G3y) = “—P o2, Cet estimateur est biaisé mais converge

en espérance vers o2 si n — 00 : 3?\4‘/ est asymptotiquement non-biaisé.
(b) est une conséquence directe de I'inégalité de Cramer-Rao (cf. Annexes), la matrice

d’information de Fischer valant :

Pl(B,0%), 1 < 1t
1

(c) B = AY étant une transformée linéaire d’une variable vectorielle gaussienne, B est
gaussienne (cf. § 14.2). Sa moyenne et sa variance ont été identifiées. On a donc le résultat
annoncé pour la loi de §. D’autre part (n — p)5? = Zz i 6]2. Puisque ¢ = Qe est une
variable gaussienne centrée de covariance

2(0 0
0 I,

les variables (e;) sont normales centrées et indépendantes, de variance o2. La variable
(n — p)&? suit donc une loi o?xZ_, (pour la définition de la loi du x* & p degré de liberté
(ddl), cf. § 14.3). R

Reste & établir 'indépendance de 3 et 2. On a le résultat plus fort suivant : e = Qe et
@ sont indépendants. (e, ﬁ) étant un vecteur gaussien, il suffit de vérifier que Cov(e, @) =0.
Puisque e est centrée et que QX =0, on a :

Cov(e, B) = E[Qe {(*!XX) ' 'Xe}] = a2QX ("X X) 1 =0

52 étant une fonction de e qui est indépendant de E, 52 et B sont indépendants. ..... [l

3Pour un vecteur gaussien, la non-corrélation des coordonnées équivaut & I’indépendance.
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1.3.2 Le test de Student
Test sur une coordonnée de (3

On veut tester, pour a un réel connu : (Hy) : 85, = a contre (Hy) : B}, # a.

La variance de 3, valant 02(3;) = o2{(‘{XX) Y}, N = %kﬁ;‘; suit sous (Hp) une loi
9Pk

normale réduite, loi notée A'(0,1). La variance o2 étant inconnue, on la remplace par son
estimation &2.

Proposition 3 Sous (Hy), T = % suit une loi de Student a (n — p) d.d.l.
9Pk

Preuve :
_ Br—a j5(Bk)

. Puisque &2 est indépendant de B, T est, sous (Hp), le quotient d’une
o(Br)" o(By)

2
variable AV/(0,1) et d’une variable fl"_’pp , les deux variables étant indépendantes. T suit,

sous (Hp), une loi de Student & (n — p) degré de liberté (pour la définition de la loi de
Student, voir le § 14.3). ..o O

La région de rejet de (Hy) pour lalternative bilatérale (Hy) au niveau « est :
1
Ra = {72 t(n —p, L)
t(q, o) est le quantile de la loi de Student T, & ¢ ddl défini par P(T; > t(q,a)) = a. Si

lalternative est unilatérale {3, < a}, la région de rejet est Ry = {T' < —t(n — p,a)}.
L’intervalle de confiance bilatéral pour (3, au niveau (1 — «) est :

B — /X X) Tt x tn — p, 3), By + 3y/[TXX) s x b — p, 3]
Test sur une combinaison linéaire de (3
Soient b € RP, b # 0, et a € R donnés. Pour tester :
(Hp) : 'bB = a contre (Hy) : b3 # a
on utilise la statistique 7" suivante qui suit une loi de Student & (n — p) ddl sous (Hp) :

- tbﬁ—a

CGV(XX) b

Test sur la variance résiduelle o2

52 . . -
Pour o¢ > 0 une valeur connue, S? = (n — p)Z suit une loi du X%—p‘ La région de
0

rejet du test de (Hp) : 0 = 0 contre (Hj) : 0 # o est donc :

a «
R ={S" > q(n —p,5)}U{S* <q(n—p,1-3)}
Le quantile q(m, a) est caractérisé par P(x2, > q(m,a)) = a. Pour I'alternative unilatérale
(H}) : 0 > 09, la région de rejet est {S% > g(n — p,a)}. L’intervalle de confiance bilatéral
pour o2 au niveau 1 — a est :

[ n—p 6_\2 n—p 6_\2]
Q(n_l%%) ’q(n—p,l—%)
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1.3.3 Le test de Fisher

Sous-modéle linéaire.
Le test de Fisher est le test central pour I’étude des modeles linéaires gaussiens. Il généralise
le test de Student au cas d’une sous-hypothese linéaire générale. Considérons deux modeles
linéaires gaussiens pour ’observation Y,

Q) : Y ~ N, (XB,0%I,), 3€RP et
(W) Y ~Nu(Zv,0%L,), v € RY

On dit que (w) est un sous-modéle linéaire de (€2) si son espace de la moyenne £ est un
sous-espace vectoriel de Ex. Deux situations conduisent & la définition d’un sous-modele :

e on spécifie 0 = H~ a partir d’'un parametre + de plus petite dimension ¢, H
étant une matrice p x ¢ connue de rang ¢ (Z vaut alors X H). Par exemple, dans une
analyse de la variance ou la condition ¢ est repérée par une condition x; réelle, la moyenne
; peut étre spécifiée de fagon affine par une régression (w) :

(Q)E(ylj):,uz?.] 1”17 1p7 et( ) Mzza—i_bxh@:l:p
Les parameétres sont 8 = “(uy, o, -+ , itn), ¥ = t(a,b), ¢ =2, et H = (1,x%).

ee On impose 7 = p—q contraintes linéaires sur 3, ces contraintes étant linéairement
indépendantes. Par exemple (w) : 5; = [y et 5; + 2063 =0 (¢ = 2).

La statistique de Fisher.
La construction de la statistique de Fisher permettant de tester (w) dans (2) est naturelle :
on estime Y sous 'un et ’autre modele, YQ =X 59 et Yw =X [3 puis on évalue I’écart

HYQ — YwH . Si, relativement a JQ, cet écart est grand, on rejette (w). La statistique de
Fisher est : )
Ay, Vv
oo Bl
- =2
o0

Proposition 4 La statistique F' vaut encore :

(SCR(w) = SCR(Y)/(p — q)

B =TSR —p)

Sous (w), F suit une loi de Fisher a (p—q) et (n —p) ddl (pour la définition de la loi de
Fisher, cf. § 14.8). La région de rejet de (w) au niveau o est :

Ry ={F> f(p—q,n—p;a)}

ou f(r,s;a) est le a-quantile de la loi de Fisher, P(Fy.s > f(r,s;a)) = a.

Preuve : )

= SCR(w) — SCR(Q) et 65 =
SCR(Q)/(n — p). Pour identifier la loi de la statistique, commengons par démontrer le
résultat suivant :

L’expression de F' découle des identités H}/}Q — ?w‘

Lemma 5 Soient Z ~ Np(u,0%1,,) une variable gaussienne de R™, £ un sous-espace
vectoriel de R™ de dimension p, 0 < p < m, P et (I — P) les projections orthogonales sur
EetEL et Z=PZ+(I—P)Z. Alors :

(a) PZ et (I — P)Z sont deux vecteurs gaussiens indépendants, PZ ~ Ny (uy,0%I,)
avec g = P, et (I — P)Z ~ Ny—p(tig, 0% I;m—p) avec py = (I — P)p.

(b) |PZ||? et |(I — P)Z||* sont des o2x' décentrés (cf. Annexes) indépendants respec-
tivement a p et m — p ddl.
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Preuve du lemme :
D’une part la transformée linéaire d’une gaussienne est une gaussienne; d’autre part,
puisque Cov(PZ, (I — P)Z) = 0?P *(I— P) = 0?P(I — P) = 0, les deux vecteurs gaussiens
PZ et (I — P)Z sont indépendants. . ............ooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii . O

Suite de la preuve : on applique le lemme & Z = (I — P,)Y et & P = (Pq — P,),
obtenant la décomposition (I — P,)Y = (I — Pq)Y + (Pq — P,)Y dans R™ oum =n —q.
11 suffit alors de constater que :

(i) SCR(Q) = ||(I — Po)Y||* est un 02x%(n — p) centré (en effet p; = 0).

(i) SCR(w) — SCR(Q) = ||(Po — P,)Y||? est une o2x2(p — q) centré (E(Yq) =
E(Y) sous (w)) indépendant de SCR(2). Sous I'alternative, ce x? est décentré, de parametre
de non centralité \2(3) = 5 |X8 - PX3|%. e O

Commentaires sur le test de Fisher.

(1) Le nombre de ddl du numérateur (p — q) correspond a la “chute” de dimension
entre () et (w). (n — p) est le nombre de ddl résiduels pour estimer la variance dans (£2).

(2) Si ¢ = p—1, (w) peut s’écrire & partir d'une contrainte linéaire ‘b3 = 0. La
statistique de Fisher Fy ,_, n’est autre que le carré de la statistique de Student, F' =T, ,%_p.

(3) Sécurité dans la décision. Si on rejette (w), c’est toujours avec sécurité, le risque
d’erreur (ou risque de premiere espece du test, ou probabilité de rejeter a tort (w)) valant
a. Au contraire, si on retient (w), il faudra examiner la puissance du test pour prendre
la décision avec sécurité. La fonction puissance du test est définie par P(3) = Pg(Ra),
G € (). Pour le test de Fisher, la puissance s’obtient & partir de la distribution d’une loi
de Fisher décentrée F'(p — q,n — p; A(B)) (pour la définition, cf. § 14.3) de parametre de
non-centralité A2(3) = 4 | X8 — P,(XB)||* (A2(8) = 0 sous (w)). La puissance, définie

[oa
sur I’ensemble des alternatives 8 € Q\w, vaut :

Pr(8) = P{F(p—q,n—p;\*(8)) > f(p— ¢,;n — p;a)}

Deux types de table (Hartley-Pearson et Fox) permettent d’évaluer P(f3). Ces tables se
trouvent dans les ouvrages spécialisés.

(4) Ezemple de calcul de paramétre de non centralité
(i) Analyse de la variance a 1-facteur :

(Q) ryij =mi +¢e45, j = 1,nit, i = 1,pet (w) : mj =a+bx; pour i = 1,p et z; une
variable de controle réel. Un calcul simple donne A\?(m) = % > ni(m; —m)?* ot T est la
moyenne pondérée des (m;).

(ii) Regression affine : notons (w) la sous hypothese b = 0. Alors A%(a,b) = & 3 (xi — 7).

1.3.4 Test de Wald, ellipsoide de confiance sur [
Test de Wald

Soient p et ¢ deux entiers, 0 < ¢ < p, C' une matrice (p—q) X p de rang (p—q) et ¢ € RP™4
des quantités connues. On veut tester :

(w): CB =c contre () : CB # ¢

ESous (w), (CB—c) ~ Np—g(0,0%C(EX X)~1C). Utilisant le lemme donné ci-dessous, on
a:
HOB — ){C(XX) "1t C)} L (CB — ¢

OB fOCX NN (OB

(p—q) o (@)
W est la statistique de Wald. La statistique de Wald présente deux avantages en compara-
ison de la statistique de Fischer : elle fait intervenir uniquement l’estimation dans () et
elle est valable pour une sous-hypothese affine ¢ # 0.

w




12 CHAPITRE 1. LE MODELE LINEAIRE

Lemma 6 Si Z ~ Ny, (0,V) et si V est inversible, alors '1ZV =17 ~ x2,.

Preuve :
V=1 comme V est une symétrique, dp : il existe donc A de méme taille telle que V1 =
tAA (). Donc, tZV1Z = ||AZ||®. Le résultat est alors une conséquence du fait que
AZ ~ Ny (0, 1) puisque, en effet, Var(AZ) = AV A =1Tp. oo O

Ellipsoide de confiance sur

Puisque (B—ﬁ) ~ Np(0,02 (!X X)™1), le lemme précédent montre que HB—B) X X(B—F)

o2 ~
X;% sous (02). Ainsi, un ellipsoide de confiance sur [ est
~ 2 )
Er-a(B) = {||X B - 9)|| <o*aln-pia)
1.3.5 Exemples d’utilisation du test de Fisher
Example 8 Test de rupture de modéle
Considérons une série temporelle modélisée sur deux périodes par :
Q) Période 1 : Yy = N,,(X16(1),021,) avec 3(1) € RP, n observations
"\ Période 2 : Yo = Npp(X2B(2),0231,) avec 3(2) € RP, m observations
les deux séries étant indépendantes. Notant Y = ¢(*Y],! ¥3), le modele s’écrit :
X1 0 B(1)
E(Y) =
¥) ( 0 X2><5(2)
La sous-hypothéese d’absence de rupture entre les deux périodes se traduit par :
(w): ol =03 et B(1) = B(2)
Le test de (w) se fait en deux temps :
e On teste d’abord I'égalité des variances 03 = 03 en utilisant la statistique :
SCRq(1)/n—p
G= ~ Fn—pm-—p
SCRqa((2)/m —p (@) ( )
en spécifiant la région de rejet selon que 'alternative est unilatérale ou bilatérale.
ee Si on retient a% = a%, la variance commune o2 est estimée par m»SCRQ,

ou SCRq = SCRq(1) + SCRq(2). On teste alors 5(1) = [(2). Cette égalité définit un
sous-modele linéaire (w) de dimension p. La statistique de Fisher vaut :

L(SCR(w) — SCR(Q))
= _gorm of®ntm-w

n—+m-—2p

Example 9 Non-significativité des exogénes et coefficient de corrélation multiple R?l

4Une matrice M symétrique réelle étant diagonalisable sur R admet la décomposition spectrale M =
tPDP : P, la matrice dont les colonnes sont les vecteurs propres, peut étre choisie orthogonale; D est la
matrice diagonale des valeurs propres. Si M est sdp, les valeurs propres sont > 0. Il suffit alors de prendre
A=D3p pour obtenir M = *AA.
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Considérons le modele de régression multiple (1.3) :
(Q) : E(y;) = Bo + Brxir + Bowiz + - + BpTip, i =1,n
Les variables exogeénes x sont non-significatives si pour tout i, E(y;) = 0 :
(wo) : By =Py =--=0,=0
La statistique du test de (wq) est :

_ {SCR(wo) - SCR)}/p _

F p,n—p
SCR@/(n—-p) G’ PP
Dans (wo), By =7 et Y., = 1. Définissons :
e IR [¥o- 7 | scm@)
SCT:Wh%—Km ,SCE«n:{hb—};) ot RY = —r =T
HY—mO

SCT est la somme des carrés totale, SCE(f2) la somme des carrés expliquée par (£2). R3
est toujours < 1, d’autant plus proche de 1 que (€2) explique bien y. Quelque soit le modele
(wo) C (w) C (), on a toujours : SCT = SCE(w) + SCR(w).

Proposition 7 Coefficient de corrélation multiple et test F

(1) R% est appelé le coefficient de corrélation multiple entre Y et (X1, Xa,+++, Xp).
C’est le carré de la corrélation entre Y et }/}Q R?l est une mesure de la qualité de l’ajuste-
ment de Y par ().

. ss . _ n—(p+1) R2
(2) La statistique F' du test de (wo) dans (Q2) s’écrit F' = =—-= X 1_1‘%.

Preuve : R
(1) (Yo — Yu,) étant la projection orthogonale de (Y —Y,,,) sur £x, on a :

~ ~ ~ ~ ~ ~ 2
, (Yo=Y V=%)  (Yo-TooV=-Ya)
-RQ:: = ) ::p(}:}h)

2 ~ 12 = =
)h—no Hy—nome—no
(2) Le calcul de F & partir de R3 résulte d'un calcul direct.  .............ccoooi... O

Plus généralement, la statistique de Fisher du test de (w) dans (Q2) s’explicite & partir
des deux coefficients de corrélation multiples R2 et R :

o _ "= dim(2) " R% — R?
dim(Q2) —dim(w) =~ 1-— R

On retrouve la forme particuliere du test de (wg) dans () puisque R2, = 0.
Example 10 Test de non-corrélation pour un couple gaussien

La remarque précédente permet de construire un test de non-corrélation pour un couple
gaussien. La question est la suivante : soit Z = (X,Y) un couple gaussien et {z;,i = 1,n}
un n-échantillon de Z. Comment tester que p(X,Y) = 07 Commengons par rappeler le
résultat important suivant concernant la loi conditionnelle pour un couple gaussien (cf. §
14.2) : soit Z = (X,Y’) un couple gaussien,

2
. 01 pPoO102
Z ~ Na{(m1,ma); ( o105 o2 >}, oretog>0et [p| <1



14 CHAPITRE 1. LE MODELE LINEAIRE

La loi de Y conditionnelle & (X = z) est : L(Y | X = z) ~ N(a + bz, 0?) :

e l'espérance conditionnelle est affine en z(°);
e la variance conditionnelle est indépendante de z : 02 = 03(1 — p?);
e la loi conditionnelle est gaussienne.

Y conditionnelle & X suit donc le modele linéairep gaussien (2) : Y = a+bX +¢. Dans ce
modele, p = 0 équivaut a (wg) : b = 0. On peut donc tester p = 0 en utilisant la statistique
de Fisher F' du test de (wg) : b =0,

/p\2
F=n-2)—— NF(ln—Q)
1—7p° p=0
~2 {Z (xz x)('yz y)} X
P = s, w2 ot la corrélation empirique entre les (y;) et les (x;). Le test de

non-corrélation pour un couple gaussien repose donc sur une loi de Fischer F'(1,n —2), ou
encore, en prenant sa racine carrée, sur une loi de Student 7T;,_» :

e S

1_/\2

Les 2 ddl perdus (n — 2) s’expliquent par 'estimation des deux parametres auxiliaires a
et b.

Remarque : si p # 0, on obtient un intervalle de confiance asymptotique (n grand) sur
p de la facon suivante. La distribution de p étant fortement dissymétrique (en effet p est
contraint & appartenir a [—1,+1]), et Var(p) = g%ﬁ dépendant de p, on considere la
transformation

1. 147
— Zlog P
FT98T S
On alors, z ~ N(%logi—fﬁ %Ll)’ — 3) lapproximation étant bonne & partir de

n = 20. On en déduit alors un intervalle de confiance sur p en considérant I'application
inverse permettant de remonter de z & p.

1.3.6 Prédiction dans un modele linéaire gaussien

Supposons que () : Y ~ N, (XB,0 oI ) ﬂ € RP est estimé sur la base de n ob-
servations {(zi,v;),7 = 1,n}, ’EMCO ﬁ et 52. Soit x = Y(z1,2,- -+ ,xp) une nouvelle
condition exogene : comment prédire au mieux E(yw) = ﬁm, Yy €tant la réponse associée
a la condition x ? On supposera que ¥, est indépendante des {y;,7 = 1,n}.

Proposition 8 La prédiction sans biais et de variance minimum de E(yy) = Bz est
tBx. L’erreur de prédiction est cf{ te(*X X)) 'z}, Llintervalle de confiance symétrique
pour Bz au niveau (1 — ) est ['fx £5/{ ta(*XX)Tx} x t(n —p, 9)].

R Preuve : R

3x estime sans biais '8z et Var({8z) = taVar(B)z = o2tz(*XX) 'z, Soit ‘Y une
autre prédiction linéaire. Elle est sans biais si ‘cX = fz. Soit P = X(!XX)7 11X le
projecteur orthogonal de R™ sur £x. Au sens des matrices sdp, P < I, : en effet, Vu € R",
tu(I, — P)u = ||(I, — P)ul|* > 0. L’optimalité de ‘Gz résulte de la minoration :

Var(teY) = o0 tec = 0% telye > 0? e X (X X) M Xe = Var(tgx)

L’erreur de prédiction et l'intervalle de confiance sur !Bz s’obtiennent alors & partir de la
loi de b Bm. [l

Remarquons que si on doit propser une pred1ctlon pour y sachant x, on proposera
encore tﬁx = 1. Mais, cette fois ci, il faut ajouter O‘ a l'erreur de prédiction puisque en
effet y —y =48 — ﬂ) + € ou ¢ est indépendant de ﬁ

5C’est la droite des moindres carrés : E(Y | z) = a+bx = E(Y) —b(z — E(X)) avec b = pE = Cov(@.y)

Var(z)
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1.4 Exercices sur le modele linéaire

Sauf mention du contraire, les résidus des modeles considérés sont i.i.d. gaussiens.
Des exercices et données associées viennent du livre de Bernard Prum : Modéle linéaire :
comparaison de groupes et régression, Les éditions de PINSERM (1996)

Exercise 1 Croissance d’une colonies de bactéries

On mesure la taille de colonies bactériennes sur des boites de Petri x jour apres ’ense-
mencement. On a de bonnes raisons de penser que y, le logarithme du rayon de ces colonies,
croit linéairement avec x. Le tableau suivant donne les mesures faites :

y J=] y |
6.68 11| 17.01
8.94 12 | 15.51
5.91 12 | 16.00
13.22 || 12 | 12.39
9.90 13 | 14.48
6.34 15 | 14.62
4.51 16 | 13.58
8.72 18 | 10.74
13.63 || 20 | 20.89
12.34 || 20 | 16.92

||| wlw NN~ R8s

On en déduit : Yo = 183, Y22 = 2503, Y.y = 242.51, > ¢y? = 3296.91 et > ay =
2639.82.

(1) Estimer la droite de régression affine : y = ax + b ainsi que la variance résiduelle.
Quelle est la corrélation entre x et y. En donner un intervalle de confiance.

(2) Quelles sont les variances des estimations de a et b. Donner les intervalles de
confiance pour a et b ainsi que ellipsoide de confiance pour (a,b).

(3) Avec quelle précision prédira-t-on : (a) E(y) pour  donné; (b) y pour x donné.
Représentez graphiquement ces deux zones de confiance en fonction de z > 0.

(4) Représenter graphiquement les données {(x;,y;),7 = 1,20}. Estimer “graphique-
ment” la droite de regression. Faites vos remarques sur le modele retenu et les estimations
obtenues. Utilisant le résultat de (3)-b, tester que la 4°™¢ données (z,y) = (2, 13.22) est
aberrante.

(5) T.P. :Retrouver ces résultats numériques en utilisant R (estimations, ecarts types,
SCR...)

Exercise 2 Cycle biologique circadien (cycle sur 24 heures)

L’activité de la faune microbienne d’un marais d’Afrique équatoriale dépend de T
I’heure de la journée, en particulier a cause des variations de lumiere et de température.
Trois journées de suite, on mesure a chaque heure cette activitée Y en quantité de méthane
dégagée. Le tableau suivant donne les résultats (en cm?® de méthane),
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Heure | J1  J2  J3 Heure | J1  J2  J3
1 1564 139.8 148.0 13 [ 821 119.0 144.0
2 538 1038 995 14 || 2088 124.8 168.9
3 51.6 152.8 1232 15 | 215.1 148.0 209.2
4 978 1505 725 16 || 207.7 2255 150.7
5 | 1057 1131 952 17 || 1674 168.9 205.7
6 97.7 1105 844 18 | 146.3 1464 2116
7 | 69.9 8L1 854 19 || 199.8 203.8 230.0
8 741  52.8 1223 20 143.4 1739 168.6
9 | 1039 899 454 21 | 1189 160.4 1755
10 137.1 106.6 112.6 22 111.2 1294 119.3
11 | 1411 131.6 80.0 23 | 1439 1729 904
12 | 1157 754 1181 24 | 61.0 68.7 80.1

L’heure 1 correspond au coucher du soleil (19h) et 1 & 12 aux heures de la nuit; ’heure
13 correspond au lever du soleil (7h) et 13 & 24 aux heures du jour.

(1) On suppose que le cycle circadien, périodique, se traduit par une variation si-
nusoidale autour de la moyenne p :

(H) :yr =p+a sin(wl) +ep, T =1,72

olw = 3—2. Notant s7 = sin(w7T), les données donnent : > s =0, > s> = 36, >y = 9300.4,
> sy = —1687.07. Estimer cette régression. On obtient SC R(Hz) = 77683.53. Donner un
I.C. pour a.

T.P. : déclarer ce modele sous R et retrouver les résultats annoncés (estimuation des
coefficient, leurs variances et covariances, SCR....).

(2) Un spécialiste prétend que les cycles nocturne et diurne sont différents et suggere :

yr = m + bsin(wT') + e, les heures la nuit
yr = m + csin(wT’) + e, les heures le jour

() {

On trouve SCR(H3) = 68015.79. Que conclure ?

retrouvez les résultats annoncés en utilisant R. Donner les estimations, variances et
covariances des 3 parametres. Représentez graphiquement les données ainsi que les deux
ajustements.

(3) On propose de modéliser le cycle périodique par le modele d’analyse de la variance,

(Hoa) tyrj=mr+er;, T=1,24et j=1,3

Utilisant R, estimer ce modele et tester la validité de (Hs).
(4) Proposer un modele permettant de tester qu’il n’y a pas de différence significatives
entre les 3 jours. Effectuer ce test.

Exercise 3 Nombre de lymphocytes T4

On mesure le nombre de lymphocytes T4 chez des patients sida avéré traités selon
trois thérapies, appelées simplement 1, 2 et 3.

(1) On commence par se demander si les espérances mq, mg et mgz du nombre Y de
lymphocytes T4 sont les mémes ou non pour les trois thérapies On donne :

| H thérapie 1 ‘ thérapie 2 ‘ thérapie 3 |
n 20 30 25
SY 10 970 15 866 12 616

SY? || 6697908 | 9550 638 | 7 130 500

Poser le test (Anova a 1 facteur) et conclure. Estimer la variance résiduelle.
(2) On convient qu’il faut prendre en compte le temps T écoulé depuis 'instant ou
s’est avéré le sida. Les données sont :
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|| thérapie 1 ‘ thérapie 2 | thérapie 3 ‘

n 20 30 25
ST 2 080 2 681 2 062
ST? 390 810 415 793 248 140
SY 10 970 15 866 12 616
SYT || 798 350 970 261 799 507
SY? || 6 697 908 | 9 550 638 | 7 130 500
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On considere d’abord globalement les trois thérapies et on modélise Y par (Hs) :
E(Y) = a+ bT. Comparer au modele de la premiere question et commenter. Tester b = 0
contre b < 0.

(3) La question que 'on se pose en fait est l'influence de la thérapie sur la croissance
du taux de lymphocytes. On considére donc le modele (Hy) :

(H) : EY;1r) =a+bT pour i =1,2,3

Expliquez pourquoi a a été choisi identique pour les trois thérapies. Estimer les 4 parametres
ainsi que la variance résiduelle. Tester (Hs) : by = be = b3 contre (Hy). Pour un patient
traité avec la thérapie 1, on a observé T = 211 et Y = 343. Estimer le résidu relatif a ce
patient.

Remarque : ici, on ne dispose pas des données brutes, mais seuleument de statistiques
résumant ces données brutes. On ne peut pas utiliser le logiciel R.

Exercise 4 Régression sur deux variables explicatives.

Le modele (w) expliquant y & partir de deux variables = et z est estimé par :

(W) : 7y = 1.56 + 8.68x; + 0.742, t = 1,265; R2 = 0.839
(121.6)  (0.32) (0.24)

Les écarts types estimés sont entre parentheses. Les parametres sont, dans lordre, (ag, a1,a2).
(1) Tester ag = 0 contre ag > 0. Tester ag = 1 contre ay # 1.
(2) On donne : 50\1)(60,&\2) = 20.4. Tester ag = ag contre ag > as.
(3) Les deux variables x et z sont-telles globalement significatives ?

(4) Deux nouveaux régresseurs s et w sont introduits, conduisant au modele affine (€2)
en , z,s,w. On trouve R = 0.842. (Q) est-il significativement différent de (w)?

Exercise 5 Test de Wald de l’hypotheése : 3 = (3(0)
Soit le modele E(y;) = By + Bixin + Baxiz + Byxiz, i = 1,24, Tester “G; = By = 1

et B3 = —2” sachant que la matrice des sommes de produits des variables recentrées
Y,x1,x2,x3 est :

60 x % *

7 10 x %

5= =7 10 30 =
-26 5 15 20

Exercise 6 Changement de structure et effet trimestriel

L’estimation d’un modele (w) a été obtenue pour des données trimestrielles allant de
1958 — I (1¢" trimestre de 1958) a 1976 — I'V et 3 variables explicatives x1, 2 et x3 (écarts
types estimés entre (.)) :

sy = 2.2 4+ 0.10429, — 3.48 0.34
(@) : B (1.2)+(0.005)x1t (0.242)x2t+(0.15)x3t

- 2
On donne SCE(w) = HYw - ylH =109.6 et SCR(w) = 18.48.
(1) Calculer R? et tester la significativité globale de (w).
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(2) 1968 — III est un trimestre possible de début de changement de structure. On
observe sur chacune des deux périodes (avant et apreés cette date) : SCR(w1) = 9.32 et
SCR(w2) = 7.46. La variabilité résiduelle est-elle la méme sur les deux périodes 7 Si oui,
tester 'absence de changement de structure.

(3) On suppose qu’il n’y a pas de changement. Soit (S) le sur-modele de (w) incluant
un effet trimestriel. On observe : SCE(S) = 111.2. La saisonnalité trimestrielle est-elle
significative ?



Chapitre 2

L’analyse de la variance

Un modele linéaire expliquant y est appelé modele d’analyse de la variance quand la
variable explicative x est qualitative : © € E = {1,2,--- ,p}, un ensemble de p classes.
Notant encore i la modalité de x, le modeéle d’analyse de la variance a un facteur s’écrit :

Yir =m; +eip,k=1,n;0=1,p (2.1)

¢ est un BB de variance 2. La modalité i est répétée n; fois; k = 1,n; est I'indice de
répétition. Le nombre d’observations est n = le n; et le parameétre m = “(mq, mo, - - - ,mp) €
RP. Le modele est gaussien si les résidus sont gaussiens. L’indice ¢ peut étre interprété
comme un indice de population : par exemple, F est 'ensemble des CSP, Y; 1 le salaire de
I'individu k£ de la catégorie 1.

La spécificité de la moyenne et des décompositions des sommes de carrés justifie cette
étude particuliere de I’analyse de la variance. Numériquement, les inversions (!X X)~! sont
inutiles et les logiciels proposent une procédure spécifique distincte de celle du modele
linéaire général.

Pour E=1xJ={1,2,--- I} x{1,2,--- ,J}, et = (4,5), on parle I'analyse de la
variance & deuz facteurs. Par exemple i € {Pri, Sec, Tech, Sup} est le niveau d’étude et
j € {M, F} le sexe de I'individu observé.

L’analyse de la variance a 3 facteurs est associée a © = (i,j, k), r e E=1xJ x K =
{1,2,-+- I} x{1,2,--- ,J} x{1,2,--- , K}. Et ainsi de suite.

Pour les modeles a 2 facteurs ou plus, on se limitera a I’étude des dispositifs équilibrés
pour lesquels le nombre de répétitions est le méme quelle que soit la modalité. Par exemple,
le modele équilibré a deux facteurs s’écrit :

Yijk=miyj+eij,k=1n;i=1Tetj=1J (2.2)
L’étude spécifique des modeles déséquilibrés est plus délicate. Elle peut toujours étre
effectuée en utilisant les outils habituels du modele linéaire. Les tests sont donnés pour
des résidus i.i.d. et gaussiens.
2.1 L’analyse de la variance a un facteur
(Q) : Yi,k = my +€ik ) k= 17n27 1= 17p
On supposera chaque n; >0 et n =), n; > p.

2.1.1 Estimations de m et o2

Y = ((Yig, k =1,n;);i = 1,p)) € R" est le vecteur des observations. Le vecteur des
parametres est m = (mq,ma,---,mp) € RP. Le modele est identifiable. La somme des

19
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carrés résiduels vaut :
P ng
SCR(m):HY—EQ ZZ Zk—mz
i=1 k=1

Notation : si (Zy, o € A) est une famille finie de réels, on note Z, leur moyenne arithmétique,
Ze = |—/1\|(Za Za) (|A| est le cardinal de A).

On vérifie facilement que PFEMCO de m et celle de 02 qui en est déduite sont :

. . o SCR()
i =Y, i =1, Ll SV Q) = Y;
m i peto - ou SCR(Q) Z Z (Yir

-P i=1,p k=1,n;
2.1.2 Test d’identité des p populations
(W):mi=mg=---=mp=m

Notant Y, la moyenne arithmétique des observations (Y;;), 'TEMCO dans (w) est :

p

(w) szetSCR ZZ ik — Yao)

zlkl =1 k=1

Décomposition de ’analyse de la variance.
La variance sur la population totale vaut : V' = SCR(w) = SCT =}, (Yir — Yee)?. Un
calcul direct donne la décomposition fondamentale de ’analyse de la variance :

_ B =Y",1;(Yie — Yee)? = SCR(w) — SCR(Q?)
V =B+ W, avec { W = SCR(Q) = Zz’,k(Yik — V)2

Ce qui se lit : la variance totale V' est la somme de la variance interpopulation B et
de la variance intrapopulation WT.
Le tableau d’analyse de la variance a un facteur est le suivant :

|| Source de variation || Somme de carrés || ddl || Carré moyen ||
Effet T B=>,ni(Yie—Ye)? | p—1 L1
Résiduelle W=>, Y- )2 n-p| 0h=%-
| Totale | V=3 (Yir = Yeo) ‘ n—1 ‘ SRR |

La statistique de Fisher du test de (w) est :

pon eVl npB
p—1 Zi,k(Yik_Y;op p=1W ()
Test de Bartlett d’identité des p variances résiduelles
Supposons (£2*) que chaque population ait sa propre variance (712, c’est a dire que
Var(e;;) = o7, i = 1,p. Raisonablement, il faut commencer par tester () : 0% = 03 =
.= 012) dans (©2*). Apres quoi, si on conclut a I’homogénéité des variances résiduelles, on
effectue le test désiré sur la moyenne.
Pour tester (2) dans (£2*), on utilise le test asymptotique du rapport de vraisemblance
(cf. Annexes). Il est facile de voir que, a une constante universelle pres, la log vraisemblance

2 SC’R(Z)

sous (%) vaut 1,(Q*) = -3 >, n; loga ol o7 est 'TEMV de o2, alors que sous

LB pour “Between” et W pour “Within”.
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—

(Q), 1,(92) = —%loggg ou 02 = SgR(i) est PEMV sous (€2). On en déduit que, pour
n; — 00, i = 1, p, et puisque dim(Q*) — dim(Q) = (p — 1) :

nlogﬁ— n~log<;5 ~ Xp_
i:ZLp g 2 Q) p—1

Bartlett a donné une forme améliorée de cette approximation asymptotique :

B (n—p)logo? — > iz1p(ni —1)log o? s
T ey eyt — gl @7

Pour les analyses a 2 ou plus de 2 facteurs, je n’ai pas traité le cas déséquilibré,
signalant seulement que cela se résoud en utilisant le modéle linéaire, et que le cas des
dispositifs orthogonaux & deux facteurs (ni; = n’nnj pour tout i,j) présente les méme
propriétés que celles du modéle équilibré. De toute facon, tu as ici des partie importantes

et propre a développer avec la planification expérimentale
Je pense qu’il serait aussi important de développer les modéles a effets aléatoires et les

modéles mixtes. Je pense que les médecins autant que les agronomes en ont besoin.

N

2.2 Analyse de la variance a 2 facteurs

2.2.1 Le modele complet équilibré

C’est le modele (2.2) avec un nombre fixe n > 2 de répétitions : Vi, j, nj; = n :
(Q) : Yvi’j;k = My +5i,j;k yk=1,n;i=1,1, j= 1,J
i1 est le premier facteur, j le deuxiéme facteur. Ce modele, de dimension paramétrique
I x J, a pour parametres (mgj, (¢,7) € I x J). Posant t = (7, j) et considérant le modele a
un facteur ¢, FTEMCO de (m;;) et la SCR() associée sont :
~ N SCR($2
iy = Yigo, SORIQ) = 3 (Vi — Vi) ot 85 = 000

T  IJ(n—1)

Décomposition de 1’espace de la moyenne

On peut décomposer le parametre m = (m;;) de la facon suivante :
m;; = W+ a; +bj+ ¢y, avec (2.3)
Vi,j ¢ Qe =be = Cie = Coj =0

Les contraintes imposées sur a, b, ¢ font que cette décomposition est unique, la correspon-
dance entre les parametres (mg;) et 0 = (u, a,b, c) étant bijective :

Vi i U= Mee, G4; = Mje — Nige, bj:m.j_moo
N Cij = Myj — Mie — Mej + Maee
L’interprétation des parametres (u, a, b, c) est la suivante :
(1) p est la moyenne générale;
(2) Les (a;) sont les effets principaux (centrés) du facteur 7 ;
(3) Les (b;) sont les effets principaux (centrés) du facteur j;
(4) Les (ci;) sont les interactions entre les facteurs I et J.
Les espaces associés a u,a, b, c sont respectivement de dimensions 1, I —1, J — 1 et
(I —1)(J — 1). Pour obtenir la dimension de l’espace des interactions, il faut remarquer
que les (I + J) relations {Vi,j : cie = caj = O} sont contraintes par }_; cie = D _; Cej-
L’identité :
IJ=1+I-1)+(J-1)+{I—-1)(J—-1)

traduit que la dimension de (m;;) est égale a celle de 0 = (i, a, b, c).
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Estimation des effets principaux et des interactions

m +— ¢ étant bijective, 'estimation des MCO de 6 s’obtient en remplagant (m;;) par
(mi;) dans cette transformation :

ﬁ = Yooo; az = Yiee — Yoooa /I;] = Y;]o - Y;ooa /C\z] = Y;jo — Yieo — Yojo + Yeoo

L’autre propriété importante est la décomposition des sous espace (u), (a), (b) et (c) est
orthogonale, espaces respectivement de dimension 1, I — 1, J —1 et (I —1)(J —1). En
particulier, on en déduit la décomposition de la somme des carrés totale SCT :

SCT = " (Yijk — Yees)? = nJZa +nIE +nZC2 + SCR(Q
ijk
La premiere somme SCE(I) mesure Ueffet du facteur I, la deuxieme SCR(J) associée a J,
la troisieme SCR(I x J) a linteraction I x J. La SCR(Q) = >, (Yije — Yije)? ne dépend
pas du choix de paramétrisation de (£2). Ces différentes SC sont des o?x? indépendants,

de d.d.l. la dimension de ’espace associé. On en déduit le tableau d’analyse de la variance
a deux facteurs :

|| Source || Somme des carrés H ddl || Carré moyen H
Effet 1 nJ Y, a? I—-1 2L iag
Effet J nly ;b J—-1 2L >o;b
Interaction I x J nzw i (-1 -1) w;m ij E
. -~ i )/Z )/’L °
Résiduelle > ijeYijk — Yije)? (n—1)1J 72(Q) = ’“(njf)u .
| SCT | Yk (Vijk —Yeeo)? | nlJ—-1 | o |

Pour le produit scalaire canonique de RI*7/*", (2.3) s’interpréte comme une somme
directe orthogonale d’espaces vectoriels :

R = O @ My My & My (2.4)

C est l'espace des fonctions constantes (de dimension 1), C'@® My 'espace des fonctions ne
dépendant que de i (de dimension I), C'@® M I'espace des fonctions ne dépendant que de
j (de dimension J) ; 'espace des interactions My s est 'orthogonal de C' & M; @& My dans
R/ il est de dimension I x J — (I +J — 1) = (I — 1)(J — 1). Remarquons au passage
que les seul sous modele ayant un sens intrinseque sont C', C ® My et C @ M.

La décomposition (2.4) permet de définir les sous-modeles intrinseques C, C' & My et
C® My, le sous-modele additif C'® M;@® My correspondant a ’annulation des interactions
c; il est de dimension I + J — 1.

2.2.2 Le modele additif (A) : E(Yijx) = p+ a; + b,

(2.4) étant une décomposition orthogonale, 'EMCO des parametres p, a et b coincide
avec celle de ces parametres dans le modele complet, et la nouvelle SCR(A) n’est autre
que SCR(Q) a laquelle on ajoute SCR(I x J). On obtient :

Mij(A) = Yijr(A) = i+ @; + bj = Yies + Yojo — Yass, SCR(A) = SCR(Q) +n Y ¢

L’interprétation de SCR(.A) est la suivante : a la SCR(€2) du modele complet (£2) s’ajoute
la somme des carrés correspondant aux interactions. SCR(A) est a nlJ — (I +J—1) ddL
Le test d’additivité des facteurs I et J repose sur la statistique :

(n—1)IJ nZU o

P=T-nu-1n “ser@ O

F((I-1)(J — 1), (n — 1)1J)
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2.2.3 Absence d’effet J: (Z) : m;; = m; = p+ a;
On a les inclusions : (Z) C (A) C (). (Z) est estimé par :
Mij(T) = fi + @; = Yies, SCR(Z) =nl Y 02 +nY ¢+ SCR(Q)
J ij
A SCR(A) s’ajoute la somme des carrés due au facteur J. Ce modele peut aussi s’écrire
directement comme un modele au seul facteur I, (j, k) étant 'indice de répétition :

On en déduit une deuxieme expression équivalente de SCR(Z) :

SCR(Z) =Y (Yijk — Yies)?

ijk
Suivant que ’alternative est (2) ou (A), la statistique du test de (Z) est F} ou Fy :

(n—1)IJ nIZjb?"i_nZij/c\sz N

(T SCR(Q) 5 FU =1, (n=1)L)
=) T+J—1 IV o )
= J-1) X SORGA) (5 T L= DIT+ 147 - 1)

2.2.4 Dispositif sans répétition
Supposons qu’on ne dispose que d’une observation par modalité (i, 7) :
Y = my; + €ij, i=1Tetj=1,J

Le modele complet (€2) n’est plus estimable puisqu’il y a I.J observations pour I.J +
1 parameétres {(m;;),o%}. Par contre le modele additif (A) : m;; = u + a; + b; lest.
L’estimation des MCO de (A) reste inchangée par rapport a celle du modele en prenant
n=1:

Mij = [+ +0bj=Yie+ Yej — Yoo
_ SCR(A)
_ vy 2 =2 _
SCR(A) = Y (Vij—Yie = Yoj +Yee)’, G 00T

i’j

D’autres modeles intermédiaires (B), (A) C (B) C (), sont estimables. Il faut que

dim B < IJ. Par exemple, si le facteur j est repéré par une variable z; € R, on peut
proposer une modélisation régressive de l'interaction c;; :

(B):mij:u+ai+bj+ci(zj—2)

Puisque Zj(zj —Z) = 0, les contraintes sur l'interaction sont satisfaites des que ce = 0.
Cette contrainte assure que la nouvelle interaction appartient encore a ’espace général
My : Vestimation de u,a et b reste inchangée. Celle de ¢ = (¢;) s’obtient en régressant
(¢ij); sur (ci(z; — 2));, c.a.d. en minimisant

Ale) =Y @ —cilzj = 2)}?, ol &j = Yij — Yie + Yaj — Yau
ij

On obtient ¢; = >, ¢ij (2 —2){>_;(%; —7%)?}7L. SCR(B) est a IJ —2I — J +2 ddl. Le test

de non-interaction dans (B) repose sur la statistique :

> Clz —2)?/(I-1)

G

F= ~ F(I—1,1J =21 — J+2)
(A)
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2.3 Analyse de la variance a trois facteurs
Le modele d’analyse de la variance a 3 facteurs, équilibré et avec répétitions, est :
Q) : E(Yijkg) =mijr, i =1,1,j=1,J)k=1,Ketl=1,L, avec L > 2

L’indice de répétition est [. (€2) est de dimension IJK. Les EMCO sont m;jr = Yjjk.e,
SCR(Q) = Y50 (Yignt — Yijhe)?, 06 = SCR(Q)/(L — )IJK.

La décomposition en effets principaux et interactions étend celle étudiée pour 2 fac-
teurs :

Mijk = b+ a; + bj + ¢ + (ab)i; + (ac)i + (be)ji + (abe)yjk (2.5)

Il y a 3 effets principaux a,b et ¢ (de dimensions I — 1, J — 1 et K — 1), 3 interactions
d’ordre 2, (ab), (be) et (ac) (de dimensions (I —1)(J —1), (J—1)(K —1) et (I -1)(K —1))
et une interaction d’ordre 3, (abc), de dimension (I — 1)(J — 1)(K — 1). Ces parametres
sont définis de facon unique sous les contraintes :

e = be =0
(abie = (a ) o= (aC)z- = (ac)er = (bc)jo = (bc)er =0
(abc)ije = (abc)ier, = (abc)ejr =0

(mijr) — 0 = (p,a,b,c, (ab), (ac), (be), (abc)) étant bijective, 'TEMCO de 6 s’obtient en
remplacant (m;;,) par (Mm;jx) dans cette correspondance.

La décomposition (2.5) permet de définir des sous-modeles (w) dont Iestimation se
déduira de celle de 6 en conservant les composantes de 6 spécifiant (w). Cette propriété
résulte de l'orthogonalité de la décomposition (2.5).

Examinons 'exemple du modele (w) sans interaction d’ordre 3 et avec (ab) comme
unique interaction d’ordre 2, modele que 'on peut écrire :

(w) : (abc) = (ac) = (bc) =0, ou (w) : a+b+c+ (ab), ou (w) : (a,b) + ¢

(w) est le modele additif (a, b) +c. Sa dimension s’obtient soit en comptant les parametres
contraints, ici 1+ (I —1)4+(J—1)+ (K —1)4+ (I —1)(J —1), soit en décomptant du modele
complet les parametres éliminés, ici IJK — {(I —1)(J—1)+ (T —-1)+(J — 1)K —1).

La somme des carrés résiduels d’un sous-modele s’obtient en ajoutant a SCR(Q2) les SC
associées aux effets principaux ou interactions qui n’apparaissent plus dans (w). Le test de
(w) dans le modele complet repose sur la statistique de Fischer F'(dim(Q2)—dim(w), [JK L—
dim(€2)). Pour le modele (w) examiné ci-dessus, cette statistique sera a (IJ — 1)(K — 1)
et IJJK(L—1) ddl

2.4 Exercices : Analyse de la Variance et modele linéaire

Exercise 7 Identité de 8 portées de cochons
Le tableau ci-dessous donne les poids en livres a la naissance de 8 portées de cochons :

1120 28 33 32 44 36 19 33 28 1.1
3.5 28 32 35 23 24 20 1.6

33 26 36 31 32 33 29 34 32 32
3.2 33 32 29 33 25 26 28

26 26 29 20 20 2.1

3.1 29 31 25

26 22 22 25 12 1.2

25 24 30 1.5

O[O O = | W N
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T.P. : Utiliser R pour répondre aux questions suivantes.

(1) Tester I’égalité des poids moyens des 8 portées.

(2) Les portées sont issues de deux géniteurs A et B : 1, 3 et 4 proviennent de A, les
5 autres de B. Tester 'identité des géniteurs.

(3) Tester l'identité des 4 portées les plus importantes {1, 2, 3 et 4} et des 4 portées
les moins importantes {5,6,7 et 8}.

Exercise 8 Infections hépatiques

(1) On mesure y le nombre de monocytes par mm?® chez 200 sujets présentant trois
infections hépatiques différentes, notées H1, H2 et H3. Le tableau ci-contre donne le nombre
de sujets, les sommes SY et SY? par groupe :

| H1 H2 H3
n 50 90 60
SY || 26003 87 886 43 469
SY? || 14 303 809 90 336 042 34 279 059

Y a-t-il une différence significative entre les trois infections ?
(2) Il s’avere que H2 recouvre deux maladies différentes, disons H2a et H2b. Le tableau
ci dessous est relatif aux mémes données, mais on y a séparé les deux maladies :

| | HI | H2a [ H2b | H3 |
n 50 40 50 60
SY | 26003 36 630 51 256 43 469
SY? ]| 14 303 809 | 36 572 940 | 53 763 102 | 34 279 059

Pour le critere “nombre de monocytes par mm?>”, y a-t-il une différence significative
entre H2a et H2b.

Exercise 9 Vitesse d’apprentissage pour des rats de laboratoire

On mesure le temps y nécessaire a des rats de laboratoire pour faire fonctionner un

dispositif leur donnant de la nourriture. Certains rats ont déja appris a faire fonctionner
un appareillage analogue (rats dit P=prédressés), d’autre non. Certains rats recoivent une
substance accroissant leur capacité (rats dit D=dopés), d’autres non. Voici les mesures (en

minutes).

non D-non P || 12.73 | 16.79 | 12.63 | 17.83 | 15.21 | 16.44
non D - P 14.21 | 11.94 | 13.22 | 14.74 | 13.03 | 11.72
D-non P 14.91 | 11.44 | 16.70 | 12.93 | 14.39 | 15.00

D-P 12.38 | 10.73 | 11.19 | 13.61 | 12.22 | 10.00

Quel modele retenir entre (H;) : pas d’effet P ni D; (Hp) seul
effet D; (A) : modele P 4+ D et (Hy) : modele complet.
On donne : SC(D) =9.38, SC(P) = 32.22, SCR(A) = 56.66 et SCR(H4) = 42.34.
T.P. : utiliser R pour dresser la table d’analyse de la variance. Retrouver les sommes

de carrés annoncées.

: seul effet P; (Hp) :

Exercise 10 Vitesse coronarienne : régression ot analyse de la variance ¢

On mesure chez n = 20 patients le poids z;, le taux de cholestérol ¢; et la vitesse de
circulation coronarienne y; mesurée par effet Dopler. Le but est de proposer des modeles
expliquant y a partir de x et t.

(1) On propose deux modeles de régression affine :

(H3): E(y) =m+ax+bt et (Hg) : (H3) avec b =0

On trouve SCR(H3) = 22.63 et SCR(H2) = 34.46. Tester la non influence du taux de
cholestérol dans (Hs).

(2) Doutant que les relations entre x, ¢t et y soient linéaires, on adopte une démarche
moins paramétrique en regroupant les individus par classes :
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— de poids : 40 a 50kg, 51 a 60, 61 a 71, 71 a 80 et >80kg
— de taux de cholestérol : <1.8,1.9a2.1,22a26et >2.7
Il se trouve qu'un individu et un seul se trouve dans chacune des 20 cases obtenues, et
les données observées sont :
| Cholestérol | <1.8[1.9a21]22426]>27|

Poids <50 || 77.88 77.41 76.52 75.09
51 a 60 77.00 72.42 72.09 71.96
61 a 70 68.63 68.53 70.60 68.62
71 a 80 66.28 66.34 67.88 64.22

> 80 61.06 62.34 99.58 55.61

On se place dans le modele additif :

(.A):E(yi,j):m—i-ai—i—bj,i:lﬁ et j=1,4

Tester au niveau 5% (Hy) : pas d’effet poids; (Hy) : pas d’effet cholestérol (on a obtenu :
SCR(poids) = 691.48, SCR(chol.) = 28.05, SCR(A) = 27.74 et SCT(A) = T47.27:
retrouvez ces statistiques en utilisant R). Comparez les modeles (Hs) et (A).

T.P. : utiliser R pour dresser la table d’analyse de la variance.

(3) On étend le modele (A) en (AT) avec une interaction modélisée par :

(ab)ij = Gj(xz — f) et =0
On trouve SCR((A") = 22.65. Tester la validité du modele additif.

Exercise 11 Cancer du sein : un modéle d’analyse de la covariance

On étudie la durée de survie y de femmes atteintes d’un cancer du sein ceci pour trois
types de traitements A, B et C. Le tableau suivant figure également ’age = d’apparition
du cancer :

Trait. A Trait. B Trait. C
Age | Survie || Age | Survie || Age | Survie

32.7 6.5 33.3 8.5 30.3 11.9
37.2 8.8 40.4 0.6 31.7 5.6
37.3 10.0 41.6 9.1 31.9 7.9
39.8 8.7 43.4 7.4 33.9 9.0
42.6 8.4 44.5 4.1 36.2 8.7
44.2 4.1 46.5 5.9 39.9 9.8
45.4 6.1 47.8 7.7 414 9.5
47.0 5.6 47.9 6.4 42.6 7.6
474 3.7 49.2 5.8 43.3 7.7
47.6 8.9 52.3 6.3 43.6 5.2
49.3 6.4 52.8 2.7 43.6 8.5
50.2 5.2 52.8 3.3 44.1 7.4
50.4 7.4 53.0 2.7 44.5 5.1
51.4 4.0 55.2 4.0 45.9 5.7
51.8 7.0 56.1 3.2 46.5 7.3
52.0 6.8 56.4 4.3 48.8 4.6
53.5 4.6 96.5 3.8 49.0 6.8
53.6 4.7 96.6 1.5 49.2 5.8

55.8 4.7 50.4 8.6
56.4 4.7 50.7 5.1
58.7 4.3 52.7 6.5
59.4 3.8

63.3 2.1
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(1) Calculer la moyenne de survie dans chaque groupe. Sans tenir compte de I’age d’ap-
parition du cancer, tester 'existence (Hr) d’un effet traitement (on obtient : SC(T'rait) =
55.13 et SCR(A) = 88.33, SCR(B) = 73.91 et SCR(C) = 73.65).

(2) On soupconne un lien entre 1’age d’apparition et la durée de survie et on envisage
les deux modeles :

ma + ax pour le trait. A
(Hs) : E(y) =m+ax et (Hy) : E(y) = { mp+ ax pour le trait. B
m¢ + ax pour le trait. C

Tester (Hz) contre (Hy) (on donne SCR(Hz) = 121.36, SCR(H,) = 113.37). Expli-
quer le résultat des questions (1) et (2) (constater qu'une Anova sur les dges montre une
différence significative sur les ages =, d’ot une confusion).

(3) Expliquer comment voir estimeriez le modele (Hg) ou on fait dépendre la pente a
du traitement A, B ou C. Comment tester (Hz) dans (Hg) ?

T.P. : utiliser R pour retrouver les SC annoncées, mais aussi les estimations des
parametres et leur ecarts types.

Exercise 12 Modélisation d’un cout de maintenance

Le tableau suivant donne les cotits de maintenance d’un appareil en fonction de son age
w?

x| S| S| 1| 1| 1|4 4|4 |45]45 45| 5 5 5 | 55| 6 6

y| 16 | 18 | 98 | 47 | 55 [ 49 | 72 | 68 | 62 | 105 | 103 | 89 | 152 | 120 | 99 | 76 | 137

T.P. : utiliser R pour répondre aux questions suivantes.
(1) Effectuer I'analyse de la variance du modele () a un facteur qualitatif “Age”.
(2) On considere les deux sous-modeles de régression expliqués par x; :

(H3) : BE(Yyj) =a+bx;+cx?,i=1,7; (H):c=0

Tester (Hs) dans (Q2) et (Hz) dans (Hs).

(3) Soit (H,?) le modele (Hy) avec la modélisation spécifique de la donnée n°3,
E(Y21) = m ((Hy?) traduit que la donnée n°3 est aberrante). Les paramétres de (H, %)
sont a,b,m. Tester que la donnée n°3 n’est pas aberrante.

Exercise 13 Influence de la densité d’un semis sur le rendement

Des parcelles de 52, 5 m? sont ensemencées en orge avec des densités de semis différentes.
On a relevé le nombre de plantes semées, et trois rendements différents pour chaque den-
sité,

| Densité / m? || Plantes levées | Les 3 rendements |

100 96 21.1 20.0 19.7
200 162 21.3 21.6 22.2
300 292 22.0 214 23.6
400 388 224 22.0 23.5
500 488 21.8 21.6 23.5

T.P. : répondre aux questions suivantes.

(1) Effectuer la régression du nombre de plantes levées sur le nombre de plantes semées.
Peut-on admettre que le nombre de plantes levées est proportionnel au nombre de plantes
semées.

(2) Les rendements en riz dépendent-ils de la densité de semis ?

(3) Estimer le modele : “le rendement est une fonction affine de la densité de semis”.
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Chapitre 3

Asymptotique du modele linéaire

L’objectif est I’étude asymptotique (n grand) du modele linéaire :
Q) :y;="2B+ei,i=1n (3.1)
Nous allons répondre aux questions suivantes :

(i) Les estimateurs des MCO sont-ils convergents : (3,32) P, (B,02) simn — o0 ?
(ii) Si oui, a quelle vitesse ¢ Quelle est la loi approzimative de {(3,32) —(B,0%)}?
(i1i) Delta méthode : loi, pour n grand, d’une transformée non-linéaire F(B) de E 7
(iv) Comment tester une sous-hypothése non-linéaire pour n grand ?

On supposera que les résidus sont i.i.d. et centrés, de variance o2, sans donner plus de

précision sur leur loi commune. L’écriture matricielle de (3.1) est Y = X@ + e, E(e) =0
et Cov(e) = o2I,. Si nécessaire, on notera X,, et e(n) pour X et e afin d’expliciter leurs
dépendances en n.

Deux types de convergence sont considérés :
1oL 2 , Pr
e la convergence en probabilité, notée — ;

. , Lot
e la convergence en loi, notée —.

Leurs définitions et les résultats principaux liés a ces modes de convergence sont
données dans I’annexe.

Les réponses dépendent du comportement de la matrice exogene X,, pour n grand et de
conditions de moments sur les résidus. Pour la premiere question (convergence des MCO),
il est suffisant de supposer que les résidus sont non corrélés. Pour les autres, I'indépendance
des résidus est nécessaire mais non leur caractere gaussien.

3.1 Convergence des MCO de

Rappelons que si (Z,) est une suite de variables aléatoires vectorielles de R¥ dont
Iespérance converge vers m et dont la matrice de variance tend vers 0 (c’est a dire que

tous ses termes tendent vers 0), alors Z, P . EMCO de (8 étant sans biais, on obtient
la condition suffisante de convergence suivante :

Proposition 9 Considérons le modéle (3.1) a résidus bruit blanc centré de variance finie.
Alors 3, L%, 8 des que (X, X,) "t — 0.

Example 11 Dispositif expérimental ergodique

Si 1tX, X, — Q et si Q est définie positive, les MCO sont convergents. Ces deux

n
conditions sont satisfaites si les (z;) sont les réalisations i.i.d. d’une loi Z sur R? de carré
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intégrable telle que Q = E(Z'Z) est dp. En effet la loi faible des grands nombres dit que :

1

n

1 n
XnXn = — lextxz — E(Z'Z)
Example 12 Convergence des MCO pour une régression affine.
La condition précédente est suffisante mais elle n’est pas nécessaire. Si les (x;) sont

bornés, il suffit que nVar(x) = > 7 (x; — Z(n))? — oco.

1 <\~ 2
nlaT

_ -1 _ 1 i —Z(n)
En effet An = ("XnXn) ™' = srmzmpe < —z(n) 1 >
Example 13 Analyse de la variance d un facteur

La convergence des MCO est assurée des que chaque n; — co.

3.1.1 Convergence gaussienne de Bn

On suppose que les résidus sont i.i.d. et admettent un moment absolu d’ordre 3 :
(H,) : les (e;) sont iid. et (E(|e1]?) < oo

et que la suite des dispositifs (X,,) vérifie :
1 n
(Hx) : (i) = 'XnXn — Q ot Q est dp, et (i1) Y [lzi]* = O(n?)
n
1

(Hx — (7)) assure la convergence des MCO. (Hx — (7)) va permettre de vérifier la condition
du théoreme central limite (TCL) de Lyapunov (cf. Annexes), et assurera la normalité
asymptotique de (3,,. (Hx — i) est satisfaite si les (z;) sont bornés.

Proposition 10 Considérons le modéle linéaire (3.1) a résidus i.i.d., centrés et de vari-
ance a%. Alors, sous les conditions (H.) et (Hx) :

VB, — B) % Np(0,0%Q )

Dans la pratique, pour n grand, %2@_1 est remplacée par 82(tXan)_1 : la loi ap-
proximative de 'EMCO est (3, — 3) ~ N, (0,5%(* X, X)) 7Y,

Preuve : R
L’espérance et la variance de (3,, ont déja été identifiées. Il suffit donc de démontrer la
convergence gaussienne. Soit e(n) le vecteur des résidus :

R ¢
Vn(B,, — B) = ApnZy, avec A, = (% X, X)) et Z, = n*%(tXne(n))

Puisque A,, converge vers Q! (continuité de I'inversion matricielle), il suffit d’établir la
convergence gaussienne multidimensionnelle de Z,,. Elle équivaut a la conyergence gaussi-
enne de toute suite (réelle) (‘aZy,), ot a € R? est non-nul. Or ‘aZ, = n"25,, avec :

n
S, = Zzi et 2 = (Pamy)e;
1

Les variables z; sont indépendantes, centrées, admettant un moment absolu d’ordre 3.
D’autre part, s2 = Var(S,) = 0?ta(*X,X,) a est équivalente lorsque n — oo & cn.
D’apres (Hx), ¢ > 0, et donc £ — 0 ot k3 =322 E(]z*). Le TCL de Lyapunov assure
donc la convergence gaussienne de Zp. ... e O
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3.2 Convergence de 5> et de (3,6\2)

3.2.1 Convergence de 5>

. ‘s o ~ ty (I-P)Y te(I—P N .
La variance résiduelle est estimée par 0721 = (n_ W e(n_p)e, ou p = dim(Q) et

P est l'opérateur de projection orthogonale sur I'espace de la moyenne £x. La deuxiéme
égalité résulte de (I — P)Y = (I — P)e. Notons S,, = te(I — P)e

n_%Sn — n73 tee — th(n_% tX, X)) Z,, avec Z, = n"3 (*Xne)

Proposition 11 Convergence de l’estimation Ei de o2.
(i) Sous (Hyx) et (H,), 3% 25 o2.

(i) Si de plus 0 < Var(e}) < +oo, alors \/n(5* — 0?) =% Lot =% N(0,Var(e?)).

Preuve :

(i) résulte de (a) : 'Z, (' X, X)) 712, o (Z,, converge en loi vers une gaussienne et
(nfé EX0Xp) "t — 0) et de (b) : I'équivalence asymptotique ! entre nlp ee et 1'e
(ii) résulte d'une part du TLC standard pour les variables i.i.d. (e?) (la condltlon

E(e}) < oo est bien satisfaite), et d’autre part du fait queth(n_% X X)) 2, L0 et
de I’équivalence asymptotique entreLp ee et 1 e

3.3 Distribution asymptotique de F(@n) : la delta méthode

Considérons une déformation F : RP— R? (linéaire ou non) de classe C' sur un
voisinage de 3. Si \/H(Bn - B) Lo, Np(0,02Q71) et si JFp = (aF (8)) est la matrice
jacobienne p x ¢ de F' en (3, on a le résultat suivant (cf. Annexes, delta méthode) :

VI{F(B,) = F(B)} 2% Ny(0,02JF5Q ™1 LI Fp)

SiF (ﬁ) AP est linéaire, JF 8= A et on retrouve un résultat connu : Aﬁn est de variance
AVar(ﬂn)tA gaussienne si ﬁn ‘est. Si F' est non-linéaire, le résultat asymptotique se
maintient en retenant ’application linéaire tangente JFjg de F' en 3.

Je pense qu’ici il est bien venu de parler de transformation stabilisant la variance : par
exemple, Arcsin pour stabiliser la variance d’une binomiale, 1/ pour stabiliser la variance
d’une loi de Poisson, log - pour stabiliser la variance de ’estima teur empirique

d’une corrélation, log pour stablhser la variance de l'estimation de 02, etc ....
La Delta méthode est également utile pour les tests de sous-hypothéses non-linéaires.

3.4 Exercices : TCL, asymptotique du modele linéaire

Exercise 14 Modéle linéaire de Bernoulli

Soit y1,y2, - - - , yn un échantillon d’une loi de Bernoulli de parametre p, 0 < p < 1. On
peut interpréter y comme suivant le modele linéaire a résidus Bernoulli recentrés :

yl:p+ei7i:17n

(1) Montrer que l'estimateur des MCO et du MV de p coincident. Déterminer la loi
asymptotique de cet estimateur.
(2) On a Var(e;) = 02 = p(1 — p). Proposer deux estimateurs de 0. Les comparer.

'Deux suites (Uy) et (V,,) sont asymptotiquement équivalentes si Uy, — V5, 50,
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Exercise 15 Estimation du maximum d’une courbe de croissance
On considere le modele de régression quadratique :
yi = P(x;) + e, i = 1,30, ot P(x) = a + bz + ca?

les résidus étant i.i.d. gaussiens, de variance 2. Le dispositif (z;) donne, notant 3 =
(a,b,c) :

2.2 —-0.5 1
(tXX)*1 = 3—10 * 4 —0.7
* * 1.2

et 'estimation des MCO est : y; = 12.4 + 1.7x; + 1.43;?, et SCR = 54.3.

(1) Tester ¢ = 0 contre ¢ > 0.

(2) Tester (Hp) : P ne s’annule jamais, contre (Hy) = (Hp)C.

(3) Soit z* le point ou P atteint son extremum et m* = P(z*). Estimer (z*,m*) et
déterminer la loi approximative de cet estimateur.

Exercise 16 Test d’une sous hypothése non linéaire

On considere le modele de régression
Yyt = axy + bz + e, pour t = 1,22

0.2 —0.05

‘ -1 _
On observe ("X X))~ = ( —0.05 0.2

30.
(1) Donner la matrice de covariance estimée de (@, b). Tester a = b contre a > b.

>, les MCO donnent : @ = 1.2, b= 1.7, SCR =

(2) Donner la loi approximative du ratio 77 = % (on supposera que n = 22 est assez
grand pour appliquer la delta méthode). Tester r = 1 contre r > 1.

Exercise 17 Transformation stabilisant la variance

(1) Soit Y une variable aléatoire telle que Var(Y) = 02E(Y) avec m = E(Y) “grand”.
Vérifier que Z = /Y est approximativement N (v/m, ”TQ) Donner un exemple de telle loi.

(2) Si Var(Y) = o?{E(Y)}? (Y est & coefficient de variation x = % constant) et si
m = E(Y) est grand, log(Y") est approximativement A (log m—o?, 0?). Donner un exemple
de telle loi.

(3) Montrer que la transformation z = 3 log =2 stabilise la variance de R ~ N(0, #ﬁ)

Exercise 18 Régression a résidus de loi exponentielle

Soit y; = a + e;, i = 1,n, une régression constante a résidus i.i.d. de loi exponentielle
Exp(0™h), 0 >0 (E(er) =6, Var(ey) = 62).

(1) 0 est connu. Déterminer 'EMCO de a et sa loi asymptotique, ainsi que la loi
asymptotique de estimateur de la variance résiduelle o2 (ici égale a 62).

(2) Déterminer la log-vraisemblance des y. En déduire que P'EMV de a et de 6 sont :

a=yu et =7 —yu), ot yy = inf y;

=1,

-~

(2.1) Déterminer la loi de @. Calculer E(a) et E(#). Comment débiaiser ces estimateurs ?

i~

(2.2) Déterminer la loi asymptotique de 0. Comparer cet estimateur & celui obtenu en (1)

(montrer que \/n(y(1) — a) P, 0; en déduire que /10 est équivalent & /ny).

Exercise 19 Loi des grand nombre et Théoréme Central Limite
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Soit (X;) une suite de variables réelles i.i.d. de moyenne m, de variance o2 et admettant
un moment d’ordre 4. On considere les trois quantités :

Un:%Z Xf,Vn:% Z XiXileth:g_Z
i=1,n i=1,n—1
(1) Vérifier que ces trois quantités convergent en probabilité lorsque n — oo et
identifier leurs limites.
(2) Ecrire les trois TCL associés. Quelle est la covariance limite entre /nU, et \/nV,,.
(3) Applications : (i) X1 ~ Ber(p); (ii) X1 ~Unif[—0,0]; (iii)) X1 ~ Exp(0), 0 > 0.
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Chapitre 4

Résidus non-sphériques : les MCG

Les résidus ¢ € R™ d’un modele sont dits sphériques si leur matrice de covariance
Y = Cov(e) = o%I,. Cest 'hypothése qui a été faite auparavant. Dans le cas contraire,
on dit que les résidus sont non-sphériques. Ce chapitre leur est consacré :

(Q):Y =XB+¢, BE(e) =0, Y = Cov(e) = 0°R # cl, (4.1)

Deux situations classiques conduisent a la non-sphéricité :

(1) Les résidus sont décorrélés mais leurs variances sont inégales : Cov(e) = Diag(o?)
. . . 2 2 Lo s z R s’ .
est diagonale et pour un @ # j, oj # 03 : il y a hétérocédasticité des résidus.
(2) Les résidus sont corrélés : pour un couple (7,7), Cov(ej,e;) # 0. Par exemple, € a
une structure de processus.

On supposera toujours que ( est identifiable ; £x dénote 'espace de la moyenne.

4.1 X est connu a un facteur pres : les MCG

4.1.1 Réduction de (£2) & un modele sphérique (1)

Supposons que ¥ = 02 R est inversible et connue & un facteur pres o2.

Décomposition spectrale de R.

R étant symétrique réelle et dp, elle admet la décomposition spectrale R = OD'O : O
est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs propres de R, vecteurs choisis orthonormés
(0O'O = t00 = I,,) ; D est la matrice diagonale des valeurs propres > 0.

Cette décomposition permet de définir une racine carrée de R, R? = OD%, D3 étant
la matrice dlagonale des racines carrées des valeurs propres. Posant R~ 3 =[R %]
définit le modele (Q) = R_%(Q) :

(Q) : ?:)zﬁ—i—g, avec U = R™3U pour U =Y X, e

Proposition 12 (ﬁ) est un modéle observable a résidus sphériques.

En effet, Cov(e) = R_%cov(e) t@_% = 021,,. (Q) est donc un modéle linéaire standard,
observable puisque R est connue. (£2) est gaussien si (£2) I'est. La bonne estimation de
dans () est celle des MCO dans (2) : nous appellerons estimation des moindres carrés
généralisés (MCGQ). Si R est diagonale, on parle d’estimation par moindres carrés pondérés

(MCP).
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4.1.2 L’estimation des MCG
Calculant PEMCO dans (§~2) et remarquant que X=R:3X , on obtient :
Proposition 13 L’estimation des MCG de § vaut :

Buoc@) = BMCO@ =(XX)"' XY = ((XR'X) VI XR Y (4.2)

Interprétation géométrique.

R~ étant symétrique et dp, ||Z ||%,1 = '!ZR~1Z définit une norme sur R" (la norme
euclidienne |||, correspond & R = I,,), deux vecteurs u et v étant R~ !-orthogonaux si
t) p—1
uR™ v =0.

~ ~—|2 ~
Lestimation des MCG minimise SCR(8) = |Y — X3|%.1 = ‘Y—XﬁHQ Vo =

X B moc est done la projection R™!-orthogonale de Y sur £x. Cet opérateur de projection
Pg s’écrit :
Pr=X(XR'X)"'tXR™!

Proposition 14 Propriété de ’estimation des MCG
(1)3 (tXRle)*l EXR™YY estime sans biais 3 ; Var(g) txy-ix)-1
(2) Gauss Markov ﬁ est le meilleur estimateur linéaire et sans biais de (3.
(3) Y = Xﬁ est la projection R~ -orthogonale de Y sur 'espace Ex.

12
(4) 52 = —SC’R(Q) estime sans biais 02, avec SCR(Q2) = HY — Xﬁ”

(5) SiY est gaussienne : (i) les MCG sont optzmaua: parmi les estzmateurs sans bmzs
pour 3, ils coincident avec le MV ; (ii) ﬁ est gaussienne ; (iii) & 52 ~ prn_p ; () ﬁ et 52
sont indépendants.

Preuve :
La densité des observations gaussiennes y est :

) t
Ln(y;ﬂ70'2) — {27To'2}fn/2 det(R)75 exp{_riz (Y _ Xﬁ)Rfl(Y i Xﬁ)}

Minimiser {(Y — X3)R™Y(Y — X3) = ||[Y — X3 ||?% 1 en [ revient a maximiser la vraisem-
blance : MCG et MV coincident pour l'estimation de (. Les autres propriétés découlent
de la réduction (Q) — (Q) et des propriétés du modele linéaire standard (Q). ....... O

Remarques.

(1) Soit (w) une sous-hypothese linéaire sur E(Y); la loi de la statistique de Fischer
est inchangée a condition de définir les SC'R pour la norme ||.||%-:.

(2) 3° = nL_p HY —XBHz(B est 'TEMCG) est biaisé de o2 si les résidus sont non-
sphériques. De méme, la statistique F' associée aux SCR calculées pour la norme ||.||, ne
suit pas une loi de Fisher.

(3) Il y a deux fagons de calculer 'estimation par MCG : (i) soit on réduit le modele (€2)
et on effectue les MCO dans (ﬁ), R™% s'obtenant & partir de la décomposition spectrale de
R; (ii) soit on utilise les formules matricielles donnant PEMCG et les SCR sont calculées
pour la norme ||| g-1.

(4) La décomposition spectrale de R peut étre coiiteuse si n est grand. Dans certain
cas, la transformation (Q) — (Q) s’explicite facilement. C’est le cas des modeles & résidus
AR (cf. infra).

(5) L'estimation 3,00 = ((XX)"1tXY reste une bonne estimation, sans biais. Sa
variance vaut :

Var(Byco) = o2((XX) VI XRX (*XX)' > Var(Byca)
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4.1.3 Exemple : les moindres carrés pondérés

C’est la méthode d’estimation associée a la situation R diagonale et connue :

Q) yi = ‘B +¢gi,i=1,n avec E(g;) =0
" E(gigj) =0sii#j, Var(e;) = 0%a2, avec a; > 0 connu

(ﬁ) s’obtient en multipliant chaque équation de (€2) par ai_1 :

~ — . x' ~ .
(Q):yi:Z—z: t(a—Z)ﬁJrEi,l:l,n

Pour la régression : y; = ax; + &5, ¢ = 1,n, x; € R, 'estimateur des MCP de a est :

a= {Z x;gz}/{z %}, avec Var(a) = 02/{2 %}

)

Si Var(y;) = o222 > 0, "TEMCP est @ = £ 3", % : c’est I'estimateur du ratio de a.

n 1 x;

4.2 X est inconnue : MCO et MCQG

4.2.1 Propriétés des MCO

Commengons par récapituler les propriétés des MCO.
e Ce que permettent les MCO.

(i) Iestimateur des MCO, 3* = (!X X) 1t XY est sans biais. Il présente 'avantage de
ne pas nécessiter la connaissance de X, la covariance des résidus.

Proposition 15 Propriété des MCO

(1) B* estime sans biais 3 et Var(s*) = 02/, on A = (!X X)"HXDX (IXX)~L.

(2) Si le modéle est gaussien, 3* ~ Np(B3,02A).

(ii) On va voir que, sous de bonnes conditions, 'EMCO est convergente.

e (e que ne permettent pas les MCO.

(i) L’estimateur 0*2 = %ﬂj |y — Xp* ||g déduit des MCO est biaisé ; en effet, [|[Y — Xﬂ*Hg
=t ¢(I — P)e = Trace{(I — P)ele}, ot P est le projecteur orthogonal sur £x. Il s’en suit
que E||Y — X512 = Trace{(I — P)S} # (n — p)o? si les résidus sont non-sphériques.

(ii) La statistique F' associée aux MCO et aux SCR calculées pour la norme euclidienne
||.||5, ne suit pas une loi de Fischer en situation non-sphérique.

(iil) #* n’est pas indépendante de I'estimation 52 déduite des MCG : en effet, Y* = X 3*

2 .
’ . Mais Y* et (Y - ¥)
R—l

ne sont plus orthogonaux puisque Y n’est plus la projection orthogonale de Y sur Ex. Il
n’est pas possible de construire simplement un test de Student ou de Fischer sur la base
de 3* (’EMCO) et de Pestimation sans biais 5% (MCG).

(iv) L’estimation des MCO n’est pas optimale.

est la projection orthogonale de Y sur Ex et 52 = ﬁ HY Y

4.2.2 Convergence des MCO

Sous de bonnes conditions asymptotiques sur X et sur X, I'estimation des MCO est
convergente. Si A est une matrice symétrique sdp, on notera Aps(A) (resp. A, (A4)) la plus
grande (resp. la plus petite) valeur propre de A.

Proposition 16 L’estimateur 8% des MCO est convergent si :
(i) A (X) est bornée en n.
(11) A (P X X) — oo pour n — oo.
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Preuve :
B* étant sans biais, il suffit de vérifier que la trace de Var(8*) tend vers 0. Or, utilisant
Iidentité Trace(AB) =Trace(BA), on a pour A= ({XX) 1t X et B=YX('XX)!:

Trace(Var(3*)) = Trace{("XX) M XELX(XX)™ '} = Trace{SX (' X X) 2t X}
< Au(2)Trace{ X (!X X)72!X} (cf. lemme ci-dessous)
= A\y(2)Trace{(*XX) ™'} < pAn(2)/ A (X X) —0

Lemma 17 Si Y et V sont deur matrices réelles n X n, symétriques et dp, alors :
Trace(XV) < Ay (X)Trace(V).
Preuve du lemme :

Soit ‘{OX0 = D, O orthogonale et D diagonale, la décomposition spectrale de X. Posant
Q = t0OVO, Trace(XV) = Trace(!*OX0'OVO) = Trace(DQ). On obtient :

Trace(XV) =, diqi < (max; di) > ; ¢ = A (X)Trace(Q)
Q@ et V ayant méme trace, on en déduit le résultat annoncé. ... ... ... O

Cette convergence des MCO est importante : elle permet en effet de se rapprocher des
MCG lorsque ¥ est de forme paramétrique connue.

Nous allons voir que la condition (i) sur ¥ est vérifiée pour la classe des processus
stationnaires au second ordre a covariance sommable.

4.2.3 Résidus stationnaires a covariance sommable

Definition 1 (Z;)ien est un processus réel stationnaire au second ordre si :
(i) pour tout t > 0, E(Z;) existe et est constant : E(Z;) = m.
(it) pour tout s,t >0, Cov(Zs, Zy) existe et ne dépend que de |t — s| :

Vs, t € N, Cov(Zy, Zs) = (|t — s]) <

La covariance est sommable si de plus ) o |[7(h)] < 00. (1) est un résidu stationnaire
au second ordre si les variables €; sont centrées.

Un premier exemple de résidu stationnaire au second ordre est donné par un bruit
blanc de carré intégrable.

Example 14 Processus AR(1)

L’étude des modeles Auto-Régressifs (AR) (plus généralement celle des ARM A) est
un domaine important de la modélisation statistique, celui des séries chronologiques. Nous
n’aborderons pas ce sujet ici, nous contentant de présenter le modele AR(1).

€ = (e¢)t>0 est un résidu AR(1) stationnaire au second ordre s’il est centré et si sa
fonction de covariance est donnée, pour un parametre |p| < 1, par :

Vh € Z, y(h) = o?pl"!

Un tel processus existe : en effet, considérons 7 = (7, )tcz un bruit blanc de carré intégrable,
o2 = Var(n,), et |p| < 1. On montre facilement que les &; = 3 >0 P°N4—s sont bien définies
dans L? (I'espace des variables de carré intégrable) et on vérifie que ¢ est un AR(1) de
2

parametre p et de variance 02 = U?, Zszo P> = l—i”pg.

Une conséquence de cette construction montre que € vérifie I’ équation d’auto-régression :
Vit >0, et = per—1 + ;. D’ou la terminologie AR(1) : régressé sur son passé, ¢; ne dépend
que de pe¢—1 au bruit blanc d’innovation pres 7,.

Les processus AR(1) sont clairement a covariance sommable.

Proposition 18 Si € est un processus au second ordre tel que supp{)_, ’%,Hh’} < 00,
alors la condition (i) de la proposition 4.2.2 est satisfaite.

Preuve : 11 suffit de remarquer que si X = (v, ;) est une matrice n x n diagonalisable,
et si A est une valeur propre, alors [A| < sup; > _; r%',j o O
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4.2.4 Cas ou X est de forme paramétrique connue : les MCQG

Une covariance AR(1) s’exprime facilement & partir du parametres inconnu p. Plus
généralement, si ¥ = X(¢) est une forme paramétrique connue pour ¥, ¢ € R? étant un
parametre inconnu, 'estimation des moindres carrés quasi généralisés (MCQG) est définie
par lalgorithme suivant :

Algorithme des MCQG

(1) Estimer 8 par 8%, 'estimation des MCO.

(2) On obtient les résidus estimés par MCO : ¢* =Y — X5

(3) Sur la base de €*, estimer ¢* par une “bonne” méthode.

(4) ¥ est alors estimée par X% = 3(¢").

(5) L’estimateur Bp;cqq des MCQG n’est autre que 'EMCG pour ¥* :

BMCQG = Broa(B(6Y))

Il est naturel de penser que si l’estimation de ¢ est convergente!, les MCQG vont s’ap-
procher des MCG. Sous de bonnes conditions, ce résultat est vrai (?) :

Vil(Bucge = B) =5 Np(0, lim n(*XT'X)™)

La matrice de covariance asymptotique est celle des MCG. Les MCQG sont donc asymp-
totiquement sans biais et efficaces dans la classe des estimateurs linéaires sans biais.

Les MCQG pour des résidus AR(1)

Examinons cette procédure lorsque le résidu est un AR(1) stationnaire :
€t = pet—1 + 1y, ou |p| < 1 et n bruit blanc (4.3)
p, la corrélation a distance 1, étant estimée par la corrélation empirique :

5o Z?;f Et€¢+1
Do €7

Si 7 est un bruit blanc gaussien, on a le résultat :

Proposition 19 Si les résidus sont AR(1), gaussiens et stationnaires, alors : p ELR -

Cette estimation p suppose que les résidus soient observés. Comme ils ne le sont pas,
on estime p sur la base des résidus €* des MCO : si les MCO pour 3 sont convergents, a

nouveau p* = p(e*) LN p. Les MCQG seront alors les MCG pour ¥* = 3(p*).
Prédiction : supposons que le modele (?77?) est observé aux instants ¢ = 1,n et que p
connue. Pour une nouvelle condition exogene 1, comment prédire E(y,+1) 7 On obtient
la réponse en passant par le modele réduit et en utilisant le résultat de prédiction pour le
modele linéaire standard.

Proposition 20 (1) La prédiction linéaire optimale et sans biais de E(yn+1) est Yn+1 =
Yn 18+ Eng1, 0t
(i) B est Uestimation des MCG (des MCQG si p est estimé) de [ sur la base des
n premieres observations, et, R
(ii) Epns1 = pPen 0UEn = Yn — LapB. R
(2) La prédiction optimale & Uhorizon h > 0 est : Ypipn = ‘TninB + p'En.

!Par exemple, on s’assure que les MCO de 3 sont convergents, puis on utilise une méthode convergente
(MV, ou méthode de moment) pour estimer le parameétre du modele de e.

2 Amemiya, General least squares with estimated auto-covariance matriz, 1973, Econometrica 41, 723-
732.
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Preuve :
Comme la transformation de y; — py;—1 fait passer a un modele linéaire standard, la
prédiction optimale pour g, est :

~

gn—&—l = Yntl — PYn = t(xn-f—l — pxn)B

11 suffit alors de résoudre en ¥,41 et d’observer que &, = (y, — tan) pour obtenir la
prédiction optimale a I’horizon 1. Le résultat a ’horizon h > 0 s’obtient par récurrence;
en particulier, la prédiction optimale du résidu e,4p est p/8,. ... O

4.3 Régressions empilées ou modele S.U.R.

On parle de régressions empilées pour la donnée d’un ensemble de M régressions
simultanées expliquant M variables endogeénes. Les parametres de chaque régression sont
autonomes (d’ou le qualificatif unrelated) mais les résidus entre les régressions sont corrélés
(d’ot1 le qualificatif seemingly?). Donnons un exemple.

4.3.1 Un exemple : consommations simultanées de gaz et d’électricité

On s’intéresse aux consommations simultanées d’électricité Yi; et de gaz Yo; de n
foyers : il y a M = 2 endogénes a expliquer, Y; et Ys, chacune s’expliquant a partir
d’exogenes, 1 pour Y7, xa pour Y :

Q) : { Yie = 'z +en

,t=1,n
Yor = twofy + e ’

Les deux régressions semblent sans relations, mais :
(i) d’une part les deux consommations d’'un méme foyer sont corrélées ;
(ii) les 2 consommations sont probablement de variances différentes.

Les deux régressions ne sont donc qu’apparemment sans relations puisque, posant
_t .
et = “(e1,€2) :

2
les (g¢) sont i.i.d. et Var(e) = < ;1 ((77122 ) =T
12 0%

Pour I'observation totale Y = {(*¥},!Ys) de dimension 2n, la covariance de Y est une
matrice 2n X 2n qui admet une structure particuliere :

Y=Cov(Y)=Cov(e)=T®I,

ol A® B est le produit de Kronecker de A et B : si A = (a;;) est une matrice p x ¢ et
B = (by;) une matrice r X s, A® B est la matrice pr x ¢s caractérisée par sa décomposition
en p X q blocs, chacun de taille r x s :

a11B alzB cee aqu

ang aggB RN ¢ 1) B
A® B = ' !

api B apB -+ apeB

¥ = Cov(e) = T'® I, n’est pas sphérique si 12 # 0 ou si 07 # 03. Cependant, ¥ ayant
une forme paramétrique connue (03, 03, 012), les MCG ou les MCQG sont possibles.

33.U.R. signifie Seemingly Unrelated Regressions. Ces modeles ont été introduits par A. Zellner , An
efficient method of estimating seemingly unrelated regressions and tests for aggregation bias, Jour. American
Stat. Ass., 1962, 57, 348-368.
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4.3.2 Le modele S.U.R. général

Supposons que les observations sont temporelles. A chaque instant, on observe M
endogenes Yj ; chaque Y; suit son propre modele de régression mais les résidus instantanés
de ces régressions corrélés. Le modele s’écrit :

Q) : (Qj):Y}t:t.%‘tjﬁj-i-étj,t:l,n, ﬁjERpj, j=1M
"\ e(t) = Yem, e, ,Eenr) sont iid centrés, Var(e(t)) =T

I' traduit la simultanéité des équations. L’écriture matricielle globale des M x n observa-
tions Y = (*'Y(1),! Y(2),--- LY (M)) est :

X, 0 - 0 B,
0 Xo 0 0 By

Y = ) ) . . +e,ouX=Cov(e) =T®I,
0 -~ 0 Xy B

Trois situations se présentent :
1" Cas : homogénéité et non-corrélation des ¢.
Y = 021, : les régressions sont décorrélées et les résidus sont de méme variance o2.
< i : 4 2 Vact : 8 . Ang _ .
B; est estimé dans (€2;)" et o* I'est & partir des SCR(£2;) cumulées ; notant p = Zj pj, on
obtient :

Dt —1t N N2 1 \ _
8= (X; X)) XY (5), 62 = mSCR(Q) ot SCR(Q) _j;M SCR(;)

2°m¢ Cas : hétérocédasticité.

3. est diagonale mais elle n’est pas proportionnelle & l'identité. Les M régressions
sont décorrélées mais avec des variances résiduelles propres : il y a hétérocédasticité des
endogenes. L’estimation des (3; reste inchangée. Par contre, chaque variance résiduelle est
estimée séparément dans (§2;) par 8? = SCR(Q;)/(n — pj).

Test d’homogénéité des résidus : (w) 02 =02 =+ = g2, = o2.
1 2 M

Dans le cas gaussien, la statistique du rapport de vraisemblance (RV) est bien adaptée a
ce test (cf. § 14.8) : la log-vraisemblance d’un modele linéaire gaussien (M) valant, & une
constante pres, —% log 32(M ), la statistique du RV s’écrit :

~2
A=2tog 2 o)~ @) =—n 3 g
Ln(w) j=tMm i

Si les estimations de chaque 0'? sont convergentes, A suit, sous (w), un x?\z[_l. Une meilleure
approximation de la loi limite est obtenue en prenant les estimations débiaisées (encore
notées 8?) des variances résiduelles et A* = Z]]\il(n — pj) log g—z

Remarques. ’

(1) Ce résultat se maintient pour la comparaison de M régressions indépendantes
observées sur des échantillons de tailles différentes n;,j = 1, M. La statistique du test
vaut alors :

~2

* o
A" = E (nj_pj)log,\_g
§=1,M 9j

(2) En présence de M = 2 endogenes et si le modele est gaussien, on dispose d’un test
2

exact non-asymptotique : si 3? est 'estimation sans biais de J%, F= % ~ F(ny—p1,ng —
2
s 2 2
p2) si o] = 05.
4Dans tout systéme de régressions empilées, 3  peut étre estimée séparément dans (€2;). Mais ici, comme
dans le deuxieme cas, cette estimation est optimale.




42 CHAPITRE 4. RESIDUS NON-SPHERIQUES : LES MCG

3¢m¢ Cas : Cas général, X =T'® I, = 0?R, I = o2A.
e Si I' est connue, R lest aussi, d’inverse R~! = A~! ® I,,>. EMCG est :

B o= Yy By) =[XA e L)X X (AT @ L) lY
52 ! ‘Y—Xﬂf

Mn—0p

A-IQIL,

L’inversion de R n’utilise que l'inversion de A, matrice de petite dimension.
e Si A est inconnue, on estime chaque 3; par MCO dans (£25) ; on en déduit les résidus

estimés &; et Iestimation r= % >, €t & On utilise alors les MCQG pour T.

4.4 Exercices : Résidus non sphériques et MCG

Exercise 20 MCP pour un modéle de variance résiduelle 0%z;, z; connus

On considere modele expliqué par les exogenes x; € R et z; > 0 :
yi = ax; + e;, Var(e;) = 0%z, i=1,n, Cov(ej,ej) =0sii#j

(1) Déterminer PEMCO et PEMCP de a, leurs variances, et 'estimation sans biais de
02. Tester a = 0 contre a > 0. Examiner les deux cas particuliers (i) z; = 2?; (i) 2; = ;.

(2) Vérifier que l'estimation de o2 déduite des MCO de fagon standard est biaisée
(examiner le cas n = 2).

Exercise 21 Régression poissonienne

Le nombre de pannes Y; € N d’un équipement d’age z; est une variable de Poisson
P(ax;) de parametre az;. On dispose de n observations indépendantes (y;, z;).

(1) Ecrire le modele linéaire associé. Donner 'EMCO de a et sa variance.

(2) Donner PEMCP de a. Le comparer a 'EMCO. Quelle est 'EMV de a?

Exercise 22 Transformation normalisante, MCO et MCG
Soit le modele a 2n observations a résidus centrés et décorrélés pour des t différents :

Y1t = a1z + et et 9 1 -0.5
Q) : ,aetbeR, t=1,n, Cov =0
) { Yor = by + ey ( et ) < -05 1

(1) Déterminer c tel que y; soit décorrélée de yo, = y11 + cyar. Pour ce ¢, déterminer
d tel que {y: = (yit, Y2t = dyb,), t = 1,n} définisse un modele sphérique (2).

(2) Expliciter I’écriture matricielle de (£2) et de (2). En déduire FTEMCO et TEMCG
de (a,b). Comparer leurs variances.

Exercise 23 Test d’homogénéité des variances résiduelles

On considere le modele d’analyse de la covariance :
(Q) : yij = a; + bivij +eij, § = Lng, i = 1,4, e;j ~ N(0,07?), indépendants

On note (Qp) le sous-modele avec homogénéité des 4 variances. On observe :

n; 20 [18 [ 20 | 22
SCR(Q) | 27 [ 22110 | 18

(1) Tester 'homogénéité des 4 variances résiduelles.

(2) Tester 'homogénéité (£2124) des variances résiduelles des groupes 1,2 et 4. Tester
I’homogénéité du groupe 3 avec les trois autres groupes.

(3) (w1,2,4) est le sous-modele de (€21 2.4) avec égalité des pentes : by = by = by. 'EMCO
donne SCR(w124) = 84. Tester (wi,2.4).

5Si A et B sont des matrices carrées inversibles, I'inverse du produit de Kronecker A® B est A 'eB™t.
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Exercise 24 Un systéme de deux régressions empilées

Tester a = b dans le modele de régressions empilées,

Y1t = ax1t + et
Q) :
) { Yor = bros + ey

,aetbe R, t=1,20, avec Cov( €

€2t

sachant qu’on a observé la matrice des moments croisés d’ordre 2 :

[y [w2 &1 [ 22 ]

yr [10]-1] 11
Y2 15 ) 1
1 11 ] 1
Xo 1

43
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Chapitre 5

Choix et validation de modele

Voila quelques questions auxquelles nous allons chercher a répondre :

— Comment choisir entre plusieurs modeles ?
— Comment valider un modele sélectionné.
— Si le modele n’est pas valide, quelles sont les erreurs de spécification 7
— Comment remédier a ces erreurs et proposer un modele alternatif ?

Par souci de simplicité, nous supposerons le modele a résidus gaussiens et sphériques.
Si la covariance résiduelle ¥ = o2R n’est pas sphérique, mais si R est connue (resp.
estimable), les résultats que nous allons donner pour la situation sphérique (X = o2I) se
maintiendront a condition d’utiliser les estimations des MCG en remplacement des MCO
(resp. des MCQG) et de calculer les sommes des carrés résiduels pour la norme ||.||z-1
(vesp. [|.|[-1) en remplacement de la norme euclidienne ||.||,.

5.1 Choix de modele

5.1.1 Critere de parcimonie

M régresseurs { X1, Xo, -+, Xps} sont a notre disposition pour expliquer Y : comment
choisir “convenablement” un sous-ensemble P C {1,2,--- , M} de régresseurs {X;,i € P}
expliquant Y 7 Ce choix doit répondre & deux objectifs contradictoires :

1. P doit étre de taille assez réduite pour que le modele soit facilement interprétable.

2. P doit étre assez grand pour que l'ajustement de Y soit correct.

Le choix doit donc étre parcimonieux (peu de parametres) mais fournissant un bon
ajustement (des parametres en nombre suffisant). Présentons quelques criteres classiques
de choix de modele.

La statistique C, de Mallows; le graphique de p — 812,(1))

Si le modele considéré (P) admet p parametres, c’est la statistique

_ SCR(P)

Cp 2 - (n - 2]9)

s
ott SCR(P) est la somme des carrés résiduels dans (P), s? est I'estimation de la variance
dans le modele incluant toutes les variables explicatives, et n est le nombre d’observations.
Si (P) est sans biais, E(SCR(P)) = (n — p)o?, de méme E(s?) = o2 et donc E(Cp) =~ p :
sous un modele sans biais et si n est assez grand, C, ~ p; au contraire, si le modele
est biaisé, C, prendra des valeurs plus grandes que p. On trace donc sur un graphique

45
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les points (p, Cp) et on conclut en retenant une petite valeur de p ou C), est voisin de p.
Remarquons que du fait du caractere aléatoire, des valeurs de C, peuvent étre observée
sous la droite C), = p.

11 est aussi instructif de tracer la courbe (p, 812,) ol 8]20 = %ﬁf) est I'estimation de la
variance résiduelle dans le modele P. Le courbe s’approche de I’asymptote 312, = o2 pour P

2

grand, et on pourra retenir un modele utilisant moins de variables des que Ep

du niveau de cette asymptote o2

sera proche

La log-vraisemblance pénalisée : critéeres AIC, BIC

La qualité de l'ajustement d’un modele peut étre évaluée par la log-vraisemblance
l,(P) sous (P). La aussi, 1,(P) < 1,(Q) si P C @, et il faut pénaliser [,, par la dimension
du modele. Deux criteres sont classiquement utilisés :

(1) Le critére de AIC de Akaike (Akaike Information Critérion) : P maximise AIC(P) =
20, (P) — 2dim(P).

(2) Le critére BIC (Bayesian I.C.) : P maximise BIC(P) = 21, (P) — (log n) dim(P).

Ces criteres sont tres généraux et s’appliquent chaque fois que 'on sait expliciter la
vraisemblance du modele : modele linéaire gaussien, modeles de régression Logit binaires
ou polytomiques, modeles log-linéaire de table de contingence, les régressions non-linéaires

gaussiennes, les modeles paramétriques de durée.
Pour un modele linéaire gaussien, la log-vraisemblance vaut, & une constante pres :

1(P) = ~ 2 10g(8%(P)) ot (P) = “T)

et le critere AIC minimisera

AIC(P) =nlog(SCR(P)) + 2 x dim(P)

5.2 Validation d’un modele linéaire gaussien

Une fois retenu un ensemble de régresseurs X expliquant Y, il faut tester la validité
de ce choix (Q) : Y ~ N, (X3, 02%I,). Cette validité est & trois niveaux :

(1) E(Y) = X[ : validité de la spécification de la moyenne.
(2) Cov(Y) = 021, : validité de la covariance sphérique.
(3) Y est gaussienne : validité du modele de loi gaussienne.

Ecrivant Y = X + ¢, la validation se fait sur la base des résidus estimés :
2q = (I — P)Y ~ N,(0,0%(I — P))

Pour la décomposition orthogonale R" = Ex ® &5, €q € Ex peut est représenté par ses
(n — p) coordonnées (€p+1,€pta,- - ,€n) dans une base orthonormale de Ex!. La validité
du modele () se traduit par :

(Q) : €p+1,€pt2, - -+, €n est une suite i.7.d. gaussienne

En pratique, on utilise un test approché (14) s’appuyant sur le vecteur € écrit dans la
base canonique de R, et on teste :

(Q4) :€1,E2,- - ,Ep,Ept1, - ,En sont i.i.d. gaussiennes

!Par exemple celle associée aux n — p vecteurs propres associés & la valeur propre 0 de P.
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5.2.1 La paramétrisation de la moyenne est-elle bonne ?

Une mauvaise paramétrisation de la moyenne peut avoir plusieurs origines : (a) trop
de régresseurs ont été retenus : on dit qu’il y a surparamétrisation; (b) il manque des
régresseurs : il y a sousparamétrisation; (c) plus généralement, certains régresseurs ont
été oubliés, d’autres sont superflus.

Surparamétrisation et sousparamétrisation

(a) Surparamétrisation : pas d’oubli de variables mais certaines sont superflues.

(Q): E(Y)=(X(1),X(2)8 avec 3 = t(*3(1),! 3(2)) (modele de travail)
(w): BE(Y)=X(1)B(1) (vrai modele, inconnu).

X est de dimension n x (p + q), le vrai parametre est 8 = ¥(!8(1),!0). X(2) correspond
aux q régresseurs superflus.

L'estimation des MCO dans (Q) vérifie 8o ~ Npq(H(EB(1),10),02(PX X)7L) Bq(1)
estime sans biais B(1) mais sa variance est supérieure a celle des MCO dans (w). En
effet, Var(Bq(1)) = Var(B,(1)) résulte des deux constatations suivantes : (i) pour X =
(X(1), X(2)), {(XX) 1 = A, A = IX(1)X(1)-Con C = “X (1) X(2){'X(2)X(2)} "
tX(2)X(1); (ii) si A et B sont deux matrices symétriques régulieres de méme taille
(A=B)& (A1 < B

D’autre part, 52(Q) = mSC’R(Q) estime aussi sans biais 02, mais Var(62(Q)) =
0.2 o~ 0.2
(nf(pﬂ) > Var(6?(w)) = ol

La surparamétrisation ne biaise pas les estimateurs mais elle en diminue la précision.
(b) Sousparamétrisation : oubli régresseurs.

(w): B(Y)=X(1)B(1) (modele de travail)
(©): E(Y) = (X(1), X(2))8, 8 ="("8(1)," 3(2)), avec 3(2) # 0 (vrai modele).
Les régresseurs oubliés sont X (2) : PEMCO de (1) dans (w) est biaisée, de biais b =

~

E(B(1)) - B(1) = {X ()X (1)} ! X (1) X (2)8(2), et Veqm de (1) est
eqm(B(1)) = b* + Var(B(1))

Ce biais est acceptable si I'estimation dans (w) diminue fortement la variance : comme en
situation de presque colinéarité, on peut avoir intérét a supprimer certains régresseurs.

(c) Le cas général : des régresseurs ont été oubliés, d’autres sont superflus. Ceci conduit
a une estimation biaisée de (3 et de la variance résiduelle.

Tests de validation de la moyenne : (Q) E(Y) = Xz.

(a) Si 02 est connue, |[€])* ~ o?xZ_, sous (), ~ UQX;?,},((SQ) sinon. Le parametre de
non-centralité 62 = |[E(Y) — X3||* dépend de Palternative & (£2).

La probabilité P{X;lz_p(éz) > a} étant une fonction croissante de 62 (cf. § 14.3), on
prendra comme région de rejet de (Q) : Ry = {|[E]|*> > 02¢(n — p; a)}.

Si 02 est inconnue mais est préalablement estimée par 812D ~ 02)(3 indépendamment
des observations donnant ’estimation de (3, le test repose sur la statistique F' = n;ip%.
F suit une loi F(n — p,d) sous (£2); sinon F' suit une loi Fischer décentrée.

(b) Valeurs aberrantes. Certaines observations y; peuvent ne pas répondre au modele
E(y;) = tz;3. Pour les détecter, on examine les résidus réduits r; = €;/5(g;) : sous (), ils
suivent une loi de Student & n — p ddl. La représentation graphique des points {(i,r;),i =
1,n} permet de détecter ces valeurs aberrantes.
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Si on détecte ¢ > 0 valeurs aberrantes {y;,i € Iy}, on peut corriger le modele en
attribuant un parametre a chaque observation aberrante :

() : E(yi) = p; sii € Iy, et BE(y;) = ;3 sinon

Si le modele initial est de dimension p, le modele étendu (€27,) est de dimension p+q. Le test
d’absence de valeurs aberrantes repose alors sur la statistique de Fischer de (Qz,) C () :

- q SCR(Q2) — SCR(,)
- n—(p+q) SCR(Qy,)

Plus généralement, si les données aberrantes {y;,7 € Iy} suivent un modele spécifique,
on intégrera cette information dans un modele étendu (Q7 ) : E(Yy,) = Zv et E(Ye) =
X IS 0.

(c) Une troisieme facon de tester la validité de (§2) est de plonger (§2) dans un surmodéle
(Qg) peu contestable. On testera alors (€2) dans (2g). Par exemple, si une analyse de la
variance dépend d’une modalité ¢ associée a une variable z; € R :

(Q): E(yij) =a+bx;, j=1,n5,i=1,p

le modele (Qg) naturel est le modele complet d’analyse de la variance, E(y;;) = m;.

5.2.2 La covariance des résidus est-elle sphérique ?

L’hétérocédasticité ou la corrélation des résidus constituent les deux alternatives clas-
siques & la sphéricité des résidus.

Homogénéité des résidus.

Supposons que ’ensemble I = {1,2,--- ,n} des n observations est divisé en r classes
connues Iy U Io U---U I, la variance étant constante sur chaque classe : Var(y;) = a% si
1 € Iy, k= 1,r. L’homogénéité des variances se traduit par :

(Ho):o'%:o'%:-..:a2:0'2

Si le modele linéaire est gaussien et si le dispositif des X assure la convergence de 3% pour
chaque classe, on utilisera la statistique du RV :

A= Z nklogf—2 ~ X2,
k=1r Of (Ho)

Le test de Goldfeld-Quandt examine le cas particulier d’une partition en 2 groupes,
I = I U Iy; les parametres de la moyenne étant estimés séparément sur chaque groupe,
le quotient des estimations des variances résiduelles suivra exactement une loi de Fischer
a (n1 —p,ng —p) ddl si a% = a% si le modele linéaire est gaussien. La partition peut étre
construite afin d’avoir un test plus puissant : par exemple, si on pense que Var(y;) = 0'23322
ol x; est observable, on range les observations par valeurs croissantes de m?, I correspon-
dant aux premieres observations et Iy aux dernieres. Si nécessaire, on peut intercaler une
zone de séparation entre I et Io.

Non-corrélation des résidus

On va présenter deux tests de non-corrélation des résidus : I'un est paramétrique?, c’est

le test de Durbin-Watson ; Pautre est non-paramétrique, c’est le test des séquencesd.

2Un test est paramétrique si le calcul de sa loi utilise explicitement la loi du modele sous-jacent : le test
de Student d’égalité des moyennes est paramétrique, utilisant le caractére gaussien des deux populations.

3Un test est non-paramétrique si le calcul de sa loi ne nécessite pas la connaissance explicite de la loi
du modele sous-jacent. Par exemple, le test de signe pour la comparaison de deux moyennes est un test
non-paramétrique.
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Le test des séquences Supposons que 'on veuille tester le caractere ¢.i.d. d’une suite
a valeur dans F :

(Ho) : €1,€2,- -+ ,&pn sont des v.a. i.i.d. a valeur dans F

Si E = AU B est une partition fixée de F, on résume la suite des ¢ par la suite (s;)
des signes + ou de —, s; = + si g; € A, ou s; = — sinon. Par exemple, si € est une suite
de réels de somme nulle, un choix naturel de partition de F est A = R*, s; = signe(e;).
Soit ny (resp. n_) le nombre de signes + (resp. de signes —), n = ny +n_. Une séquence
de la suite (s1, 82, ,8y,) est une suite maximale de signes successifs constants. On note
alors R le nombre de séquences. Par exemple pour la suite de n = 18 signes :

e et o o

ona:ny =10, n_ =8 et R =8 séquences. A (ny,n_) fixés et sous (Hp), les ny signes
+ sont placés au hasard parmi les n positions. Il en découle que la loi sous (Hy) de la
statistique R € N dépend uniquement de (n4,n_) : la loi de R est libre de celle de €. On
dispose de tables statistiques pour n4 < 20 et n_ < 20.

Si R est faible, la liaison entre les € successifs est positive : il y a association; pour R
élevé, la liaison est négative : on dit qu’il y a intrication. Les tables donnent r_(«) (resp.
r+(a)) tel que r—(a) (resp. r4(a)) est le plus grand k vérifiant P, (R < k) < « (resp. le
plus petit &k vérifiant Py, (R > k) < «). Pour n grand, R est approximativement normale
de moyenne et de variance fonction de ny et n_ (cf. Tables statistiques).

Test de non-corrélation d’un couple gaussien On peut également utiliser le test
(cf. Chapitre 1) de non corrélation pour un couple gaussien pour lequel on dispose d’un
échantillon. Pour ce faire, on groupe par 2 (sans recouvrement) la suite des résidus
(estimés) : par exemple, si n = 2m, on, sous l'hypothese i.i.d. gaussiens, a m-paires
indépendantes et non corrélées :

((517 52)7 (537 54)? (557 56)7 ) (57#17 5”))

Si n est impair, on perd la derniére observation.

5.2.3 Les observations sont-elles gaussiennes ?

Le test de Jarque-Bera, le test d’ajustement du x? et le test de Kolmogorov-Smirmov
sont des tests asymptotiques, utilisables pour n grand. D’autres méthodes, telle la droite
de Henry, sont descriptives. Décrivons le test de Jarque-Bera et la méthode de la droite
de Henry.

Le test de Jarque-Bera

La statistique est construite sur la constatation suivante : une loi gaussienne est de
coefficient d’asymétrie k3 = E(X — p)3/o3 nul (skewness, k3 = 0 si X symétrique) et
de coefficient d’aplatissement kg = E(X — p)*/o* = 3 (kurtosis). Jarque et Bera testent
I’hypothese plus générale : (Hyp) : k3 = 0 et kg = 3.

Soient S et K les estimateurs empiriques de k3 et k4 issus des résidus estimés par

MCO. La statistique :
1
4
prend une valeur faible sous I’hypothese de normalité. Jarque et Bera ont montré que la
loi asymptotique de JB est, sous (H0), un x? & 2 ddl.

JB =" S+ (K -3}
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Le test d’ajustement du Chi 2

Rappelons la construction générale de ce test. On veut tester :
(Hp) : Y1,Ys, -+ Y, est une suite de variables i.i.d. de loi Py.

ou 0 est un parametre de dimension p > 0. Si p > 0, on dit que la loi est incompletement
spécifiée; si la loi est completement spécifiée, p = 0.

(i) Estimer 6 par 5, I’estimateur du maximum de vraisemblance.

(i) Soit E l'espace d’état de Y ; on divise E' en K classes C1,Co, -+, Ck ;

(iii) on note ny le nombre de Y;,i = 1,n, tombant dans Cy et pp = P(Y; € Cy),
k=1K. .

(iii) on calcule le A = 3K | %.
A est la distance du x? entre la distribution empire observée et la distribution théorique
estimée. Le résultat théorique dit que, sous (Hy), et si tous les npy > 5, alors A suit une
loi du Chi 2 & (K —p — 1) degré de liberté. Ainsi, la région de rejet de (Hp) au niveau «
est

Ra={AZ=q(; K —p-1)}

q(a; K — p —1) étant le a-quantile d'un chi 2 & (K —p — 1) ddl.

Revenons au cas du modele linéaire gaussien et du test :

(Hg) : €1,89,- - ,Ep est d.i.d. N(0,02)

Ici, E = R et € est centré car le régresseur constant est retenu dans Iensemble des
variables explicatives. On choisit des classes adjacentes C1 =] — 00, ¢1],C2 =|e1, o, -+,
Cp =]ep—1, +00[; I'estimation du MV de o2 est 52 = % ST €2, et, sous les conditions npy >
5, le test d’ajustement reposera sur une loi du chi 2 & (K — 2) ddl. Il est recommandé de
choisir un découpage en classe d’effectifs estimés tous égaux, p, = K1, avec la contrainte
% = 5; un tel choix assure une bonne puissance au test.

5.2.4 Détection d’erreurs de spécification : méthodes graphiques

Les méthodes graphiques sont tres utiles pour juger de 'adéquation d’un modele. Elles
permettent aussi de détecter I'origine des erreurs de spécification et nous guident sur le
choix de modeles alternatifs plausibles. Ces méthodes sont basées sur la représentation
graphique de points {(u;,&;),7 = 1,n}, ol u; est soit 'indice individuel ¢ (ou le temps
t), soit x;, I'une des variables exogenes, soit 1’endogeéne y;. Tous les logiciels offrent la
possibilité (ordre PLOT) de telles représentations graphiques.

5.3 Exercices : Choix et validation de modele

Exercise 25 Validation de modéle

(Q) 1yt = a+ bry + cxoy + drsy + 4 est estimé sur la base de n = 25 observations. Les
valeurs z1; et les résidus g; estimés par MCO sont donnés ci-dessous :

[t [ 1[2[3[ 4 [5]6]7[8]9 [10]1 |12
ey [JO05]25] 0] 1 [2]25]22] 2| 18] 1.7 ] 1.5 [05
g Jo1Jo7]o7[-03]01]05]02][01]-02]-01]-14]07
[t=13]14[15[16[17] 18 J19[20] 21 | 22 [ 23 | 24 [ 25 |
07 JoeJos5] 1 Jor] 12 [22[23] 11 [ 14 ] 16 [ 13 ] 14
03 [04]03]01]06[-02[03]03]-01]-09]-09]-06]-07
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On trouve : SCR(Q) = S5 82 =7.34; 55 80 = —343; 22 &/ =6.67; .2 881 =
3.65.

(1) Tester la normalité des résidus en utilisant la statistique de Jarque-Bera.

(2) Représenter {(t,€¢);t = 1,25} et les barrieres de niveau +20. Conséquence ?

(3) Soit (211 le modele avec son propre paramétre en ¢ = 11 :

(Q(H)) s E(yt) = a+ bxyy + cxoy + drsy pour t # 11, et E(y11) =m

On observe : SCR(QIY) = 5.94. Tester que la donnée en ¢ = 11 n’est pas aberrante.

(4) Tester I'indépendance des (g¢) en utilisant le test des séquences.

(5) Représenter les points {(x14,€¢);t = 1,25}. A quelle erreur de spécification cette
représentation fait-elle penser 7 Comment améliorer le modele ?

Exercise 26 Choiz d’un modéle pour le cycle biologique circadien

T.P. : Utiliser R pour choisir un des modeles parmi les suivant :

On se place dans le contexte de l'exercice 3 (feuille Modéle linéaire) sur la modélisation
du cycle journalier d’activité de la faune microbienne d’un marais d’Afrique équatoriale.
Entre (Hs), (Hs), (Ha4) et (Hy), le modele étendant (Hs) en introduisant un effet jour,
et pour les criteres E2, Cp, s? et AIC, quel modele retenir. Comparer ces résultats avec
ceux des tests déja effectués.

Exercise 27 Choix du modéle d’analyse de traitements pour le cancer du sein

Méme question pour les modeles (Hr), (Hs), (Hy) et (Hg) étudiés dans 'exercice
d’étude de durée de vie pour un cancer du sein (Analyse de la variance).

Exercise 28 Graphiques d’invalidation d’un modéle

Imaginer les représentations graphiques planes {(u;,&;),7 = 1,n} correspondant aux
erreurs de spécification suivantes (chaque fois, faire un choix adapté de la variable abscisse
uz) :

e Corrélation entre les résidus successifs (positive, ou négative).

e Non-homogénéité de la variance résiduelle (par exemple, la variance croit avec x;).

e Détection de valeurs aberrantes.

e Oubli d'un effet linéaire exogene dans 'explication de E(Y').

e Oubli d'un effet quadratique exogeéne dans 'explication de E(Y).
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Chapitre 6

Régressions logistique et
polytomique

6.1 Introduction

On étudie la modélisation de données endogenes catégorielles Y a partir de conditions
exogenes x. On parle de régression logistique si Y est binaire, de régression polytomique
si Y est polytomique (& plus de deux états). L’endogene Y est par exemple le type de
transport utilisé par un salarié (transport individuel ou transport en commun), I’état de
santé d’un individu (sain ou malade), le statut d’occupation d’un logement (propriétaire
ou locataire), la présence ou non d’une plante sur une parcelle agricole, etc.

La variable exogene x & état dans E peut étre qualitative (E = A = {ay, a9, -+ ,ax}),
quantitative (£ = RP), ou mixte £ = A x RP. Par exemple, pour expliquer le type de
transport utilisé, on peut faire intervenir 1’éloignement résidence-lieu de travail, le sexe du
salarié, son salaire, un facteur de mobilité dans le travail : deux composantes de x sont
quantitatives, deux sont qualitatives. Commencons par examiner le cas d’une réponse Y
binaire.

Sans contrainte et en codant par 0 et 1 les deux états, Y sous la condition x est une
variable de Bernoulli B(w(x)) caractérisée par la probabilité :

PY=1|z)=mn(z)

Un modele spécifiera la forme fonctionnelle de 7(z). Sans contrainte sur m(x), le modele
est complet ou saturé, noté (S).

6.1.1 Structure des données

On supposera que les observations sont indépendantes. Il y a deux structures de données :
e les données individuelles : {(y;,x;),i = 1,n}, le dispositif des x est {x1,z2, -+ ,z,}.
e les données répétées : {((yi,xt),i = 1,m4),t = 1,T}. Sous xy, il y a ny > 1 observa-
tions y;;. Le nombre total d’observations est n = Zle ng ; le dispositif expérimental est
{(xl? nl)? (va n2)7 T (xT> nT)}
L’étude statistique du modele saturé (S) n’est possible qu’en cas de données répétées.
Si on note y; = Z?;l y;t le nombre de fois ou 1 est réalisé sous la condition x¢, les données
répétées sont résumées par le tableau :

|| Condition x ‘x1|m2|‘x,‘|xT H
Effectif total ni|ng |- || | np
Effectifdes Yie =1 | w1 |y | --- | v | -+ | yr
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6.1.2 Modele Logit, Probit et autres

Pour fixer les idées, supposons que l’espace d’état de = est E = RP. Soit F': R — [0, 1]
une fonction connue. Une facon de modéliser 7(.) est d’écrire :

w(z) = F('Ba)

ou B € RP est un parametre inconnu. Généralement, on choisit pour F' une fonction de
répartition’ (notée fdr). Le modele est linaire en (3 & travers F, une fonction non-linéaire.
F est la fonction de lien du modele (link function) .

Example 15 La régression logistique ou modéle Logit

Elle correspond au choix F = A(u) = % = (1+e7%)7L, 1a fdr logistique. L’étude du

modele Logit est le theme central de ce chapitre.
Example 16 Scuillage d’une variable quantitative : le modéle Probit

Le modele Probit correspond au choix F = ®, la fdr gaussienne réduite. Une jus-
tification de ce choix est la suivante : considérons une observation binaire y qui est le
résultat d’un seuillage au niveau s d’une variable latente y* € R (y* n’est pas observée),
y = 1{y* < s}, on 1(A) =1 si A est réalisé, 0 sinon, est I'indicatrice de I’événement A. Si
y* suit un modele (2*) linéaire et gaussien, y suit un modele Probit () :

Q) y=1{y* <s},avec y* = lyx +¢, ¢ ~N(0,0%)

Q) : w@)=PY =1|z)=PY* <s) =0 >—15) = ¢(*4z")

o
Le parametre 3* dtu modele Probit est :
(i) 18 = YL, =2) et 2* = !(s, ) si le seuil s est connu;

(ii) 6 = *(2, _Ttw) et z* = ¥(1, ) si le seuil s est inconnu.

Comment choisir F'? Approche graphique

Si les données sont répétées et si 7y € R, les T points {2 = (24, 1£),t = 1,T'} apportent
une information sur la fonction de lien F' a choisir : existence ou non d’un centre de
symétrie, différences des comportements aux asymptotes 7 = 0 ou m = 1, etc.

Identifiabilité du modeéle

On s’assurera d’abord que le dispositif des z rend 3 identifiable c’est-a-dire, si 3 # 3,
leslois de {(Y; | z;),7 = 1,n} associées & 3 et 3 doivent étre différentes. Si F' est strictement
croissante, I'identifiabilité équivaut a I'existence d’un z; tel que tx;8 # ‘z;3. Si X est la
matrice n X p des conditions exogenes, !X = (‘z1,t xo,- -+ L xy,), lidentifiabilité équivaut,
comme pour le modele linéaire, au fait rang(X) = p. On supposera par la suite que cette
condition est satisfaite.

Codage d’une variable exogéene qualitative

Si une composante z de = est qualitative, z € {a1,az, -+ ,ar}, z peut étre codée dans
RF~1 en identifiant a; au l-ieme vecteur de la base canonique de R¥1, | = 1,k — 1,
et ar a 0. Si x est une variable mixte, on peut coder sa partie qualitative et = peut
encore étre interprétée comme un élément de RP". Comme pour un modele linéaire, aux
situations x € F quantitatif, qualitatif ou mixte, correspondent les terminologies modele

'Une fonction de répartition F est caractérisée par trois conditions : (i) ' € [0, 1] et est croissante; (ii)
F est continue & droite; (iii) limy— —oo F'(z) = 0 et limy— 400 F(z) = 1.
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de régression, analyse de la variance et analyse de la covariance. Par exemple, si x € I x J
est qualitatif & deux facteurs :

(i, j) = F(Nm‘)

pi; € R peut étre décomposé comme dans une analyse de la variance a deux facteurs.
Pour une condition mixte (z,7) € RP x I, on écrira :

w(2,i) = Fu;(x))

sans restriction pour y,(x) pour le modele complet. Le sous-modele additif s’écrira pu,(x) =
a; + u(z), avec I'éventuelle spécification u(z) = !Bz pour u(z).

6.2 La régression logistique

6.2.1 Le modele Logit

eu
14ev
) étant centre de

La distribution logistique est associée & la fdr A(u) = (1 +e )"t = Comme

1
’2
symétrie pour le graphe de A. La distribution logistique est centrée, de variance %2, de
densité f(u) = A'(u) = A(u)(1 — A(u)) = ﬁ

La fonction Logit : [0,1] — R est la fonction réciproque de A,

la fdr ® gaussienne réduite, A est symétrique, A(—u) = 1 — A(u), (0

Logit(y) = log 1 i

Definition 2 Supposons que x € RP. Le modéle Logit est défini par :

n(r) = P(Y = 1| x) = A(*Bx) ou Logit(n(x)) = ‘Bz (6.1)

Le quotient OR(x) = 135:2(:) = ;Egié}g est appelé le rapport des chances sous z (Odd
ratio) : le modele Logit traduit que le log du rapport des chances suit le modele linéaire
tB3z. L’interprétation de 3 est la suivante : si la i-eme coordonnée de = est augmentée de

+
1, donnant w;f, le rapport des chances est multiplié par le facteur exp j3; : OOL}%')—) = ePi,
OLogit(m(x)) ,3
SLog T = B;.

Ou encore, e

6.2.2 Estimation du modele Logit
Approche graphique : le Logit empirique

Pour des données répétées, la fonction Logit empirique est définie par :

yt+%

m, t= l,T avec Yy = Zyzt
2

xy — 2z = log

La constante % interdit au numérateur et au dénominateur de prendre la valeur 0. La

représentation du nuage des points {(x, 2;) } donne une approche empirique de la modélisation :
si z € R et sile “nuage” {(x4,2¢),t = 1,T} est proche d’une droite, on optera pour

le modele Logit affine ‘{8z = a + Bz, une estimation graphique de a et (3 étant pos-
sible. Si {(z4,2),t = 1,T} évoque un nuage quadratique en zy, on préférera le modele
Logit{m(z)} = a + Bz + vyz>.
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Estimation par le maximum de vraisemblance
La densité de la loi de Bernoulli Y ~ Ber(w) est, pour y € {0,1} :
PY =y)=nY(1—-n)"Y = (1 —7)exp{y x Logit(r)}

En données individuelles {(y;, z;),i = 1,n}, la vraisemblance vaut, notant m; = A(*Bz;) :

Ln(B) = [Timy mi¥ (1 = mi)' =% = [[;(1 — ms) exp{y; x Logit(m)}

Notant {a,b) = tab le produit scalaire sur R?, la log-vraisemblance I,, vaut :

W(B) = (Te(y),B) + 1.(B), avec : (6.2)
To(y) = D wyimi, et $,(8) = — Y log(l+ ™) (6.3)
i=1 =1

Pour des données répétées, Ty (y) = S iy yes, Vp(B) = — Sy ne In(1 + elF20)).

Le modele Logit appartient a une famille exponentielle (cf. § 14.6) : T, (y) est la statis-
tique canonique associée a ; 1, () est la constante de normalisation faisant de L, une
densité de probabilité. A cette constante pres, la log-vraisemblance est linéaire en (.

Pour obtenir le comportement asymptotique de l’estimation du MV, on utilisera la
condition suivante sur les (x;) :

(H(X)) : les (x;) sont les réalisations i.i.d. d’une loi A sur F' et F' est compact.

Proposition 21 Estimation du MV du modéle LOGIT
(1) La log-vraisemblance B — 1,,(3) est strictement concave.
(2) L’information de Fischer I,(3) est inversible si 5 est identifiable; elle vaut :

I,(6) = —¢(522)(5) = Z x; Xt ximi(1 —m;), avec m; = A(tﬁwi)

i=1,n

(3) Si I(B) = [pa x ' w(x)(1 — w(x))A(dx) est réguliére, si 'espace des paramétres
© est compact, alors :

VB, = 8) % N(0,1(8) ™)
Preuve :
(1 et 2) [log(1+e*)]) = Au), et [log(1+e*)]” = A'(u) = A(u)(1 — A(u)). Donc :
0?1,
o3

(8) = 1/’%(5) == > @i xami(1 - )
i=1,n
Soit @ = inf{m;(1 —m;),i=1,n}; aest >0, et 3, , v xtxymi(1 — ;) < atX X au sens
des matrices sdp. X étant de rang plein, 2la matrice hessienne est définie négative; d’ou
(1). Etant indépendante des y;, I(5) = %é; (B). On en déduit (2).
(3) Admis.

Commentaires :

(i) La concavité a une conséquence numérique  importante : un algorithme itératif pour
loptimisation de l,, convergera bien vers la valeur 3, : (1) il n’y a pas de risque de converger
vers un maximum local non-global; (2) la convergence de ’algorithme ne dépend pas du
point d’initialisation de ’algorithme?.

2Ce n’est plus le cas si la log-vraisemblance n’est pas concave. On verra que pour une régression
non-linéaire (cf. Ch. 11), la somme des carrés résiduels SCR(3) peut présenter des maximums locaux
non-globaux ; on est donc amené a initialiser I’algorithme avec une “bonne” estimation initiale, ce qui est
une question délicate.
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(ii) Si I'espace d’état des exogenes F' est un sous-ensemble de RP, I(3) est inversible
des que A charge positivement p ouverts autour de p points {zx, k = 1,p}, ces p points
étant linéairement indépendants dans FE.

(iii) En situation de données répétées, I,(8) = S°1 cn(t) x¢ xtay e (1— 1), avec cp(t) =
2. Si liminfy, c,(t) > ¢ > 0 pour tout ¢, I,,(3) est réguliere pour n assez grand des que
Zip xp tay est réguliere.

(iv) Dans la pratique, on utilise 'approximation (8, — 8) ~ N(0, I(8,) ).

Estimation de (x), prédiction de (Y | x) et calibration d’une observation y.
Pour une nouvelle condition z, 7(z) est estimée par 7, = m(z,3). L'intervalle de
confiance (la loi) asymptotique pour w(z) (de w(x,3)) s’obtient en calculant la variance

de ;. Puisque A’ = A(1 — A), la delta-méthode (cf. Annexe, §4, Propriété 7) donne :
Var(Rg) = m2(1 — m)? thar(B)m

Il y a plusieurs fagons de prédire (Y | x) : (i) prendre le résultat de la simulation d’une
loi de Bernoulli B(7); (ii) choisir un seuil « €]0, 1] et prendre y, = 1{7; > a}. Un bon
choix de a est a* = Argmin{> (y; — 7i(a))%,0 < a < 1}.

Le probleme inverse de la prédiction est celui de la caltbration : quelle condition exogene
o assure une probabilité 7o = P(Y =1 | zp) donnée ? Pour un modele Logit affine sur R,
on choisira Zg t.q. @+ 3%¢ = Logit(mg), ou tout autre choix dans 'intervalle de confiance® :

{z € R:| (@+ Bz) — Logit(mo) |< 26(a + Bz)}

Analogies et différences avec la régression linéaire

Notons y = Y(y;,i = 1,n), m(8) = Eg(Y) = *(w(z;,8),i = 1,n). EMV pour
un modele exponentiel étant caractérisée par 'égalité T,(y) = EB(T(Y)) (cf. § 14.6),

I’équation de TEMV VéI/‘i\ﬁe tXy=1X m(Bn) Cette équation est équivalente aux équations
normales ‘Xy = ‘XX du modele linéaire. Les conditions d’identifiabilité pour (3 et 1'-
expression de la matrice de covariance de [3,, s’écrivent de fagon analogue pour les deux
modeles :

0?1,

—a—ﬁ2(,6’)}_1 = {!XD7 !X} ! ot D = VarY = Diag(m;(1 — T3))i=1n-

Var(3,) = {

Par contre, du fait de la non-linéarité de la fonction 5 — m(3), la recherche de 'TEMV
nécessite de recourir a un algorithme d’optimisation itératif et I’expression de TEMV n’est
plus explicite. D’autre part, le résultat sur la loi de En et le test de sous-modele ne sont
valables qu’asymptotiquement pour n assez grand. Pour la régression linéaire gaussienne,
la normalité de TEMCO et le test de Fischer sont valables pour tout n.

6.2.3 Validation et test de sous-modéle

Le résultat général sur le test du rapport de vraisemblance (test du RV) s’applique des
que la sous-hypothese est réguliere de classe C? (cf. § 14.8, condition (C5)) : si M1 C My
sont deux modeles emboités de dimensions p; < pg, si ln(M) est la log-vraisemblance
calculée a la valeur 3,(M), TEMV de ( sous M, alors, sous M; :

2{1n(Mz) — In(M1)} 2% P (p2 — p1)

Test de la non-influence de .
Pour le modele Logit(m(x)) = By + B121 + - + Bpap, le test de By =--- =0

=0
D
repose sur un x2(p). Le test de nullité d’une coordonnée de 3 reposera sur un x3.

35(a+ Bx) dépendant de z, la zone de confiance est délimitée par deux hyperboles.
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Test de sous-hypothése.

Considérons une sous-hypothese réguliere (Hp) : § = r(a), o € R, ou r est de classe
C? et g—g(ag est de rang plein. La statistique du test du RV suit asymptotiquement, sous
(Ho), un x*(p — q).

Test de validation de modéle en situation de données répétées.
Le modele saturé (S) est de dimension 7. Il est estimé par :

(S):%t:%,ofmrt:P(Yzl\wt),tzl,T

t

Sa log-vraisemblance vaut I,(S) = 3.7 {y;log 7 + (n; — y:) log(1 — 7)}. Un sous-modele
(M) de dimension p est donc validé dans (S) a partir de la statistique :

2(1n(S) — (M) 2 XX(T — p) sous (M)

Ce résultat s’applique des que pour chaque t, n; est assez grand. En particulier, la statis-
tique du test de non-influence de x suit une loi du X%Lr

On peut également utiliser le test du x? d’indépendance de x et de y : la distance du
X27 notée AQ, vaut, en posant 1y = 1t — Yt, N1 = Y, Ngj = Zt ngj -

(n4j — %nyy)? ,

A?=n ~—n 2 t=1,Tetj=0,1
Sy B,
Asymptotiquement, A? suit une loi du x?(7 — 1) si = est non-influente.

Indicateurs de la qualité d’ajustement de M C S.
Pour des données répétées, un indicateur de la qualité de M est

ln(M) = 1,(My)

I= 1n(S) — 1n(Mo)

Ici, (Mp) est le modele “z est sans influence”. 0 < I < 1 et I sera d’autant plus proche
de 1 que M explique bien le modele.

S’il n’y a pas de répétitions, notant y; = 7; et en utilisant 1’analogie avec le coefficient
de corrélation multiple du modele linéaire, on peut définir :

=M _ SaM) -7
ly — G(Mo)]> > (Wi — )2

R =1

Le coefficient pénalisé par la dimension de (M) est : 1 — R = el € R?).
Critéres de choix de modéle du type AIC.
XIC(M) = —2logl,(M) + c(n)d(M)
Le critere AIC correspond a une vitesse de pénalisation constante c¢(n) = 2; le critere

BIC a ¢(n) =logn.

6.2.4 Résidus et validation de modele
Pour des données répétées, les résidus estimés réduits sont :

et =er(f) = Al t=1,T
n,ﬂrt(l — ’7Tt)
Pour n; grand, e; ~ N(0,1) si le modele est valide puisque y; suit une loi binomiale
B(ng,m¢) : de fortes déviations de e; par rapport a la loi A(0,1) incitent & corriger le
modele : on détectera ainsi des données aberrantes, ’oubli ou la mauvaise prise en compte
d’exogenes, etc.
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6.2.5 Pourquoi choisir une modélisation Logit ?
Plusieurs raisons justifient le choix du modele Logit.

(1) C’est la famille exponentielle canoniquement associée a la loi de Bernoulli.
Le modele Logit est associé a I’écriture suivante de la loi de Bernoulli :

P(Y =y |z)= (1 —m)exp{y x Logit(mz)}.

Dans la terminologie de McCullagh et Nelder, le modele Logit est un modéle linéaire
généralisé canonique. Le modele Probit n’appartient pas lui & une famille exponentielle.

(2) Analyse discriminante et modéle Logit.

Supposons que ’on est en présence de deux populations gaussiennes Py et Py, repérables
par x € RP, associée & y = 0 et & y = 1, en proportions {pg,p1} et se différenciant par
leur moyenne g # fiq :

Si on observe z € RP, analyse discriminante (cf. Saporta) affectera = a P; avec la prob-
abilité

LogitP(Y =1|z) =a+ fx

ot B ="y — pg), @ =log B+ {1 g = 457y} En effet, la loi du mélange

gaussien est p(z) = cZil:O Di €Xp —%t(x — 11;)37 Yz — g;). Un calcul direct donne :

P(X=z|Y=1PY =1)
p()

Po 1 - _ 1
= {1+p—1exp[—§(tu02 Yo — 2 y) + Huo — p) T e} !

= {l+exp(a+ /BZL‘)}_I

PY = 1|2)=

6.3 Autres modélisations de données binaires

6.3.1 Le modeéle Probit

Le modele Probit correspond au choix de fonction de lien FF = &, ou ® est la fdr
gaussienne réduite. Il s’introduit naturellement si y est issue du seuillage d’une variable
latente y* qui suit (©2*), un modele linéaire gaussien :

Q) y=1{y* <s},avec (V) :y* ="z +e

(@) ¢ w@)=P(Y =1]a) = ®(—) = &(‘5a")

Le parametre 5% est :
_t ) .
(i) '8 = (L, =2) pour z* = (s, ) si le seuil s est connu;

(i) 16 = *(£, %7) pour z* = (1, z) si le seuil s est inconnu.
Si X = (1,x) est de rang plein, 3 est identifiable dans le cas (i) :  (donc o) et 2 (donc

7) sont identifiables. Par contre, seuls les parametres £ et g— sont identifiables si s est

inconnu.
Prozimité des modeéles Probit et Logit.
A une homothétie prés sur x, les modeles Logit et Probit sont proches I'un de 'autre :

apres réduction de la variance pour A (Var(A) = ’T—;), on a:

sup | @(z) — A(

e
—x) |~ 0.023
z€eR \/§ ) ’
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Donc, si on effectue les ajustements Probit ®(*yz) et Logit Afo) sur les mémes données
et si 'un des modeles est valide, 4 sera voisin de %ﬁ ~ 1.813.

Concavité de la log-vraisemblance et asymptotique de UEMYV.
Bien que n’appartenant pas a une famille exponentielle, la log-vraisemblance du modele
Probit est concave. Pour justifier ce résultat, revenons a une fdr générale I’ deux fois
dérivable et de densité f = F'. Notons F; = F(!8x;). La log-vraisemblance s’écrit :

() =Y {wilog Fi + (1 —y;)log(1 — F,)}

i=1n
La concavité de 1, est assurée par celle de log F' et de log(1 — F'). Une CS est :
(i) f'F—f2<0et (i) f(L-F)+f 20

Quelques manipulations montrent que ces conditions sont satisfaites pour F' = ®.

Calcul de la matrice d’information.
Le i-éme terme de la dérivée seconde de I, vaut, notant f; = f(*Bx;) :

L fi 17 t
w={( o g o

(2

La matrice d’information de Fischer est donc :

2
10) = -l = ¥ i x ', (6.4)

i=1n

Proposition 22 FEstimation du MV pour le modéle Probit

(1) La vraisemblance du modéle Probit est strictement concave.

(2) La matrice d’information de Fischer est donnée par (6.4) avec f = ¢, la densité
gaussienne réduite. Elle est inversible si § est identifiable.

(3) Sous (H(X)), et pour n grand : (8, — ) ~ N5(0, 1(8,)™Y).

6.3.2 La distribution complémentaire log-log

C’est la fdr G définie par 4 :
G:R—[0,1, Gu)=1-e uecR

La fonction réciproque est : G~1(y) = log{—1log(1 — )}, y € [0,1]. La courbe de réponse
du modele affine est associé est : w(x) = 1 — exp|— exp(a + [x)].
L’interprétation de § est la suivante : pour deux conditions exogenes x1 et xa, on a :

(1 = w(z2)) = (1 = () "Ploezm)
La probabilité en xy est celle en z1 élevée a la puissance exp f(z1 — x2). G se différentie
fondamentalement des distributions Logit et Probit sur deux aspects :

(1) {(v,G(u)),u € R} n’a pas de centre de symétrie;
(2) les queues de la distribution en —oo et en +o0o0 ont des comportements différents
I'un de 'autre : G s’approche plus rapidement de G = 1 que de G = 0.

4@ est la distribution de valeur extréme de Gumbel. Elle a pour moyenne 0.577 et pour variance 72 /6.
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6.4 Modeles de régression polytomique

Un modele polytomique explique une variable endogene Y a valeur catégorielle a partir
d’une condition exogene x € F. La variable x peut étre quantitative, qualitative ou mixte.
Y prend K > 2 modalités qualitatives. Les modeles binaires (Logit, Probit ou autres,
K = 2) ont fait 'objet du chapitre 8.

Y peut étre, par exemple, le type de transport utilisé par un salarié de la région (métro,
bus, transport individuel; K = 3), le vote pour un candidat choisi parmi K, le degré de
gravité d’un goitre (codé de 1 a 5) ou des appréciations (échelonnées de 1 a 10) que des
dégustateurs attribuent a un produit alimentaire. Dans les deux derniers exemples, il existe
un ordre implicite entre les modalités et on parle de données ordinales. Sinon, comme dans
les deux premiers exemples ou pour des modalités de couleurs, les données sont nominales.
La modélisation pourra prendre en compte cette classification des données.

Y peut étre le croisement de deux (ou plus) données binaires (ou polytomiques) Y;
et Yo : par exemple Y] repere un probléeme de souffle et Y2 un probleme de toux : Y est
bivariée & 4 modalités, Y € {0,1}2.

L’espace F' = {a1,a2, - ,ax} des états de Y sera codé {0,1,2,--- , K —1}. 0 sera un
état de référence. Ce choix arbitraire est sans conséquence sur la généralité des modeles
que nous allons décrire.

6.4.1 Estimation d’une régression polytomique

Modéliser (Y | ) € F, c’est choisir une forme paramétrique pour les probabilités :

mk(z,8)=PY =k|z),eRP, e E,k=1,K—1
Comme en situation binaire, il est inutile de modéliser mo(x,5) =1 — f -1
est connue a partir des autres 7.

Que les données soient individuelles {(y;, x;),i = 1,n} ou répétées, {(yi, ), 1 =
1,ny;t = 1,T}, on supposera que les observations sont indépendantes. On s’assurera
d’abord de l'identifiabilité des parametres du modele, c’est-a-dire de I'injectivité de la
correspondance de RP (espace des () dans R*®~1) (espace des lois ((V; | z;), i = 1,n)) :

Wk(:r7ﬁ) qUJ

L’estimation par le MV se fait de fagon standard. Sous de bonnes conditions de
régularité du modele (ce sera le cas si le modele est exponentiel) et d’ergodicité du disposi-
tif expérimental X = {x1,z2, -+ ,zy} pour n — 00, on a les résultats classiques : variance
s’exprimant a partir de I'information de Fischer, normalité asymptotique de 'EMV, test
asymptotique de RV suivant un x?2, test de validation de modele. Si la log-vraisemblance
est strictement concave (c’est le cas d’'un modele exponentiel identifiable), les méthodes
itératives d’optimisation convergeront vers I'unique EMV quelle que soit la valeur retenue
pour l'initialisation de ’algorithme.

6.4.2 Le modele saturé ou modeéele multinomial

Le modéle complet (S) pour des données répétées est :
(S):mp=PYyu=k|x); i=1m; t=1T; k=1,K—1

(S) dépend de T(K — 1) paramétres (mp; est donnée par mo; = 1 — S0 7). Soient :
nkt = »_; 1(yie = k) Deffectif des observations (yi); prenant la modalité k (3, nke = ne),
n=3r g, w(t) = (g, k=0,K —1) et 7 = (n(t),t = 1,T).



62 CHAPITRE 6. REGRESSIONS LOGISTIQUE ET POLYTOMIQUE

Pour chaque ¢, la variable de comptage N; = (ng, & = 0, K — 1) suit une loi multi-
nomiale M(n¢, 7(t)) (°). Ces variables sont indépendantes pour des t différentes. La log-
vraisemblance s’écrit :

l((nke), ™) = h((n)) + g((nae)) + Y ke log T
Lk

Le modeéle multinomial appartient & une famille exponentielle, les EMV 7, = "n—’“tt vérifiant :

1) 7(t) estime sans biais 7(¢) ; ces T estimations sont indépendantes.
2) VCL?”‘( 7?(75)) = niEt ol Et(k, k) = Wkt(]- - Wkt) et Et(k,l) = —TEtTt sil 7é k.

t

(3) Si ny — 00, AI(R(t) — 7(t)) £ Nic (0, 5).

—~~

Du fait de la contrainte ), Ty = 1, ¥¢ est une matrice singuliere de rang K — 1.

6.4.3 Le modele logistique polytomique
Le cas de données nominales

Posons ai = log . Le modele logistique polytomique nominal spécifie les rapports ;—’3 :
ap — ap = log —£ = to(k)By, k > 1 (6.5)
0

A chaque modalité k > 1 est associée une condition exogene x(k) et un parametre [,
tous les deux dans RP®). Les x(k) pour des k différents peuvent coincider ou non; les
dimensions p(k) peuvent étre égales ou non. Notons § = (5, k > 1); sous la contrainte
By = 0, le parametre 3 est identifiable®.

Definition 3 Le modéle logistique polytomique est le modéle (6.5). Il s’écrit aussi :

exp ‘z(k)By,

T(z) =P(Y =k |z,8) = L+ T exp ()5,

k=1K—1

Des extensions s’obtiennent en remplacant ‘z(k)3, par d’autres fonctions ag(z, 3).
Example 17 Choiz de transport : auto, bus ou métro

Codons ces trois modalités respectivement par {0,1,2}. Si z est une caractéristique
socio-économique de l'individu et z(k) une caractéristique liée au type de transport, on
peut choisir de modéliser ay, par ax(z,3) = logmy = a + tz(k)B + tzy. Dans ce modele
ternaire, seules interviennent les différences ay(z,3) — ag(x, 5), k = 1,2, les parametres
latents «,y disparaissant :

7Tk:(£7ﬁ)

) — el — e ()}, k=12

log

Example 18 Modéle a log-ratio constant (Proportional odd model)

Réécrivant tz(k)B), = agp+ tx(k)vy, le modele & log-ratio constant est défini par 1'égalité
des vy : Vk # 0,7, = 7. C’est un modele additif (k) + ().

®La loi multinomiale généralise & K > 2 la loi binomiale. Pour K = 2, elle s’écrit (N,n—N) ot N est la
loi binomiale B(n,71). La loi multinomiale M(n, ) de parametres n, un entier > 2 et m = (w1, 72, -+ ,TK),
K probabilités de somme 1, est définie sur {0,1,--- ,n}* par : P(N =m) = ﬁ | P
k=1 mip: -4
5Pour k = 0, le choix implicite 8, = 0 ne limite pas la généralité du modele. En effet, toute probabilité
T = ak{zg_l al}fl est invariante par homothétie sur les a. Le choix ap = 1 correspond a 3, = 0.
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Le cas de données ordinales : modele logistique cumul é

Un modele peut prendre en compte la structure d’ordre. Le modele Logit cumulé
modélise le rapport des chances des événements complémentaires (Y < k) et (Y > k),
k=0,K—2:

PY <k|x)

1
CPY >k |2)

= to(k)0y
Le sous-modele a log-ratio constant traduit le parallélisme des différents hyperplans :
(W) : "20, = ap + 'y et dim(w) = (K — 1) +psiy € RP

Sauf I'identité des modeles saturés, il n’y a pas d’emboitement entre les modeles or-
dinaux et les modeles nominaux. On choisira entre 'un ou 'autre sur la base d’un critere
de type AIC ou d’une procédure de test.

6.5 Exercices : régression logistique ou polytomique

Utiliser R pour traiter les différents exercices qui suivent.
Exercise 29 Modélisation de données de mortalité infantile.

Le tableau ci-dessous’ donne les fréquences r/n de mortalité infantile dans une popu-
lation & risque en fonction de trois facteurs x = (a, b, ¢) concernant la meére :

(a) a =0 si la mere fume au plus 5 cigarettes par jour, a = 1 sinon;;

(b) b= 0 si la mere a moins de 30 ans, b = 1 sinon;

(¢) ¢ = 0 si la grossesse dure entre 197 et 260 jours, 1 sinon (durée de grossesse
normale).

cig: a 0 1 0 1 0 1 0 1
age:b 0 0 1 1 0 0 1 1
gest. : ¢ 0 0 0 0 1 1 1 1
effectif r | 50 | 9 | 41 | 4 24 6 14 1
total n || 365 | 49 | 188 | 15 | 4036 | 465 | 1508 | 125

(1) Quel est la dimension du modele saturé (S). Calculer sa log-vraisemblance.
(2) Expliquer pourquoi (S) peut étre reparamétré en a,b,c € {0,1} de la facon suiv-
ante :

(S) : Logit{m(a,b,c)} = By + Baa + B3b+ Byc + PBsab + [gac + [Brbe + [Sgabe

(3) Effectuer la régression logistique descendante en respectant la hiérarchie des inter-
actions. Tester chacun des modeles dans (S). Quel modele retenir 7 Interpréter les résultats.

Exercise 30 Différents choix pour la fonction de lien F.

Le tableau ci-dessous® donne le nombre de scarabées morts apres 5 heures d’exposition
a l'oxyde de carbone pour 8 doses x de concentration en oxyde de carbone :

| z=log(dose) || 6.91 | 7.24 | 7.55 | 7.84 | 8.11 | 8.37 | 8.61 | 8.84 |

effectif r 6 13 18 28 52 53 61 60
total n 99 60 62 96 63 99 62 60

"Wermuth N., 1976, Ezploratory analyses of multidimensional contingency tables, Proc. 9th Int. Bio-
metrics Conference, V.I., 279-95.
8Bliss C.I., 1935, The calculation of dosage-mortality curve, Ann. Appl. Biol. 22, 134-167.
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(1) Représenter {(log(x:), 2t),t = 1,8}. Quelle fonction de lien F' privilégier ?

(2) Effectuer I'ajustement affine sur z pour les 3 fonctions de lien Logit, Probit,
complémentaire-log-log. Quel modele retenir 7 Tester la validité de chacun des modeles
dans le modele saturé. z est-elle influente ?

(3) Pour les 3 modeles, calculer I'indicateur de qualité Qg = Z§ ne(ry — ry(M)).

>k sk sk sk >kskosk sk sk skokosk sk sk skok sk sk sk oskok skosk sk okok sk sk skokosk skk

Données catégorielles polytomiques.
xRk Kok Kok kK ok Kk kK kKK kKK Rk K

Exercise 31 Symptomes respiratoires des mineurs de charbon en fonction de l’dge x .

Le tableau ci-dessous® donne les fréquences croisées de deux symptomes respiratoires
chez les mineurs de charbon en fonction de ’'age x. Il y a 9 classes d’age. Le premier
symptome S est & deux modalités : manque de souffle (S = 1) ou non (S = 0). Le
deuxieme, T', est aussi & deux modalités : présence de toux ("= 1) ounon (I'=10). Il y
a 4 modalités (S,T), F = {oui,non}?.

Manque de souffle || oui | oui | non non

Probleme de toux || oui | non | oui non | Total
20-24 9 7 95 1841 | 1952
25-29 23 9 105 | 1654 | 1791
30-34 54 19 | 177 | 1863 | 2113
35-39 121 | 48 | 257 | 2357 | 2783
40-44 169 | b4 | 273 | 1778 | 2274
45-49 269 | 88 | 324 | 1712 | 2393
50-54 404 | 117 | 245 | 1324 | 2090
55-59 406 | 152 | 225 967 1750
60-64 372 | 106 | 132 526 1136
Total 1827 | 600 | 1833 | 14022 | 18282

(1) Etudier les deux modeles Logit marginaux en S et en 7.

(2) Analyser le modele Logit-polytomique Y = (S, T) a quatre modalités, = étant pris
(i) comme une variable de classe;
(ii) comme variable réelle de régression (le milieu de la classe).

Tester si le modele est a hasard proportionnel.

Exercise 32 Influence de l'apport d’iode sur le développement de goitres

Une recherche menée en Afrique sahélienne par 'Institut Santé et Développement (Y.
Le Roux, Rhéne-Poulenc) a eu pour objectif d’étudier I'influence de ’apport d’iode dans
I’eau de forages sur le développement des goitres .

Il y a 5 niveaux de goitres {G1,G2,G3,G4,G5}, classés du plus bénin G1 (inexis-
tant) au plus grave G5 (goitre irréversible) et 4 facteurs : Xy, le lieu (3 villages dont un
témoin, {Vi, Vs, V3}); Xo, le sexe {H, F}; X3, 'apport d’iode (oui ou non); X4, deux
dates successives d’examen {—, +}.

Le nombre de croisements total possibles pour les 4 facteurs est de 24, mais seuls 12
sont observés. Les données sont les suivantes :

9 Ashford et Sowden, Multivariate Probit Analysis, Biometrics 26, 535-546, 1970.
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|| Village | Sexe | Tode | Jour || G1 | G2 | G3 | G4 | GbH || Total ||

1 H non — 106 | 12 | 46 | 11 | O 175
1 H non + 60 | 31 |46 | 15| O 152
1 F non — 77| 21| 71| 65 | 11 245
1 F non + 46 | 28 | 63 | 65 | 11 213
2 H non — 127 | 27 | 45 [ 12 | 1 212
2 H oui + 145 28 | 19 | 1 1 194
2 F non — 69 | 21 | 65 | 50 | 2 207
2 F oui + 76 | 40 | 41 | 13 | 2 172
3 H non — 91 8 | 14| 6 0 119
3 H oui + 94 | 14 | 10| O 0 118
3 F non — 42 | 18 | 45 | 34 | 4 143
3 F oui + 50 [ 29 | 38 | 13| 3 133

Les cinq effectifs égaux a 0 ont été portés a la valeur 0.1.

(1) Vérifier que les modalités V x I ainsi que I x J ne sont pas toutes observées et que
seule 'interaction d’ordre 3, V' x .S x J, est identifiable. En déduire que pour les croisements
observés, le modeéle identifiable maximal est :

(S): V+S+I+J+VsS+VxJ+ S+« +5«J+V«xSxJ

(2) Analyser les modeles logistiques nominaux : log :((é‘ﬁ)) =m;(V,8,1,J),i=1,4:

(i) (S) : maximal; (ii) (S7V) : pas d’effet village; (iii) (A) : V + S + I + J (additif)
(iv) () :SH+I+J+S*I; (v) (w): S+1+J.
Montrer que leurs dimensions respectives sont 56, 24, 24, 20 et 16. Tester (S~ dans (S)

et (w) dans (S). Quel modele retenir sur la base du critere AIC'?
(3) Etudier les modeles Logit cumulés.
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Chapitre 7

Modele log-linéaire de table de
contingence

Les modeles log-linéaires permettent de dégager des propriétés d’indépendance et/ou
d’indépendance conditionnelle pour une loi discrete m sur un espace produit E fini. Si
E =1 x J, m est une loi a deux facteurs (X,Y), si £ = I x J x K, 7 est une loi
a trois facteurs (X,Y, Z), et ainsi de suite. Par exemple, un modele a 3 facteurs croise
Souffle x Age x Fumeur, un autre a 4 facteurs croisera CSP x Ftudes x Sexe X FEtat
Civil. Dans ces modeles, tous les facteurs ont le méme statut : il n’y a ni facteur a
expliquer (ou endogene), ni facteur explicatif (ou exogene).

Un n-échantillon de 7 est résumé par les effectifs (n;,7 € I) d’apparition de chaque
état @ (ng, (4,5) € 1 x J), (ny, (4,4,k) € I x J x K) sont respectivement appelées des
tables de contingence a deux facteurs, a trois facteurs.

Les modeles graphiques donnent une approche générale pour les tables de contingence
avec un nombre de facteurs quelconque. Nous ne les aborderons pas ici.

7.1 Modele log-linéaire

7.1.1 Un modele linéaire pour logn

Soit m = (m;) une loi positive sur E ={0,1,2,--- L — 1} :
mwest positive : ¥Vl € B, m; > 0

Le modele complet, sans contrainte sur 7 autres que celle d’étre une probabilité (m; > 0 et
Y gpmi =1), est de dimension L — 1. La loi 7 peut étre reparamétrée a partir des (L — 1)
réels 0; € R non-contraints : ou u(0) = —log(1 + Z{fl exp(0;))!.

0, = logﬂ, ou encore logm = p(0)+6;,l=1,L—1
o

est la représentation log-linéaire de m. La correspondance 7 < 0 est bijective, § donnant

en retour la loi 7 :
exp 0,

1+ expoy

Les probabilités 7; sont caractérisées par leur proportionnalité & exp 6, avec g = 0 (2).
Pour le modele complet, les (L — 1) parametres 6; sont libres.

m pour ! =0,L — 1,

11 est important de noter que 1(0) n’est pas un parametre du modele : contrairement & une moyenne
générale 1 dans un modele d’analyse de la variance, p s’explicite ici a partir des autres parameétres 6.

2Une telle contrainte s’impose si on veut que le modele soit identifiable : en effet, pour ¢ € R, les
parametres {6;,l =0,L — 1} et {6; + ¢,l =0, L — 1} donnent la méme loi .

67
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Soit C(X) € RF™! le codage de X € E ainsi défini : pour | > 0, Cj(z) = 1(z = 1)
(c.a.d. 1 si x =1, et 0 sinon), 0 étant codé par le vecteur 0. X appartient a la famille
exponentielle :

mo(x) = exp{—W(0) + (0, C(x))} (7.1)

avec ¥(0) = —pu(0) = log(1 + Zﬁ;ll expli) et (0,C(z)) = S 01 =1). Six =
(#1,22, - , &) est un n-échantillon de X, si N(x) =37, , C(x;) = *“(n1,m2,--- ,ng) est
le vecteur des effectifs d’apparition des états [ = 1, L — 1, la densité en z est :

fo(w) = folxr, o2, -+, xp) = exp{—n¥(0) + (0, N(z))}

7.1.2 Loi multinomiale et test de sous-modéle

Dans 1’écriture précédente, N = *(Ny, No,--- ,Np_1) est le vecteur des effectifs ob-
servés des états autres que 0. L'effectif des 0 est Ng = n — lL:_ll N;. La variable N =
(No, N1, No, -+ ,Np_1)sur {0,1,2,--- ,n}¥ est laloi multinomiale M(n; g, 1, ,71_1)
(cf. ch. 9, §9.2).

Soit (M) un sous-modele m = 7(§), ot 7 est un changement de parametre régulier’
de R™ dans RF~1. Si € est I'estimation du MV dans (M), et 7 celle du modele complet,
alors, asymptotiquement :

2(1n(7) ~ (@) g XL =m—1)

Ce test est & rapprocher du test du x? de spécification. Sous (M), les deux statistiques
sont asymptotiquement équivalentes.

Pour voir pourquoi la modélisation log-linéaire en 0 s’accommode bien de la structure
produit de E, nous allons d’abord examiner le cas ou £ = I X J est a deux facteurs, puis
celui de 3 facteurs, avant de présenter le cadre général des modeles graphiques.

7.2 Tables de contingence a deux facteurs £ =1 x J

I dénote le premier facteur (resp. J le second facteur) ainsi que l'ensemble des états
I={0,1,---,I—1} du premier facteur (resp. J = {0,1,--- ,J —1}). La loi 7 une positive
sur £ = I x J. On choisit 0 = (0,0) comme état de référence de E. La représentation
0 = (0;; = log ;réf), (i,7) # (0,0)) de 7 reste valable. Sans contrainte, § parcourt tout
R’/~!. Imposer & § d’appartenir & un sous-espace de R/~1 définit un sous-modele.

7.2.1 Décomposition de 0 en effets principaux et interactions
Définissons :

o Les (I — 1) effets principauxr « : a; = 00,0 =1,1 — 1
e Les (J — 1) effets principauxr 3 : B; =0o;,j =1,J —1
o Les (I—l) X (J—l) interactions (aﬂ) : (a,@)i]‘ = Hij—ai—ﬂj = Hij—QiO—HOj,z'xj 75 0.

§ = (a,B,(aB)) € R~ est un nouveau parametrage? attribuant implicitement la
valeur 0 aux parametres g, fy, et (a3);; des que i x j = 0. § admet la décomposition :

gz’j = q; + ﬂj + (Oéﬁ)ij, (Z,]) clxJ

31 est de classe C? et de jacobien rél)(@ de rang m.
/

4D’autres choix sont possibles. Par exemple, le choix de I’analyse de la variance est : o, = 60;. — 0., 8 =

G,j — 9,_, (aﬁ)ij = Hij —0; — G,j =+ 9,., avec 0;. = %Z]‘];Ol Oij, G,j = %ZZI;OI Oij et 0. = % Zij 9” Les
notions d’interaction d’ordre 2 ou de modele additif sont intrinseques, indépendantes de ce choix : en effet
(aB) =0 < (aB) = 0.
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La représentation log-linéaire des m;; est :
log mij = p(6) + i + B; + (aB)ij, avec p(d) = —log{1 + Z exp 0;; }
(4,5)#(0,0)

La correspondance 0 < 6 et la paramétrisation en 6 permet de dégager des sous-modeles
traduisant des hypotheses d’indépendance conditionnelle.

La vraisemblance d'un n-échantillon (n;;) s’écrit :
fs(m) = exp{(a; nos) + (B, nyo) + (@), n00) +1p1(8)}
ot (@, noy) = 32121 iy, (B,mpo) = 3021 Binggy ((@B),noo) = 3011 01 (@B)ijna;.

7.2.2 Modele log-linéaire additif : indépendance de [ et J

Ecrivant le modele complet logm = a+ b+ a b (a pour i, b pour j), le sous-modele
additif (LA)log : m = a + b annule les interactions a * b,

(A):(aﬁ)ij:&i:l,l—l, jZl,J—l

(A), de dimension (I + J — 2)%, traduit 'indépendance de I et J : Vi, j, m;; = p;v;. Les
estimations du MV sont fi; = "= et 7; = . Pour n grand :

Vi — 1) 2 N7(0,2(1)) et Vi@ —v) 2 Ny (0,£(v))

avec X(p)i = p;(1 — p1;) et X(u)ij = —pp05, et une forme analogue pour % (v).

La loi asymptotique de (f,7) est gaussienne. Dans un cadre général, la covariance
s’obtient en remarquant que (n — 74 — Ny j + N4, Vit — Nyj, Nj — Nij, Nyj) est une variable
multinomiale My(n; (1 — p;)(1 — vj), (1 — v5), (1 — p;)vj, ;). Dans le cas particulier
présent, cette covariance est nulle puisque n;4 = Y, 1(X} =) est indépendant de ny; =
> 1(Yr =j) : 1t et U sont indépendantes.

Le test asymptotique du RV pour (A) repose sur la statistique

~ . loi 51 (A)

A = 2{1a(7) = a7, )} = 2{1n(0) — 1@, B)}

Le RV vaut H”{n” }”W/HU{”” i, avee Mi; = nflv; = %n“ La statistique du
test du chi 2 d’indépendance est asymptotiquement équivalente” & A :

(nij —145)*
X—QX{Zn”logAj}etA Z ]n .

(]

(= 1)(J — 1))

7.3 Tables de contingence a trois facteurs £ =1 x J x K

Soient I = {0,1,---,I -1}, J={0,1,---,J -1}, K={0,1,--- , K — 1}, les espaces
d’état des 3 facteurs, F = I x J x K. Une probabilité générale = dépend de (IJK — 1)
parametres. Prenant 0 = (0,0,0) comme état de référence, m est en bijection avec le
parametre § de RIVE-1 g = (041 = log F—;(')L’“, (1,7,k) #0).

5Le remplacement d’un indice par + signifie qu’on a effectué la sommation relativement & cet indice :
par exemple, n;y = Zj;ol Nij.

6(A) est aussi le modele : m;; = p;v;. Iy a (I — 1) parametres libres y; et (J — 1) paramétres libres v;.

"Ce résultat s’obtient en effectuant un développement limité pour ces statistiques autour de (u;,v;), la

nij

limite des rapports ( Sk n—“)) ainsi que pour les produits p,;v; valeurs-limites de nn



70 CHAPITRE 7. MODELE LOG-LINEAIRE DE TABLE DE CONTINGENCE

7.3.1 Décomposition de 0 : effets principaux, interactions
Définissons les effets principaux, interactions d’ordre 2 et interactions d’ordre 3 :

e cffets principauz : a; = 000, 3; = bojo et vy = Oook-
e interactions d’ordre 2 : (af3);; = 0ijo — 0i00 — Oojo ; de facon analogue (avy)ix et (57)jk
e interactions d’ordre 3 : (07)ijrx = ijk — bijo — Oojk — Oiok + Oioo + Oojo + Oook-

Chacun des effets oy, 85, vy, (@B8)ij, -+, (@B7)ijk vaut 0 des que I'un des indices i, j ou k
vaut 0. Il y a (I — 1) effets principaux i, (J — 1) effets j, (K — 1) effets k, (I — 1)(J — 1)
interactions @ x j, (I — 1)(K — 1) interactions i x k, (J — 1)(K — 1) interactions j X k, et
(I —1)(J —1)(K — 1) interactions d’ordre 3.

Le nouveau parametre § = (o, 3,7, (af), (ay), (87), (aB7)) est de dimension ([JK —
1). La correspondance 0 < 6 est bijective :

log Tk, = p(0) + s + B; + i, + (@B)ij + (a7)ik + (B7)jk + (aBY)ijk

La paramétrisation en § permet de dégager des sous-modeles®. Dans le modele complet,
IEMV est 7y, = n’—TZ" et les statistiques canoniques du modele exponentiel sont :

® Ny, nyjret ny g pour o, B et vy
® Nijt, Nyjk et nip pour (af)ij, (67)k et (ay)ik
® 15 pour (e37)iji-

7.3.2 Sous-modeles et interprétations

Intéressons nous aux sous-modéles hiérarchiques®.

Pas d’interaction d’ordre 3 : logmr =a+b+c+axb+bxc+cx*xa

Revenant a la forme exponentielle de 7, ce modele correspond & mjx = NijfijpVik-
Il n’y a pas d’interprétation particuliere en termes d’indépendance ou d’indépendance
conditionnelle.

Toute l'information est contenue dans les statistiques (154, 74k, niyx). 0 est de di-
mension {IJ + IK + JK — I — J — K} et les équations du MV sont :

o~

nAij (0) = nije, i (0) = njie, vin(0) = nig

La résolution de ces équations n’est pas explicite, mais 'existence et 'unicité de 0 est
’
garantie par la 10g—CODC&Vité de la vraisemblance.

Absence d’une interaction d’ordre 2 : logmr =a+b+c+axb+axc

De dimension I(J + K — 1) — 1, ce modele traduit que, conditionnellement & a, les
caracteres b et ¢ sont indépendants, ce que 'on note : (bLlc | a). La loi m admet la
décomposition :

Tijk = Nibj|iVk|i
A; est la probabilité marginale en i, 15, est la probabilité conditionnelle de j a ¢ fixé et
vij; celle de k a ¢ fixé. Chacune des probabilités de cette décomposition s’estime a partir

isti i i ; ’ =~ Mgtk
des statistiques suffisantes n;4 4, njjy et niyp. L'EMV de 7 est 75, = ﬁxnﬁ

8L aussi, on pourrait choisir une autre définition des effets principaux o/, 8',~’, des interactions d’ordre
2 (aB)’, ... et de l'interaction d’ordre 3 (a3v)’. Ce choix est secondaire dans la mesure ou : (i) la notion
d’interaction d’ordre 3 est intrinseéque; (ii) en absence d’interaction d’ordre 3, chaque interaction d’ordre
2 est intrinséque, par exemple : {(a8) = 0 et (aBy) = 0} & {(aB)’ = 0 et (aBy)’ = 0}; (iii) enfin,
I’additivité est intrinséque.

9(H) est hiérarchique chaque fois que l’annulation d’une interaction entraine celle de toute sur-
interaction : par exemple, dans un modele a 3 facteurs, si (a8) =0, alors (afv) = 0.
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Une seule interaction d’ordre 2 : logmr =a+b+c+axb

De dimension {IJ + K — 2}, ce modele additif (a * b) + ¢ traduit I'indépendance entre
(a,b) et ¢ : (a,b)Lc. La décomposition de 7 est : w5 = Aijuuy,. Les statistiques suffisantes
sont nj4 et ny4p et TEMV 75, = &%

Modele additif (A) :logm =a+b+c

De dimension I+J+ K —3, ce modele traduit I'indépendance des trois caracteres, m;;, =

Aitjvg. Les statistiques suffisantes sont niy 4, nyjy, ngqp, VEMV 75, = St tetk,

Modélisation exogene d’un facteur quantitatif

Si ¢ est repérée par x; € R, on peut proposer des modeles exogenes spécifiant 1'effet
principal et/ou une interaction relative a x. Par exemple, une modélisation régressive de
a; et des (af);; s’écrit :

(Pe) : log mjr = pu(0) + {6 x (z; — wo) + B, + (xi — xo)vj} + Vi

0 = (6,(85), vj); (k) (Pz), de dimension {2J + K — 2}, appartient a la famille exponen-
tielle de statistiques canoniques >, _; ;1 nip+@ et (3,1 ;1 Nij+x4); pour (8, (v5);)-

7.4 Modele log-linéaire et modele Logit

Pour fixer les idées, considérons une table de contingence & trois facteurs Ax Bx C, A
étant binaire, A = {0, 1}. Le modéle explicatif (A | b, c) est caractérisé par les probabilités
p(b,c) = P(A=1]b,c). Un modele log-linéaire pour A x B X C induit un modele Logit.
Ce dernier s’obtient en calculant le rapport des chances par déconditionnement :

P(A=1]b,c)

1 P(A=1,b,¢)
CPA=0b0)

PA=0.b,c) e lore

= log

Par exemple, le modele complet induit le modele Logit complet :
Logit{u(b,c)} = a1 + (aB)1p + (@¥)1e + (@BY)1be

avec a = a1, (aB)1p = By, ()1 = 7% et (aB7)1be = (87)}.- On a la correspondance :

[ Modele log-linéaire || Logit associé (A | B,C) |

a+b+c oua+bc e
ab+ c ou ab + be a+ G,
ab+ ac + be o+ By, +
abe o+ By, + 7.+ (67)},

On définit de facon analogue les modeles Logit-polytomiques conditionnels si A est
polytomique.

7.5 Observations de tables sur différents groupes

Supposons qu’on observe X, a K facteurs, sur différents groupes G1,Ga, - - - , G, chaque
groupe étant homogene pour X € I. Deux situations se présentent :

(i) les tirages sont effectués au hasard dans G = UZ | G; : on peut alors considérer que
'on observe un nouveau caractere Y = (X, G) a (K+1) facteurs, G étant & L modalités. On
applique alors les méthodes habituelles pour une table de contingence a (K + 1) facteurs.
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Le modele complet est de dimension I L — 1. Le test d’homogénéité des L groupes reposera
sur un x2 & I(L — 1) ddl.

(ii) si au contraire on fixe au préalable les effectifs n(1), n(2), - - -, n(L) de I’échantillon
dans chacun des groupes, le sondage est exogéne, le groupe jouant le role de facteur exogene.
On étudie alors L tables de contingence autonomes. Chaque table est modélisée par des
probabilités {m;(l),i € I}, € G. Le modele complet est de dimension L(I — 1). Si les
observations sont indépendantes de groupe a groupe, la log-vraisemblance sera la somme
des log-vraisemblances sur chaque groupe et I’étude statistique se fera de fagon standard.
Par exemple, Iidentité des L groupes s’obtiendra & partir d’une statistique du x? a (L —
1)(I — 1) degré de liberté.

7.6 Exercices : modele log-linéaire et table de contingence

T.P. : Utiliser le logiciel R pour répondre aux exercices suivants.
Exercise 33 Influence d’une vaccination sur la poliomyélite.

Les 174 observations suivantes'? croisent les trois caracteres p : étre atteint ou non par
la poliomyélite, a : la classe d’age, v : étre vacciné ou non,

a 04| 04 |59 59 | 10-14 | 10-14 | 15-19 | 15-19 | 20-39 | 20-39 | >40 | >40
v oui | non | oui | non oui non ouil non oui non oui | non
monll20 ] 10 |15 3 3 3 7 1 12 7 1 3
(p)
oul 14 | 24 12 15 2 2 4 6 3 5 0 2

(1) Sondage endogéne : I'age est un facteur au méme titre que v et p.

(i) Identifier le modele complet (S) et calculer sa log-vraisemblance.

(ii) Tester (w), 'indépendance entre la maladie et la vaccination & age fixé.
(2) Sondage exogéne : on considere que I’age est un facteur exogene et que les effectifs
ny = 68, nyg = 45,---, ng = 6 de I’échantillon dans les différentes classes d’age ont été
préalablement fixés. On dispose donc de 6 tables de contingences indépendantes en v X p.

(i) Soit (S’) le nouveau modele complet et (w') celui traduisant, pour chaque classe
d’age, I'indépendance de v et p. Tester ().

(ii) On considere que x est un facteur quantitatif, les 5 premieres classes étant repérées
par leur centre, la derniere par 45. Codant v,p en {0,1}, une table 2 x 2 dépend de 3
parametres. Ecrire (S’) sous forme régressive en v x p. On considere le sous-modele (S ) :

(Sp) :logm(v,p|a) =p+axvXs+bXxpxaz+eXvXpXa
Interpréter (Sg ). Construire le test de (Sg) dans (S).

Exercise 34 Table a trois facteurs : Soufflex Agex Fumeur.

Le tableau ci-dessous!! donne la fréquence des probléemes de souffle (s) en fonction de
lage (a) et du fait de fumer ou non (f) :

| Age (a) || Fumeur (f) || S. normal || S. anormal ||

<40 non 577 34
<40 oui 682 57
>40 non 164 4
>40 oui 245 74

10Chin et altri, 1961, The influence of salk vaccination on the epidemic pattern of the spread of the virus
in the community, Amer. J. Hyg. 73, 67-94.

UForthofer et Lehnen, Lifetime learning Publications, Public program Analysis, Belmont CA 94002,
1981.
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(i) Tester I'indépendance des trois caracteres.

(ii) Sélectionner un modele par une procédure ascendante.

(iii) Considérant les deux groupes d’age comme deux populations distinctes et le
sondage comme exogene, tester ’homogénéité des deux populations.

(iv) Etudier le modele logistique (s | a, f) expliquant les problemes de souffle.

Exercise 35 Le chémage affecte t-il identiquement les deux membres d’un couple ?

X; € {0,1,2} est le nombre de chémeur d’un couple i. L’observation d’un 1000~
échantillon de X sur une population homogene donne :
‘ Valeu’rsdeXH 0 | 1 | 2 |
| effectifs || 810 | 170 | 20 |
(1) Donner PEMV des parametres o, 71 et mo de la loi m de X. Quelle est la loi
asymptotique de cet estimateur ?

Soit (w) la sous-hypothese : le chémage touche de fagon identique et indépendante les
deuzx membres du couple.

(2) Ecrire la loi de X sous (w) en fonction de € ainsi que la contrainte non-linéaire sur
7 caractérisant (w). En déduire un test de (w).

(3) Estimer 6 par le MV. Tester (w) en utilisant le test du RV.

(4) Tester (w) en utilisant le test du y? d’ajustement.
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Chapitre 8

Annexes

8.1 Variable aléatoire a valeur dans R"

Soient X € RP et Y € RY? deux variables aléatoires vectorielles (v.a.v.) de carré
intégrable, A : R> — R? et B : R? — RY deux applications linéaires. On a les
propriétés suivantes :

o H(AX) = AE(X) (linéarité de ’espérance).
e Cov(AX,BY) = ACou(X,Y) !B (bilinéarité de la covariance).
o Var(AX) = AVar(X)!A, et si a € RP, Var(taX) = taVar(X)a.

Loi de Y = ®(X) image d’une variable X a densité fx.
Soient U et V deux ouverts de RP, & : U — V une bijection contintiiment dérivable
sur U (® € CH(U)) telle que @1 € CH(V), ot @' : V — U est I'application réciproque

de ®. Presque surement, le jacobien J®(z) = ( 83; (l‘)) . de ® est inversible sur U.
173: 7p

Soit X une v.a.v. a valeur dans U C RP de densité fx. Alors, la v.a.v. image Y = ®(X)
admet une densité fy concentrée sur V donnée par :

fr(y) = {ldet J@(x)[} ! fx (x), avec x = &7 (y)

Ezxemple 1 : si A est une bijection linéaire sur RP, on a pour ¢ = AX et V = AU :

fely) = {det A} fx (A7)

Si € est un BB gaussien, MV et MC différeront pour I’estimation des parametres de X des
que det A # 1. En effet :

12
log fx(x) = log(|det A|) — %52 Zs?(m,A) - glog(%r)
€1

Exemple 2 : X > 0 est une loi log-normale de parametre (m,o?) si log X est une loi
normale NV'(m, c?). La densité de X est concentrée sur]0, +-oc[, de densité

(log z — m)?

f(z)=1(z > 0) \/21_7m; exp — 557

8.2 Loi gaussienne multimensionnelle

e La densité de X ~ N (m,0?), la gaussienne réelle de moyenne m et de variance o2 > 0

est f(x) = \/21—7“7 exp —%@77—;”)2 La fdr ® normale réduite N'(0, 1) vérifie ®(—x) = 1—P(x);

elle est tabulée pour = > 0.
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e La loi gaussienne multidimensionnelle X a valeur dans R?, de moyenne m € RP et
de matrice de covariance réguliere > = p X p admet pour densité :

2
2

f@):(mof(&xzy%emp—%tcp—nnz*%x—ng

Cette loi est caractérisée par sa moyenne et sa variance.

Soit X =t(*X(1),! X(2)) une décomposition de X en deux composantes de dimensions
respectives py et po. Notons m(i), 3;;, ¢, j = 1,2 les décompositions de m et de ¥ associées.
On a les propriétés :

(1) Si A: RP— RY est linéaire, alors AX ~ Ny(Am, AXLA).

(2) Lois marginales : X (1) ~ N, (m(1),X11) et X(2) ~ Ny, (m(2), B22).

(3) X (1) et X(2) sont indépendantes si et seulement si elles sont non-corrélées : 315 = 0.

(4) La loi de X (1) conditionnelle & X (2) = 2 est gaussienne :

Loi(X(1) | X(2) = @) ~ Np, (m(1) + S12855 (w2 — m(2)), Bt — 12¥55 1)
L’espérance conditionnelle est affine en x5 ; la variance est indépendante de x5.
e Couple (X,Y) ~ Na(m,¥) ot Var(X) = o2, Var(Y) = 03, p= Corr(X,Y) :

e 1 1

z,y exp —
2wo109/ 1 — p? 2(1 —p?)

Loi(Y|X =x) ~ N(ma+ poaZ,o5(1 —p?)) et E(Y | X = x) = mg + poaX

~9 ~— ~9 <~ Z—E(Z)
—9 e 4
{ pPTY + Y-} ou z o)

X et Y sont indépendantes si et seulement si elles sont non-corrélées. L’espérance condi-
tionnelle définit la droite de régression de Y en X = z.

8.3 Lois déduites : Chi2, Student et Fischer

e La loi du Chi2 a p degré de liberté (noté xz) est la loi de la somme :
Xo~Z=Y2+Y+ - +Y7 otles (V) sont i.i.d. N(0,1)

Cette loi est d’espérance p, de variance 2p. Le carré d’une loi gaussienne réduite suivant
une loi F(%, %), la densité d’un X;,% est celle de la loi I'(Z, %) Les quantiles ¢(p, o) définis
par P(Xf, > q(p,@)) = «a sont tabulés. On a les deux propriétés suivantes :

(1) Si X ~ Np(0,%) et si ¥ est inversible, alors ‘XX 71X ~ 2. Cette propriété est a
la base du test de Wald.

(2) Soit X = (X;)i=1 un n-échantillon d’une loi N'(m, 02), X la moyenne arithmétique

des X, et §% = (nil) S 1(X; — X)? la variance empirique de 1’échantillon. Alors :

(i) X ~ N(m, %2) : (i) 82 ~ x2_;; (iii) X et S? sont indépendants.

Cette propriété conduit a la définition de la loi de Student et des tests gaussiens.

e Loi de Student & p ddl : c’est la loi d’un quotient

X
Ty, = ou X ~ N(0,1) est indépendant de Z, un Xf)

VZ[p

La distribution de T, est symétrique, tabulée pour x > 0. Pour n grand (n > 60), la
distribution de Student s’approche de celle de la variable normale réduite.

e La loi de Fischer a p et g ddl est la loi du quotient

Fpq={G/pY /X2 a}
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ot les deux x? sont indépendants ; p est le nombre de ddl du numérateur, ¢ du dénominateur.
La distribution des lois de Fischer est tabulée a partir de ses quantiles. Notons que (Fp?q)*1
est une loi de Fischer Fy,,, : si f(p, ¢; @) est le a-quantile de F, 4 (P(Fpq > f(p,q; ) = ),
alors P(F,, > {f(p,q;)}71) =1 — a, c’est-a-dire que f(q,p;1 —a) = {f(p,q;a)} L. Le
carré d’une loi de Student T}, est la loi F7y 4.

e Loi du Chi2 décentrée : si Y; ~ N(m;, 1) sont p gaussiennes indépendantes, et si

A% = 3"Pm?2 1a loi de la somme des carrés,

p
7 — ZY;2 ~ X/2(p7 /\2)
1

12
P

de non-centralité \2. A u et p fixés, P(Z < u) est croissante en A : ces lois permettent donc
d’étudier la fonction puissance d’un test du Chi2. Elles sont tabulées dans des ouvrages
spécialisées.

ne dépend que de p et de A? : ¢’est la loi du Chi2 décentrée, y ()\2), a p ddl et de parametre

Si le numérateur du Fischer F}, ; est remplacé par un Xf()\), la loi du quotient, qui ne
dépend que de p, g et A, est la loi de Fischer décentré F), ,()). Cette distribution intervient
dans le calcul de la puissance du test de Fischer. Deux types de tables décrivent ces lois :
les tables de Hartley-Pearson donnent la courbe de puissance a niveau « et p fixés; les
tables de Fox donnent, a niveau « et puissance (§ fixés, la valeur correspondante des A
pour les différents ddl p et q.

8.4 Convergence en probabilité, convergence en loi

Trois types de convergence sont utilisés dans ce livre. Rappelons-en les définitions et
propriétés principales (cf. [?], [?] et [?]). Soit (X,) une suite de v.a.v a valeur dans R?,
X une v.a.v. a valeur dans le méme espace, ||.|| la norme euclidienne sur RP, |.| la valeur
absolue sur R.

Convergence en probabilité. (X,,) converge en probabilité vers X si :
Ye >0, P(| X, — X|| > &) — 0; on note : X, —= X
n

Cette condition équivaut a la convergence en probabilité coordonnée par coordonnée.

Convergence en moyenne quadratique. Supposons que (X,,) et X soient de carré
intégrable (chaque coordonnée est de variance finie).

(X,) converge en moyenne quadratique vers X si E(|| X, — X||*) — 0: X,, —%

La convergence en moyenne quadratique entraine la convergence en probabilité. C’est une
conséquence de 'inégalité de Bienaymé-Tchebichev qui dit que si X est une v.a. réelle
(v.a.r.) de variance finie et si a > 0, alors :

< Var(X)

— 2

P(X — B(X)| 2 0) < =2

La convergence en loi. Commengons par définir la convergence faible d’une suite
(P,) de probabilités sur les boréliens B(RP) de R? : (P,) converge faiblement vers P si
P,(A) — P(A) pour tout borélien A tel que P(0A) = 0, ou 0A est la frontiere topologique
de A. Cette convergence est équivalente a la propriété suivante :

Vf: RP— R continue et bornée : /fdPn — /fdP



78 CHAPITRE 8. ANNEXES

Sur R, la convergence faible équivaut & :
Va réel t.q. P({a}) =0: Py(] — o0,a]) — P(] — o0, a])

Si P est diffuse (P ne charge pas les points), il n’est pas nécessaire de préciser la condition
P({a}) = 0 puisque X ne charge aucun point.

Soit Px la loi de probabilité d’une v.a.v. X a valeur dans R?. Pour (X,,), X des v.a.v.,
notons P, = Py, et P = Px. On dira que (X,) converge en loi vers X si P, converge
faiblement vers P. On note : X, LN'S

Dans le cas de v.a.r., notant F), et F' les fonctions de répartition de X,, et de X, la

convergence en loi équivaut a :
lim F,(x) = F(x) en tout x point de continuité de F' (8.1)

Si la loi de X est diffuse, il est inutile de préciser la condition de continuité en x.

Convergence en probabilité et convergence en loi.

(1) Théoréme de Slutsky : Si X, L X et si f + RP — RY est continue, alors
F(Xn) =5 F(X).
(2) La convergence en probabilité entraine la convergence en loi.
(3) Une CS de convergence en probabilité : soit (X,,) une suite de v.a.r. de variances

finies. Si F(X,) — a € R, et Var(X,) — 0, alors X, .
(3) Si f: RP — RY est continue, alors f( n) Lok, f(X) des que X, Lo, x,
(4) Pour des v.a. a valeur dans RP : X, Lot X equlvaut a Va € RP'aX, LN

loi

(5) Pour des v.a. a valeur dans RP : si X, 1o X et v, 1% a, alors X, +Y, — X +a
et LX,Y, 2% ta X,

(6) Théoréme de Cramer : soient (Ay), (Bp) deux suites de matrices aléatoires de

dimensions respectives p X q et ¢ X r. Si A, 1o A et By LN B, ou B est une matrice

constante, alors A, B, Lo, AB.

(7) La Delta-méthode : convergence en loi de F(X,) pour F non-linéaire.
Soient (X,,) une suite de v.a.v. a valeur dans R?, (a,,) une suite positive tendant vers +oo

telle que, pour un 6 € R? on ait : \/a,(X, — ) — Lot »(0,X). Soit F' : RP— R une
application de classe C? au voisinage de 6. Alors, pour la matrice p x ¢, J() = (gg:? (9)) :

Van(F(Xn) — F(8)) 225 Ny (0, J(0) 11 (6))

Pour ¢ = 1, tJ(0) est le vecteur gradient de F.

8.5 Loi des grands nombres. Théoreme central limite

Loi faible des grands nombres dans L!(!). Soit (X,,) une suite de v.a.r. i.i.d. telle
que E(|X1]) < co. Alors :

ZX —Lom = B(X))

Loi faible des grands nombres dans L?. Soit (X,,) une suite de v.a.r. non-corrélées,
de méme espérance E(X,) = m, de variances bornées : Vn, Var(X,) < 0? < co. Alors :

—ZX % m = B(X,)

La loi forte des grands nombres dlt que, sous les mémes hypotheses, la convergence a lieu presque
stirement, c’est-a-dire partout en dehors d’un ensemble de probabilité 0.



8.6. FAMILLE EXPONENTIELLE DE MODELES 79

Théoréme central limite (T.C.L.). Soit (X,,) une suite de v.a.r. i.i.d., d’espérance
1 et de variance finie 0% = Var(X;) > 0. Posons : S, = >+ | Xi, Xy, = Sp/n. Alors :
(Sn - TZ[L) loi ~ loi
—_— N(0,1 : Xn— 0,1
P (0,1) ou encore : v/n(Xn — p) — N(0,1)
Forme wvectorielle du TCL : Soit (X,) une suite de v.a.v. i.i.d. d’espérance u € RP et de
covariance X réguliere; alors :

(Sn\;ﬁnlu) o Np(0,%) ol encore E_%—(Sn — ) Lo, Np(0, 1)

vn

Le théoréme central limite de Lyapunov. Soit (X,,) une suite de v.a.r. indépendantes
et centrées, telle que pour tout n, s, = E(|X,[*) < co. Soient s2 = Var(S,) =
St Var(Xs) et w) = 31 B(1XiI) -

sifn 0, alors s, 'S, Lot (0,1)
Sn

La condition £2 — 0 est vérifiée si les moments d’ordre 3 sont bornés et si la suite (2)
n

est minorée positivement.

Ce résultat est inchangé si on considere un tableau triangulaire de v.a.xr. {{X;,,i =
1,n},n € N}, avec Sy, = Y i | X et si on remplace les conditions sur (X;,¢ = 1,n) par
les mémes conditions sur {X;,,i = 1,n}.

8.6 Famille exponentielle de modeles

Concernant cette annexe et les deux suivantes, on pourra consulter [4], [?] ou [?].

8.6.1 Définitions

Soit (E,£) un espace d’état mesurable, x4 une mesure o-finie? et (Pp, € ©) un modele
statistique (c.a.d. une famille de lois de probabilité) sur cet espace, © étant un ouvert
non-vide de RP.

Definition 4 Modéle exponentiel : (Py,0 € ©) est un modéle exponentiel si pour tout
0, Py admet une densité par rapport a p de la forme :

fo(x) = C(0)h(z) exp(T'(z), Q(0)) (8.2)
avec T(x) et Q(8) € R, et (u,v) =Y, wv; le produit scalaire sur R.
T = (Th,Ts,--- ,T,) est la statistique canonique du modele : elle contient toute I'infor-

mation sur le parametre 6 (statistique exhaustive pour 6). Seules T' et @ contribuent &
la définition du modele, h(.) jouant un role annexe puisque si la p est remplacée par
p* = ph(.), la nouvelle densité est

fo(x) = C(0) exp(T'(z), Q(0)) (8.3)
C(0) est la constante de normalisation qui fait de f; (ou de fp) une densité :
CO)" = [ explT(@). Q)" ()

Definition 5 Variable aléatoire appartenant a une famille exponentielle
Une variable aléatoire X a valeur dans (E,&) appartient a une famille exponentielle
si elle admet une densité du type (8.2) ot (8.3).

*p est o-finie si E = J,,cp An, 0ott An € & et u(An) < co. Pour (E,&) = (R?, B(R?)), R” muni de sa
tribu borélienne, on prendra toujours p = A, la mesure de Lebesgue. Si E est un espace discret (fini, ou
dénombrable) et £ = P(E), on prendra pour p la mesure de comptage définie par u(A) = |A], le cardinal
de A. Ces deux mesures sont o-finies.
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8.6.2 Exemples

La plupart des modeles classiques sont des modeles exponentiels.

Modeéle binomial : la variable binomiale B(n,6), 0 < 8 < 1 a pour densité par rapport
a la mesure de comptage sur £ = {0,1,2,--- ,n},

fola) = P(X = 2) = (1) 0°(1 — )" = (1 — 6)" (%) exp{w log

0
1_9}, pour x € E
On identifie facilement : T(z) = z (T € R, 7 = 1), Q(0) = log &5, C(0) = (1 — )" et

h(z) = (). Le modele binomial est exponentiel. Pour n = 1, c’est le modele de Bernoulli
de parametre 6.

Modéle de Poisson : la variable de Poisson P(#), 0 > 0, sur E = N a pour densité,

folx) = 6_0% =e (@) Texp{zlogh}, z € N
C’est un modele exponentiel avec T'(z) = x, Q(0) = log(), C(0) = 7%, h(z) = ()7L

Loi exponentielle : la loi exponentielle Exp(0), 0 > 0, a pour densité sur R,
fo(x) = 0™ = fexp{xb}, z >0

C’est un modele exponentiel, T'(x) = z et Q(0) = 6.

Loi Gamma : plus généralement, la loi Gamma I'(0, k) (k = 1 pour la loi exponentielle),
0 et k > 0, a pour densité sur R,

1 1
fG,n(w) — enxm—le—b?:c —

L'(k) Ty epllol@)(n —1) —ab}, w20

C’est un modele exponentiel, avec T = (log(x),z) et Q(0) = (k — 1,0) et C(0,k) =
(k)10 (T'(k) = 0+°° " le~%dr).

Modéle gaussien : la loi N'(m,o?) admet la densité sur R :

)2 2 2
() = (2r0?) S exp T ((am0%)H exp ey + T
C’est un modele exponentiel de statistique T'(z) = (z,2?) et Q(0) = (%, —5o5).

Il existe d’autres exemples de modeles exponentiels : le modele linéaire gaussien, le
modele Logit binaire ou polytomique, le modele log-linéaire de table de contingence, les
modeles linéaires généralisés (régression Gamma, régression poissonienne).

Des exemples de modeles non-exponentiels sont : la loi uniforme sur [0, 0], la régression
gaussienne non-linéaire, le modele Probit.

8.6.3 Propriétés

Pour le changement de parametres : ¢ = Q(6), la densité de T' par rapport a p* est :

fr(t) = K(p) exp(p, t)

K (o) est la constante de normalisation qui fait de f7 une densité. Notons :

d={peRPtq K(p)™! = / exp(p, t)dt < +oo} et (p) = log K(p) pour ¢ € ®
E

Supposons que ® est d’intérieur non-vide. La variable T" admet la densité,

fr(t) = exp{(p, 1) + ¥ (p)}
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Proposition 23 Proprié¢té de la statistique T'.

(1) ® est un sous-ensemble convere de R".

(2) ¢ — Y(p) est convexe, indéfiniment dérivable sur lintérieur de ®.

(3) Eo(T(X)) = ¥W(g) et Vary(T(X)) = v ().

(4) Pour toute observation x € E, ¢ — logp,(x) est concave et @, lestimateur du MV
de ¢ satisfait : Ex(T(X)) =T(x).

8.7 Information de Fischer. Inégalité de Cramer-Rao

On garde les notations du paragraphe précédent : (E, ) est 'espace d’état des obser-
vations Y, muni d’une mesure o-finie p. Soit (P, 0 € ©) un modele statistique sur cet
espace, © étant un ouvert non vide de RP.

Notations : supposons que pour tout 0, Py admet une densité f(.,0) par rapport a
f1. Si 0 +— h(6) est une fonction réelle de classe C? au voisinage de 6, on note h(1(9) =
t(g—gi(é)),i = 1,p) le gradient de h en 6, h(? (0) = (%(9), i,7 = 1,p) la matrice hessienne
p X p des dérivées secondes. ’

8.7.1 Densité réguliere et information de Fischer
Pour g € © fixé, notons Py = FPy,, Ey I'espérance sous F.

Definition 6 La densité f est réguliére en Oy si :
(R1) I existe Vg voisinage de 0y t.q. pour tout y € E, 0 — f(y,0) est de classe C2(Vp).
(R2) (log f)D(Y,00) est centrée, de carré Py,-intégrable, vérifiant :

Eof(log f)M *(log )M (Y,00)} = —Eo{(log f)@(Y,00)} = I(6)

(R3) 1(0y) est réguliére.
Definition 7 L’information de Fischer en 0y est la matrice 1(0p).

L’information de Fischer est la variance du gradient de (log f) ou lespérance de la
matrice hessienne de (log f). L’inversibilité implique que I(y) est dp. L’information de
Fischer est additive : si Y1, Ya, -+, Y, sont i.i.d de densité f(.,0p), 'information mutuelle
est n fois l'information individuelle, I,,(6y) = n I(6o).

Example 19 Modele exponentiel

(1) La densité d’un modele exponentiel f(y,0) = exp{(0,t(y)) + 1¥(0)} est réguliere et
I'information de Fischer vaut :

_ M

I(0) =Varg(t(Y)) = Y

(6)

(2) Pour Y de loi de Bernoulli B(p), I(p) = {p(1 —p)} ! = {Var,(Y)}~L. Pour la loi
binomiale B(n,p), I(p) = n{p(1—p)} L. Pour la loi exponentielle de parameétre 6 = Ey(Y),
I(0) = 072 = {Varyg(Y)} L. Pour la loi gaussienne N(m,o2) et = (m,c2), I(0) est
diagonale, de coefficients diagonaux o~2 (I'information sur m) et (20%)~! (I'information
sur o2).

8.7.2 Borne de Cramer-Rao

S € R” est une statistique régulicre si sa densité est réguliere. Soit > la relation d’ordre
partiel sur les matrices symétriques k x k : A = B <= A — B est sdp. Le résultat suivant
donne une borne inférieure pour la variance d’un estimateur sans biais :
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Proposition 24 Considérons un modéle régulier, S un estimateur sans biais et régulier
de g(0) € R¥. Alors, notant Jg(0) la matrice jacobienne de g :

Varg(S) = Jg(0)1(0)" *Jg(0)

Quand un estimateur sans biais atteint la borne de Cramer-Rao, on dit qu’il est efficace.
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